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RESUME

Dans ce mémoire, nous présentons, définissons et donnons quelques propriétés des métriques
naturelles sur le fibré tangent d’une variété riemannienne et dans le cas particulier de la métrique
de Sasaki, nous présentons le calcul de la courbure riemannienne induite.

Expréssions clées : variété riemannienne, métriques naturelles, métrique de Sasaki, courbure rie-

mannienne.
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ABSTRACT

In this dissertation, we present natural metrics on the tangent bundle of a riemannian manifold
and for the particular case of the SASAKI’s metric, we calculate thducted riemannian curvature.e
in

Keys expressions : riemannian manifold, natural metrics, sasaki’s metric, riemannian curvature.
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Introduction

C’est en 1958 que le mathématicien Japonais S.Sasaki dans [10] utilise la métrique g d’une
variété riemannienne (M, g) pour construire une métrique g sur le fibré tangent T M de M appelée
la métrique de Sasaki. A sa suite dans [3] en 1962, Dombrowski calcule le crochet de Lie des
champs de vecteurs de TM en utilisant fortement la théorie des relevements. En 1971, Kowalski
dans I’ouvrage [2] utilise les crochets de Lie sur 7M pour déterminer la formule de la connexion
de Lévi-Civita du fibré tangent équipé de la métrique de Sasaki puis en calcule la courbure rie-
mannienne en fonction de la connexion de Lévi-Civita et de la courbure riemannienne associée a
g. L'objectif de notre travail est de définir et de donner quelques propriétés des métriques natu-
relles sur le fibré tangent d’une variété différentiable puis de présenter dans le cas particulier de la
métrique de SASAKI le calcul de la courbure riemannienne induite. Pour y parvenir, nous avons
subdivisé notre travail en trois chapitres :

e Au chapitre 1 intitulé champs de tenseurs sur un fibré vectoriel, nous présentons tout d’abord les
généralités sur les fibrations différentiables, puis nous étudions les fibrés vectoriels réels, ensuite
nous construisons quelques fibrés vectoriels réels particuliers, et enfin nous présentons les champs
de tenseurs sur un fibré vectoriel réel.

e Au chapitre 2 intitulé éléments de géométrie riemannienne, nous présentons et étudions les no-
tions ci-apres : connexion linéaire sur un fibré vectoriel réel, connexion linéaire sur une variété dif-
férentiable, variété riemannienne, connexion de Lévi-Civita et tenseur de courbure riemannienne.
e Au chapitre 3 dont le titre est courbure riemannienne induite par la métrique de Sasaki, les no-
tions évoquées sont les suivantes : relevements de fonctions, relevements des champs de vecteurs,
métriques naturelles, et enfin connexion de Lévi-Civita et tenseur de courbure riemannienne asso-
cié 4 la métrique de Sasaki. A la fin de ce chapitre nous présentons la construction de la métrique

de Sasaki dans le cas de la sphere S? et le calcul de la courbure riemannienne induite.

Dans ce document, différentiable signifie de classe C™. Les notions de géometrie différentielle sont

considérées comme acquises et nous utilisons fréquemment la convention de sommation d’EIN-
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STEIN qui consiste a simplifier des écritures en €lidant le symbole somme par exemple , nous

n m t
noterons x;y;zx avec i € {1,...,n}; j€{l,..,m}etk € {1,...,t} au lieu de Z Z Z Xiy jZk-
i=1 j=1 k=1
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Chapitre Un

CHAMPS DE TENSEURS SUR UN FIBRE VECTORIEL
REEL

1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

1.1.1 Variété fibrée différentiable

Définition 1.1. On appelle variété fibrée différentiable ou variété fibrée, un triplet (Y, M, r)
ou Y et M sont des variétés différentiables et 7 : ¥ — M est une submersion surjective. La variété

Y est appelé espace total, M la base et r la projection de Y sur M.

Notation 1.1.1. Pour chaque point x € M, 77!(x) est une sous variété de Y qu’on appelle fibre au

dessus de x et on le note habituellement par Y,.

Exemple 1.1. Soient M et S deux variétés différentiables.On désigne par pr; : M xS — M la

premiere projection. Le triplet (M X S, M, pry) est une variété fibrée dite triviale.

Rappel Soit M une variété différentiable et x un élément de M ; CT (R, M) I’ensemble des
courbes différentiables o définies dans un voisinage de zéro et vérifiant @(0) = x. On définit la
relation d’équivalence R, sur C7 (R, M) par aR,B < il existe une carte (U, u) de M en x telle que

d(uo d(uo, 00
dwod)) o= LB . Ona: T.M = C2(R, M)/x,.

Exemple 1.2. Soit M une variété différentiable de dimension m > 0, pour x € M, on note par 7, M

I’espace vectoriel tangent de M au point x et par TM = U{x} x T M T’espace tangent de M. Soit

xeM
my : TM — M 1’application qui a tout couple (x,v,) € TM (ou v, = [y] € T, M) fait correspondre

le point x (origine du vecteur v,). Il existe sur 7M une structure de variété différentiable telle que
nmy » TM — M soit une submersion surjective.

En effet, soit {(U;, u;),i = 1,...,m} un atlas de M. Alors, {(ﬂl‘ul(Ui),goi),i = 1,...,m} est un atlas de
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1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

T M tel que Vi € {1, ..., m} et pour tout systeme de coordonnées locales (ul.l, .., u") de (Uj, u;), on ait

@i 1 0 (Up) = ui(Up) X R™

d(u; 0 y)(1) d(u" o 7)(t)| i

[7] = (ul(’}/(o))’ dt |t:0’ [RXD) T t=0

)

Le triplet (T M, M, ;) est donc une variété fibrée. Cette variété est appelée fibré tangent de M.

1.1.2 Systémes de coordonnées locales adaptés.

Définition 1.2. Soit (Y, M, ) une variété fibrée telle que dimM = m et dimY = m + n. Soit
(', ...,y™™) un systtme de coordonnées locales de Y au dessus d’un ouvert U C Y. Le systeéme
de coordonnées (y!, ...,y™*") est dit adapté si pour chaque a,b € U tels que n(a) = n(b), on a :

y'(a) = y'(b) pour tout i = 1, ..., m.

Soit 4 € Y, un systeme de coordonnées adapté peut étre construit a partir d’un systeme de co-
ordonnées de M et de la structure locale de Y. En effet, soit (x', ...., x™) un systeme de coordonnées
de M au point r(h) au dessus d’un ouvert V) C M. On choisit V,, de sorte que V) C w(Up).
Au point pry(g;(h)) € W,, on fabrique un systeme de coordonnées (y', ...,y") au dessus de W,,. On

définit alors

y: (p[ll(V,r(h) X W) — R™™"

=m, ==

Car pri(pn(a)) = n(a). On obtient ainsi un systeme de coordonnées adapté qu’on note habituelle-

ment (x/, y%).

Exemple 1.3. En utilisant I’exemple 1.2, on en déduit un systeéme de coordonnées locales adaptés

de TM qu’on note (x', %) ot (x!,..., x™) est un systetme de coordonnées locales de M au dessus
X'([¥]) = x'(y(0))

VR d(xfoy)(t
H([y]) = 429,

d’un ouvert U de M.On a :

1.1.3 Sections et morphismes de variétés fibrés.

Dans toute cette sous section, (Y, M, ) est une variété fibrée.

Définition 1.3. On dit qu’une application différentiable s : M — Y est une section différen-

tiable de Y si elle vérifie la condition 7ros = Idy,.

Notation 1.1.2. On note par I'(Y) I’ensemble des sections différentiables de Y.
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1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

Exemple 1.4. Pour le fibré trivial (M X S, M, pr|), une section est le graphe d’une application

différentiable @ : M — S. Ainsi, I'(M x S) s’identifie a C*(M, S).

Exemple 1.5. Une section différentiable du fibré (T'M, M, rr);) est un champ de vecteurs sur M.
Dans ce cas, ['(TM) se note X(M). Soit X € X(M) , on utilise un systeme de coordonnées adapté

(x!, %) de TM et en notant X' = i'oX on écrit: X = X',

Définition 1.4. Soit (Y, M, ) une variété fibrée, une section locale est une application diffé-

rentiable s : U — Y ou U est une sous variété ouverte de M vérifiant :7 |y os = Idy.
On note par I'y(Y) I’ensemble de toutes les sections locales de Y au dessus U.

Proposition 1.1.1. Soit @ € I'y(Y) une section locale de Y au dessus d’une sous-variété ouverte

U. L’ensemble ®(U) est une sous variété de Y. Plus précisément @ : U — Y est un plongement.

Démonstration. Comme 7 |; 0P = Idy, on déduit que : pour tout x € U, TgymoT @ = Idr . Ce

qui entraine que 7, P : T\M — T Y estinjective. En effet, pour Ay, k, € T M,

T, (k) = T,B(ks) = TaomoT, Blhy) = TaymoT D(k,)
= IdeM(hx) = IdTXM(kx)

= h, =k,

d’ol, @ est une immersion injective.
D’autre part, 7 |y o®@ = Idy = Pon |y o® = . Par conséquent @ est un homéomorphisme
de U sur @(U) car 7 |g): P(U) — U est continue. Donc @ est un plongement et @(U) est une

sous-variété de Y. m|

Définition 1.5. Soit (Y1, M, ;) et (Y», N, ) deux variétés fibrées. On dit qu'une application
différentiable f : Y; — Y, est un morphisme de variétés fibrées si f envoie une fibre de Y; dans

une fibre de Y,.

Remarque 1.1. Soit f : ¥; — Y, un morphisme de variétés fibrées, il induit une application
f: M — N telle que le diagramme suivant commute.

v, L v

ml L m
M f N
En effet, soit x € M. f envoie Y;, dans une fibre Y,, de ¥>. On pose y = f(x). L’application f est

bien définie car si f envoie une fibre de Y|, dans Y, avec y # z, alors Y>,N Y5, # 0 ; ce qui contredit
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1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

le fait que les fibres sont deux a deux disjointes. Pour i, € Y|, ona: mo f(h,) = f(x) = fom(hy).
Ainsi, m, o f = f o my, il vient que f o mr; est différentiable.

On dit que f est un morphisme de variétés fibrées au dessus de f. On note généralement

(f, ) : Y,,M, ) = (Yo, N,n). Soit f : M — N une autre application différentiable vérifiant
mof=fometxe M. Pourtouth, € Y;,,ona:m o f(hy) = f(x) = f(x). Donc f = f, d’ou

’unicité.

Exemple 1.6. Soient M et N deux variétés différentiables et f : M — N une application différen-
tiable. Le couple (f, T f) est un morphisme de variétés fibrées de (T M, M, ),) vers (TN, N, nty).
Localement, soit (x') et (y/) des systemes de coordonnées locaux de M et N au dessus des ou-
verts U € M etV C N tels que f(U) C V. Lexpression locale de T f est donnée par : pour tout
YoT f(X'(%)) = f(x)

VoT f(Xi(L)) =X

Xi(L)x € TM, ou f/ = ylofou™ : u(U) — R.

1.1.4 Fibrations différentiables

Définition 1.6. On appelle fibration différentiable (ou simplement fibration) toute variété
fibrée (E, M, r) telle que pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x dans M, une variété
différentiable S et un difféomorphisme ¢ : U x S — 7~ '(U) telle que m(¢(y, s)) = y quels que

solentye UetseS.

Le couple (U, ¢™!) est appelé une trivalisation locale de E tandis que (U, ¢) est une applica-
tion repeére. Pour tous x,y € U, les fibres 77'(x) et 77 (y) sont difféomorphes. Lorsque toutes les

fibres sont difféomorphes a une variété S, on dit que (E, M, ) est une fibration de fibre type S.

Lemme 1.1. Soit (E, M, ) une fibration telle que la variété M est connexe. Toutes les fibres de

E sont difféomorphes a une variété S.

Démonstration. Soit x, € M,on désigne par S la fibre de E au dessus de x,, ona: S = n!(x,).
On pose : A = {x € M tels que E, est difféomorphe a S}. A est non vide car x, € A. D’autre part,
pour x € A, il existe (U, ¢) une application repere ¢ : U X S — n~'(U) telle que x € U. Comme
@ lyixs: {y} XS — E, est un difféomorphisme, il vient que U C A. Donc A est un ouvert de M. Soit
x € A, pour une trivialisation locale (U, ¢) telle que x € U,ona: UNA # (. Soity € UNA, E, est
difféomorphe a §. Comme y € U, E, est difféomorphe a E| et par conséquent E, est difféomorphe
aS.DoncxeS,d ol A= A. Ainsi, A est un ouvert fermé de M et comme A est non vide et M

connexe, il vient que A = M. O
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1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

Définition 1.7. Soient (E|, M, ;) et (E», N, m,) deux fibrations. On dit qu’un couple ( £, f)est

un morphisme de fibrations si et seulement si (f, f) est un morphisme de variétés fibrées. Si en
plus f: M — Net f : E, — E, sont des difféomorphismes, on dit que (f, f) est un isomorphisme
de fibrations eton a: (f, )~ = (f ', fH.

Proposition 1.1.2. Soient (f, f) et (g, g) deux morphismes de fibrations. Le couple (gof, gof) est

un morphisme de fibrations. C’est la composée de (f, f) et (2, g).
Démonstration. Elle découle de la définition de morphisme de fibration. O

Vocabulaire

Lorsque M = N et f = Id,;, on dit que f est un M-morphisme de fibrations.

Lemme 1.2. Soient f : U, — U, un difféomorphisme et g : Uy X S| — S, une application
différentiable telle que pour tout x € M, g(x,.) : S1 — S, est un difféomorphisme (resp. une

submersion), alors I’application

f:leSl—>U2><Sz

(x, 8) = (f(x), g(x, 5))
est un difféomorphisme ( resp. une submersion).

Démonstration. Soit (x,s) € U; X S, on a: pour tout (h,, hy) € T, Uy X TSy,
T(x,s)f(hm hs) = (Txf(hx)’ ng(xa )(hs) + Txg(-a S)(hx))a ona:

Txf(hx) =0 _
T f(hy,hy) = 0 = . Comme T, f est injective, il vient que

Tsg(x, )(hy) + Txg(., s)(hy) =0
h, = 0. On obtient alors I’équation T,g(x, .)(hs) = 0.

Comme g(x,.) : §1 — S, est un difféomorphisme, il vient que h; = 0. Donc T, ;) f est bijective et
par conséquent f est un difféomorphisme local. D’autre part, pour (x;, s;) € U; X S, ona:

f) = fx)
f(x,8) = f(x1,81) =

g(x, s) = g(x1, 51)
O
comme f est bijective, il vient que x = x; et par conséquent g(x, s) = g(x, s;), donc s = 5.
D’ou f est bijective.
Soit (y,1) € U, X S, il existe x € U, tel que f(x) = y. Comme g(x,.) : §; — S, est un difféomor-
phisme, il existe s € S tel que g(x, s) = ¢. D’ou f est surjective et par conséquent bijective.

On suppose que g(x,.) : 1 — S, est une submersion. Soit (K7, Kgr5) € TrnUz X TS 2.
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1.1 GENERALITES SUR LES FIBRATIONS DIFFERENTIABLES

Il existe h, € T,U, tel que T.f(h,) = ki Comme Tig(x,.) @ TS1 — TyuySo est sur-
jective, il existe k; € TS tel que T g(x, . )(hy) = kous) — Txg(., s)(hy). On prends le couple

(he,hy) € TLU XT S, 0ona: Ty f(he, hy) = (Kfy» kg(x.5))» €€ qui montre que f est une submersion.

Théoréme 1.1. Soient (E\, M,,n,) et (E,, M, 1) deux fibrations, et (f, f) un morphisme de
fibrations de E, vers E, tels que f : M, — M, est un difféomorphisme. Alors, (f, f) est un
morphisme de fibration si et seulement si pour tout x € M,, l’application induite f, : E;, — E,,

est un difféeomorphisme.

Démonstration. <) Soit x € My, il existe une carte (U;,¢;) de E; , (U, ¢,) de E, telles que

f(U,) C U,. On obtient ainsi une application

gozofogol_l U xXS1 > U; XS5,
(x,5) = (f(x), f(x,5))

Pour x fixé, ’application partielle f(x,.) : S; — S, est un difféomorphisme , donc ¢,0 fop;!
est un difféomorphisme local. Il reste 2 montrer que f est bijective. Soient y;,y, € E; tels que
FO) = fO). Alors, mof(y2) = mof(y1) , ie f(m(y1) = f(m(y2)) , done 11 (y1) = m(y2) = x
vi,y2 € Ej, et par conséquent f,(y;) = fi(y2) d’ou y; = y,. Donc f est injective. De plus, soit
7 € Ey, my(z) = x2 € M. Il existe x; € E; tel que f(x;) = my(z) = x,. Comme f,, : Ey,, = Ea,,
est bijective, il existe y € Ej,, tel que f;,(y) = z. Ainsi, f est surjective et par conséquent f est

bijective. O

1.1.5 Image réciproque d’une fibration

Proposition 1.1.3. Soient (E|, My, ) et (E», M, ;) deux fibrations. L’application
m Xmy Ey X Ey > My X M, est une submersion et le triplet (E; X Ey, My X M5,y X 15) est une

fibration.

Démonstration. Soit (x1,x,) € My X M,. 1l existe des variétés S et S, et des difféomorphismes
@1 : Uy xS - a'(Uy) et g, : Uy xS, — 1, (U») tels que mogi(y;, s) = y; pour tout i = 1,2. On

pose

p: U XUpyxXS X8, > 7r1_1(U1)><7r51(U2)

V1,2, 51, 82) = (@1(V1, 1), 92(2, 52)

© = @1 X ¢, est un difféomorphisme et pour tout (v, y, 51, 52) € Uy X U, X §1 X S,
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7Ty X 100(y1, Y2, S1, 82) = (1 X 1) (@1 (Y1, 1), 92(y2, 52))
= (mi (@115 $1)), M2 (2, 52)))
= (.YDyZ)

Donc (E; X Ey, My X M,, m; X ;) est une fibration. m|
Soient X et Y deux variétés différentiables et f : X — Y une application différentiable.

Définition 1.8. On dit que f est transversale au dessus d’une sous-variété Z C Y si :pour

tout x € f1(2), TyY = Tof (T.X)) + Ty Z.

Lemme 1.3. Si f : X — Y est transversale au dessus de Z alors f~'(Z) est une sous-variété de

X.

Démonstration. Soit x € f~1(Z), f(x) € Z. 1l existe un ouvert V un ouvert de Y contenant f(x)
et ¢ : V — R™" une submersion telle que VN Z = ¢ (0) ot dimY = m et dimZ = n. On pose
U= f'V)yetd=gof :U — R"™,

Montrons que U N f~1(Z) = &71(0).

Soitze UN f~1(Z).Ona: f(z) € Zet f(z) € V et par conséquent ¢( f(z)) = 0 et donc z € &~1(0),
ona: @(f(z)) =0et f(z) € V, par conséquent, f(z) € Z.D’ otz € U N f1(2).

Montrons maintenant que @ = gof : U — R"™" est une submersion surjective.

Ona:T,® = TiypoT,f : T\X — R"™" Soitv € R"™", il existe v, € Ty,Y tel que T yyp(vy) = v.
Comme vy € Ty)Y, v, = Ty f(u,)+wyouw, € TyyyZ. llexistey : [0,1] — ZNV tel que ¥(0) = f(y)

et Y(0) = wy. Troyp(wy) = L20(1) |,o= 0 car (goy)(t) = 0.On a:

Ty D(uy) = TriypoT, f(uy)
= Trpp(vy —wy)
= Tip(vy)

=V

Ainsi, T,® est surjective et par conséquent @ est une submersion surjective. D’olt f~(Z) est une

sous-variété de Y. m]

Théoréme 1.2. Soient (E,M,n) et f : N — M une application différentiable. On désigne par
JE I’ensemble des couples (x,e) € N X E tels que f(x) = n(e).

1. f*E est une sous-variété fermée de N X E.
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2. Le triplet (f*E, N, py) est une fibration dont la fibre est difféomorphe a une fibre de Eet p,

est la restriction de la premiere projection N X E — N a f*E.

3. Le couple (pr,, f) est un morphisme de fibration de (f*E, N, p,) vers (E, M, r).
Démonstration. On pose : f*E = {(x,e) € N X E, telque f(x) = n(e)}. On considere I’ application

(f,m): NXE > MxM

(x, ) = (f(x),7(e))
Elle est transversale au dessus de la diagonale A = {(x, x), x € M}. En effet,

T(x,e)(f’ ”)(N X E) = Txf(TxN) X Teﬂ(TeE)

= xf(TxN) X Tﬂ'(e)M

Soit a € M tel que f(x) = n(e) = a et (hy, k,) € T, M X T,M,on a: (h,, k,) = (0,k, — h,) + (hy, hy)
Comme (0,k, — h,) € T, f(T\N) x T,M, il vient que : T, oy(M X M) = T f(T N) X T,M + T, oA
Donc (f, ) est transversale au dessus de la diagonale. Ainsi, (f,7)"'(A) = f*E est une sous variété
de N X E. pry désigne la premiere projection , pour tout x € N, f(x) € M. Il existe V un ouvert de
M, une sous variété S et un difféomorphisme ¢ : 77'(V) — V X § tel que priop = 7 |-1y). On

pose U = f~!(V) et I'application

@:UxS — pri'(U)

(x,8) = ¢~ (f(x), 8)

est un difféomorphisme et forme une application repere de (U, @). Pour tout x € N,on a:

pri' () = {(y,e) € fE/pri(y) = x)
={(.e) € f'E/f(x) = n(e)}
~{e € Efe € 1 (f(x)))
= 17 (f(x))

Donc prl‘l (x) est difféomorphe a 77! (f(x)). Comme le diagramme suivant commute,

rE 5 E

pril ln
N f M
on déduit que (pr», f) est un morphisme de fibrations. |
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Notation 1.1.3. On note souvent f*E par N X, E.

Corollaire 1.1.1. Soient (E, M, ) et (E,, M, ;) deux fibrations. On note par E\ Xy E, ’ensemble
des couples (x1,x;) € E| X E, tels que mi(x,) = my(x,). Le triplet (E| Xy Ey, M, 1y Xy 2) est une
fibration.

Démonstration. Comme 7, et m, sont des submersions surjectives, (my,m,) : Ey X E; > M X M

est une submersion. Ainsi, (71, m)"'(A) = E, X, E, est une sous-variété fermée de E, X E,.Le

diagramme suivant commute.
pri
EixXyE, — E,

pra | lm
E, n M

O
Définition 1.9. La fibration E| Xy, E, est appelée produit fibré de E; et E, au dessus de M.

Remarque 1.2. Pour tout x € M, on a (E; Xy E), = E1; X Es,

1.2 FIBRE VECTORIEL REEL

1.2.1 Définition et exemples

Soit A = (E, M, ) une fibration, on suppose que pour tout x € M la fibre 77! (x) = E, est dotée

d’une structure d’espace vectoriel réel.
Définition 1.10. On dit que A est un fibré vectoriel réel de fibre type un R-espace vectoriel
V si les conditions suivantes sont réunies :

1. Pour tout x € M, il existe un ouvert U de M contenant x et un difféomorphisme

¢ : UxV — 7 1(U) qui vérifie n(¢(y,v)) = y pour tout (y,v) € U X V.

2. Pour tout y € U, I’application partielle ¢(y,.) : V — E| est un R-isomorphisme d’espaces

vectoriels.

Notation 1.2.1. Le couple (U, ¢™!) est appelé une trivialisation locale de E et I’application ¢ est

appelée application repere.

Remarque 1.3. Soient (E, M, 7r) un fibré vectoriel réel de fibre type V et (ey,,, e,) une base de V.

Soit (U, ¢~ ') une trivialisation locale de E au point x € M. Pour tout i = 1, ..., n, on pose
€:U—-FE

y = @y, e)
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On a: moe€,(y) = n(p(y, e;)) = y. Donc €; est une section section locale de E au dessus de U. Comme
pour touty € U ¢(y,.) : V — E, est un isomorphisme d’espace vectoriel réel, on en déduit que
{€,i=1,...,n} est une base de E,. On dit que la famille {€,(y), ..., €,(y)} est une base de sections de

E au dessus de U.

Exemple 1.7. Soient M une variété différentiable et V un espace vectoriel réel . Le triplet

(M x V, M, pry) est un fibré vectoriel réel de fibre type V.

Exemple 1.8. Soit M une variété différentiable de dimension m > 1. La fibration (T M, M, rry;) est

un fibré vectoriel réel de fibre type R™.

Remarque 1.4. Soit (E, M, r) un fibré vectoriel réel de fibre type V tel que dimV = netdimM = m.
La variété différentiable E (espace total) est de dimension m + n.

En effet, soit X € E tel que n(X) = x. Il existe un ouvert U de M contenant x , un difféomorphisme
n:n ' (U) —» UxV tel que pri(¢(¥)) = n(¥) pour tout § € 7~ 1(U). On choisit U de sorte qu’il soit
inclus dans le domaine d’une carte (U, u;) de M au point x. On note par u la restriction de u; a U

et f: V — R" un isomorphisme. L’ application

@1 ' (U) - u(U)xR"

y = (@), 0(pr(e(3))))
est un difféomorphisme . Ce qui montre que dimE = m + n. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel réel
de fibre type V. On définit les applications suivantes :
o . ExyE—->E
(X,y)— x+y

et

U:RXE—-E

(A4, X) — AX
elles sont bien définies grace a la structure d’espace vectoriel de E, pour tout x € M.
Théoreme 1.3. Soit (E, M, ) une fibration de fibre type un espace vectoriel V avec dimV = n.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (E, M, ) est un fibré vectoriel réel de fibre type V.

2. Toutes les fibres de E sont dotées d’une structure d’espace vectoriel et pour tout x € M, il
existe U un ouvert de M contenant x et n sections €y, ..., €, de E au dessus de U telles que :

pour tout’y € M, la famille {€/(y), ..., €,(y)} forme une base de E,.
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3. 1l existe des applications o : EXy E — Eetu : RXE — E telles que pour tout x € M,
o(ExxEy) CE,, uURXE,) CE,, letriplet (E,,0 |gxE,, 1 [rxe,) est un fibré vectoriel réel
et il existe une application repére ¢ au dessus de U telle que : pour tout y € U, ’application

partielle ¢(y,.) : Ey, — V est un isomorphisme d’espace vectoriels.

1.2.2 Morphismes de fibrés vectoriels

Soient (Ey, My, ) et (E,, M,, ;) deux fibrés vectoriels de fibre type V; et V, respectivement.
Définition 1.11. Un triplet ( f , [ @) est un morphisme de fibrés vectoriels de (E, M, ;) vers
(Er, My, 1) si

1. (f, f) est un morphisme de fibrations de (E;, My, ) vers (E,, M,, m,).

2. Pour tout x € My, 'application f, = f |, E1x — E, ) est R-linéaire.

3. Lapplication ¢ : V; — V; est : R- linéaire.

Exemple 1.9. Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives m et n. Soit
f : M — N une application différentiable. On considere 1’application ¢ : R”™ — R”" définie de la
maniere suivante : ¢ = Idgn Sim =n; @ = pry,, sSim>nete = j,, sin > m.

Ou

Prun - R" - R"
(!, X XM e (X
et
Jmn : R" > R"

!X e (L Xm0, ., 0)

Il est clair que le triplet (f, T f,¢) est un morphisme de fibrés vectoriels de (T M, M, ry;) vers
(TN, N, ty).

Notation 1.2.2. Dans la suite, on omettra en général 1’application ¢ sauf si cela pose une confusion,
de sorte qu’on notera simplement par (f, f) le morphisme de fibrés vectoriels ou par f s’il n’y a

pas non plus de confusion sur f.

Définition 1.12. Si (f, f) est un morphisme de fibrés vectoriels tels que f et f sont des

difféomorphismes, on dit que (f, f) est un isomorphisme de fibrés vectoriels.
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1.3 CONSTRUCTION DES FIBRES VECTORIELS

Soient (£, My, ) et (E,, M, m,) deux fibrés vectoriels de fibre type V; et V, respectivement.

1.3.1 Le fibré vectoriel £, & E,

Pour tout x € M, on définit la somme directe externe des espaces vectoriels E;, etE,, qu’on

note £, ® E,,,onpose E; @ E, = U E\; ® E;,. On définit alors 1’application
xeM

7T1€97T22E169E2—)M

E ®E,,>hH— x
Plus précisément, pour h = hy @ h, € E1, ® Er,ona: m @ my(hy @ hy) = m(hy) = my(hy)
Proposition 1.3.1. Le triplet (E| ® E,, M, 1| & m,) est un fibré vectoriel réel de fibre type V| & V.

Démonstration. Soit x € M, pour tout k = 1, 2, il existe un voisinage ouvert U; de x et un difféo-
morphisme ¢* : Uy X Vi — ;' (Uy) tel que m(¢*(y,v)) = y pour tout (y,v) € Uy X V. Pour tout
y € Uy, Iapplication partielle ¢*(y,.) : V; — Ej, est un isomorphisme. On pose U = U; N U, et

on considere I’application

o Ux(VieV) — (memn) ()
v @ V) B 9! (0,) @ (3, )1 B v2)
ol o' (y, )Py, )(V1®v2) = @' (y, v)®Y* (v, v2). I est clair que pour tout (y, vi®v,) € UX(V,®V)),
ona:m ®me' ®¢*(y,v; ®v,)) = y puisque I’application partielle ¢' ® ¢*(y,.) = ¢'(y,.) ® ¢*(y,.)
est un R-isomorphisme. D’autre part, soit U’ un autre ouvert de M et des applications
Pk U’ x Vi - !/ (U’). Comme précédemment on déduit Iapplication
Pod U X(VioV,) > (mem) (U)

G v ®v) - D(y,.) & P(y, )(v) &)
Sur 'ouvert U N U’ , on a les applications

(@Yot :UNU xV, - UNU XV,

>, ) > 0,7 3, )
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ouy*: UN U’ x V, — V, est différentiable. Pour tout (y,v; ®v,) e UNU’' XV, ® Vs, ona:

(@' @ D) 'o(p' ® P)(y,vi ® W) = (D' & D) (¢! (v, V1) ® ¢*(y,12))
= (D" 'og' (y,v1)) ® (D*) ' 0g?(y, 1))
=0, 7' 0. v)) @ (3,70, v2))

= 3,7 (3, V1) ® Yy, ).

Enposanty! ®@y>: UNU' x V, @V, — V| ® V, défini par :

Y@y (y, vidva) = ¥ (0, )@Y, )(1®v2) = ¥ (3, v)BY*(y, 12), il est clair que (@' @D?) o' @¢p?)

est différentiable. On en déduit le résultat. O

Remarque 1.5. Soit x € M. 1l existe un voisinage ouvert Uy de x et my; sections e{‘ Uy —> E de
classe C* telles que m; o € = Idy, pour tout i = 1,...,m; I'application

& L, Ay e Ay) P X Ai€6(y) soit un difféomorphisme avec k = 1,2. On pose U = U; N U, et
pour tout i = 1, ..., my, on pose e:?‘ : U — E| ® E, défini par e?(y) = (¢! (), 0, et

e?(y) = (Og,,, el.z(y)). Il est clair que la famille {e:?‘,i = 1,...,m;} forme une base de sections de

E, o E,.

Remarque 1.6. Pour une famille de fibrés vectoriels (Ey, M, xy), ..., (E,, M, ) on définit comme

précédemment le fibré vectoriel £ = £ ® E, © ... ® E,, de base M. On le note parfois
E = @leEi
et sa projection canonique est notée
e i E—>M

Dans le cas particulier ot £ = E| = ... = E,, le fibré vectoriel £ = EszlEi est noté &”F et sa

projection canonique est ®’n : ' E — M

1.3.2 Le fibré vectoriel £, ® E,

Pour tout x € M, on définit le produit direct externe des espaces vectoriels E;, et E,, qu’on

note £, ® E»,onpose E; Q E, = U E\; ® E;,. On définit alors 1’application
xeM

7T1®7T2:E1®E2—>M

E1X®E2x9hl—)x

Plus précisément,pour h = h; ® h, € E;, ® Er,ona: m @ my(hy ® hy) = mi(hy) = my(hy)
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Proposition 1.3.2. Le triplet (E| ® E,, M, 1| ® m,) est un fibré vectoriel réel de fibre type V, @ V.

Démonstration. Soit x € M, pour tout kK = 1,2 il existe un voisinage ouvert U; de x et un difféo-
morphisme ¢* : Uy X Vi — ;' (Uy) tel que mi(¢*(y,v)) = y pour tout (y,v) € Uy X V. Pour tout
y € Uy, I'application partielle ¢*(y,.) : V; — Ej, est un isomorphisme. On pose U = U; N U, et

on considere I’ application

PR UX(VI®V) = (1 em) (V)
.1 ®v2) B 9'(3,.) ® (3, )1 ® v2)
ot ¢! (y, )P (y, )(V1®V2) = (¥, v1)®P*(y, v2). Il est clair que pour tout (y, v;®v,) € UX(V;®V>),
ona: m®m(p' ®p*(y, vi®v,)) = y. Comme I’application partielle ¢! ®¢*(y,.) = ¢'(y, .)®¢*(y, .) est

un R-isomorphisme. D’autre part, soit U’ un autre ouvert de M et des applications &* : U’ x V;, —

n;l(U "). Comme précédemment on déduit I’application

D' P U X(VidVy) = (m ®m) (U

3 V1 ® ) = D(y,.) ® DXy, )(vi ® V1)
Sur I’ouvert U N U’ , on a les applications

(@Y log* :UNU xV, - UNU XV
3.v) P 0.7 0, v)

ouy*: UN U’ x V,, — V, est différentiable. Pour tout (y,v; ® v,) e UN U’ XV, ® Vo, 0ona:

(@' ® D) o(p' ® ")y, vi ® 1) = (@' ® D) (¢! (v, v1) ® ¢* (¥, 12))
= (D" op' (y,v1)) ® (D*) ' 0g?(y, 1))
= 3,7 3, v1) ® 0, Y2, v2))

=y 3, v1) @ ¥ (3, m)

Enposanty'®y? : UNU’'xV,®V, — V,®V, défini par : y' @y (y, v ®v2) = ¥' (3, )@Y, )V ®
V) = ¥ (3, v1) ® ¥*(y,1,), il est clair que (D' ® D) lo(p! ® ¢?) est différentiable. On en déduit le

résultat. O

Remarque 1.7. Soit x € M, il existe un voisinage ouvert U, de x et my sections e{‘ : Uy — E de
classe C* telles que m; o € = Idy, pour tout i = 1,....,my I'application

¢ 0 Aty ey ) P 2 Ai€X(y) soit un difféomorphisme avec k = 1,2. On pose U = Uy N U,
et pour tout i, j = 1,...,m;,my, onpose : g; : U = E; ® E, tel que ¢; = el.l ® el.z définit pour tout

X € M par: g(x) = el.l ) ® Ef(x). Il est clair que la famille {¢;;, i, j = 1, ..., m;, my} forme une base
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de sections de E; ® E, au dessus deU. De maniere générale, pour deux sections s; et s, de E; et
E, respectivement, on pose :
51®S2:M—>E1®E2

x > 51(x) ® 52(x)
Il est clair que s; ® s, est une section différentiable de E; ® E,.

Lemme 1.4. Soient Vi, V, et W des espaces vectoriels sur R de dimension finie. Pour toute
application bilinéaire f : Vi X V, — W, il existe un unique morphisme d’espaces vectoriels

f: Vi® V, = W tel que : pour toute (x1,x;) € Vi XV, f(xl ® x2) = f(x1, x2).

Théoreme 1.4. Soient E,E; et E trois fibrés vectoriels de méme base M. Pour tout M-morphisme
de fibrations f : E\ ® E, — E bilinéaire sur les fibres , il existe un unique M-morphisme de fibrés

vectoriels f : E; ® E, — E tel que pour tout (x;,x,) € E; X E», f(x1 ® x) = f(x; ® x»).
Démonstration. Elle se fait en utilisant les coordonées locales. O

Corollaire 1.3.1. Soient E,, E, et E5 trois fibrés vectoriels de base M. On a :

E1®E25E2®E1
(E1® Ey)® E; = E; Q (E; ® E3)

(E1®E)QE; = (E ®E;3) @ (E,® E3)

Remarque 1.8. Pour une famille de fibrés vectoriels (Ey, M, xy), ..., (E,, M, mr,) on définit comme

précédemment le fibré vectoriel £ = £} ® E> ® ... ® E,, de base M. On le note parfois
E = ®£):1E,'
et sa projection canonique est notée
QL i E—>M

Dans le cas particulier ot E = E; = ... = E,,, le fibré vectoriel E = ®"_ E; est noté ®”F et sa

projection canonique est ®’r : @’ E — M.

Proposition 1.3.3. Soient u, : E; — F; et u, : E;, — F, deux morphismes de fibrés vectoriels
au dessus de M. Il existe un M-morphisme uy @ u, : E; @ E, — F, ® F, telle que pour tout

e1®e €EEIQE,, u1 ®uale; ® er) = ui(er) ® ux(er).
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Remarque 1.9. Une autre construction peut se faire a ’aide des fonctions de transition. En effet,
considérons les fonctions de transition a; = u'n Ujl. xV, = GL(V)) et a?j : UIn U?x V, —» GL(V»);

on pose U; = Ul.1 N Ul.z, il est clair que (U;) est un recouvrement ouvert de M. On pose

a;®@a;: UinU; - GL(V,®V,)

ij

X a}j(x) ® afj(x)
ot I’application linéaire a; (e aizj(x) est définie par

a(NQa(x):VieaV, - VeV,
v ® v b al (D)) ® a3 (X)(vs)
on a alors pour tout x € U;, aj(x) ® aizl.(x) = Ildy, ® Idy, = Ildy,gy,- De méme, pour tous x €
UnU;NUietvi®v, € Vi®Vy,ona:
aj(x) ® aj,(x) o (a(x) ® a(0))(v1 @ v)) = a};(x) ® aj(X)(ah(X)(1) ® ay(x)(v2))
= (@},(0) 0 ab (D)) ® (@3,(x) 0 4 (X)(12))
= ag (1) ® ap(x)(v)

On en déduit que al.lj(x) ® al.zj(x) o (a}k(x) ® a?k(x)) = a;,(x) ® a; (x). La famille {U;, al.lj ® al.zj} forme

un cocycle du fibré vectoriel £ ® Ej.

1.3.3 Le fibré vectoriel Hom(E, E,)

Soient {U;, ai1 j} et{U;, afj} des fonctions de transition des fibrés vectoriels (E;, M, ) et (E,, M, ;).

On pose :

Hom(aj,a;;) : U; N U; = GL(Hom(Vy, V)

ij°

X Hom(ailj(x), aizj(x))
ot I’application linéaire Hom(a; (%), afj(x)) est définie par :

Hom(al-lj(x),a?j(x)) : Hom(Vy,Vy) > Hom(Vy, V>)
@ P aj(x) o g o (a(x)”

Il est clair que Hom(al.lj(x), afl.(x) € GL(Hom(Vy,V,), I'application est donc bien définie. Ainsi,
pour tout x € U;, on a : Hom(a;(x),a;)(x) = Hom(Idy,,1dy,) = Idyomw, v, En effet, pour tout
¢ € Hom(Vy, V,), Hom(Idy,, Idy,)(¢) = Idy, o ¢ o Idy, = ¢. De meme, pour tout x € U; N U; N Uy
et € Hom(Vy,V,),ona: Hom(ailj(x), al.zj(x)) o Hom(a}k(x), a?k(x)) = Hom(al.lk(x), a?k(x)).

On en déduit le résultat suivant :

DIPES II 2018-2019 18



1.3 CONSTRUCTION DES FIBRES VECTORIELS

Proposition 1.3.4. 1] existe sur Hom(E,, E,) une structure de fibré vectoriel réel de fibre type

Hom(V,,V,) et dont les fonctions de transition sont les fonctions Hom(a! al.zl.).

i’

Remarque 1.10. Pour tout x € M, on désigne par Hom(E ., E»,) le R-espace vectoriel des mor-

phismes d’espaces vectoriels de E, vers E;,. On a : Hom(E, E,) = UHom(Elx,sz). On
xeM
note par Hom(rry,m,) : Hom(E,, E;) — M la projection naturelle telle que Hom(my, m) (x) =

Hom(E,, E,,). Une trivialisation locale de Hom(E, E,) peut s’obtenir de la maniere suivante :

soient (U, ¢) et (U, @) des trivialisations locales au dessus de y € U. L’application :

Hom(p, D) : Hom(n;, )" "(U) = U x Hom(E, E,)

Hom(Ely’ EZy) 28k ()/a cby cgo Qoy_l)

oug, : Ey, - Vet ®d, : E, — V, sont des applications partielles déduites des trivialisations

locales (U, ¢) et (U, @) au pointde y € U.
Remarque 1.11. Dans le cas particulier ou £, = M X R, on a:

Hom(E,, M X R) = U Hom(E,,, {x) X R)

xeM

U Hom(E,,,R)

xeM

= JE;,

xeM

IR

On pose alors E} = U E}, On I’appelle fibré vectoriel dual de E; et on note par : 1} : E; — M sa

. . . xeM
proj ection canonique.

Proposition 1.3.5. Soient (E, M, ry),(E,, M, ,) et (E3, M, 7t3) trois fibrés vectoriels. On a :
HOm(El,Ez) = ET ®E,
Hom(E, ® E,, E3) = Hom(E |, Hom(E,, E3))
(Ey®Ey)" = Hom(E\,E}) = E{ Q E;
(E))" = E;

Remarque 1.12. Soit (E, M, 7r) un fibré vectoriel réel.Alors :(®”E)* = Q"E*
Proposition 1.3.6. Soient E|,E», E5 et E4 quatre fibrés vectoriels de méme base M. On a :

Hom(El @ E,, E3) = Hom(El, Eg) & HOm(Ez, E3)

HOm(El,Ez ® E3) = HOm(El,Ez) @ Hom(El, E3)

Hom(E, ® E>, E3 @ E4) = Hom(E, E3) ® Hom(E,, E3)
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Remarque 1.13. Pour un fibrfé vectoriel réel E et pour g > 2, on construit le fibré vectoriel E*
qu’on note souvent ®2E. En posant ®'E = Eet®"E = M xR, on pose pour tous p,g > 0,
® E = (®"E) ® (®'E"). On note par ®m : ®E — M la projection naturelle. On a également
(®VE)* = @ E.

Proposition 1.3.7. Soit E un fibré vectoriel réel, on a : Q)E ® QE = ®§:E .

Démonstration. On considere I’application ¢ : ®) EQ®E — &) E définie par : pour s = §}®...®

s;‘,®s1®...®sq etr = 1[®..9n®®...Q;, ona (s, 1) = s‘l‘®...®s;‘,®t’[®...®tf®s1®...®sq®t1®...®ts.

Elle est bilinéaire sur les fibres , donc induit un M-morphisme de fibrés vectoriels ¢ : @) EQ®E —

®)1 E qui est bijective sur les fibres. O
Définition 1.13. On appelle champ de tenseur sur un fibré vectoriel E, toute section diffé-
rentiable du fibré &/ E.

Soit @ : M — & E un champ de tenseurs sur E.
1. Si p =0, on dit que le champ de tenseurs « est g-fois covariant.
2. Sig =0, on dit qu’il est p-fois contravariant.

3. Sip #0etqg # 0, on dit que le tenseur « est g-fois covariant et p-fois contravariant. Dans

tous les cas,on peut dire que le tenseur est de type (p, q).

4. Lorsque E = T M, on dit que @ est un champ de tenseur sur M.

Exemple 1.10. On prend E = TM, les champs de vecteurs sont des champs de tenseurs 1-fois

contravariants sur M.

Remarque 1.14. Soit (E, M, 7) un fibré vectoriel réel. Pour tout x € M, E, est un espace vectoriel.

On peut construire des espaces vectoriels A” E} et ©”E’. On construit ainsi les fibrés vectoriels
p
N E =\ J\E etorE = | JoE:.
xeM xeM

On rappelle que pour un espace vectoriel V de dimension finie m, A” V* (resp.©”V*) désigne

I’ensemble des p-formes linéaires alternées (resp. symétriques). En remplagant E par son dual, on

p
a: \"E = U /\ E. eto’E = U OE,. Pour sy, 5,, ..., 5, € Ey,ona:
xXeM xXeM
SIANSIN NS, = % Z €(0)So(1)® ... ® S OU €(0) est la signature de o et S,, est le groupe des
oes,

permutations de I’ensemble {1, ..., m}. En prenant E = T M, on forme les fibrés vectoriels \” TM
et A\’ T*M. Une section de \” TM est appelée p-champ de vecteurs, tandis qu’une section de

AP T*M est appelée forme différentielle de degré p.
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1.4 CHAMP DE TENSEURS SUR UN FIBRE VECTORIEL

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel de fibre type V. On note par I'(E) I’ensemble des sections
différentiables de E. Lorsque E = TM, I'(E) se note X(M) et lorsque E = A’ T*M, on le note

QF(M), avec p < dimM. Pour tous p, g > 0, on a défini le fibré vectoriel (&} E, M, ®)n).

1.4.1 Définitions et exemples

Définition 1.14. On appelle champ de tenseur sur E, toute section différentiable du fibré

. 4 4
vectoriel (®,E, M, ®; ).

Vocabulaire : Soit @ € ['(®}E).
Si p = 0, on dit que le champ tenseur « est g-fois covariant sur E.
Si g = 0,il est dit p-fois contravariant sur E.
Si p # 0 et g # 0, on dit que le champ tenseur « est g-fois covariant et p-fois contravariant.
Dans tous les cas, on dit que le champ tenseur est de type (p, g).

Lorsque E = TM, un champ de tenseurs de type (p, g) sur TM est appelé champ de tenseur de

type (p,q) sur M.

Exemple 1.11. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel. Une section différentiable de E est un champ de
tenseur 1-fois contravariant sur E. En particulier, pour £ = T M, un champ de vecteurs de M est

un champ de tenseurs 1-fois contravariant sur M.

Exemple 1.12. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel et u : E — E un M-morphisme de fibrés vectoriels.
u est une section différentiable de Hom(E,E) = E* ® E. Plus précisément, u € I'(®|E) et par

conséquent u est un champ de tenseur de type (1, 1).

Proposition 1.4.1. Soit (E, M, ) un fibré vectoriel. (I'(E), +,.) a une structure de C*(M)-module.

(51 + 52)(x) = 51(x) + 52(x)

Démonstration. Pour tout 51, s, € I'(E) et g € C*(M), on pose pour tout x € M, < ¢¢

(g-51)(x) = g(x).51(x)
Il est clair que 51 + s, € ['(E) et g.s; € I'(E). On déduit ainsi les opérations :

+: T(E) x T(E) = T(E)

(51,82) P 51+ 52

.1 C¥(M) X T(E) — T(E)

(& 5) P g.s
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Il est clair que (I'(E), +, .) a une structure de C*(M)—module. O

Remarque 1.15. Il est clair que I'(E) a une structure de R-espace vectoriel. Soit U un ouvert de
M, on note par I'y(E) le C*(U)-module des sections différentiables au dessus de U. On a : pour
tout x € M, il existe un ouvert U, de M contenant x tel que I'y (E) soit fini. On dit que I'(E) est

localement fini.

1.4.2 Applications p-linéaires sur le C*°(M)-module I'(E)

Soient (E, M, ) un fibré vectoriel de fibre type V et un entier p > 2.

Définition 1.15. Une application ¢ : I'(E) X ... X ['(E) — C*(M) est dite p-linéaire si : pour

tout sy, ..., s, € I'(E) et pour tout i = 1, ..., p I"application partielle
P(S15 e Sicts o3 Six1ees 8p) 1 T(E) = CT(M)
S (ST, ey Sic1s S, Sivls -oer Sp)
est C™(M)-linéaire.
Soit a € F(®2E), pour tous sy, ..., 5, € ['(E), on pose :

asy,...sp): M —>R
x = a(x)(s1(x), ..., 5,(x))
Lemme 1.5. L’application a(s, ..., s,) : M — R est de classe C*(M).

Démonstration. Soit x € M, il existe U un ouvert de M contenant x et une base de sections {€;};<;<,

de E au dessus de U. Donc pour touti = 1, ..., p,
si = Zg{ej
=1

ol g{ € C*(U). On note par {€'},<;<, une base de sections de E* au dessus de U tel que : pour tout
y € U{€'(y)}1<in est la base duale de {€())}1<i<p- Ona:a [y= a;. ;€' ®...Q € ol a;,.;, € C*(U).

On a: pour touty € U,

&St s 5,)0) = @E] €}, o &€
= g/' )-8l M), 7)€, ()

= &' ()80 i, i, ()

~ _ Jp : ~
Donc @(s1, ..., Sp) lu= &' ---&p @j,...j,- Ce qui montre que a(sy, ..., s,) est de classe C*. O

DIPES II 2018-2019 22



1.4 CHAMP DE TENSEURS SUR UN FIBRE VECTORIEL

On définit ainsi une application
a:T(E)x..xI(E) - C*(M)
(815000 Sp) > A(S1, .0 Sp)

Lemme 1.6. L’application @ : T'(E) X ... X I'(E) — C*(M) est p-linéaire au sens des modules.
Démonstration. Soient s, sy, ..., s, € I'(E) et g € C*(M), on a : pour tout x € M,

a(s + 81, ..., 5p)(x) = a(x)(s1(x) + 5(x), ..., 5,(x))

= (a(S1, ..., 5p) + a(s, ..., 5,))(x)
On en déduit que a(s + s, ..., 5p) = @(sy, ..., sp) + a(s, ..., s,) De méme,
@(g.S1, -0, 8p)(X) = a(x)(g(x).51(X), ..., 5,(X))

= g(x)a(x)(sl ()C), (L) Sp(x))

= (g.a(sy, ..., 5p))(x)
Donc @(g.s1, ..., §p) = 8.@(s1, ..., $p). |

Notation 1.4.1. On note par A~ =o' (E)) I'ensemble des applicationsp-linéaires au sens des mo-

dulesde I'(E) X ... X I'(E) vers C*(M).

Proposition 1.4.2. A°,, ( M)(F(E)) a une structure de C*(M)-module définie pour tout
(a1 + a2)(h) = ai(h) + ax(h)
hel(E)X..xXT(E)par: et

(g.a))(h) = g.a(h).

On en déduit une application :

D : [(®)E) = Al (T(E))

a = a

Théoreme 1.5. L’application @ F(®?,E) — ﬂgm(M)(F(E)) est un isomorphisme de C*(M)-

modules.
Avant d’établir la preuve de ce théoréme nous avons besoin des résultats suivants :

Lemme 1.7. Soit M une variété différentiable, U et V des ouverts de M tels que V C U. Il existe
une fonction f : M — R différentiable telle que : pour tout x € M, 0 < f(x) < 1, f |ly=1 et
JSu-v =0.
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Démonstration. admis O
Lemme 1.8. Soit x € M et h, € E,, il existe une section s € I'(E) telle que s(x) = h,.

Démonstration. Soit x € M. 1l existe un ouvert U de M en x et une famille de sections {sy, ..., 5,,}

telles que (s1(y), ..., s,(y)) soit une base de E, pour touty € U. Comme h, € E,ona:

he= )" Asi(x)
=1

. On pose :

A;S;

el
I

=1
. Comme M est localement fermé, il existe un fermé F contenu dans U qui est un voisinage de x. Il

existe V un ouvert tel que V C F C U et par conséquent V C V C F c U. Il existe f une fonction

vérifiant : pour tout x € M,0 < f(x) < 1,f |[y=1 et fyy_y = 0. On pose

(fHy) &= yeV
0 = yeU

s(y) =

Il estclair que f.§ € ['(E) eton a :s(x) = h,. Soit @ : I'(E) X ... XI'(E) — C*(M) une application p-
linéaire. Pour tout x € M et hl, ..., h} € E,, on pose : a(x)(h., ..., h}) = a(si, ..., s,)(x) ol s;(x) = K.

On obtient ainsi une application

a(Ax):Exx...xEx—>R

(hL, ., BD) > (s, .ony $,)()
On va montrer que a(x) est bien définie. O

Lemme 1.9. Soient sy, ..., s, € I'(E) tels qu’il existe i < p vérifiant s; |y= 0, alors a(sy, ..., s,) lu=

0.

Démonstration. Sans nuire a la généralité, on peut supposer que s; |y= 0. Il existe g € C*(M) tel
que pourtoutx € M,0<g(x)<1,g|ly=1etgy_y =0.0na:g.s; =0. Ainsi, pour tout

y € U, a(g.s1, 52, ..., 5,)(y) = 0 = g(y).a(si, 52,...5,)(y) = a(sy, s2,...5,)(¥), ce qui montre que
a(sy, $2,...5,)(y) = O pour tout y € U. O

Lemme 1.10. Soient si,s',....,s, € I'(E) tel qu’il existe i < p vérifiant s; |y= s, |y, alors

a(sy, ..., 8p) lu= a(s], ... sp) lu

Démonstration. On a sy [y= s |y ,1e 51 — 5] [y= 0. Donc a(s1, ..., 5p) ly= a(s), ..., sp) lu O
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Lemme 1.11. Soient sy,s),...,s, € I'(E) tel qu’il existe i < p vérifiant s;(x) = s.(x), alors

(81, .oy $p)(X) = (], ... $p)(X).

Ce résultat montre que 1’application a(x) est bien définie. On a évidement a(x) € ®2Ex. On

obtient I’application

&: M- ®F
X a(x)
On a clairement, ®gﬂ' od& = 1dy,.
Lemme 1.12. L’application
&: M- &E
X a(x)

est différentiable.

Démonstration. Soit x € M. 1l existe U un ouvert de M contenant x et une base de sections
{€1,...,€6,} de E au dessus de U. On a : a(Ay)(eil(y), . €p(y) = a(ei, ..., €p)(y) pour tout y € U.
Comme a(g1, ..., €),) est différentiable, il vient que & = a(e€;, ..., eip)e“ ®...®€”, ce qui montre que

& est différentiable. O

Preuve du théoréme. L’application @ : F(®2E) - ﬂgw(M)(F(E)) est une bijection de réci-

proque

D' Al T(E)) = T(@)E)

A

a—a

D(a + B) = D(a) + P(PB)
etona: En effet, pour tout x € M et sy, ..., 5, € I'(E),

D(g.a) = g.P(a)
D(a + B)(s1, s 5p)(X) = (@ + B)X)(51(xX), ..., 55(X))
= a(x)(51(X), ..., 5,(x)) + BX)(51(X), ..., $p(x))
= a(s1, ..., Sp)(X) + B(s1, ..., §p)(x)

= (D(a) + D(B))(S1, ..., 5p)(X).

[’ autre cas se démontre de la méme facon.
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Remarque 1.16. Au moyen de cet isomorphisme de C*(M)-module, on identifie F(®2E )a ﬂgw( M)(F(E))
de sorte que , pour a € F(®2E ), on peut I’écrire comme une application I'(E) X ... XT'(E) — C*(M)
p-linéaire qu’on note encore «.
Soit @ € I'(®}E), pour sy, ..., s,, on considere 1’application
a(sy, ..., 5) 1 T(E") X .. XT(E") = C™(M)
(815 w05 53) 2 (S0, 00 84), 5] © ... B )
ou pour tout x € M, {(a(s, ..., 54), 5| ® ... ® st)(x) = a(x)(51(x), ..., 54(x), s7(x), ..., 57 (x)). Il est clair
que a(sy, ..., 5;) € I'(®E), on déduit une application
a:T(E)X..xI'(E) » I'(®’FE)
(S15 e 8g) > (81, ..y )
qui est g-linéaire a valeurs dans le C*(M)-module I'(®”FE). On note par ﬂgw(M)(F(E),F(prE))

I’ensemble des applications g-linéaires a valeurs dans ['(®”F)) ; elle a une structure canonique de

C®(M)-modules.

1.4.3 Image réciproque d’un champ de tenseur par un morphisme de fibrés

vectoriels

Lemme 1.13. Soient (E\, M, ) et (E,, M, ;) deux fibrés vectoriels et u : E; — E, un M-
morphisme de fibrés vectoriels. u induit I’application C*(M)-linéaire : it : I'(E;) — T'(E;) telle

que pour tout 51 € I'(Ey), ii(sy) = u o sy.
Démonstration. On a naturellement

myo(uosy) = (mou)os
=71 08

= IdM

Donc ii(sy) € T'(E»). La C*(M)-linéarité de i est évidente. Réciproquement, tout morphisme

it : I'(Ey) = I'(E,) de C*(M)-modules induit un M-morphisme de fibrés vectoriels. O

Remarque 1.17. Cette proposition montre qu’il existe un isomorphisme de C*(M)-modules entre

I'(Hom(E\, E»)) et EndcyI'(Ey),T'(E>)). On note souvent it par u.
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Soient u : E; — E, un M-morphisme de fibrés vectoriels et a € F(®2E2).On définit I’applica-

tion ,
wa :T(E)X..xXI'(E) - C*(M)
(S15.0s 8p) P> (U o §1,...,u05),)

elle est p-linéaire et par conséquent u*a € F(®2E 1) On déduit ainsi une application

u' 1 T(@VE;) - [(®VE))
a u(a)
qui est C*(M)-linéaire. Plus précisément, pour tous «, 8 € F(®2E2) etge C”(M),ona:
u(a +p) = u'(@) + u*(B) et u'(g.) = g.u*(a). En particulier, on a un M-morphisme de fibrés

vectoriels qu’on note ®gu : ®§’,E2 — ®2E1. Lorsque p = 1, ®u : E; — E7 est I’application

transposée.
Proposition 1.4.3. Pour tous a € F(®§’,E2) et e F(®2E2), ona:u(@®p)=ua®up.

Démonstration. Soient Sy, ..., $p, Spi1s -or Spag € ['(E2), 0n a:

U@ ®L)(S15es Spsy Spts woes Spig) = A PBUO S|, e, UO Sy, UO Spyf,.cy O Spyy)
=0 81,...,u 0 Sp)PBUO Sps1y.ces UO Spig)
== U (@)(S1, err $p) U (B)(Spats eoes Spag)

= (U (@) @ U (B))(S1s-ees Sps Spsls wees Spag)

Donc u*(a ® 8) = u* (@) ® u*(B). O
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Chapitre Deux ‘

ELEMENTS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE.

Dans tout ce chapitre, (E, M, ) désigne un fibré vectoriel réel.

2.1 CONNEXION LINEAIRE SUR UN FIBRE VECTORIEL
REEL.

2.1.1 Généralités.
Définition 2.1. On appelle connexion linéaire sur E, toute application R-bilinéaire

V : T(E) x X(M) — T(E)

(S,X) = VxS

Vérifiant :
1. Pourtous X,Y € X(M), X eI'(E), S € '(E), Vx.yS = VxS + VyS.
2. Pourtous X € X(M); S, T € I'(E), Vx(S +T) = VxS + VxT.
3. Pourtous X € X(M), S eI'(E) et g € C(M), Vo xS = g.VxS.
4. Pourtous X € X(M), S e'(E)etg € C°(M),Vx(g.S) = g.VxS + X(g).S.

Dans le cas particulier ou £ = TM, on dit que V est une connexion linéaire sur M et que M est

une variété affine.

Exemple 2.1. On prend E =TR", pour X = (X1, ..., X, et g € C*”(M), on sait que
X(g) = Z X,==. Pour Y = (Y1, ..., ¥,), on pose V¥ = (X(Y)), ..., X(Y)).
| D apphcatlon VXY X(R") x X(R") — X(R") est une connexion linéaire sur R".

9
? Oxy,

Définition 2.2. Soient V une connexion sur une variété M de dimension n et (%,
(resp. dx;;dx;;...dx,) ) une base locale en x € M de T, M (resp. T;M ). On appelle coefficients
de Christoffel les n* fonctions Ff.‘j € C*(U);i, j,k € {1,2,...,n} définies par : Va%% =X l"fj o
c’est a dire l"f.‘j = dxk(Va% aix,-)'
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Proposition 2.1.1. Soit X € X(M) tel que sur un ouvert U de M, X |y= 0. Pour toute section S de

E, onaVyS |y=0.

Démonstration. Soit x € U. Il existe V un ouvert contenu dans U tel que x € V. ¢ V C U et
une fonction g qui vaut 1 sur V et est nulle sur M — U. 1l est clair que g.X = 0. Par conséquent,
VxS = gVxS =0.0n ade plus (g.VxS)(x) = VxS (x) = 0 car g(x) = 1. Il vient que

VxS ly= 0. O

De ce résultat, on déduit que :

Corollaire 2.1.1. Soient X, X, € X(M) tels que : X, |y= X3 |y, alors pour S € I'(E),
VxS lv= VxS lu.

Remarque 2.1. De la méme maniere, si § € I'(E) est tel que S |y= 0 pour un ouvert U de M,
alors VxS |y= 0. On obtient une égalité similaire au corollaire précédent. Ce résultat nous montre
que V peut étre déterminée par son expression locale.

Soit V une connexion linéaire sur E. Pour une base de sections (¢, ..., €,) au dessus d’un ouvert
U de M qui est lui méme le domaine d’une carte de systéme de coordonnées (x', ..., x), on pose

o

N0 5y
Ve = Fffjek ol l"fj € C*(U). Dans ce cas, pour X = leﬁ etS = Z S/e;,ona:
i=1 =1

, : o oS’
VxS = XLVi.SJGj = Xl(SjVilfj + —.GJ')
o ax] oxt

& ' n 05’
= X’(Z Sfl“i.‘jek + Z WEJ‘)
£— =

Jok=1

= Xl(zn: ST + Z —k )
jk=1 k=1 J

=3 x Z(Z ST + e

P i k
Sous forme contractée, on a :VxS§ = X'(§ fl"i.‘j + %)ek.

2.1.2 Courbure d’une connexion linéaire.

Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel réel (E, M, ). Pour tous X, Y € X(M) et

S €I'(E), on pose Ry(X,Y)S = (VxoVy—VyoVy—Vxy)S et on obtient ainsi I’application

Ry : X(M) x X(M) x T(E) — T(E)

Lemme 2.1. L’application Ry est trilinéaire au sens des modules sur [’anneau C*(M).
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Démonstration. voir [4] page 34

O

Définition 2.3. L’application Ry est appelée courbure de la connexion V. Lorsqu’il n’y a

pas d’ambiguité on la note R.

Dans un systeme de coordonnées locales, on a : R = quJk ol Rf’}k = R(Z 3 ax,)(ek)(eq) ou ()

désigne la base duale associée a (¢).Or,

VoVaEk—Va(r 61,)

oxt ox/

ar’,
= F V xa 6p - €p
ol ox!
q
_ TP 14 Jk
rjkrlp axi 6‘]

Arpit o . , — P 14
On écrit: V 2 \Y o & = (F]krlp T )eq

En permutant les réles de i et j, on obtient: V.o V 4 ¢ = (Fp Fq + )Eq Comme [-Z 370 6x!] =0, on

ox oxt
ar’ ard,
— P 14 P14 _/k — ik
a: R((')xl’ (’)x] )(ek) (r F F F (')xl (')xj) q
61"" ar‘f
q _T1PT19 P 149 Tk %y
Rz i jk ijr 1—‘zkl—‘jp ox oxJ *

2.1.3 Différentielle covariante d’une forme différentielle a valeur sur un fi-

bré vectoriel.
Soient (E, M, ) un fibré vectoriel réel.

Définition 2.4. On appelle forme différentielle a valeur dans E , toute section @ du fibré

vectoriel réel A" T*M Q E.

On désigne par Q”(M, E) le C*(M)-module des sections de A\’ T*M ® E. Pour tout @ €
QF(M, E), pour X, ..., X, € X(M), on considere I’application

&X,,...X,): M > E

x = D)X (%), ..., X,(x)
C’est une section de E. On obtient ainsi une application

D:X(M)X..x ¥(M) - T(E)

X1, Xp) 2 DXy, s X))

qui est p-alternée au sens des modules. On désigne par AP (X(M),I'(E)) le C*(M)-module des

p-formes linéaires alternées. On a :
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Théoreme 2.1. L’application

QP (M, E) - AP (X(M),[(E))

O D

est un isomorphisme de C*(M)-module. Par conséquent, un tenseur @ € QF(M, E) est identifié a

une application p-linéaire (au sens des C*(M)-modules).

D:X(M)X..x X¥(M) - T(E)

X1, ... X,) > DX, ... X,)

Remarque 2.2. Dans le cas particulier ou E = M X R, I'(E) s’identifie a C*(M) et on obtient les

formes différentielles ordinaires.

Soit V une connexion lin€aire sur E. Pour tout Xj, X..., X,,, on pose :

A

P

VOX,y, X1, s Xp) = D (= DIV (X0, X1, oo Xy o Xp)+ D (=D DAXs, X1, X0, w0, Ko K s X,
j=0 i<j

On obtient ainsi 1’application

V& : X(M) X ... x X(M) — T(E)

(Xo, Xl, ...,Xp) | aard V@(Xo,Xl, ...,Xp)

Lemme 2.2. L’application V® est une forme différentielle de degré p + 1 sur M a valeurs dans

E.

Définition 2.5. On désigne par QP(M, E) le C*(M)-module des formes différentielles a va-

leurs dans E, de ce qui précede, on obtient une application

dy : Q (M, E) — QF"Y(M, E)

O Vo

On I’appelle différentielle covariante associée a la connexion V.

Remarque 2.3. Dans le cas particulierou p = l,ona: dy@(X,Y) = Vx@(Y)-Vyd(X) - D([X, Y])
Pour p=2,ona:

dv®P(X,Y,Z) = Vx@(Y,Z) — VyD(X,Z) + V;P(X,Y) - O([X,Y],Z2) + ©([X,Z],Y) — ©(Y,Z], X)
Donc

dy(dv®)X,Y,Z) = VxdyD(Y,Z) - Vydv®P(X,Z)+VzdvD(X,Y)—dvD([X,Y],Z) +dvD([X,Z],Y) -
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dv®d([Y,Z], X). Or

Vxdv®(Y,Z) = Vx(VyD(Z) = VzP(Y) — V(Y. Z]))
= Vx o Vy®D(Z) — Vx o Vz&D(Y) — VxD([Y, Z])

Vydy®(X,Z) = Vy o Vx®(Z) — Vy o V,d(X) — Vy (X, Z])

Vdy®(X,Y) = V0 Vx®(Y) — V; 0 Vy@®(X) — V,D([X, Y])
En posant Vydy®(Y, Z) — Vydy®(X, Z) + V,dy®(X, Y) = m(X, Y, Z), on obtient :
m(X,Y,Z) = Vy 0 Vy®(Y) = Vy 0 V,&(Y) + Vy 0 VyB(Z) — Vy 0 VyB(Z) + Vy 0 V,&(X) — V0
Vy®(X) + (~VyD([Y, Z]) + VyD([X, Z]) — V,&([X, Y])). D’autre part, en posant :

dvy@([[X, Y], Z]) = Vixn®(Z) — VO([X, Y]) — D([X, Y], Z])

dv®P([[X,Z],Y]) = Vix7@(Y) — VyP([X, Z]) — V([[X, Z], Y])

dv®([[Y, Z], X]) = Viyzn P(X) — VxP([Y, Z]) — P([[Y, Z], X])
En posant n(X, Y, Z) = —dy®([X, Y1,Z) + dv (X, Z],Y) — dy ([, Z], X), et comme
D([[X, Y], ZD) — ©([X. Z], Y]) + ©([[Y. Z], X]) = @([[X, Y], Z] + [[Z, X], Y] + [[¥. Z], X]) = O, on
déduit que
n(X,Y,Z) = Vix71®(Y) = Viyz1@(X) = Viyz1P(X) + VzD([X, Y]) - Vy D([X, Z]) + Vx D([Y, Z]) Ainsi,
m(X,Y,Z)+n(X,Y,Z) = V0 Vy®(Y) = Vy 0 V;&B(Y) = Vy 0 VyD(Z) + Vy 0 Vy B(Z) — V7 P(Y) —
Vixy P(Z) ou encore d2D(X, Y, Z) = R(X, Y)P(Z) + R(Y, Z)D(X) + R(Z, X)®(Y), ce qui montre que

I’on n’a pas toujours dg @ = 0.

Soit @ € QP(M,E) et w € QX(M), on définie la forme différentielle de dégré p + k a valeurs

dans E, w A @ de la maniére suivante :

w A ¢(X1, ey Xp+k) = # Z w(XO'(l)a -~-7X0'(p))¢(X0'(p+1)9 -~-9X(r(p+k))~ Ona

G'ESp+k

Proposition 2.1.2. Pour tous ® € QP(M, E) et w € QX(M), dy(w A D) = dw A D+ (—1)'w A dyD.
Soit § € I'(E). Comme dyS(X) = VxS,ona:
dzS(X,Y) = VxdyS(Y) — VydyS (X) — dyS ([X, Y])
=VxVyS = VyVxS = VixnS
= R(X,Y)S
On en déduit que d3S = Rs ot d3S(X,Y) = R(X, Y)S.
Théoreme 2.2. Soit o AS € QP(M,E) =~ QP(M) Aeoany I'(E), on a : d%(go AS)=¢ARs.

Démonstration. On rappelle que dy(¢ AS) =do A S + (=1)Pp A dyS, on déduit que a’%(gp AS) =
e AS + (=D)dp AdyS + (—1)Pdp AdyS + o AdeS. Dot de(¢ AS) =@ AdsS =¢pARs. O
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2.1.4 Identité de Bianchi

Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel réel E au dessus de M. On sait que

®'E = M x R. D’autre part, ['(®°E) = C*(M). L application

V:C®(M) x ¥(M) - C°(M)

(& X) — X(g)

est une connexion linéaire sur ® E. On désigne par E* le fibré vectoriel dual et on rappelle que
I'(E™) s’identifie a I’ensemble des applications ¢ : I'(E) — C*(M), C*(M)-linéaires. Soit
X € X(M) et ¢ € I'(E™). Pour tout S € I'(E), on pose Vyo(S) = X(¢(S)) — ¢(VxS),et on obtient

ainsi une application Vyp : I'(E) — C*(M).
Lemme 2.3. Vi € I'(E").

Démonstration. Soit g € C*(M),on a:

Vie(g.S) = X(p(g.5)) — ¢(Vx(g.5))
= X(gp(S)) — p(gVxS + X(g)S)
= gX(@(S)) — gp(VxS) + X(9)¢(S) — X(g)¢(S)

= gX(@(S)) — gp(VxS)
I’autre cas est évident. O

On considere alors 1’application

V* : X(M) X T(E*) — T(E")

X,0) = Vyp

Proposition 2.1.3. L’application : V* : X(M) X I'(E*) — I'(E™) est une connexion linéaire sur le

fibré dual E*. On ’appelle connexion duale associée a V.

Lemme 2.4. Soient V' et V? des connexions linéaires sur les fibrés vectoriels E, et E, respecti-

vement , de base M. Il existe sur E\ ® E, une et une seule connexion linéaire V telle que : pour
tout X € X(M), pour tous S1 € I'(E)) S, € '(Ey), ona : Vx(§1®S,) = (V}(Sl) ®S,+51® Vf(Sz.
On la note V' ® V2.

Remarque 2.4. Pour p connexions V!,...V” sur des fibrés vectoriels E,....E » de méme base M,
on peut définir la connexion V! ® ... ® V7 sur E; ® ... ® E,. Dans le cas particulier ot E; =

. =E,etVl = .. = VP =V laconnexion V® .. ®V se notera toujours V. En I’associant
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avec la connexion duale, on construit une connexion linéaire sur ®, E.Notons que c¢’est 1’unique
connexion qui vérifie : pour tous X € X(M) et Ty, T, deux champs de tenseurs quelconque, on a :

Vx(T1®T,) = (V;(Tl) T, +T|® ViTz
Théoreme 2.3. La courbure R de la connexion linéaire V vérifie VR = 0 .

Ce théoreme résulte de la sous section précédente.

2.2 CONNEXION LINEAIRE SUR M

Soit V connexion linéaire sur M, on rappelle que c’est une application R-bilinéaire
V:X(M)x X(M) — X(M) et qui vérifie les deux propriétés suivantes : pour tous X, Y € X(M) et
geCM),ona:

Vx(gY) = gVxY + X(g)Y

Vng = gVXY

Dans un systeme de coordonnées (xi, ...x,,) associé€ a une carte de M, on a :

0
VXy = VX(YJ%
J

0 0
= Y.Vy— A
Y; X@xj + X(Yj)axj

0 0
= XY Va2 4 X(Y)-—=
/ ﬁ%ﬁx] (k)an

d 0
= XY T — + X(Y,)—
/ ”ka * ( k)(?xk

)
- Y5 —
= X0+ XY Tl

2.2.1 Torsion d’une connexion linéaire sur M

Soit V une connexion linéaire sur M. En général,VyY — Vy X — [X, Y] n’est pas nul. On pose

T(X,Y)=VxY -VyX—-[X,Y]. T(X,Y) € X(M). On obtient ainsi une application

T:X(M)x X(M) — X(M)

X, TXY)

Proposition 2.2.1. L’application T : X(M) X X(M) — X(M) vérifie les égalités suivantes :

1. Pourtous X,Y € X(M), T(X,Y) =-T(Y,X)
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2. Pourtous X,Y € X(M), et g€ C*(M),ona:TgX,Y)=gT(X,Y).

Démonstration. Soient X,Y € X(M).On a :
TX,Y)=VxY = VyX - [X, Y] = =(VyX - VxY - [¥. X]) = -T (¥, X).
De méme, comme g[X, Y] - Y(g)X = [gX, Y]

T(gX,Y) = VY —Vy(gX) - [gX,Y]
=gVxY —gVyX - Y(9)X — g[X, Y] + Y(9)X
=gVxY - gVyX —g[X, Y]

= ¢T(X, 7).
O

Ainsi, T : X(M) X X(M) — X(M) est C*(M)-bilinéaire et alternée. C’est donc un champ de

tenseurs deux fois covariants et une fois contravariant.
Définition 2.6. T est appelé tenseur de torsion de la connexion linéaire V.

Soit (U, u) une carte de M de systéme de coordonnées (x', ..., x") tel que X = X'-L et ¥ = Y/ &
ona:VyY = (XinFf.‘j + Xi%)a‘—zk et VyX = (XinF'j‘.l. + Yi%)%. Comme
. k . k , . i i ’ .
[X, Y] = (X"95 — Y250 on déduit que T(X,Y) = X Yf(Ff.‘j - Fl;i)%- D’autre part, on a :

T = T{(dx'Adx))® -0+.On en déduit que T} = Tj;~T"% Par conséquent, T = (I, ~T")dx' Adx'® g

Définition 2.7. La connexion linéaire V est dite sans torsion si 7 = 0.

2.2.2 Champ de vecteurs parallele le long d’une courbe.

Soit V une connexion linéaire sur M. On sait que pour tout x € M, on a:

VxY(x) = [X' ()Y (0T (x) + Xi(x) 2 (0)]1(3%)., ce qui montre que pour Y fixé, V ne dépend que

i

de la valeur de X au point x.

Soient y : [0, 1] = M une courbe différentiable , r € [0, 1] et X € X(M) un champ de vecteurs tel

que X(y(¢)) = y(¢). Dans un systeme de coordonnées locales (x', ..., x") de M tel que X = X"%, on

a: 4(x' oy)(r) = X'(y(t)). On pose x' oy = ¥/, on déduit que
VxY(y(1)) = &)Y (OIY (y(O)T5(y(0)) + %—if()’(f))](%)y(t)-

Définition 2.8. Le champ de vecteurs Y est parallele le long de y si V,, ¥ = 0 pour tout 7.

Définition 2.9. L'application ¢ = V )Y est appelée dérivée de Y le long de y.
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Remarque 2.5. 1. Le champ de vecteurs Y est parallele le long de y si dans tout systetme de
coordonnées (x', ..., x™) sion a : pour tout k < m, (')’ (1)Y/ (y(t)l"f.‘j(y(t))+(yi)’(t)%—f;(y(t)) =0.
i\’ oYk _d . .
De plus, (y') (t)%(y(t)) =5 (y(1))), on déduit que pour tout k < m,
SO0 + YI(y)Th(y(0) = 0.

Dans R”, on a Ff.‘j(y(t)) = 0 et par conséquent le champ de vecteur est parallele le long de y
si (Y (y(1)) = 0.
2. Soit Y tel que Y (y(t)) = 9(t), dans ce cas ,Y*(y(r)) = %. Par conséquent, Y est parallele le

2.k j i
long de 7 si et seulement si pour tout k < m, dd%(t) + %%Fﬁ.(y(ﬂ) =0.

2.k j i
Définition 2.10. Si pour tout k < m d—y(t) + M%F

s a2 i (y(r)) = 0, on dit que y est une

k
ij
géodésique associée a la connexion V.

Remarque 2.6. On considere le systeme différentiel d’ordre 1
ACONERE (y(t))(yi)’(t)l"f.‘j(y(t)) = 0. La fonction inconnue étant Y*, si les fonctions l"i.‘j ety
sont de classe C?, alors Y existe localement. Si on a les conditions initiales en un point y(t,) et

Y(y(ty)) = uo € T, M alors la solution est unique.

Théoreme d’existence de géodésiques : On considere le systeme différentiel autonome d’ordre
) A2k ¢ dxj dxi k
va g ar T

i,j=1
sique 7y telle que y(0) = p et y(0) = up € T, M.

0. Si les fonctions Ff.‘j sont de classe C', alors il existe une unique géodé-

dx' i
: & =X
. . i . R di A
Démonstration. En posant % = X', on obtient le systeme et on conclut grace au
dif _ ik
ar = XX
théoreme d’existence des systemes différentiels autonomes d’ordre 1. O

2.2.3 Application : Transport parallele le long d’une courbe.

Soit y : [0, 1] — M une courbe différentiable telle que y(0) = p et y(1) = q. Pour uy € T, M,
il existe un et un seul champ de vecteurs X, tel que X,,,(p) = up et X,,, est un champ de vecteurs

parallele le long de y. En d’autres termes, V)X, = 0. On définit I’application
. TyM > T,M
Uy — Xuo(Q)
elle est linéaire et bijective. En effet, soientt uy, vy € T,M. Comme V;,X,, = 0 et V;,,Y,, = 01l
vient que Vy(X,, + Y,,) = 0. De plus, (X,, + Y, )(p) = up + vo. On a alors

7)o + vo) = Xy + Y,))(@) = Xup(q) + Y,y (g). On fait de méme pour A.ug et on a : 7, ,(dug) =

A7}, ,(up). Ainsi, 7}, , est linéaire.
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D’autre part, si 7),,(ug) = X,,(¢) = 0, comme le champ de vecteurs nul vérifie les mémes hypo-
theses que X, on conclut d’apres le théoreme d’unicité que X,, = 0, par conséquent, X,,(p) =

up = 0. On en déduit que 7}, , est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Définition 2.11. L’isomorphisme 1), , est appelé transport paralléle le long de y.

Remarque 2.7. On peut étudier en particulier le transport parallele le long d’une géodésique de la

connexion canonique sur R”. Ce qui correspond aux translations dans R”.

2.3 VARIETE RIEMANNIENNE

2.3.1 Métrique riemannienne

Soit M une variété différentiable de dimension m > 1. On désigne par ['(@*T*M) le C*(M)-
module des sections différentiables du fibré vectoriel réel (I'(@*T*M), M) des champs de tenseurs

2-fois covariants et symétriques.

Définition 2.12. Un champ de tenseurs g € [(®*T*M) est dit non dégénéré, si pour tout

x € M, I’application bilinéaire symétrique g(x) : T.M X T,M — R est non dégénérée.

Remarque 2.8. Soit V un espace vectoriel de dimensionn > 1 et B : V XV — R une forme
bilinéaire symétrique, (e, ..., e,) une base de V. En posant B(e;,e;) = B;j, on obtient la matrice
symétrique (B;;)1<;.j<,- On dit que B est de rang r si la matrice (B;;) est de rang r. Comme la matrice
est symétrique, elle est diagonalisable. Il existe une base (uy, ..., u,) de V telle que la matrice de B

soit de la forme

A 0 0 0 0--- 0
0 1, 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 - p, O 0
0 0 0 0 0--- 0
O --- 0 0 --- 0 0--- 0

ouy <0< A;pourtousi = 1,..,petj=1,..q, avec p+ g = r. Notons que p représente

le nombre de valeurs propres strictement positives et g le nombre de valeurs propres strictement
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négatives. Lorsque B est non dégénérée, on a comme matrice :

A - 0 0 -+ 0
0 A, 0 0
0 0 u 0
0 0 O My

Définition 2.13. Soit g € ['(®*T*M) un tenseur covariant sur M non dégénéré, on dit que g

est de signature (p, g) si pour tout x € M, g(x) : T.M X T.M — R est de signature (p, q) avec
p+qg=m.

Définition 2.14. On appelle métrique pseudo-riemannienne de signature (p, g) sur M, la
donnée d’un tenseur g € I'(@*T*M) non dégénéré et de signature (p,q). Dans ce cas, le couple
(M, g) est appelé variété pseudo-riemannienne. Lorsqu’il n’y a pas de confusion sur g, on note
simplement M.

e Si g = 0, c’est-a-dire que g(x) est définie positive sur 7, .M, on dit que g est une métrique
riemannienne et le couple (M, g) est appelée variété riemannienne.

e Si p =1etg > 0, on dit que g est une métrique Lorentzienne et le couple (M, g) est appelé

variété Lorentzienne.

Remarque 2.9. Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour tout x € M, le couple (T, M, g(x)) est

un espace vectoriel euclidien.

Exemple 2.2. On note par {.,.) le produit scalaire usuel sur R?. Soit S une surface de R? ; image

d’un plongement
f:U—R
(u,v) — (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

ol U est un ouvert de R?. On prends g la métrique induite par {.,.) sur S. Comme les vecteurs
‘;—f:(p) = (g—;‘, % g—i) et %(p) = (g—’v‘, %, g—i) forment une base de 7,$ , on en déduit que la métrique g
5 of 9
R [ 1 )
. En posant dudv = 5(du ® dv + dv ® du) et du” = du ® du , on
of of af 12
Gooar 5

: 0 of o 0
obtient que : g = ||Z12du® + (&, Lydudv + | &L |Pav>.

a pour matrice

x(u,v) = cosucosv

Exemple 2.3. Pour la sphére S on a : y(u,v) = cosusinv ~ On obtient

z(u, v) = sinu
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af . .
a_i = (—sinucosv, —sinusiny, cosu) et

3 .
9 — (—cosusinv, —cosucosv, 0)

ov
of of

P o
L 2y=0 ||(T’:||2 = cos’u on en déduit que g = du® + cos*udv* est une

on a alors ||%||2 =1let(

métrique riemannienne sur S2.

Remarque 2.10. Soit (U, u) une carte de M de systeme de coordonnées (x!, ..., x™),ona: g(%, %) =
gij- On déduit que g = g;;dx’' ® dx/ et g;; = g;. On désigne par g" la matrice inverse de g;;. Donc

g% g =9,

2.3.2 Variété riemannienne comme espace métrique.

Soit (M, g) une variété riemannienne. Soit C une courbe tracée sur M de paramétrisation
A : [a,b] — M, on pose || v(?) |[*= g(y(£))(#(1), ¥7(t)). Le nombre réel fa b || ¥(¥) || dt ne dépend pas

de la paramétrisation choisie. On préfere sans risque de confusion le noter L(y).

Définition 2.15. Le nombre L(y) défini par L(y) = fa b || ¥(2) || dt est appelé longueur de la

courbe C.

Soit M une variété riemannienne connexe (donc connexe par arc), pour tout point x,y € M, on
désigneparI',, = {y € C([0, 1], M) telle que y(0) = x et y(1) = y}. Comme M est connexe, il vient
que 'y, # 0. On pose d,(x,y) = infyer, L(y). On obtient ainsi une applicationd, : M X M — R,.

Proposition 2.3.1. L’application d, : M X M — R, est une distance sur M.

Démonstration. * On débute par I’inégalité triangulaire.

yi2nsi0<r<i
Soientx,y,z € Mety, €I’y ;v, €I, le cheminy,.y, défini par: y;.y,(t) =
Y(2t-1)sid<r<1

est un €lément de I', .. Comme L(y;.y2) < L(y2) + L(y1), on déduit que

do(x,2) < L(y1.y2) < L(y2) + L(y1) pour tout y; € I'y, et y, € I', .. Ceci implique que

do(x,2) < dg(x,y) + dyg(y, 2).

* Montrons la symétrie.

Soity € I',, alors ylitey(l-0e [y ., il vient que d,(y, x) < L(y™") = L(y) pour tout y € [y
On déduit que d,(y, x) < dg(x,y). En permutant x ety , on a : d,(x,y) < dg(y, x), d’ou I’égalité.

* Montrons la séparation.

Soit x,y € M tels que d,y(x,y) = 0. On suppose que x # y, il existe un ouvert U, de M contenant x
et un ouvert U, de M contenant y tels que U, NV, # 0. On prends U, et U, de sorte qu’ils soient
domaines de deux cartes (U,, u,) et (U, u,) centrée en x et y respectivement dont la métrique coin-
cide avec la celle usuelle sur R". Il existe € > O tel que B(0, €) C u,(U,) et B(0,€) C u,(U,). Pour

touty € I'yy, ona: L(y) > e. Il vient que d,(x,y) > € > 0. |
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2.3.3 Isométries d’une variété riemannienne

Soient (M, g) et (N, gy) deux variétés riemanniennes de méme dimension n > 0.

Définition 2.16. On dit qu’une application @ : M — N est une isométrie locale si pour tout
xXeM, T, ®:T.M — TypN estune isométrie vectorielle de (.M, gy (x)) vers (TpN, gn(P(x))).
En d’autres termes, gy (P(x) (T P(h,), T, D(k,)) = gu(x)(hy, k,) pour tous h,, k., € T M.
Remarque 2.11. Si @ : M — N est une isométrie locale, alors 7@ est bijective et par conséquent
@ est un difféomorphisme local.
Proposition 2.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne.
1. L’application Idy, est une isométrie.
2.851D: M — MetV : M — M sont des isométries de (M, g), alors @' et @ o ¥ sont des
isométries de (M, g).
3. On désigne par Isom(M) I’ensemble des isométries de (M, g). Muni de la composition des
applications,(Isom(M), o) est un groupe appelé groupe des isométries de (M, g).
4. Siy :[0,1] > M est une courbe et @ : M — M est une isométrie, alors L(®D o y) = L(y).

En particulier si M est connexe,d,(P(x), P(x)) = do(x,y) pour tout x,y € M.

Théoreme 2.4. Soit (M, g) une variété riemannienne telle que M est connexe. Une application

D : M — M est une isométrie si et seulement si d,(P(x), P(x)) = dy(x,y) pour tout x,y € M.

Définition 2.17. Soient (N, gy) une variété riemannienne de dimension n > 0, M une variété
différentiable et @ : M — N un difféomorphisme local. On définit une métrique g, = P.gy
appelée métrique arriere de gy ou pull-back de gy en posant

gm(x)(hy, ky) = gn(P))T D(hy), T, P(k,)) pour tous x € M et h,, k, € T,M. Pour cette métrique

gm, P est une isométrie locale.

Corollaire 2.3.1. @ : (M, gy) — (N, gn) est une isométrie si et seulement si gy, = D.gy.

2.4 CONNEXION DE LEVI-CIVITA ET TENSEUR DE COUR-
BURE RIEMANNIENNE

2.4.1 Connexion de Lévi-Civita

Soient (M, g) une variété riemannienne et V une connexion linéaire sur M. On rappelle que
VX € X(M), Vx : X(M) — X(M) peut s’étendre aux champs de tenseurs suivant les regles sui-

vantes :
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e Pour tout f € C*(M),Vx(f) = X(f)
e Vx conserve le type de tenseur.

e Pour tous tenseurs 7 et S quelconques, Vx(T ® S) = Vx(T)® S + T ® Vx(S).

Définition 2.18. On dit que V est une connexion riemannienne (ou de Levi-Civita) sur

(M, g)si:
1. Vx(g) = 0 pour tout X € X(M).

2. VX, Y € X(M), T(X,Y) =0, c’est-a-dire que VxY — Vy X = [X, Y]. ( torsion nulle).

Remarque 2.12. Soit V une connexion riemannienne sur (M, g). L’égalité Vx(g) = 0 traduit que
pour tous X, Y, Z € X(M), Vxg(Y,Z) = X(g(Y,Z2)) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ) = 0 ou encore
X(g(Y,2)) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ).

Proposition 2.4.1. Formule de Koszul

Soit (M, g) une variété riemannienne et V la connexion de Lévi-Civita associée.

Pour tous X,Y,Z € X(M), on a :

28(Y,VxZ) = XY, 2)) + Zg(X, Y)) - Y(8(Z, X)) - 8([X, Y], Z) - g(Y, [X, Z]) - &([Z, Y], X).

Démonstration. voir [1] page 12. O
Remarque 2.13. En coordonnées locales avec g = g;,dx’ ® dx”, pour X = M,, Y= M etZ = = 2.
on obtient : V 2, ﬂ = FS( 5.7+ On déduit que : A g, = % + gi’,j - % On désigne par g’” les

coefficients la matrice inverse de la matrice de coefficients g;,, on a :

P 1 gr 9ejk o 98 _ Ogu
Iﬂ'k ( Oxi 6xk Ox/ )

Cette formule montre que pour une métrique riemannienne ou pseudo-riemannienne sur une
variété différentiable M, on peut trouver une et une seule connexion V sur M de coefficients de

Christoffell I, donnés par la formule ci-dessus. On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.5. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Il existe une et une seule connexion

V de M de torsion nulle telle que Vx(g) = 0 pour tous X € X(M).
Démonstration. voir [4] page 32 O

Exemple 2.4. On prends M = R”" avec la métrique g, = Z(dxi)z, on constate que Ff.‘j =0
i=1
Vi, j,k € {1, ..., n}. Par conséquent, la courbure est nulle. Dans ce cas, les équations des géodésiques

sont données par dt2 -+ Ff‘j ‘2’; ‘Z‘t} 0. On obtient x*(¢) = ayt + by. D’ou x(¢t) = at + b avec

a=(ay,..,a,) etb = (by,...,b,). Ainsiles géodésiques ici sont des droites.
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Soient (M, g) et (N, gn) deux variétés riemanniennes et @ : M — N une isométrie locale.

Pour tout X, Y € X(M), on a : Vgx,@(Y) = ®,(VxY).

Proposition 2.4.2. Si @ : M — N est une isométrie locale et y : J — M une géodésique de

(M, gun), alors @ o y est une géodésique de (N, gy).

Démonstration. Elle découle de Vgpx,@(Y) = &,(VxY) O

2.4.2 Tenseur de courbure d’une variété riemannienne.

Soit (M, g) une variété riemannienne et V la connexion de Lévi-Civita associée.

Définition 2.19. On appelle courbure de V le (3, 1)-tenseur
R(X,Y)Z = Vx(VyZ) — Vy(VxZ) — Vixy1Z. En coordonnées locales on a : R = Ripjka—z,,, avec Rf;.k =
or’ ar’,

4P AP Jt
1—‘jkl—‘iq l—‘ikl—‘jcj + dxi dxJ *

Proposition 2.4.3. 1. R vérifie I’identité de BIANCHI algébrique
R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
2. Rvérifie I'identité de BIANCHI différentielle .
(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z, X) + (VZR)(X,Y) =0 .
Pour tous X,Y,Z € X(M)

Définition 2.20. On appelle tenseur de courbure riemannienne le tenseur R de type (4,0)

défini par R(X, Y, Z, W) = g[R(X, Y)Z, W] pour tous X, Y, Z, W € X(M).

p o

En coordonnées locales (x',...,x")ona: R; = g(lekW

m
_ P
Riju = Z R; 8 pi-
p=1

o) = RY,gp1, On obtient

Proposition 2.4.4. Soit (M, g) une variété riemannienne . Le tenseur de courbure riemannienne

R vérifie les propriétés suivantes :
L. g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z).
2. g(RX,V)Z,W) = g(RZ W)X, Y).

Pour tous X, Y, Z, W € X(M).

Proposition 2.4.5. Pour tout X,Y,Z,W € X(M), on a :
1. RX,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W).
2. R(X,Y,Z,W)=R(Z W.X,Y).

3. RX,Y,Z,W) = -R(X,Y, W, 2).
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4. pour tous f,g,h,t € C*°(M), on a :R(fX, gY,hZ,tW) = fghtR(X,Y,Z, W).
Démonstration. voir [4] page 34 — 35 O

Remarque 2.14. Comme R est un champ de tenseur de type (4,0), c’est une section du fibré
vectoriel ®*T*M — M. Pour x € M, R, € T: M on obtient ainsi une application
R, : T MXTMXT.MxT.M — R qui est quadri-linéaire et vérifie en outre,

R.(u,v,w,7) = -R,(v,u, w, 7) et R,(u,v,w,z) = —R,(u, v, z, w) pour tout u, v, w,z € T,M.

Proposition 2.4.6. Soient (M, g)) et (N, gn) deux variétés riemanniennes et @ : M — N une
isométrie locale. On a :

R¥M(u,v,w,z) = R‘gs’ix)[qu5(u), T,PW), T, P(w), T D(2)] pour tous u,v,w,z € T, M.
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Chapitre Trois

COURBURE RIEMANNIENNE DE LA METRIQUE DE
SASAKI

3.1 RELEVEMENTS DES FONCTIONS

Soient M une variété différentiable de dimension m > 1 et de classe C* ,etmy : TM — M la

projection canonique.

3.1.1 Relevement vertical des fonctions

Définition 3.1. Soit f € C*(M). L application f) = f oy, est appelée relevement vertical
de faTM.

Propriété 3.1.1. Soient f; g € C*(M)
L (f+)" = % +g".

2. (f.9) = f".g".

3.1.2 Relevement complet des fonctions

Soit x € M etv € T, M. 1l existe une courbe « :] — €,e[— M (e > 0) telle que a(0) = x et

[@] = v. On pose f©(x,v) = 2(f o @)(®)lo -
Proposition 3.1.1. f“(x,v) ne dépend pas de la courbe « choisie.

Démonstration. Sif :] — €, e[— M est une courbe vérifiant S(0) = x et v = [f], alors
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%(f 0 @)(t)|j=0 = %(f o B)(1)|;=o. Ainsi, il existe une carte (U, u) de M en x telle que

d d
Z(FoBWleo = —(fou™) o (wofDlo
d
:leOMAXu@DE#MOﬂX0MO
d
=D(fo u_l)(u(x))a(u o a)(f)li=0
d
= (f o@Dl

D’ou £)(v) ne dépend pas de la courbe « choisie. O

On obtient ainsi une application

fO:TM >R

(x,v) = fOW).

Proposition 3.1.2.
1. L’application f'© est différentiable.

2. Soit (U, u) une carte locale de M de systeme de coordonnées (x', ..., x™) tel que (x', ..., X", x', ..., &™),

soit le systeme adapté a TM. Y f € C*(M), f© = 6
xl

i=1
Démonstration. Soit (x,a) € TM tel que my(x,a) = x et une courbe « telle que [a] = a. Soit de
plus (U, u) une carte de M en x de systeme de coordonnées (x', ..., x™), on désigne par (x', X) le

systéme de coordonnées de T M adapté, avec x'(x, a) = xi(a) et ¥'(a) = 4(x' o @)(1)|,-

d
fUa) = E(f o a)(®)l=o
—i ouHo o
_dz(f u)o (uoa)nl=o

d
=D(fo u_l)(u(x))d—t(u o @)(1li=o

m a o _1 d )
= A2 ) S o o

i=1

o 1
- 3 WD .t

i=1

0
_ Z (f U))@)) #a).

i=1

& 0
Ainsi, f© = Z (fou (u o 1my) qui est différentiable et en particulier si f est de classe C,

oxt
i=1
£ est de classe C*~!. La démonstration de la deuxiéme proposition en découle. O
Définition 3.2. L’application f© est appelée relevement complet de f.
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Proposition 3.1.3. Soient f,g € C*(M)eta € R. Alors :
L (f+9) = [ +g©.
2. (af)© = af®©.
3. (f.)© = f0.g© 4 £ o),

Démonstration. 1. et 2. sont évidents.

Soit (x,v) € TM. 1l existe a :]—¢, e[— M, différentiable telle que a(0) = x, my(x,v) = xet [a] = v.
, d
(f9)w) = d_t(f ) @(®))li=o
d
== Lf (a(2)).8(a(®)]l=0
d d
=f (a(t))zt[g(a(t))]lt:o + Zr[f (a(1)).g(a())]l=0

— f(v).g(c)(v) +f(c‘).g(V)(v)

3.2 RELEVEMENTS DES CHAMPS DE VECTEURS

3.2.1 Relevement complet

Soit X un champ de vecteurs sur M. On désigne par FI¥ le flot du champ de vecteurs X. Sans

nuire a la généralité, on peut supposer que X est complet. On pose :
FIX:RxM—>M
(t.%) = FLY(x)
Pour 7 € R, on pose :
b, TM ->TM
v e T(FL)W)
@, est bien définie eton a :
Proposition 3.2.1. {®,},r est le flot d’un champ de vecteurs de T M noté X',
Démonstration. Soientt,s € R,ona:
D, (v) = T(FIS ()
= T(FIX o FI*)(v)
= T(FI¥) o T(FI¥)(v)

=@, 0 Dy(v).
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Et de plus : &,(0) = T(Flé‘)(v) = T(dy)(v) = Idry(v). Ainsi {D,},r est le flot d’un champ de

vecteurs sur 7M. O

Définition 3.3. Le champ de vecteur X© de T M est appelé relevement complet de X de M
aTM.

Proposition 3.2.2. Soit X € X(M).
Vf € CO(M), XO(FO) = (XN et XO(F) = (XN

Remarque 3.1. (expression locale de X©).

Soient (U, u) une carte de M de systéme coordonnées locales (x!, x?, ..., x™) et X € X(M) tel que

X = Z XiT' On se propose de déterminer I’expression de X© de coordonnées locales adaptées.
xl
i=1
¢) _ yc 0 c 0
Ona: X =X¢L + XL
X(C)(f(C)) — X(C)(xia_f)
laf 4 9f
wﬁ-—) wg 70
e 0 O 0
B OxJ " Ox Xj axi’
et
af
X O 3~ (x/ =L
(X(f) xax o)
0X7 0 f .0 0f
R TRr mRARE lm

Ces relations €tant vraies pour toutes fonctions f € C*(M), on déduit que X; = X; et

Xe=yr #% Vje(l,...m)

Exemple 3.1. On prends M = R? et X un champ de vecteurs tel que :

X :R*> 5 R?
(x,y) = (v, %)
d_'x - y
et X = ya + x . On a: @ donc ¢ dt2 = % = x. C’est a dire que W — x = 0. L’équation
dy _
i@ X
caractéristique est 7> — 1 = 0 et les solutions sont r; = 1 et r, = —1. Ainsi, les solutions de
I’équation différentielle % = % = x sont de la forme x(7) = Ae’ + Be™'. On a % = x(t) c’est a dire
x(0)=A+B=x
que y(t) = Ae’ — Be™". Or x(0) = x et y(0) = y. Donc ce qui implique que

y0)=A-B=y
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A=%2
2 s s x+y x-y _ X x-y _
ot x(t) = e’ + e et y(r) = Fre' - Fe.
B=x2
2
Posons
®:RxR*—R?
+ — + —
(1, (ry) > (52 + o2e, e - e )
et
@, : R? -» R?
X+y, X—-y , X+y, X—-y
+ —_
() P (e + e = e )
Ona:
+ - + -
,(x,y) = (= 5 Yol 4 = 5 e, 2 5 o - 2 5 )
= (xcht + ysht, xsht + ycht)
o ) cht sht
La matrice jacobienne de @, est donc : J(®,)=
sht cht
|J(D)| = ch®(t) — sh*(f) = 1. On a : T(D,)(x,y, %,¥) = (x,y, Xch(t) + ysh(t), xsh(t) + ych(t))
L), = A A=x
3 2 8 3 %I,zo:B B=y © P 0 L 20 L od
X:A5+B6—y+C§+Da—y. ) = donc X' =Xy A Vg
Ll 4 =C C=i
&y, .
Zil=0=D D=y
3.2.2 Relevement vertical
Soit t € R, on pose
v,:TM - TM

v v+ tX(m(v))
Proposition 3.2.3. {¥,},cr est le flot global d’un champ de vecteurs noté X sur T M.
Démonstration. Soient ¢ et s deux éléments de R. On a :

Vies(V) = v + (1 + 9)X(7(v))

=v+ X)) + sX(m(v))
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or
Yo ¥i(v) = Yi(¥s(v)
=Y.+ sX(m(v)))
=v+ sX(r(v)) + tX(m(v))
Donc ¥, o ¥, = ¥,,,. Par ailleurs, ?(v) = v + 0.X(71(v)) = v. C’est a dire que ¥y = Idry. Ainsi,
{¥}icr est le flot global d’un champ de vecteurs sur 7M. O

Définition 3.4. Le champ de vecteurs X de T M est appelé releévement vertical de X de M
aTM.

Proposition 3.2.4. Soit X € C*(M) et f € C*(M). Ona : X" (") = 0.

Définition 3.5. Un champ de vecteurs X de T M est dit vertical si ¥V f € C°(M), X(f™) = 0.

N0
Proposition 3.2.5. Soit X = Z XZT € X(M) dans une carte locale (U, ¢) de M. Alors
xl
i=1

m
0
X" = Z XIE dans le systeme de coordonnées locales adapté.
X
i=1

Démonstration. voir [ 1] page 124 O

Remarque 3.2. 1. Considérons dmy, : TTM — T M, différentielle de I’application ;. Notons

par d,, 7y sa restriction a T',)T M, espace vectoriel tangent a TM en (x,v). Alors,
d(x,v)ﬂM . T(X,V)TM — TXM

- - 0

X+ Ai—

245

pour X = 371, Ay + 3L Big

Lox;

2. Ny = Ker(d(,ymy) est un sous espace-vectoriel de T, ,,7 M appelé sous- espace vertical.

,,,,,

4. N = U N, est un sous-fibré vectoriel de 7'(T M) appelé fibré vertical.

(x,v)eTM
Définition 3.6. Soientu € T .M et X € X(M) tel que X, = u, on note :
u®” = (X)) € TewyTM le relévement vertical du vecteur tangent u a T, ,,T M. Cette formule

est indépendante du choix de X.
Proposition 3.2.6. Soient x € M et v € T, M, alors ’application

TXM — N, (x,v)

u— u»

est un isomorphisme.
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3.2.3 Relevement horizontal
Supposons que la variété M est munie d’une connexion linéaire V et considérons 1’application
Y@M — ®Z_1M
F = y(F)
telle que pour F = Fjll l}” -®..0- 5 @dx'®...0dx", y(F) = ;11 l]” i ®..0- 5 ®dx"®...0dx

Définition 3.7. On définit la connexion opposée a V notée \Y par @XY = VyX + [X,Y]
VX,Y € X(M).

Proposition 3.2.7. Les coefficients de Christoffel associés a V sont notés fi.k =T
J J

Définition 3.8. Soit X un champ de vecteurs sur M. On définit le relevement horizontal de

X aTM par X® = X© — y(VX).

Proposition 3.2.8. (coordonnées locales de XV)

Soit (U, u) une carte locale de M de systéeme de coordonnées : (x', ..., x™) et de systéme adapté sur
TM :(x', .., x" x', ..., x™).
SiX=X21,
VX = (% X"rlk)i ® dx/
y(VX) = (%; + X'T )% 56,
0 GX’ 0
X=X ox! axl axi

ine; Y — i 0 Yk
Ainsi X'V = X' 5= xXijax,

Remarque 3.3. 1. Pour tout X € X(M), on a drmy,0X? = Xomy,.

2. Soit(x,v) € TM . Alors, H,,) = {X(h) ; X € X(M)} estun sous espace vectoriel de T, (T M)

(xv)’
appelé espace horizontal associé a V.
3. H = U H,..,, est un sous fibré vectoriel de 7(T M) appelé fibré horizontal associé a V.
(x,v)eTM

Proposition 3.2.9. T(TM) = H& N et T(,,,(TM) = H,y) ® N(.,y avec (x,v) € TM.

En effet localement , si v = v;== a eT Met,X = a, -+ bk - € T, (TM) , alors

(a,a —avjl“lja )+(bk+avjl"k) ; on pose X" :(a,‘(3 — a;T*-2) € H,, et on nomme

ij 0%y

la partie horizontale de X et X¥ = (b; + a;v; fj)% est la partie verticale de X.

N

Définition 3.9. Soit w € T M. Le relévement horizontal de w est défini par w" = X((i’)v) ol

X € X(M) tel que X, = w.
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Cette définition est indépendante du choix de X.

Proposition 3.2.10. L’application

TXM — 7‘{( x,V)

w — wh
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Définition 3.10. Un champ de vecteurs X € X(TM) est dit horizontal si pour tout
(x,v)eTM,ona X(x,v) S 7'{()(7‘,).

3.2.4 Autres propriétés des relevements de champs de vecteurs

Proposition 3.2.11. Soint X et Y deux champs de vecteurs sur M et f € C*(M). Alors,
L (X+7)" =X+ Y0,
2. (fX)V = fOXO,
3. [XW, Y] =0;
4. X+ =X 7@,
5. (FX)© = fOxm 4 f0x@ .
6. [XW, Y] = [X,Y]V;
7. [X©,YO] = [X,Y]9;
8. (X+Y) =xW 4 yh .
9. (f.X)P = (f™).x®
10. XDy = (X(f)™;
L1 X®(f) = X)) = y(df 0 VX);
12. [XO,Y®] = [X, Y]V = (Vx V)P = ~(Vy X)) ;
13. [X®, Y] = (VxY)®
14, [X®, ™) = [X, Y]® - y(R(X, Y))

ou R désigne le tenseur de courbure associé a la connexion inverse.

Démonstration. voir [ 1] page 181
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Définition 3.11. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Une métrique Riemannienne sur le

fibré tangent T M de M est dite naturelle par rapport a g si :

gxXP Yy =g(X,Y)on

§X™,¥") =0
Pour tous champs de vecteurs X et Y de M et (p,u) € TM tel que my(u) = p.

Remarque 3.4. De la définition précédente, on déduit que pour tous champs de vecteurs vertical
Y e X(TM) ,et X € ¥(M) ,on a §X™,Y) = 0 ot § désigne une métrique naturelle sur le fibré
tangent T M.

Proposition 3.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Lévi-Civita V. Si g est
une métrique naturelle de connexion de Lévi-Civita @, alors :

L g(Vxan Y®,Z0) = ¢(VxY),Z) o n

2. 28V Y, Z0) = —2({R(X, V)u)”, Z)

3. 28(Vyxw Y, Z®) = —({R(Z, X)u}™, Y™)

4. 28V Y, Z) = [XP@RYD, Z) + §ZY, (Vx 1)) = gV, (VxZ))]

5. 28(Vxo Y, Z®) = 2((R(Y, Z)u}, X))

6. 28V Y, Z) = [YPORX,Z)) = g2, (Vy X)) = g(X, (Vy2))]

7. 28V ¥, Z00) = —ZO(EXY, YO) + GO, (VX)) + ZX, (V7))

8. zg(@x(w YW, ZWy = X(V)(g(Y(V), Z")) + YW g(z(v)’ XMy —zW g(X(V), Y®™)

Pour tous X, Y,Z € X(M). et (p,u) € TM. .
Démonstration. voir [7] page 30 O

Corollaire 3.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne muni de la connexion de Levi-Civita V.
Equipé d’une métrique naturelle 8, TM est une variété Riemannienne et sa connexion de Lévi-
Civita satisfait : (Vyn Y?) 0 = (YY) LR,(X, Y)u)™ pour tous champs de vecteurs XY de

()
M.

Démonstration. voir [7] page 31 O
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3.4.1 Connexion de LEVI-CIVITA associée i la métrique de SASAKI

Définition 3.12. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Sasaki associée est
I’unique métrique naturelle g sur le fibré tangent 7 M telle que :

1. g(XW YWy = g(X,Y)on

2. 2 XM Yy =0

3. (X, Y = g(X,Y)on
VX, Y € X(M).
Proposition 3.4.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne ,(T M, 2) le fibré tangent équipé de la
métrique de SASAKI et V la connexion de Levi-Civita. Alors on a :

L (Vxo Yy = (VY0 + 3R, V)X)®

2. (Vxo Yy = 3(R,(u, X)Y)®

3. (VoY) = 0

4. (VyxanYP) = (VXY)Z;{M) — LR, (X, Vu).

Pour tous champs de vecteurs X,Y € X(M) et (p,u) € TM.

Démonstration. 1.

28 (Vxn Y), ZM) = —5 ,(R(Z, X)), Y")
= —g,(R(u, V)Z,X)
= gp(R(u, Y)X’ Z)

= (R, Y)X)®, Z").
Pour la partie verticale , on a :

Zg(p,u)(@X(h) Y, ZM) = XP(8,00 (Y, Z)) + 80 Z", (Vx ™) = 800 (Y, (VxZ)™)
=X(gy(Y,Z2)) + g,(Z,VxY) — g,(Y,VxZ)

= 28,.)(Vx W, Z).

Ce qui entraine que pour tout champ de vecteurs Z sur M,
2§(p,u)((@x<m YW),ZM + ZW) = 28,0 (R, (u, Y)X)P + (VxY)™, Z) D’ol le résultat

Voir [7] page 33. pour les autres items. O
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Lemme 3.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne , (T'M, g) le fibré tangent équipé de la
métrique de SASAKI, et V la connexion de Lévi-Civita . Soit F : TM — TM un endomorphisme.
Alors ,

(Vxo (Fa)™ = FOY

et

(Vxo Fa)® = FX)™ + %(R(u, X)F (i)™

Pour tout £ = (p,u) e TM et X,n € X(M).

3.4.2 Courbure Riemannienne induite par la métrique de Sasaki

Dans cette section, nous calculons la courbure Riemannienne R de (7'M, g) en fonction de celui

de (M, g). Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne de courbure R et de connexion de Lévi-
Civita associée V et (T'M, §) la variété Riemannienne équipée de la métrique de SASAKI g ; R la

courbure Riemannienne et V la connexion de Lévi-Civita associée. On a :
1. Rpuy(X®), Y0)ZO) = 0
2. Ripuy(XP, Y)ZW = ~(R(Y, 2)X + {R(w, V)R, 2)X)),
3. Ripuy(XW, YNZW = (R(X, Y)Z + 1R(u, X)R(u, Y)Z) — 1R(u, V)R(1, X)Z) )
4. Ripuy(X®, YNZ® = (LRR(u, Y)Z, X)u + LRX, 2)Y)Y + L(VxR)(w, 1)Z)P,

5. Rypuy(X®, YM)Z® = (R(X, Y)Z + 1R(R(u, 2)Y, X)u — L(R(R(u, 2)X, Y)u)} + L(VxR)(u, 2)Y —
(VyR)(u, 2)X)},

6. RipuyX®, YZ® = L(VRYX, Y)u)y' + (R(X, V)Z + {R(u, R(Z, YY)X + R(u, ROX, Z)u)Y +
(h)
LR(u, R(X, Y)u)Z),

Pour X, Y,Z € X(M) et (p,u) € TM tel que n(u) = p.

Démonstration. 1. RXX®, Y")Z® = Vyy VywZ® = Vyo V0 Z® = Vixo yonZ® = 0

2. On sait que [X®, Y] = (VxY)™¥ et

k(X(h), Y(V))Z(v) = %X(h)@y(v)z(v) - @Y(v)ﬁx(h)z(v) - @[X(h),y(v)]z(v)
= —@Y(v)@x(h)z(v)

= —Vyo(VxZ)™ + F(u)™)
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ou F: TM — TM est I’endomorphisme qui a u € T,M associe %R(u,Zp)XP; avec X,Y €
X(M). Comme, Vyi(VxZ)® = 0 et Vyo F()® = F(Y)® + L(R(u, Y)F(u))®. Ainsi on a :

RXD, Y)Z® = ¥,V 2
= —Vyo(VxZ)" + F(u)™®
= —Vy F(u)®
=-F()" - %(R(u, Y)F (u))®

1 1 N
= ~GREZD)X + 7R, Y)(R(u, 2)X)™.

3. En utilisant la premiere identité de BIANCHI, on a : R(X®™, Y)Z® = Rz® yM)x® —
R(Z™, X")Y™_ puis on déduit de 2. que
RXW, YNZ® = (-1R(Y, X)Z + 1R(u, Y)R(u, X)Z)™ + AR(X, Y)Z — 1R(u, X)R(u, Y)Z)".

D’ou le résultat.

Les autres items se démontrent de la méme maniere. voir [7] page 36

3.5 CAS DE LA SPHERE §?

On munit R? du produit scalaire usuel et de sa distance.
S? = {(x,y,2) € R?/x¥> +y* + 72 = 1} = f1({0D) ou f(x,y,y) = x> +y* + 22 — 1. Comme
Df(x,y,z) = 2(x,y,z), f est une submersion en tout point (x,y, z) de S%.
T(,C,y’Z)S2 = KerDf(x,y,z) = {v € R*/(2(x,y,2),v)} = 0. C’est I’hyperplan orthogonal de {(x, y, z)}.

On paramétrise S, par le plongement

f:U—R?

(M, V) L ()C(I/t, V), y(”, V), Z(I/t, V))

x(u,v) = cosucosv

ou U = {(u,v) € R?/ - 3 <u<3letiy(u,v) = cosusiny - Comme les vecteurs

z(u,v) = sinu

i ) d ox By dzy o S
a—‘l’dc(p) = (5,5, ) et 6—{(1)) = (5,5, 5) ol p = (x,y,z) forment une base de 7,S, , on en déduit
of 12 of of
5117 <G5
af of af
(&L 1ge

et du® = du ® du , on obtient que : g = ||g—£||2du2 + (%, ‘;—{)dudv + II%Ilzdvz.

que la métrique gs, induite a pour matrice . En posant dudv = %(du@d v+dv®du)
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Ona:
af
ou

of
av

= (—sinucosv, —sinusinv, cosu) et
= (—cosusinv, —cosucosv, Q)
on a alors ||(?f||2 =1let (g—fj, ‘3—’:) =0 ||‘3—J:||2 = cos’u donc ge» = du® + cos’udv* est une métrique

riemannienne sur SZ.

3.5.1 Coefficients de Christoffel et courbure Riemannienne

e Coefficients de Christoffel

i 0gw _ 0 O | Ot _ 0 A
I, =3 guu( Hw g Cow _ w) g gW( Su y Hn _ ) = (. On calcule de méme I'y, =T, =T, =

v o _ U _ vV O _ TV — _
I, =0,I, = —sinucosuetl'y, =TI = —tanu.

e courbure riemannienne :
ar

R, =TuI, —Tur, + 52 - Ze o — I, + 2 — 22 = 0. On calcule de méme
Riw = Ruyws = Ry = Ry = RZW = Ry, = R, =R, =R, =R, =R, =R, =0,
R, =-R =-letR' =-R' =-3cos’u+1.Ainsi,

VX,Y,Z € X(S*), RX,V)Z = (R4, + R4 ) + (R}, + R}, )% =

3.5.2 Relevements

Soit X, = X, a(f ) il X % )I ,» un vecteur tangent de S? en un point p. (1, v) est un systeme de
coordonnées locales de S2. On désigne par (u, v, it, V) un systeme de coordonnées locales adaptées
aTs?.

e relevement vertical
Xﬁ,v) = X ot X 5 est le relevement vertical de X, a TS? (cf.proposition 3.2.5),

¢ relevement horizontal X;,h) =X, + (sinucosu)VXvE + tanu(uX, — \'/Xu)% (cf.proposition 3.2.8)

3.5.3 Courbure Riemannienne induite par la métrique de Sasaki

e La métrique de Sasaki g5, induite par gs, est définie comme dans la section 3.4. Plus préci-
sément, Y(x, %) € TS?, soient X = X, 2 + X,Z et Y = Y, 6f +7Y, 6f des éléments de X(S?).

1. 25,(X?, YW (x, %) = g(X, Y)(x) = X, (x)Y,(x) + cos®uX,(x)Y,(x).

2. 85, (XM, YWy =0

3. 85,(XY, YD) (x, %) = g(X, Y)(x) = X, ()Y, (x) + cos?uX,(x)Y,(x).

e Courbure riemannienne induite par 2, :
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Cette courbure est nulle (d’apres la sous section 3.5.1 et la proposition 3.4.2).

DIPES II 2018-2019 57



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Pour mener a bien le travail soumis a notre étude dont le theme est « Courbure Riemannienne
de la métrique de Sasaki », nous nous sommes attelés tout au long des lignes précédentes a présen-
ter tour a tour les champs de tenseurs sur un fibré vectoriel réel et quelques éléments de géométrie
Riemannienne . Ensuite, grace aux propriétés des relevements de fonctions et de champs de vec-
teurs et celles de la métrique de SASAKI, nous avons présenté les formules permettant de calculer
la courbure Riemannienne induite par cette derniere métrique. Il est a noter que cette courbure
s’obtient grace a la décomposition de 1’espace tangent d’ordre 2 en partie horizontale et en partie
verticale. Enfin, nous avons présenté une application de ces résultats a la sphere S%. En guise de
perspectives, il serait intéressant de nous intéresser a la métrique de SASAKI sur 7G lorsque G est

un groupe de Lie muni d’une métrique invariante g.
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PORTEE PEDAGOGIQUE

Afin de nous initier a la recherche, il nous est confié¢ des notre quatrieme année de formation

’

a ’ENS de Yaoundé un theme de recherche dont les résultats sont présentés dans un mémoire

o7

soutenir publiquement devant un jury d’experts. Le theme soumis a mon travail qui s’intitule
«courbure Riemannienne de la métrique de Sasaki » s’inscrit dans le grand domaine de la géomé-
trie Riemannienne. Ce travail m’a été d’'un immense apport en vue de I’exercice de ma carriere
d’enseignant. Tout d’abord il a créé en moi un attrait pour la géométrie qui reste un tabout pour
beaucoup d’enseignants de lycées. Ensuite, j’ai appris a utiliser le logiciel latex tres pratique pour
la rédaction des documents portant sur les mathématique notamment parce qu’il présente plusieurs
avantages sur word notamment en terme de rapidité et de mise en forme. Je sors donc grandi de ce
travail et je suis persuadé d’avoir acquis de nouveaux atouts pour le service de la nation au travers

de ce noble métier.
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