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& Résumé &

Dans ce mémoire, nous étudions la norme de Riesz et les treillis de Banach. Nous définis-
sons un espace de Riesz et ses propriétés. Dans ces espaces de Riesz, nous étudions une norme
dite norme de Riesz, ce qui permet de construire un espace vectoriel normé dit treillis de Ba-

nach. Entre deux treillis de Banach, nous étudions les propriétés des opérateurs positifs.

Mots clés : Espaces de Riesz, Normes de Riesz, Treillis de Banach.
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& Abstract &

In this dissertation, we investigate the Riesz norm and properties. From the ordered vector
space, we define a Riesz space and its properties. In a Riesz space, we define an norm call Riesz

norm. We define positives operators betwen two Banach lattices.

Key words :Riesz spaces, Riesz norm , Banach Lattices .
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& INTRODUCTION &

L’étude des opérateurs positifs a commencé au début du 19e siecle. Cette étude était liée
aux intégrales et les matrices a entrées positives. Cependant, les opérateurs positifs ont été plus
tard étudiés de maniere systématique et tres proche du développement des espaces de Riesz. La
théorie d’espace de Riesz a été développée en 1930 par Freudenthal et L. V Kantorovich. Sur
cet espace de Riesz on peux définir une norme appelée norme de Riesz pour ainsi construire un
espace que nous appelerons dans ce mémoire espace normé de Riesz.

A partir de ces espaces de Riesz, on peut aussi contruire des espaces qui ont des propriétés
plus détaillées des relations d’ordre qui presentent également un intérét. Par exemple les espaces
de fonctions classiques sont des treillis par rapport a I’ordre défini par la positivité ponctuelle.
De plus, la norme d’un élément de cet espace et la norme de son module coincident et au fur
et a mesure que le module augmente, la norme augmente également. Les espaces ayant ces
propriétés sont appelés treillis de Banach. Ils ont fait 1’objet de nombreuses études et possédent
une structure riche et bien comprise.

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante : Nous rappelons dans le premier chapitre
les préliminaires qui sont utilisés dans la construction des espaces de Riesz . Dans le deuxieme
chapitre, nous présentons la notion d’espace de Riesz et ses propriétés. A la fin de ce chapitre
nous définissons les operateurs positifs entre deux espaces de Riesz. Dans Le troisieme chapitre,
nous étudions la norme de Riesz qui fait d’un espace de Riesz un treillis de Banach. On étudie

aussi les operateurs positifs entre deux treillis de Banach.

DIPES I, 2018-2019. 1



PRELIMINAIRES

1.1 Espaces vectoriels ordonnés et espaces topologiques

1.1.1 Espaces vectoriels ordonnés

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble non vide. Une relation d’ordre dans E est une relation
binaire réflexive, antisymétrique et transitive.

Une relation interne < sur E est une relation d’ordre si pour tous x,y et z éléments de E on a :
i) x < x (réflexivité)

i) (x < yety < x) = x =y (antisymétrie)

i) (x <yety < z) = x < z (transitivité).

(E, <) est appelé ensemble ordonné

Définition 1.1.2. Soient (F, <) un ensemble ordonné et F une partie de E; un élément x de E
est:

i) un majorant de F s’il est supérieur ou égal a tous les éléments de F ;

Vye Fly<u

i1) Un minorant de F s’il est inférieur ou égal a tous les éléments de F ;

Vye Fe <y

Remarque 1.1.1. i) Si F posséde un majorant x alors on dit que F est une partie majorée.

i1) Si F posséde un minorant x alors on dit que F est une partie minorée

Définition 1.1.3. i) Dans un ensemble partiellement ordonné E, La borne supérieure d’une

partie F de E est le plus petit majorant de F.

DIPES I, 2018-2019. 2



1.1. Espaces vectoriels ordonnés et espaces topologiques

Elle est classiquement notée sup(F).
i1) Dans un ensemble partiellement ordonné E, La borne inférieure d’une partie F de E est le
plus grand minorant de F.

Elle est classiquement notée inf(F).

Définition 1.1.4 (Définition d’un espace vectoriel ordonné). .

Soit E un ensemble non vide, une structure d’espace vectoriel sur le corps R et une structure
d’ordre sont dites compatibles sur E si elles satisfont aux axiomes suivants :
(1.1) la relation x < y entraine x + z < y + z quel que soit z € E
(1.2) la relation x > 0 entraine ax > 0 pour tout x dans E et tout scalaire o« > 0.

L’ensemble E, muni de ces deux structures, est appelé espace vectoriel ordonné.

Remarque 1.1.2. L’axiome (1.1) signifie que la structure d’ordre et la structure de groupe ad-
ditif sur E sont compatible, autrement dit, E muni de ces deux structures est un groupe ordonné.
De méme, il résulte de (1.2) que pour tout scalaire X > 0, les relations x < y et \v < \y

sont équivalentes.

Définition 1.1.5. Soit (E, <) un ensemble ordonné et F une partie de E. On dit que F est un
filtre de E s’il vérifie les deux conditions suivantes :
WVax,ye EdzeF:z<zetz<y

i)VeeFetye FE, six <yalorsy € F.

1.1.2 Espaces topologiques

Définition 1.1.6. Une structure topologique T sur un ensemble X est définie par la donnée
d’une famille 6 de parties de X vérifiant les trois axiomes suivants (axiomes des ouverts) :

(01) Toute réunion d’éléments de 0 est élément de 0

(02) une intersection finie d’éléments de 0 est un élément de 0

(03) 0 et X appartiennent a 0.
(

X, 7) est appelé espace topologique de topologie T, de famille d’ouverts 6.

Exemple 1.1.1. La topologie sur X est appelée topologie grossiere sur X si la famille des
ouverts est 0 = {0, X'}, la topologie discreéte sur X si § = P(X).
La topologie usuelle sur R est celle dont la famille d’ouverts est :

0 = {w C R, w est une union d’intervalles ouverts de R }.

DIPES I, 2018-2019. 3



1.2. Espaces vectoriel normé

Définition 1.1.7. Un espace topologique séparé (au sens de Hausdorff) est un espace topolo-

gique dans lequel deux points distincts quelconques admettent toujours des voisinages disjoints.

Définition 1.1.8. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K ( K=
RouK=C).
Une fonction f de E dans F est dite homogene de degré o si

Vte KVx e E f(tx) = t*f(x).

Remarque 1.1.3. Pour o = 1 on dit tout simplement que | est homogéne.

1.2 Espaces vectoriel normé

1.2.1 Définition d’une norme

Définition 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel, une norme sur E est une application
N : E — R7 satisfaisant les hypothéses suivantes :

(1)Vx € E,N(z) =0 = x = 0 (séparation)

(2)¥(\,z) € K x E,N(\x) = |\N(x) (homogénété)

(3)V(z,y) € E* N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Remarque 1.2.1. : Soit (E, N) un espace vectoriel normé

i) N(0) = 0.

it) Ve € E, N(z) > 0.

i11) Si la propriété (1) (séparation), n’est pas vérifiée, on dit que N est une sémi-norme.

) (¢,y) € Ex B |N(x) = N(y)| < N(z - y)..

1.2.2 Normes usuelles

On montre que les applications ci-dessous sont des normes sur E :
(i) E=RouC:xv+— ||
(i) E=R" ouC, z = (1,22, ..t) € Ro,p € [, +00 s @+ [Jallp = (Y |zl?) 7
i=1

(11i)) E=R"ouC, z = (21,22, .....73) ER:xr— [[z]| = sup |z

i€(1,2,....,n)

DIPES I, 2018-2019. 4



1.2. Espaces vectoriel normé

(47) Norme d’une application lineaire continue u € L(E, F) ou (E,||.||g) et (F,||.||r) sont
deux espaces vectoriels normés de dimension finie :

ur—|[lull = sup |ju(z)||r
€Br(0,1)

ol Br(0,1) désigne la boule fermée unité : Br(0,1) = {x € E : ||z||p < 1}.

Notons qu’une application linéaire u € L(FE, F') est continue sur E si et seulement si :

dM eR tel que Vrxe E:||u(z)|lr < M|z||g

(5) E =R,[X],P =) a;X; €R,[X]: P+ ||P|| = sup |aj].

1=0 7’6{0717777'}

1.2.3 Normes équivalentes

Définition 1.2.2. Deux normes Ny et Ny sur E sont dites équivalentes si :
I\, p) € (RL)? tel que:Vx € E,ANi(x) < No(z) < uNy(z).
Et on note alors Ny ~ Ny sur E.

Remarque 1.2.2. La relation ainsi définie est bien une relation d’équivalence :

En effet

i) Ona Ny ~ Ny en choisissant A\ = p = 1 d’oi la réflexivité.

i1) Si ANy (z) < Ny(z) < uNy(z) alors iNg(a:) < Ni(z) < $Ny(x) d’on la symétrie.

i11) Si AN7(z) < No(x) < puNy(z) et aNo(z) < N3(x) < SNo(x) Alors A\aNy(z) < N3(x) <

BNy (x) D’oi la transitivité.

Théoreme 1.2.1. i) Deux normes Ny et Ny sur E sont équivalentes si et seulement si ’appli-
cation
Id: (E,N1) — (E, Ny) est bicontinue (ou encore si "si I’identité est un homéomorphisme" ).

i1) Deux normes Ny et Ny sont non équivalentes si et seulement s’il existe une suite (x,,) d’elé-

Na(zn)
Ni(zn)

ments de E telle que la suite ( ) ne soit pas bornée.
Exemple 1.2.1. sur R"™, les normes ||.||1, ||.||2 et ||.||cc SONt équivalentes.

Contre exemple : Sur £ = C([0; 1], R), on considére les normes ||.||; et ||.||« définies par :

1
||f||1=/0 POl et (|f]lo = sup |7(0)]

tel0,1]

DIPES I, 2018-2019. 5



1.2. Espaces vectoriel normé

On considére la suite ( f,,) d’élément de E définie par :

—n*r+n si ze€|0,1],
0 si ze [t 1]

()

Ona 1
1
falle = sup [ful)] =1 et ”f"‘“:/o a0l = 1

1€[0;1]
d’ou : % = 2n. Donc il n’existe pas de réel M tel que : Vn € N, || fulloo < M||fnll1

Donc les normes ||.|[1 et [|. || ne sont pas équivalentes.

Théoreme 1.2.2. Soit E un espace vectoriel normé sur R ou C.

Si E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Attention : Ce théoreme est faux si le corps de base n’est pas complet.
Soit (eq, e, ..., €,) une base de E et N une norme quelconque sur E.Munissons E de la norme
[l -

n
Rappelons que pour x = Za:ie,- ona: |[[z|lw= sup |z

= i€1,2,...,n
Lemme 1.2.1. Si E est de dimension finie, alors toute norme N est une application continue
de (E,||.||o0) dans (R, |.]).
Démonstration. Nous allons montrer que 1’application N est lipschitzienne.
n
Soitx € F,ona: N(x) =N (Z z;e;). D’apres I'inégalité triangulaire et I’homogénéité de la

=1

N(Z%‘@i) < Z || N(ei) < ZN(ei>HxHoo-

norme N, on a :

Posons M = i N(e;) . (M > 0 car, les e; étant non nuls, on a N (e;) # 0.
Dot : N(z) < M||z]

On peut donc écrire : M > 0 tel que : V(z,y) € E* N(z —y) < M||z — y||
Or d’apres I’inégalité triangulaire renversée :

IN(z) = N(y)| < N(x —y)

On peut donc écrire : M > 0 tel que : V(x,y) € E? |N(z) — N(y)| < M|z — y||oo
Ce qui signifie que I"application N : (E,||.||«) — (R, |.|) est M-lipchizienne donc continue

sur E. L]

DIPES 11, 2018-2019. 6



1.3. Espace de Banach

1.3 Espace de Banach

Définition 1.3.1. Soir (E, ||.||) un espace vectoriel normé, on dit que (E||.||) est complet si
toute suite de Cauchy de points de E est convergente

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit de Banach si (E, ||.||) est complet

1.3.1 Exemples d’espaces de Banach

Voici quelques exemples d’espaces de Banach, qui sont des espaces de fonctions.
Soit (F,||.||r) un espace de Banach,
i) B(A, F), I’espace des applications continues bornées de A — F ol A est un ensemble,
muni de la norme sup : ||.||p = supzeal|f(2)||F est un espace de Banach.
i1) Co(E, F'), espace des applications continues tendent vers 0 a I’infini de F , espace vectoriel
normé de dimension finie, a valeurs dans F, muni de la norme Sup ||.||s est un espace de

Banach.

1.3.2 Séries dans les espaces de Banach

On sait que dans R et C, les séries absolument convergentes sont convergentes, on sait éga-
lement qu’une série normalement convergente de fonctions continues est uniformément conver-

gente vers une limite continue.

Définition 1.3.2. Soit E un espace vectoriel normé et (x,,) une suite de point de E. On dit que
N

la série ), -, est convergente si et seulement si la suite des sommes partielles Sy = E T

n=0
est convergente .

Définition 1.3.3. Soit E un espace vectoriel normé et (x,,) une suite de E. On dit que la série

E x,, est normalement convergente si et seulement si la série E ||z, || est convergente.
n>0 n>0

Proposition 1.3.1. Dans un espace de Banach, toute série normalement convergente est conver-

gente.

DIPES I, 2018-2019. 7



1.3. Espace de Banach

Démonstration. En effet, si la série Z x,, est normalement convergente alors, pour tout p > 0

n>0
N+p N+p
1Sy +p=5xll=11 Y zall < D laall < Y lwall = Ry — 0
n=N+1 n=N+1 n<N-+1

Ainsi la suite (Sy) est de Cauchy, et donc convergente puisque 1’espace ambiant est un espace

de Banach. L]

Proposition 1.3.2. Si une suite de Cauchy admet une sous-suite convergente, elle est conver-

gente.

Proposition 1.3.3. Un espace vectoriel normé ou toute série normalement convergente est

convergente est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (x,,) une suite de Cauchy de E, nous allons construire une sous-suite de
(x,) qui converge. D’apres la proposition1.3.2, la suite (x,) sera donc convergente. Puisque

(x,,) est de Cauchy, il existe N7 > 1 tel que,

|z — Zml] < V' n,m > Nj.

N | —

Puis il existe N, > N tel que,

T — Zml| < Vn,m > Nj.

N

Par réccurence, on construit une suite croissante d’entiers /Ny < N, < ... telle que
|2, — 2| <27% ¥V n,m >N,

En particulier

||$Nk+1 - :L’Nk‘|| < 2_k'

Or
Z(xNk+1 - :ENk) < Z(”xNIH-l - 'I‘NkH)
k>0 k>0
La série
Z(xNkJrl - xNk)
k>0

DIPES I, 2018-2019. 8



1.3. Espace de Banach

étant normalement convergente, elle admet une limite dans E, que nous noterons S. De plus,

cette série est télescopique :
J
Sj = § :(xNk+1 - xNk) =IN; — TNy
k=1

de sorte que

TN, — TN, + 5 lorsque j — 400

Ainsi (z,,) admet une sous-suite convergente. O

DIPES I, 2018-2019. 9



ESPACE DE RIESZ

2.1 Espace de Riesz

2.1.1 Définition d’un espace de Riesz

Définition 2.1.1. un espace de Riesz est un espace vectoriel ordonné dont deux éléments quel-

conques x,y admettent une borne supérieure (sup({x,y})) et une borne inférieure (inf({x,y})).

Exemple 2.1.1. L’espace R? de toutes les fonctions numériques définies dans un ensemble
quelconque A muni de la relation d’ordre < definie par f < g si et seulement si¥t € A, f(t) <
g(t) est un espace de Riesz.

En effet, deux fonctions numériques quelconques f, g définies dans A admettent une borne
supériure (resp inférieure ) égale a l’application t — sup(f(t), g(t) (resp a Uapplication t —

inf(f(t),9(t)).

Définition 2.1.2. Soit E un espace de Riesz et x un élément de E.
i) 27 = sup(x,0) (partie positive de x),
it) x= = (—x)" = sup(—=,0) (partie négative de x),

i) |z| = sup(x, —z) (valeur absolue de x).

Proposition 2.1.1. /7] Soit E un espace de Riesz et x et y deux éléments de E.

Hat = 3(|z] + ), et z” = $(|z| — 2).

iex<y=z" <yterax™ >y .

i11) Quelque soient x et y, on a I’égalité du triangle |x + y| < |x| + |y|.

iv) Si A et B sont deux parties de E ayant chacune une borne supérieure, A + B admet égale-

ment une borne supérieure, et on a : sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Dans toute la suite nous allons poser sup{z,y} = x Vyetinf{z,y} =z Ay

DIPES I, 2018-2019. 10



2.1. Espace de Riesz

Théoreme 2.1.1. [3] Si x et y sont deux éléments de I’espace de Riesz, alors :
Dz Ny =—[(=x)A(=y)]erx Ay =—[(—2)V (=y)].
Qrx+y=acAy+zVy.
3)z+yVz)=(@+y)V(E+z)etx+(yNz)=(z+y) A(x+2)

(4) a(x Vy) = (azx)V () et a(z Ny) = (ax) A (ay).

Démonstration. (1) onaz < zVyety < zVycequinousdonne —(zVy) < —x et
—(xVy) < —y,etcomme —(z Vy) < (—z) A (—y). On a aussi, si —z < zet —y > z ,alors
—z >xet—z > x,etplus —z > xVy. Donc, —(zVy) > z est vrai et ceci montre que —(x V)
est la borne inférieure de ’ensemble {—x, —y}. On a donc, (—x) A (—y) = —(z V y). Pour le
cas de x A y on remplace x par —x et y par —y dans cette preuve précédente.

2)Onaz ANy <y, doncy—z ANy > 0etcomme z < x+y — x Ay. De méme,
y < x4y —xAy.Parconséquent, nousavons tVy < z+y—xAyoux Ay+zVy < z+y.
En outre, partant de y < x V y nous voyions que x +y < z Ay + xV, et on a le résultat.

(3) On a Clairement, t+y < z+yVzetr+2z < x+yV z, et toute fois (z+y) V (z+2) <
r+yVz. Nous avons aussiy = —r+(z+y) < —z+(x+y)V(r+z2), etz < —v+(v+y)V(r+2),
commeyVz< —z+(x+y)V(r+2).Deplus,z+yVz< (z+y)V(r+z),dou
r+yVz=(r+y)V(r+ z). Pour I'autre cas on fait une preuve similaire.

(4) Fixons o > 0. Clairement on a, (ax) V (ay) < a(zr +y).Siar < zetay < z,
alors les inégalité © < 1z et y < Lz sont toujours vraies , et comme z Vy < 1z Ona
alx Vy) < z, et ceci montre que o(x V y) est une borne supérieure de I’ensemble {ax, ay}.

Toutefois, (ax) V (ay) = a(x V y). Pour I’autre égalité on fait une preuve identique. O

Lemme 2.1.1. /3]

Six, x1, %o, ..., x, sont les éléments positifs d’un espace de Riesz, alors
b ) )

sA (1t 2o+ . Fx) <z Az +rAre+ . T ATy,

Théoreme 2.1.2. Si x est un vecteur arbitraire de ’espace de Riesz E, alors :
(1) x =27 — 2.

(2) x| =x"+a.

(3)zt Nx” =0.

(4)Siz =1y — zavecy, zdans Et, alorsy > x" et z > 1.

(5)Six=y-zavecyANz=0,alorsy=x"etz=2x".
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2.1. Espace de Riesz

Démonstration. (1) D’apres le Théoreme 2.1.22 =2+0=2V0+2A0=2V0—(—2)V0 =
T+ (—xz)".

(2) On utilise toujours le théoreme 2.1.2 et (1), ce qui donne

x| =2V (—2)=22)V0—2=2(xV0)—z =20+ (—2)=2x)" — (2t —27) =ax+2™.
(3) Notons que " Az~ = (" —27)AO+z = aAO+a~ = —[(—2)VO]+2~ = -z~ +2~ =0

(a) Supposons que t =y — zavecy > 0etz >0.Dex =27 —z ,onazt =2~ +y—2 <
x~ +y, et a partir du lemme précédenton z™ = 2T Axt <atA(zT+y) <zt Az +at Ay =
2t Ay < y. Similaire ment , 7~ < z.

(a) Soit x =y - z avec y A z = 0. Alors, en utilisant le théoréme 2.1.2, on voit que =+ =

(y—2)AN0=yVz—2z=(y+z—yAz)—=y.Doncz™ ==z ]

Théoreme 2.1.3. Si x et y sont les éléments d’un espace de Riesz E, alors on a :
(Hx=(x—y)"+zAy.
2)zVy=j+y+lr—yl)erx Ny =3 +y—|v—y])

)|z —yl=zVy—xAy

(4) |2 V |yl = 3z + y| + ]z — y])

- (3) |z Ayl = slle +yl =z —yll.

(6) |z +yl Az —y| = [l=] — |yl

(7) |z 4yl Ve —yl = |z + |yl

Démonstration. (1) utilisant le théoreme 2.1.2  précédent on a

r+y+lr—y| = zVy—y+aAy = (x—y)V(y—y)+zAy = (x—y)VO+zAy = (z—y)T+z Ay
(2) pour la premiere identité notons que

ctytle—yl=av+y+@-y)Vy—z)=[@+ty +@-y|Vie+ty +u-2)]=
(22) V (2y) = 2(z V y).

(3) C ’est une conséquence de (2)

(4) Udlisons (2)|z+y|—|z—y| = (z+y)V(—z—y)+|r—y| = (z+y+|z—y)V(-z—y+|[z—y)
=2([z vyl VI(=2) V(=y)])

=2([zV (=2)] VIyV (=»)]) = 2(|=[ V ly]).

(5) En utilisant (2) (4) on a

lz+yl = lz—yll =2(lz +y| Viz—y]) = (lz+y| + [z —y])

= 2|+ [yl) = 2(l=[ v ly]) = 2(|=| A ly[)-

(6) Notons que
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2.1. Espace de Riesz

[z+y|Alz—y|l = [(z+y) V(—z=y)A[z-y)V(y—2)] = [t +y) V(-2 = y)] A (z —y)V
@+y)V(—z—yAy—2)=[z+ty)A@-y]V-z-y)Aly—2)]V..V[z+y) A
y—o)V[(—z—y)A(y—2)] = [z+yA(=y)]V[-y+(—2)Az]V..V[y+zA(-2)]V[-z+
YAyl =lp+yn(=ylVi—z+yn(=y)] V.. V[-y+(-z)Az]V]y+zA(-z)] =
eV (=2) +y A=yl VI[(=y) Vy+an(=z)] = [Jz] = y|] V[ly| = [z] = [[=] - |y]l.

(7) wutilisons (3) et (5)

[
(
(=
[

[z +yl Ve —yl = llz+yl = lo—yll + e+ y[ Ale =yl = 2(z] Alyl) + llz] = [yl] =
2z Alyl) + (2] V [yl = |2 A ly])
= [z Alyl + =]V ]yl = |2 + [yl H

Remarque 2.1.1. les identités dans (2) ci-dessus montre qu’un espace vectoriel ordonné est
un espace de Riesz si et seulement si la valeur absolue |x| = x V (—x) existe pour tout vecteur

Z.

Définition 2.1.3. Dans un espace de Riesz, deux éléments x et y sont dit disjoints (et on note

x Ly)si|z| Ayl =0.
Remarque 2.1.2. Notons a partir du théoreme 2.1.3 qu’on a x 1 y si et seulement si
lz+y|l=lz—yl|

Définition 2.1.4. Deux sous ensemble A et B d’un espace de Riesz sont disjoint (et on note

AL B)sia L bpourtouta € Aetbe B.

Si A est un sous ensemble non vide d’un espace de Riesz E, alors son complémentaire est
défini par :
A={zeE:x LyVYye A}
On note que AN A° = {0}

Si A et B sont des sous-espaces d’un espace de Riesz, alors on a :

Al = {lal - a € A}
t={a":ae A}
A" ={a ra€ A}

AV B={aVb:aec Aethb € B}

ANB={aNb:ac Aeth € B}
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tVA={xVa:ac A}

tANA={zNa:ac A}

Théoreme 2.1.4. Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace de Riesz E. Si sup(A) existe,

alors pour chaque vecteur x sup(x A\ A) existe et

sup(x N A) = x N\ supA

De facon similaire, si inf A existe, alors inf(x \V A) existe et

inf(rVA) =zVinfA

Démonstration. Supposons que sup(A) existe. Soit y = supA et fixons un vecteur z. Claire-
ment, pour chaque a € AonazAa < xAyi.e, xAy estun majorant de I’ensemble 2 A A. On voit
que x Ay est le plus grand majorant de I’ensemble x A A car supposons qu’il existe un z vérifiant
x/A\a < z pour tout a dans A. De plus pour chaquea € Aonaa = zAa+zVa—z < z+xVy—=r,
doncy < z4+xVy—2x.Cequiimpliquez Ay =z +y—xVy < z eton voit que sup(x A A)
existe et que sup(z A A) = x A sup(A)

Ce qui nous permet d’avoir des résultats suivants . [

Théoreme 2.1.5. Pour tout éléments x, y et z dans un espace de Riesz on a les inégalité sui-
vantes.

(1) ||z| = |yl < |z +y| < |z| + |y| (inégalité triangulaire).

2)|lxVz—yVz| <|z—y|let|x Nz—yAz| <|x—yl|(inégalité de Birkhoff’s).

Démonstration. (1) clairement, x +y < |z| + |y| et —x —y < |z| + |y|. D’ou |z + y| =
(@ +y)V(=z—y) <|z|+yl.

Maintenant on observe que I’ inégalité |z| < |(x +y) —y| < |z +y| + |y| implique |z| — |y| <

|z + y|. De méme, |y| — |z| < |z +yl|, etde plus ||z] — |y|| < |z + y| est toujours vraie

(2)Ona:
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2.1. Espace de Riesz

zVz—yVz=[(r—2)V0+z]—[(y—2)VO+2]
=(@—2)"—(y—2)"
=[z—y)+y—2)" —(y—2)"
<l@e-y)"+@-2)T-@-2)"

=(z—y)* <]z -y

Similairement, y V z —x V z < |z — y|,etcomme |z V z —y V z| < |z — y] .

En particulier, notons que dans tout espace de Riesz on a

2T =y <|ex—y| et |z7—yT| < |-yl
O

Définition 2.1.5. Une suite (x,,), dans un espace de Riesz est dite décroissante (on note x,, )

si pour m > n implique x,, > x,, .

La notation z,, | x veut dire z,, | et inf(z,) = x. De méme pour les notations x,, T et

Tn T .

Théoreme 2.1.6. (Propriété de décomposition) Si |x| < |y; + yo + .. + yn| dans un espace de
Riesz, alors il existe x1, s, ...., T, satisfaisant © = x1+ T2+ ... + 2, et |x;|| < |y;| pour chaque

i =1,...., n De plus, six est positive, alors les x; seront positives.

Définition 2.1.6. Deux éléments x, y de E sont dits étrangers si inf(|z|, |y|) = 0

Proposition 2.1.2. /7]

i) x et y étrangers si et seulement si sup(|x|, |y|) = |z| + |y],

i1) 0 est le seul élément étranger a lui-méme,

i1i) pour tout v € E xT et x~sont étrangers et peuvent étre caractérisés comme les seuls
éléments étrangers y > 0,z > 0 tel que v =y — z.

iv) Si y est étranger a x, tout z € E tel que |z| < |y| est étranger a x.
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v) Si y et z sont étrangers a x, il en est de méme de |y| + |z|,

vi) Si une partie A de E est formée d’éléments étrangers a x, si A admet une borne supérieure,

cette borne supérieure est encore étrangére a x.

Lemme 2.1.2. [3]  Si(x;)icr, (Yi)ics Sont deux suites finies d’éléments positifs de E telles

que
Z T, = Z Y;, il existe une suite finie (2;5) i jye1xg d éléments positifs de E telle que x; = Z Zij
i€l jeJ jeJ
pour tout 1 € I ety; = Z 2ij pour tout j € J.

il
2.1.2 Génération d’un espase de Riesz par ses éléments positifs

Dans cette section nous allons nous intéresser aux éléments positifs d’un espace de Riesz.

Définition 2.1.7. Soit E un espace vectoriel ordonné, et A une partie de E.
A est un cone convexe si ax + by appartient a A, pour tous scalaire strictement positifs a, b et

tous x,y dans A.

Proposition 2.1.3. Cette définition est équivalente a : A est a la fois un cone (c’est-a-dire
que aA C A pour tout a > 0) et un convexe (c’est-a-dire qu’il est stable par combinaisons

convexe).

Théoreme 2.1.7. Soit E un espace vectoriel ordonné, ’ensemble E . des éléments positifs de

E est un coéne convexe de sommet O.

Théoreme 2.1.8. Soit E un espace vectoriel sur R, et E son cone convexe de sommet O,
tel que E, N (—E,) = {O}. Pour que la structure d’ordre ainsi définie sur E définisse une
structure d’espace de Riesz, il faut et il suffit que :

(1) £, engendre E, c’est-a-dire que tout 7 € E soit de la forme y — x, ou x et y appartiennent a
E.,

(2) E, vérifie l'une des deux conditions suivantes :

(a) deux éléments quelconques de I/, admettent dans I/, une borne supérieure,

(b) deux éléments quelconques de I, admettent dans E, une borne inférieure.

2.1.3 Espaces completement réticulés

Définition 2.1.8. On dit qu’un espace de Riesz E est complétement réticulé si toute partie

majorée non vide de E admet une borne supérieure dans E.
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2.1. Espace de Riesz

Définition 2.1.9. L’enveloppe supérieure d’une famille ( f;);c;r d’application d’un ensemble E

dans R est I’application

T Silel}o(fi(x))

Exemple 2.1.2. (1) Si A est un ensemble quelconque, I’espace R? des fonctions numériques
définies dans A est complétement réticulé, la borne supérieure dans R* d’une famille majorée
étant son enveloppe supérieure.

(2) Soit F un ensemble quelconque, I’espace B(F") des fonctions numériques bornées dans

F muni de la structure d’ordre induite par celle de RY, est complétement réticulé.

Par contre, si F est un espace topologique, 1’espace C(F') des fonctions numériques conti-
nues dans F (muni de la structure d’ordre induite par celle de RY) est un espace de Riesz qui en

général n’est pas completement réticulé.

Proposition 2.1.4. Pour qu’un espace vectoriel ordonné E soit complétement réticulé, il faut
et il suffit que E soit un espace de Riesz, et vérifie [’une des deux conditions suivantes :

(i) tout ensemble non vide A, formé d’élément positifs de E majorée et filtrant pour la relation
<, admet une borne supérieure dans E,

(ii) tout ensemble non vide A, formé d’élément positifs de E et filtrant pour la relation > , admet

une borne inférieure dans E.

Démonstration. Supposons que E soit un espace de Riesz satisfaisant a la condition (i). Soit
B une partie majorée non vide de E, I’ensemble C des bornes supérieures des parties finies de
E est filtrant pour la relation <, soit a un de ses élément, et C,, I’ensemble des = € Cqui sont
supérieurs a a, si nous prouvons que C, admet une borne supérieure, cette borne sera aussi la
borne supérieure de B. Or, C;, — a est un ensemble d’éléments positifs, majoré et filtrant pour
la relation <, il a donc une borne supérieure b, et par suite a+b est la borne supérieure de C,.
D’autre part, la condition (ii) entraine (i) : en effet, si F est un ensemble non vide d’éléments
positifs de E, majoré et filtrant pour <, et si ¢ est un majorant de F, c-F est un ensemble d’élé-
ments positifs, filtrant pour <, s’il admet une borne inférieure m, c-m est la borne supérieure de

F. ]

Proposition 2.1.5. Soit E un espace de Riesz, muni d’une topologie séparée compatible avec
sa structure d’espace vectoriel ordonné. Si, pour tout ensemble H C FE majoré et filtrant pour

la relation <, le filtre des sections de H est convergent, E est completement réticulé.
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Sous-espace et espaces produits d’espaces completement réticulés

Soient E un espace completement réticulé, H un sous-espace vectoriel de E. La structure
d’ordre induite sur H par celle de E est compatible avec la structure d’espace vectoriel de H,
mais I’espace vectoriel ordonné H ainsi défini n’est nécessairement pas un espace completement
réticulé. De facon précise, il peut se faire que H ne soit pas un espace de Riesz, ou que H
soit un espace de Riesz non completement réticulé, ce dernier cas est celui du sous-espace
C(R) de I’espace B(R) . En outre, lorsque H est un espace de Riesz (complétement réticulé
ou non) il se peut que la borne supérieure dans H de deux éléments de H soit distincte de leur
borne supérieure dans E. Enfin, il est possible que H soit completement réticulé, que les bornes
supérieures de toute partie finie de H soient les méme dans E et dans H, mais qu’il existe des
parties infinies de H, majorées dans H, et dont les bornes supérieures dans E et dans H soient

distinctes.

Définition 2.1.10. Soit (E;);c; une famille quelconque d’espaces vectoriels ordonnés et dans

I’espace produit I/ = H E;, la relation d’ordre produit des relations d’ordre des espaces fac-
iel

teurs est la relation

cette relation d’ordre est compatible avec la structure d’espace vectoriel de E.

E muni de cette structure, est appelé l’espace produit des espaces ordonnés L.

Proposition 2.1.6. Soit (E;);cr une famille d’espaces vectoriels ordonnés. Pour que I’espace
produit E = [[..; E; soit un espaces de Riesz (resp. un espace complétement réticulé), il faut
et il suffit que chacun des espaces E; soit un espace de Riesz (resp. un espace complétement

réticulé).

Démonstration. Supposons que tous les F; soient compleétement réticulés, soient A une partie
majorée non vide de E, a = (a;) un majorant de A. Pour tout ¢ € I, A est majoré par a;, et
admet donc une borne supérieure b; dans F;, il est clair que (b;) est la borne supérieure de A
dans E.

Réciproquement, supposons E completement réticulé. Soit A, une partie majorée de F, A;C
la partie de E formée des x = (x;) tels que =, € Ay et z; = 0 pour ¢ # k. Il est immédiat
que A}c est majoré dans A, donc admet une borne supérieure b = (b;), d’aprés la définition de
la relation d’ordre produit, on a nécessairement b; = 0 pour ¢ # k et by, est borne supérieure de

Ay, ce qui acheéve la démonstration. 0
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Proposition 2.1.7. Pour qu’un espace vectoriel ordonné E soit somme directe ordonnée de
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires V et W, il faut et il suffit que Vx € V,y € Won a

x4y > 0implique v > 0 ety > 0.

Démonstration. En effet, comme x > 0 et y > 0 entrainent = + y > 0 dans E, la condition de
I’énoncé exprime que (x,y) — x+y transforme 1’ensemble des éléments positifs de V' x Wen

I’ensemble des éléments positifs de E. 0

Bandes dans un espace complétement réticulé

Définition 2.1.11. Dans un espace completement réticulé E, on dit qu’un sous-espace vecto-
riel B de E est une bande s’il satisfait aux conditions suivantes :

(1) les relations x € B,y € E et |y| < |z| entrainent y € B,

(2) pour toute partie non vide X de B, majorée dans E, la borne supérieure supX de X dans E

appartient a B.

Exemple 2.1.3. Dans [’espace R4 des fonctions numériques finies définies dans un ensemble

A, I’ensemble des fonctions nulles en tous les points d’une partie M de A est une bande.

Remarque 2.1.3. Dans [’espace R4, le sous-espace B(A) des fonctions numériques bornées
dans A satisfait a la condition (1) de la définition précédente. En outre, pour toute partie X de
B(A) majorée dans B(A), [’enveloppe supérieure de X appartient a B(A). Mais, si A est infini,
une partie de B(A) peut étre majorée dans R* sans étre majorée dans B(A), et par suite B(A)
n’est pas une bande dans R*. Il résulte aussitot de la définition précédente que, si B est une
bande dans E, pour toute partie non vide X de B, minorée dans E, in f(X) appartient a B. Toute
bande B dans E, munie de la structure d’espace vectoriel ordonné induite par celle de E, est un
espace completement réticulé, et pour toute partie X C B, majorée dans B, la borne supérieure

de X dans B est identique a sa borne supérieure dans E.

Proposition 2.1.8. i) Toute intersection d’une famille de bandes dans un espace complétement
réticulé E est encore une bande.
i1) Pour toute partie M C FE, il existe une plus petite bande contenant M (puisque E est lui-

méme une bande); on dira que cette bande est une bande engendrée par M.

Les propriétés des bandes dans un espace completement réticulé reposent sur la proposition

suivante :
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Proposition 2.1.9. Soient E un espace compleétement réticulé, A une partie non vide de E
formée d’éléments positifs, telle que :

(I) A+ ACA;

(2) les relations x € A et <y < x entrainent y € A. Soit M I’ensemble des bornes supérieure
dans E des parties de A majorées dans E. Dans ces conditions, tout élément x < 0 de E peut
s’écrire sous la forme y + x, oy € M est la borne supérieure des éléments v € A tels que

v < , et out 7 est un éléments positifs étrangers a tous les éléments de M.

Démonstration. En effet, on a y < z. Tout revient a montrer que z = = — y est étranger
a tout élément t € A, ou encore que u = inf(z,t) est nul. Par hypothése, on a u € A et
u<x—y,doncu+y < x;pourtoutv € Atel que v < x, on a par définition v < y, donc
u+v <u+y < z;commeu+v € A par hypothese, on a aussi u + v < y par définition de y;
enfin, comme u + y est la borne supérieure dans E des éléments u + v telsque v € Aetv < z,

onau—+y <y,dotu <0, cequiacheve la démonstration. O]

Théoreme 2.1.9. (F.Riesz) Soit A une partie d’un espace complétement réticulé E. L’ensemble
A’ des éléments étrangers a tous les éléments de A est une bande, la bande A" des éléments
étrangers a tous les éléments de A’ est identique a la bande engendrée par A, et E est somme

directe ordonnée des bandes A’ et A”.

Démonstration. Les propriétés des éléments étrangers et la définition d’une d’une bande, montrent
aussitdt que A’ est une bande, donc aussiA”. D’apres la proposition 2.1.5 et la définition d’une
bande, tout élément x > 0 de E peut s’écrire x = y + z, ouy € A’ et A”, y et z étant positif,
comme tout élément de E est différent de deux éléments positifs, on a £ = A" + A” d’autre
part, O étant le seul élément étranger a lui méme, on a A’ N A” = 0, ce qui prouve que E est la
somme directe de A" et A”. Enfin, comme les composantes dans A’ et A” d’un élément positif
de E sont positifs, E est somme directe ordonnée de A" et A”.

Reste a montrer que A” est identique a la bande B engendrée par A. Or, E est somme directe
de B et de la bande B’ formée des éléments étrangers a tous les éléments de B, comme A C B,
ona B’ C A’; mais d’autre part B C A”, et E est aussi somme directe de A’ et A”, on a donc

nécessairement B = A" B’ = A'. H

Proposition 2.1.10. Soient E un espace complétement réticulé, M une partie de E, B la bande

engendrée par M. Soit M, ’ensemble des éléments positifs de E dont chacun est majoré par un
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élément de la forme E |z;| out x; € M, soit My I’ensemble des bornes supérieures des parties

i
majorées de M, [’ensemble My est identique a I’ensemble des éléments positifs de B.

Démonstration. On a évidemment My C B par définition d’une bande, d’autre part, si B’ est la
bande des éléments étrangers a a tous les éléments de M7, le théoreme précédent montre que E
est somme directe ordonnée de B et B’. Mais la proposition précédente prouve que tout élément

positif de E est somme d’un élément de M5 et d’un élément de B’, d’ou la proposition. 0

Corollaire 2.1.1. Soit a un élément d’un espace completement réticulé E. Soient B, la bande
engendrée par a, B!, la bande des éléments étrangers a a. Pour tout élément © > 0 de E, la

composante de x dans B, et B!, est égale a sup(inf(n|a|, z)).
neN

Cela résulte de la proposition 2.1.9 et la proposition 2.1.10 appliquée a M = {a}.

Remarque 2.1.4. i) les bandes engendrées par a et |a| sont identique.

i1) Si a et b sont deux éléments étrangers de E, A et B les bandes engendrées par a et b respec-
tivement, tout élément de A est étranger a tout élément de B,

En effet, b appartient a la bande A’ des éléments étrangers a a, d’on B C A’, et d’apres le

Théoréme précédent tout élément de A est étranger a tout élément de A'.

2.2 Formes linéaires et operateurs positives un espace de Riesz

2.2.1 Formes linéaires sur un espace de Riesz
Formes linéaires positives sur un espace de Riesz

Définition 2.2.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K. Une forme linéaire

sur E est une application de E dans K qui est linéaire.

Définition 2.2.2. Etant donné un espace vectoriel ordonné E, on dit qu’une forme linéaire L
sur E est positive si, pour tout x > 0 dans E, on a L(x) > 0.
Comme L(y) — L(x) = L(y — x), il revient au méme de dire que la relation x < y entraine

L(z) < L(y), ou encore que L est une fonction croissante dans E.

Exemple 2.2.1. (1) Soient A un ensemble quelconque, E un sous-espace de ’espace R* de
toutes les fonctions numériques définies dans A. Pour tout élément a € A, I’application [ —

f(a) est une forme linéaire positive sur E.

DIPES I, 2018-2019. 21



2.2. Formes linéaires et operateurs positives un espace de Riesz

(2) Soit I = [a,b] un intervalle compact de R, E I’espace de Riesz formé des fonctions
numériques réglées dans I, I’application f — fj f(t)dt est une forme linéaire positive sur E.

(3) Soient F un ensemble quelconque, v un ultrafiltre sur F, E ’espace de Riesz B(F') I’en-
semble des fonctions numériques bornées dans F. Pour tout f € F, lim,, f(t) existe, car f(v)
est base d’ultrafiltre sur I’ensemble relativement compact f(v), et par suite est convergente.
En outre, si f > 0, on alim, f(t) > 0 en vertu du principe de prolongement des inégalités,
I’application f — lim, f est donc une forme linéaire positive sur E. Si on prend pour v [’ul-

trafiltre formé des ensembles contenant un élément a € F, on retrouve la forme linéaire positive

fr—= f) (1).

Proposition 2.2.1. Soient E un espace vectoriel ordonné, L une application de E dans R telle
que

L(xz +y) = L(x) + L(y)

et que la relation © > 0 entraine L(x) > 0, alors, pour tout scalaire \ et tout v > 0, on a

L(A\x) = AL(x).

Démonstration. Comme L(—z) = —L(z) (L étant une representation du groupe additif E
dans R), on peut se borner au cas o A > 0. Pour tout entier n > 0, on a L(nz) = nL(x), d’ou
L(($)z) = LL(x) et par suite L(rz) = rL(x) pour tout nombre rationnel r > 0. D’autre part
L est croissante dans E, si r et 7’ sont deux nombres rationnels tels que » < A < 7/, on a donc
rL(z) < L(A\x) < r'L(x), comme rL(zx) et v’ L(z) différent d’aussi peu qu’on veut de AL(z),
ona L(Az) = AL(x). O

Proposition 2.2.2. Soient E un espace vectoriel réel, C un cone convexe de sommet O dans E

tel que E = C' — C' et x — M (x) une application de C dans R telle que, pour x € C,y € C,
A>0,u>0, onait M(Ax+ py) = AM (x) + pM (y). Alors il existe une forme linéaire et une
seule L qui prolonge M a E.

Démonstration. En effet, par hypothese, tout z € FE peut s’écrire 2 = y — x ou x, y appar-
tiennent a C, en outre, si z = y' —a’ avec 2’ € C,y' € C,ona M(y)—M(xz) = M(y')— M (2'),
en effet, de la relation y — z = ¢/ — 2/, on tire y + 2’ = x + ¥/, et par suite M (y) + M (z) =
M (zx)+ M(y'). Désignons par L(z) la valeur commune de M (y) — M (x) pour toute expression
de z comme différence y — = de deux éléments de C, on vérifie immédiatement que L est une

forme linéaire sur E prolongeant M, 1’unicité de L résulte de ce que C engendre I’espace E. [
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Proposition 2.2.3. Soient E un espace vectoriel ordonné filtrant, P ’ensemble des éléments
> 0de E, x — M(x) une application de P dans R, a valeur positifs et telle que M (x + y) =
M (zx) + M(y) quels que soient x, y dans P. Il existe alors une forme linéaire positive et une

seule L qui prolonge M a E.

Démonstration. Comme E = P — P, le méme raisonnement que dans la proposition pré-
cédente prouve d’abord I’existence et I’unicité d’une application additive L de E dans R pro-
longeant M. La proposition 2.1.7 montre alors que, pour A > 0 et pour tout x € P, on a

L(A\x) = AL(x), d’ou résulte aussitdt que L est une forme linéaire. O

Forme lineaire relativement bornées

Soit E un espace vectoriel ordonné filtrant. Soit Q I’ensemble des formes lin€aires positives
sur E, c’est une partie du dual algébrique £* de E (espace de toutes les formes lineaires sur E).
Il est immédiat que @ + Q C @Q et A\(Q C @ pour tout scalaire A > 0 (en d’autres termes, Q est
un cone convexe dans £* ). En outre, on a Q) N (—Q) = {0}, car si L et -L sont toutes deux des
formes linéaires positives, on a L(x) > 0 et L(z) < 0 pour tout z > 0, d’ou L(z) = 0, pour
tout z > 0, et par suite L = 0.

L’ensemble Q définit donc sur £* une relation d’ordre L < M, équivalente a "M — L est
une forme linéaire positive sur E " ou encore a " pour tout z > 0, L(z) < M(z) ", les éléments
positifs dans E* pour cette structure d’ordre sont les formes linéaires positives. Soit {2 le sous-
espace vectoriel de E* engendré par Q, c’est-a-dire 1’ensemble des formes linéaires sur E qui

sont différences de deux formes linéaires positives, nous allons donner une autre caractérisation

des éléments de (2 lorsque E est un espace de Riesz.

Définition 2.2.3. Etant donné un espace de Riesz E, on dit qu’une forme linéaire L sur E est
relativement bornée si, pour tout x > 0 dans E, L est bornée dans [’ensemble des y € E tels

que |y| < .

Théoreme 2.2.1. (1) Pour qu’une forme linéaire L sur un espace de Riesz E soit relativement
bornée, il faut et il suffit qu’elle soit la différence de deux formes linéaires positives.
(2) L’espace vectoriel ordonné (2 des formes linéaires positives relativement bornées sur E est

un espace de Riesz complétement réticulé.

Démonstration. Si L = U —V,ouU etV sont deux formes linéaires positives sur E, la relation
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—x < y < x entraine
—U(z) <U(y) <U(x) et —V(z) <V(y) < V()

d’ou aussitdt |L(z)| < U(x) + V(x), L est donc relativement bornée.

Supposons inversement que L soit relativement bornée ; tout revient a prouver qu’il existe
une forme linéaire positive N telle que, pour tout = > 0, on ait N(x) > L(x) car alors N — L
sera une forme linéaire positive. Or, si une forme linéaire positive N a cette propriété, on a pour
tout z > Oetpour 0 <y <z, N(y) > L(y), et par suite N(z) > sup L(y), si nous prouvons

0<y<z
que la la fonction numérique = — M (x) = sup L(y), définie dans I’ensemble P des éléments

0<y<z
positifs de E, se prolonge en une forme linéaire positive sur E (qu’on notera encore M), nous au-
rons démontré la premiere partie du théoréeme, et prouvé en outre que M est la borne supérieure
de O et L dans 2. Comme M (z) > 0 dans P, tout revient a prouver que, pour deux éléments

quelconques x > 0,2' > 0de E,ona M(x + 2') = M(x) + M (z') d’apres la définition, on a

M(z)+ M(z') = sup L(y)+ sup L(Y) = sup Liy+y) < M(z+2').

0<y<z 0<y’' <z’ O<y<z,0<y'<z’

D’autre part, pour tout ztel que 0 < z < z + 2/, onax + 2’ = z + u avec u > 0, en vertu du
lemme de décomposition, il existe donc deux éléments y, y’ telsque 0 < y < z,0 < ¢/ < 2’ et

quez=y+y,u=(x—y)+ (2 —y),dou
L(2) = L(y) + L(y') < M(x) + M (")

et par suite M (x +2') = sup / L(z) < M(z) + M ('), ce qui achéve la démonstration de la
premiere partie du théorénglé.ggexplus, nous avons montré ainsi que {2 est un espace de Riesz, et
que, pour toute forme linéaire relativement bornée L sur E, et pour tout z > 0, on a
(1) L%(x)= sup L(y)
0<y<z
Reste a voir que {2 est completement réticulé ; pour cela il suffit de montrer qu’un ensemble H
de formes linéaires positives, majoré et filtrant pour la relation <, a une borne supérieure dans

1.

Or, on a plus généralement le lemme suivant : [

Lemme 2.2.1. Soient E un espace vectoriel ordonné filtrant, E* son dual, ordonné en prenant

pour éléments positifs les formes linéaires positives. Soit (u,) une famille filtrante croissante
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d’éléments de E*. Si, pour tout © > 0 dans E, on a sup u,(z) < oo, alors la famille (u,,) admet
une borne supérieure u dans E*, et pour tout x > 0 dans E, on a

(2)  wu(x) =supuy(x).

«

Démonstration. Dans I’ensemble P des x > 0 dans E, définissons en effet 1’application v par
la formule (2), il est immédiat que pour A > O et z € P, on a u(Az) = Au(x), pour prouver le

lemme, il suffit donc, en vertu de la proposition 2.2.1 , de montrer que 1’on a
u(z +y) = u(z) + u(y)

pour z,y dans P. Or cela est immédiat si I’on remarque que ’on a u(z) = limu,(z) suivant
I’ensemble filtrant des indices (Théoréme de la limite monotone).

De la formule (1) on déduit aussitot que si L et M sont formes linéaires relativement bornées
sur E, on a, pour tout z > 0

sup(L, M)(z) = sup  (L(y) + M(2))

y>0,2>0,y+z=x
inf(LM)@) = inf  (L(y)+ M(2)
En particulier, si dans la premiere de ces formules, on remplace M par — L, il vient que
[Ll(z) = sup  L(y—=2).
y>0,220,y+z=x
Onsiz=y+zy>0etz>0,ona—z <y—z <z, inversement, la relation |u| < z entraine
L(u) < |L|(Ju|) < |L|(x) on en déduit la formule
(4) |L|(x) = sup L(y)pour tout x>0

ly|<z

2
d’otl en particulier

(5) |L(x)| < |L|(|z|)pour toutz € E.
O]
Proposition 2.2.4. Pour que deux formes linéaires positives L et M sur un espace de Riesz

soient étrangeres dans ’espace (2, il faut et il suffit que, pour tout nombre € > 0 et pour tout

x > 0dans E, il existe deux élémentsy > 0,z > 0de E tels que x = y+z et L(y)+ M(z) < e.
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Proposition 2.2.5. Soit L une forme linéaire positive sur un espace de Riesz E. pour qu’une
forme linéaire positive M sur E appartienne a la bande engendrée par L dans (2, il faut et il
suffit que, que pour x > 0 dans E et tout nombre ¢ > 0, il existe un nombre 5 > 0 tel que les

relations 0 < y < x et L(x) < § entrainent M (y) < e.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Si M > 0 appartient a la

bande engendrée par L dans (2, on a M = sup(inf(nL, M)) Si on pose
U, =M —inf(nL, M),

U,, est donc une forme linéaire positive sur E et on a in f,,U,, = 0 dans {2, par suite U,(x) tend
vers 0 lorsque n croit indéfiniment, et il existe n tel que U,(x) < 5. Le nombre n étant ainsi

fixé, ona U, (x) < % pour tout y tel que 0 < y < x donc la relation 0 < y < x entraine
e . €
M(y) < 5 +inf(nl, M)(y) < 5 +nL(y),

siy est tel que L(y) < 5-,0onadonc M(y) < &, ce qui établit notre assertion.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Pour toute forme linéaire positive M sur
E, on peut écrire M = U + V, ou U appartient a la bande engendrée par L dans (et ou V est
étrangére a L, U et Vétant positive. Si M satisfait a la condition de 1’énoncé, il en est de méme
de V=M - U, puisque 0 < V < M. Nous allons en déduire que V = 0. En effet, pour tout
x > Odans E et tout nombre n > 0, il existe deux éléments y > 0,z > 0de E telsque x = y + 2
et L(y) + V(z) < n; donnons-nous arbitrairement un nombre ¢ > 0, et choisissons 7 < ¢ tel
que les relations 0 < u < x et L(u) < nentrainent V' (u) < ¢; y et z étant alors déterminés

comme ci-dessus, on a L(y) < 7, donc V (y) < ¢ et par suite

V()=V(y)+V(z) <e+n<2e

2.2.2 Opérateur positif dans un espace de Riesz

Définition 2.2.4. Un opérateur est une application lineaire entre deux espaces vectoriels.

Donc soient E et F deux espaces vectoriels sur R , une application 7' : &/ — F est appelé
opérateur si et seulement si 7'(ax + By) = T'(ax) + T(By) pour tout X, y dans E et «, 5 dans
R
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Définition 2.2.5. Soient E et F deux espaces de Riesz, un opérateur T' : E — F est appelé

opérateur positif si pour tout v € E, , T(x) € F,.

Théoreme 2.2.2. [5] Un opérateur T : E — F entre deux espaces de Riesz est un opérateur

positif si et seulement si T'(E,) C F ( aussi si et seulement si x < y implique T'(x) < T(y) ).

Lemme 2.2.2. SiT': © — F' est un opérateur positive entre deux espaces de Riesz, alors

pour chaque v € 'y ona:

[ T'()| < T(|x]).

Démonstration. Six € F, alors £x < |z| et la positivité de T donne +|T'(z)| < T'(|x|), qui

est équivalent a |T'(x)| < T'(|z|). O

Théoreme 2.2.3. (Kantorovich) Supposons que E et F sont deux espaces de Riesz avec F
Archimedien. Soit T : EY — F une application additive, vérifiant T(x +y) = T'(z) + T(y)
pour tout x,y dans E* . Alors T a un unique extension d’opérateur positive de E a F. en plus,

I’extension (noté par T aussi) est donné par

pour tout x dans E.

Démonstration. Soit T : E* — FT une application additive . Considérons 1’application

S : E — F définit par

Clairement, S(z) = T'(x) pour chaque x € E*. Comme, I’application S est une extension de T
sur E. Or x = 2 — zm pour tout x dans E, il suit que S est la seule extension possible T dans
E. De plus pour complété la preuve, on montre que S est linéaire . Il reste a prouve que S est
additive et homogene.

Pour I’additivité de S on observe que si un vecteur x de E peut s’écrire comme différence de
deux, vecteurs positive, prendre x = x; — x5 avec x1, x5 € E1 , alors S(x) = T'(xq) + T(22) .
Fixons x € F etsupposons x = 2 —x~ = 21 —Z9,00 21,20 € BT . Alors oy —x9 = 2 — 27,
et comme T est additive sur £ on a:

T(axt)+T(x) =T(axt +a2) =T(x1+27)=T(x1) + T(x7)

DIPES I, 2018-2019. 27



2.2. Formes linéaires et operateurs positives un espace de Riesz

OrS(z)=T(z")—T(x7) =T(x1) — T(x2)

De cette propriété on peut montre aisément que S est additive. Si x, y € F, alors notons que

= S(x) + S(y).

En particulier, ’additivité de S implique que S(rz) = rS(x) pour tout x € E et tout nombre
rationnel r.

Il reste @ montrer que S est homogene. Pour ¢a, on prouve premiérement que S est monotone
i.e montre que Vz,y € F;x < y implique S(z) < S(y) dans F.

Soient x et y dans E avec z < y alors y — x € E't, et par ’additivité de S on a

S(a) = S((y — 2) +2) = Sy — a) + S(x) = T(y — ) + S() = S(a).

Maintenant fixons z € E™ et A > 0. Soient deux suites a terme positive (r,) et (¢,) telles que

r, T Aett, L A Inégalité r,x < Ax < ¢,z et le fait que S est monotone implique

rpS(z) = S(rpr) < S(Ax) < S(t,z) = t,5(x)

pour chaque n. En utilisant le fait F est archimedien, on a AS(z) = S(Az). Finalement, si A € R

etx € F, alors

S(Axr) =Szt + (=N)z7) = SAzt) + S((=\)x")
=AS(x") = S(z7) = N\T(zF) — T(z7)] = AS(x)

D’ou S est homogene 0

Remarque 2.2.1. Soit ® : R — R une fonction additive et non linéaire, et soit F un lexi-
cographe plane. Considérons T : Rt — FT définit par T(z) = (x,P(x)) pour tout x dans
R*. Notons que T est additive et que si T est une extension d’un opérateur de R a F, alors sera
linéaire .

Or, une application t : EY — F* a une unique extension d’opérateur positif de E a F si et

seulement si T est additive dans E™.
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L’espace vectoriel de tout les opérateurs de E a F qui est noté L(F, F).

Théoreme 2.2.4. L’espace L(E, F') muni de l'ordre T > S si et seulement si T — S est un

opérateur positive (i.e T(x) > S(x) pour tout z € ET) est un espace vectoriel ordonné.

Définition 2.2.6. Pour un opérateur T' : E — F entre deux espaces de Riesz. On dira que T

a un module noté 17T\ si

IT| =TV (~T)

existe dans le sens que T\ est une borne supérieure de I’ensemble -T, T dans L(E, ).
Dans ’ordre d’étude des propriétés du module, on voit la propriété de décomposition des espace

de Riesz.

Théoreme 2.2.5. Soit T' : E — F un opérateur entre deux espaces de Riesz tel que

sup{|T'(y)| : |y| < x} existe dans F pour chaque x € E™. Alors le module de T existe et

7| = sup{|T(z)] : ly| <z}
pour tout v € E*

Démonstration. Soit S : ET — F7 par S(z) = sup|T(z)] : |y| < z pour tout z € E*. Or
ly| < « implique | £ y| = |y| < x, il suit qu'on a S(x) = supT(y) : |y| < = pour chaque
x € E1 . On prétend que S est additive .

A cet effet, soit u,v € E*. Si|y| <wet|z| <w,alors |y + 2| < |y| + |2| < u+ v, etil suit de
Ty)+T(z) =T(y+z) <S(u+wv)queS(u)+ S(v) < S(u+v).

D’autre part, si |y| < u+wv, alors par le théoreme précédent il existe y; et yo avec |y1| < u, |yz| <
v,ety =y +yo. Alors T(y) = T(y1) + T'(y2) < S(u) + S(v),donc S(u+v) < S(u)+ S(v).
Ainsi S(u + v) = S(u) + S(v) . Par le théoreme précédent I’application S est un opérateur
positif de E a F.

A cet effet, S est une borne supérieure de {—7',7T'}, notons premierement que 7' < s et
—T < Sdans L£(E, F'). maintenant supposons que +7" < R dans L(F, F') . Clairement, R

est un opérateur positif. Fixons x € ET. Si |y| < z, alors

T(x) =Ty )+ Ty ) <Ry )+Ty )=R(yl) < R(z)

. De plus, S(z) < R(z) pour chaque x € E*, etcomme S =TV (—=7') dans L(E, F). O
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Il est important d’observer que si le module d’un opérateur 7' : VE — F’ existe, alors

|T(2)] < |T|(])

pour tout x € E.
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NORME DE RIESZ ET TREILLIS DE

BANACH
|

3.1 Norme de Riesz

Définition 3.1.1 (Définition norme de Riesz). .

Soit E un espace de Riesz, une norme ||.|| sur E est appelé norme de Riesz si

Ve,ye B o] <yl = [lz]] < lyl|

Un espace de Riesz E muni d’une norme de Riesz ||.|| est appelé espace normé de Riesz.

La définition de la norme de Riesz permet avoir une propriété tres importante.

Proposition 3.1.1. ||z|| = |||z|||,Vz € E.

)

maintenant |x| et y = x, on a aussi |(|z])| < |z| et donc |||z]|| < ||x]]-

Démonstration. Soit x € E ety = |z| on a |z| < |(Jz|)|, ainsi ||z|| < [||z]||.- On prend

]

Exemple 3.1.1. Soit I’espace vectoriel My(R) de 2 x 2 des matrices réelles muni de la relation

d’ordre < définit par A < B si et seulement si A — B € My(R,). la norme définit par :

[I(ai)|| = mjax{z |ai;|;i,5 =1,2}
sur cet espace est une norme de Riesz
En effet soient (a;j) et (b;;) deux éléments de My(R) tel que |(a;;)| < |(bij)]

ona: |(ai)| < [(biy)| = (lai|) < (bijl) car [(aiz)| = (lai;]) et [(bi)] = (bij])
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—> max;{) , |a;|;4,7 = 1,2} <max;{d, |bi];4,7 = 1,2}
= [[(aij)[| < [[(bij)]]-

Exemple 3.1.2. [’espace vectoriel |*° de tout suite borné de nombre réel muni de I’ordre <

définit par a < b si et seulment si b — a € [5°, la norme sup définit par :
l|la]| = sup{|a;| : i € N}

, pour tout a = (ai, ag, ....) € [ est une norme de Riesz. Ou I5° désigne I’ensemble de tout les
suites bornées a termes réels positives .
En effet soient a = (a;)ien et b = (b;)ien deux éléments de [*° tel que |a| < |b|
Ona: la| < b = (Jai]) < (Ji]) VieN
= sup{|a;| : i € N} <sup{|b;| : i € N}

= |lall <{lo]

Exemple 3.1.3. Soit C([a, b]) I’ensemble des fonctions continues a valeurs réelles sur ’inter-
val fermé [a,b] muni de I’ordre < définit par f < g si et seulment si (g — f)(t) > 0 pour tout

t € [a,b], la norme définit par :

Il = max{[f(£)] : ¢ € [a, 0]}

est une norme de Riesz.
En effet soient f et g deux éléments de C([a, b)) tels que | f| < |g|
Ona: [l < gl = [F O] < 1g@)] V1 € [a, 0]
= max{|f(t)] : t € [a,b]} < max{[g(t)| : t € [a,b]}

= [If1l < llgll

3.1.1 Sémi-norme de Riesz
Définition d’une sémi-norme de Riesz

Définition 3.1.2. Un sous-ensemble A d’un espace de Riesz E est appelé solide si

Ve,y e E:|z| <|y|lety € Aonax € A.

Définition 3.1.3. Soit E un espace de Riesz. On dit qu’une sémi-norme p sur E est une sémi-

norme de Riesz quand |x| < |y| dans E implique p(x) < p(y).
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Théoreme 3.1.1. /4] Une sémi-norme p sur E est une sémi-norme de Riesz si et seulement si

la boule unité de E est un ensemble solide c’est a dire, |’ensemble
Uy, ={z e E:p() <1}
est un ensemble solide.

Démonstration. 1l est évident que si p est une sémi-norme de Riesz, alors U, est un ensemble

solide. D’autre part, si U, est un ensemble solide et |z| < |y| vrai dans E, alors nous avons :

1 1 1
|| < |——=—v| ———y €U,
ply) +e =~ ply) +e ply)+e” =7
et comme Ww € U, pour tout ¢ > 0. Ainsi, p(z) < p(y) + ¢ est valable pour tout ¢ > 0. Par
consequent p(x) < p(y) ce qui prouve que p est une semi-norme de Riesz. O

Exemple 3.1.4. Dans I’espace des fonctions continues C [0, 1] la sémi-norme définit par :

171 =/O ()t

est une semi-norme de Riesz.

Définition 3.1.4. Soit E un espace vectoriel partiellement ordonné. Un sous-ensemble A de E
est solvex si pour tout x € E,x1,.....,x, € A, et \y,...., N\, € |0,1] avec Y, A\, = 1 tel que
re{d sy =F%l}onare A

Lemme 3.1.1. [/] Soit E un espace vectoriel partiellement ordonné. Tout ensemble solvex de
E est solid et convexe. Si E est un espace de Riesz , alors un ensemble est solvex si et seulment

si il est solide et convexe

3.1.2 Pre-semi-norme de Riesz
Nous allons définir la pre-seminorme a partir des ensembles solvex.

Définition 3.1.5. Soit E un espace vectoriel partiellement ordonné . Une semi-norme de E est

dit pre-Riesz si la boule unité est solvex.

Théoreme 3.1.2. [/] (i) un sous-espace de Riesz est solvex si et seulement s’il est solide et
convexe.
(i) une semi-norme de l’espace de Riesz est pre-Riesz si et seulement si elle est une semi-norme

de Riesz. Nous avons la reformulation suivante.
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Proposition 3.1.2. [/] Soient E un espace vectoriel partiellement ordonné et p une semi-
norme sur E. Alors p est pre-semi-norme si et seulment si

p(x) = inf{p(z1) V p(x2) V ..... Vop(z,) @ x1,.,x, € E tel que on alg, ..\, €
10, 1] avec ), Ay = letx € {>, exApxy : € = £1}} pour tout x € E.

3.2 Treillis de Banach

Définition 3.2.1 (Treillis de Banach). .

Un treillis de Banach est un espace normé de Riesz complet.

3.2.1 Exemples de treillis de Banach

Exemple 3.2.1. Soit ’espace vectoriel My(R) de 2 x 2 des matrices réels avec la rela-
tion d’ordre < définit par A < B si et seulement si A — B € My(R,) et avec la norme

| (ai;)|| = mjax{z lai;|ii, 7 = 1,2} est un treillis de Banach.

Exemple 3.2.2. L’espace vectoriel |*° de tout suite borné de nombre réel muni de I’ordre <
définit par a < b si et seulement si b — a € 1 et la norme sup ||a|| = sup{|a;| : i € N},
pour tout a = (ay, as, ....) € 1*° est un Treillis de Banach. Ou I5° désigne I’ensemble de tout les

suites bornées a termes réels positives .

Exemple 3.2.3. Soit C([a, b)) ’ensemble de tout les fonctions continues a valeurs réelles sur
Uintervalle fermé [a, b] muni de I’ordre < définit par f < g si et seulement si (g — f)(t) > 0
pour tout t € |a,b| et avec la norme ||f|| = max{|f(t)| : t € [a,b]}, (C[a,b],<,]||.||) forme

un tréillis de Banach.

Définition 3.2.2. Un espace de Riesz E est dit Archimedien si inf,cx{n"'z} = 0 pour tout

reFl

Proposition 3.2.1. Cette définition est équivalente aux deux propriétés suivantes :
1) pour chaque nombre réel x > 0 la suite (nx),, est non bornée sur R .

2) tz | Odans RY x > 0.
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Théoreme 3.2.1. /2] Un espace de Riesz (et en général un espace vectoriel ordonné) E est

Achimedien si %CB 1 0 dans E pour tout v € E™.

Exemple 3.2.4. Tout espace classique de I’analyse fonctionnel (notamment les espaces des

fonctions et les espaces Lp ) sont Archimediens.
Proposition 3.2.2. Tout espace normé de Riesz est Archimedien.

Démonstration. Soient x et y tels que 0 < y < {n~'z},z > 0,n € N. Par la propriété de la

norme de Riesz, on a

lyll < [In~"a|] = n7H|z]]
pour tout n et donc ||y|| = 0, d’olt y = 0. Par consequent inf{n"'z} = 0. [

Proposition 3.2.3. Soit E un treillis de Banach. Alors,
(a) tout operateur de treillis est continu,

(D) le cone positif /. est fermé,

(c) tout intervalle ordonné de E est fermé et borné.

(d) si la suite (z,)nen est croissante et lim,, ., ©,, = « dans E, alors

x = sup{z,;n € N}.

Démonstration. (a) Considerons (2, )nen » (Yn)nen les suites de E telles que lim,, o 2, = @

etlim,, ..y, = v . En utilisant I'inégalité de Birkhoff et la proposition 3.2.2 précedente, on a
[T At — 2 Ayl < an Ayn — 2 Ayl + |on Ay — 2 Ayl < Jyn — y| + |on — 7
et aussi par la défintion de la norme de Riesz,
zn Ay — 2 Ayll < lyn — yll + lJzn — 2]

.(b)Ona Et = {x € X;2~ = 0} et 'opérateur de treillis X > x — 2~ € X est continue,
ET est fermé.
(d) Pour un £ € N fixé, on a

lim (x, — ) = — xy
n—m:o0
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etx, — 1, € E™Vn > kcomme x — 2, € ET V k € N. Donc x est la borne supérieure de
() nen- D autre part, si x, < yVn,alors 0 <y —x, — y — x, en utilisant (a) on a y > z et
en plus x = sup.

neN

(c) Considerons [ € [z,y]. Alorsde z < f < yilsuitque 0 < f —x < y — z et de plus
If = =[] < [ly — «||. Donc

AN =11 =2+ 2] < |l + |ly — =]|

. Pour prouver que [z, y] est un fermé ; On utilise la cloture du ¢one positif . Si (A, )nen C [, Y]

eth, — hdansE . Alorsy —x, > 0eth, >x>0,deplusy—h >0eth—x > 0. OJ

3.2.2 Opérateurs positifs et treillis de Banach

Définition 3.2.3 (Définition opérateur positif dans un treillis de Banach). .

Soit E, F deux treillis de Banach . Un opérateur linéaire T' : E — Flest dit positif si

T(x) > 0 pour tout x € E*.

Exemples d’operateurs positifs dans un treillis de Banach

Considerons le treillis de Banach (> de I’exemple précédent. On a Les opérateurs positifs
suivants :
(1) L’opérateur nul (aq, as, ...) — (0,0, ....).
(2) L’ opérateur identité (aq, as, ...) — (ay, as, .....).

(3) L’ opérateur shift a gauche (ay, as, ...) — (0, a1, as, ...).

Proposition 3.2.4. [”] Si E est un treillis de Banach et T un operateur positive de E alors,

1T = sup{[|T(@)[| : 0 <, [|=[| <1}

Théoreme 3.2.2. Soit T' : E — F un opérateur positif entre deux Treillis de Banach E et F.
Alorsona:

(1) T préserve I’ordre,

(id) |[T(x)| < T(|x]),
(iid) (T(x))" < T(z") et (T(x))” <T(x7),
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(vi)SiT,S € L(E,F)et0< S <T, alors ||S|| <||T]].

Démonstration. (i) Supposons x < y dans E. Alors 0 < y — x, ainsi 0 < T(y — x) =
T(y) - T(x).

(22) nous avons |T'(x)| = T(x) V =T(xz) = T(x) VT(—z).Onaaussiz < zV —zet —x <
zV —zx. Il suitde (i) que T'(x) < T'(x V —z) = T'(|z|). Similairement, T'(—z) < T'(|z|). De
plus 7'(|x|) est une borne supérieure de {7'(x), —T'(z)}. Onaen plus |T'(z)| = T'(z) V =T (x)
est la borne sup de {7'(z), —T'(x)}, donc il suit que |T'(x)| < T'(|z|).

(i) Similaire a (i7).

(vi) Dans la proposition 3.2.4 précédente, on a ||.|| qui définit une norme de Riesz . Donc on a

|15]] = sup{[|S(2)] : 0 <z, ||| < 1} < sup{||T(2)|] : 0 <, ||| < 1} = [|T].

O]

Théoreme 3.2.3. Chaque opérateur positif défini d’un treillis de Banach vers un espace normé

de Riesz est continu.

Démonstration. SoitT' : E — F un opérateur positif défini d’un treillis de Banach E vers un
espace normé de Riesz F. Supposons, a titre de contradiction, que T n’est pas continu. Alors il

existe une suite (), de E satisfaisant
lzall =1 et [|T(za)l] > 0,

pour chaque n. Au vu du fait que |7'(z,,)| < T'(|x,|) nous pouvons aussi supposer que z,, > 0

+oo [[zn]|

n1 -5 = 0etlacomplétude de la norme de E, il s’ensuit que la

pour chaque n. A partir de
série Z:g Z—’; est normalement convergente dans E. Aussi clairement, 0 < 2—’; < x est valable
pour tout n, et ainsi n < [|T'(%4)|| < |[T'(x)|| < oo vrai également pour chaque 7, ce qui est

impossible. Ainsi, T est continu. O

Corollaire 3.2.1 (Goffman). Toutes les normes de Riesz qui font de l’espace de Riesz un

treillis de Banach sont équivalentes.

Démonstration. Soit E un espace de Riesz et ||.||1,]].||2 deux normes de Riesz de sorte que
(E,]|-]1), (E,|]-]|2) soient deux treillis de Banach alors d’aprés le Théoréme 3.2.5 précédent
I’opérateur d’identité T': (E, ||.||1) — (¥, ||.||2) est un homéomorphisme, ce qui garantit que

les normes ||.||1, ||.||2 sont équivalentes. O
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& Implication Pédagogiques &

Ce mémoire est rédigé dans le but d’obtenir le diplome de professeur de I’enseignement
secondaire. Ainsi avant de conclure ce travail, il est important pour nous de mentionner son
importance sur les enseignements au secondaire.

Ce memoire nous offre 1’occasion de faire nos premiers pas dans le monde de la recherche,
premiers pas d’autonomie en termes d’investigations scientifiques et de déploiement de nos
aptitudes a comprendre, a construire un raisonnement logique sans oublier la maitrise indispen-
sable des outils des nouvelles technologies de I’information et de la communication. Ces outils
étant incontournables pour tout enseignant en ce moment ou les apprenants sont aspirés par les
tablettes, téléphones androides, ordinateurs portables....

En outre nous pouvons dire que ce travail nous a :

- Permis de forger "I’honnéteté scientifique" : Le fait de reconnaitre que telle chose n’est
pas notre découverte ou invention et de mentionner donc son auteur ;

- Permis de mieux nous imprégner des nouvelles technologies de I’information et de la
communication : les outils technologiques tels que le micro-ordinateur, vidéo-projecteur, 1’ uti-
lisation des logiciels (word, Latex) et internet ont été d’un grand appui au cours de la rédaction
de ce memoire. Ces moyens d’information et de communication (en particulier internet) pour-
ront étre utiles d’une part a I’enseignant dans la mesure ou il devra s’arrimer a cela pour com-
pléter I’insuffisance d’information contenues dans les manuels scolaires. Ils peuvent également

I’assister dans la préparation, la saisie et la présentation d’une lecon ou d’une épreuve.
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& conclusion &

Dans ce mémoire, il était question pour nous d’étudier les normes de Riesz et les Treillis de
Banach. A partir d’un espace vectoriel ordonné, nous avons construit un espace de Riesz et ses
propriétés. Dans ces espaces de Riesz, nous avons construit une norme dite de Riesz, une semi-
norme de Riesz, ce qui permet de construire un espace vectoriel normé dit treillis Banach. Entre
deux treillis de Banach, on a définit les opérateurs positifs et ses propriétés, chaque opérateur
positif défini d’un treillis de Banach vers un espace normé de Riesz est continu et toutes les
normes de Riesz qui font de I’espace de Riesz un treillis de Banach sont équivalentes. A la
fin, nous avons donné I’'importance de ce mémoire dans notre formation d’enseignant. Car ce
memoire nous a permis, de forger "I’honnéteté scientifique"”, de mieux nous imprégner des
nouvelles tectnologies de I’'information et la communication.

Cependant, nous n’avons pas montre les applications de cette théorie dans la vie active. Dans
un avenir proche, nous comptons améliorer ce travail en prenant en compte les applications dans

la résolution des équations.
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