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o Résumé o

Le but de ce travail est de faire une étude des quadriques affines en général et de donner quelques
propriétés caractéristiques. Aprés avoir donné quelques résultats sur les formes quadratiques réelles,
nous étudierons les courbes en générales, puis les surfaces de I'espace ; en particulier les quadriques
affines. C’est grace a cette analyse que nous allons aborder la notion de conique et y mener des

réflexions didactique et pédagogique.

Mots clés : quadrique affine, forme quadratique ; courbe, surface, conique



& Abstract o

The aims of this work is to study affine quadrics in general and to give some characteristic
properties. After giving some results on real quadratic forms, we will study the general curves and
space areas; in particular affine quadrics. It’s through this analysis that we will talk about conical

concept and conclude on their pedagogic and didactic contributions.

Keywords : affine quadric, quadratic form, curve, area, conical.

viii



o LISTE DES FIGURES o

[1] Figure 1
[2] Figure 2
[3] Figure 3
[4] Figure 4
[5] Figure 5

[6] Figure 6

[7] Figure 7

[8] Figure 8

[9] Figure 9

[10] Figure 10
[11] Figure 11
[12] Figure 12
[13] Figure 13
[14] Figure 14
[15] Figure 15
[16] Figure 16
[17] Figure 17
[18] Figure 18
[19] Figure 19
[20] Figure 20
[21] Figure 21
[22] Figure 22
[23] Figure 23

: plan tangent & une surface en un point M

: Surface réglée

: Cylindre droit

: Coéne droit

: Section plane d’un cone droit & deux nappes
: Section plane d'un cylindre

. Ellipsoide

: Hyperboloide a une nappe

: Hyperboloide a deux nappes

: Cone elliptique

: paraboloide hyperbolique

: Paraboloide elliptique

: Cylindre elliptique

: Cylindre hyperbolique

: Cylindre parabolique

: Exemple de conique définie par foyer et directrices

: Parabole

: construction d'une parabole par points et tangentes

: Construction d’une ellipse a I'aide des affinités

: Construction d’une cllipse par point et par tangente

: Construction d’une hyperbole connaissant ses asymptotes
: Construction d’une ellipse ou d’une hyperbole de définition bifocale

: Construction par la méthode du Jardinier

page 16
page 18
page 20
page 21
page 23
page 23
page 32
page 32
page 34
page 34
page 35
page 35
page 36
page 36
page 36
page 41
page 44
page 46
page 49
page 50
page 54
page 55
page 55



& Liste des tableaux o

3.1 Tableau de classification des quadrique en dimension 3 . . . . . .. ... ... ... 28
4.1 classification des coniques . . . . . . ... L e 41
4.2 Tableau récapitulatif des paraboles usuelles . . . . . . . . ... ... .. ... .... 44
4.3 Tableau des éléments caractéristiques d'une ellipse . . . . . . . . . .. ... ... .. 48
4.4 Tableau de éléments caractéristiques de ’hyperbole . . . . . . .. .. ... ... .. 51



& Introduction o

La découverte des coniques provient des Grecs depuis le IV siécle avant Jésus christ. C’est
MENECHME qui a découvert les sections coniques, mais c¢’est Appollonius de Perge qui a
réussi & démontrer grace a 'intersection d’un céne et d'un plan ne passant pas par son sommet que
les courbes obtenues d’apparences trés différentes sont d’'une méme famille appelée famille des
coniques .

Les coniques constituent une famille trés utilisée des courbes planes; elles ont de nombreuses
propriétés mathématiques et sont fréquemment rencontrées en astronomie ; d’ott leurs multiples
applications dans le domaine des sciences et de la technologie.

La généralisation de la notion de conique a l’espace de dimension trois constitue une famille de
surfaces appelées quadriques affines ou surfaces quadratiques affines . Certaines surfaces sont des
figures classiques de 1'espace tel que les sphéres, les cylindres et les cones et d’autres sont
obtenues par rotation d'une courbe autour d’un axe appelé surfaces de révolution. Les courbes
et les surfaces interviennent naturellement dans diverses domaines tel que ’étude de la trajectoire
d’un objet, le tracé d’une route.

Le probleme fondamentale dans I’étude des quadriques affines réside dans la réduction de leur
équation qui ne peut se faire qu’avec un changement convenable du systéme de coordonnées.
Notre travail s’articulera en quatre chapitres. Dans le premier, nous passerons en revue les résultats
sur les formes quadratiques, notamment ceux utiles pour 1’étude des quadriques affines.

Le deuxiéme chapitre portera sur ’étude des courbes, nous présenterons quelques notions générales
et spécifiques aux courbes paramétrées en dimension deux et en dimension trois.

Le troisiéme chapitre traitera des surfaces de I'espace avec comme application des quadriques affines
et quelques éléments géométriques.

Dans le quatriéme chapitre, nous donnerons l'intérét pédagogique de ’étude des quadriques affines

dans 1’é¢tude des coniques.



3RS Chapitre Un [EEEES

Formes quadratiques

Dans toute la suite F désigne un R espace vectoriel de dimension fini n > 0.

1.1 Généralités sur les formes quadratiques

Définition 1.1. .
Une application q : E — R est appelée forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire symétrique

f : ExE — R tel que pour tout x € E, q(x) = f(x, )

1.1.1 Formes quadratiques et formes polaires associées

Définition 1.2. .

Une forme quadratique q sur E est une application q : E — R vérifiant les conditions suivantes

i) Pour tout v € E; pour tout A € R ; q(A\x) = Nq(x)
ii) L’application
f: ExE — R

(09) — Slale+y) - ) — a(y)

est bilinéaire symétrique.
La forme bilinéaire f est appelée forme polaire de ¢

Proposition 1.1. .

1l existe un unique isomorphisme entre l’espace vectoriel des formes quadratiques et [’espace vectoriel

des formes bilinéaires symétriques.

Preuve 1.1.1. .

Notons



1.1. Généralités sur les formes quadratiques

e Sy(E,R) espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques sur £
e Q(E,R) l'espace vectoriel des formes quadratiques sur £

Soit gl’application linéaire définie par

o So(ER) — Q(E,R)
[ = (/)

tel que o(f)(z) = f(x, ) pour tout z € £

— o0 est surjective
soit ¢ € Q(E,R).
L’application f : E x E — R telle que f(x,y) = %[q(w +y) — q(x) — q(y)] est une forme
bilinéaire symétrique sur E. D’ou ¢ = o(f)
Donc o est surjective
— o est injective
Soit f € Kero
o) = 0 = floy) = S tyaty) - fon) - fpl=0Y oych
= f(z,y) = 0 pour tout x,y € £

— f =0
D’ou Kero = {0} ; donc o est injective

1.1.2 Expression analytique d’une forme quadratique réelle

Soit f une forme bilinéaire symétrique ; B = (e; ,e3, ... ,e,) une base de E et A = (a; j)1<i j<n

la matrice de f dans la base B

Définition 1.3. .
Soit q une forme quadratique de forme polaire f, on appelle matrice de q dans la base B la matrice

A de f dans la base B

Proposition 1.2. .
i) Pourtoutz € E , qx) = "XAX , ou X est la matrice colonne des coordonnées de x dans

B.
n
it) Pour tout x € E ,q(z) = Zamxf + Z a; ;T
i=1

1<i<j<n

3
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1.1. Généralités sur les formes quadratiques

Preuve 1.1.2. .

i) Soit z € E, on a

n n

Q(x) = f(l’,$) = ZZai,jxixj =t XAX

i=1 j=1
n n
ii) Soit x € £ ; de coordonnées (z;)1<i<n. On a q(z) = f(z,z) = Z Z @ ;T T ;.
i=1 j=1

n
Comme A est symétrique, alorsona : ¢(x) = g ;i3 + 2 g a; ;T
i=1 i<i<j<n

Exemple 1.1.1. .
La forme polaire de la forme quadratique

3
q(x,y,2) = 2® + 4oy + 3yz est F((x1, 91, 21), (22,42, 22)) = 2172 + 2(21Y2 + T2y1) + 5(9122 + yo21)

1.1.3 Rang d’une forme quadratique

Définition 1.4. .
Soit q une forme quadratique, A la matrice de q dans la une base B.
Le rang de q noté rg(q) est le nombre maximal de vecteurs colonnes de la matrice A linéairement

indépendantes. C’est le rang de la matrice A ; rg(q) = rg(A)

Remarque 1.1.1. .

— ¢ est non dégénérée si son rang est égal a la dimension de F

Exemple 1.1.2. Dans R?| ¢(z,v, 2) = 32% +4? + 2xy — 322z a pour matrice dans la base canonique

3
3 1 —=
2
1 1 0 qui est de rang 3. Donc ¢ est de rang 3 et par conséquent non dégénéré.
3
— 0 0
2

1.1.4 Signature d’une forme quadratique

Définition 1.5. Soit ¢ une forme quadratique sur E.

Une base B de E est une base q-orthogonale si la matrice de q dans cette base est diagonale.

Proposition 1.3. Soit ¢ une forme quadratique sur E. Il existe unique couple (r,s) d’entiers

naturels tel que pour toute base B = (ey, ..., e,) g-orthogonale,

our=-card({i € {1,---,n} / qle;)) >0}) et s=card( {i € {1,--- ,n}/ q(e;) <0}).

4
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1.2. Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien

Définition 1.6. Le couple (r,s) s’appelle la signature de q de rang r + s.

Remarque 1.1.2. .
— Les entiers r et s ne dépendent pas de la base g-orthogonale choisie
— Soit ¢ une forme quadratique sur E de signature (r,s), A la matrice de ¢ dans la base B. r
est le nombre de valeurs propres de A strictement positives et s le nombre de valeurs propres

strictement négatives.

1.2 Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien

1.2.1 Formes quadratiques et endomorphisme adjoint

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension fini n ( n € N* ) dont le produit scalaire est

noté « . »

Définition 1.7. .
Soit u un endomorphisme de E.

On dit qu'un endomorphisme v de E est adjoint de u si pour tout(z,y) € E* ; u(z).y = v.v(y) .

Proposition 1.4. .
Soit ¢ "isomorphisme canonique de E sur E*.

Tout endomorphisme v de E a un unique adjoint, noté u* et on a u* = ¢ o 'uoyp
Définition 1.8. Un endomorphisme u de E qui vérifie u = u* est dit auto-adjoint
Remarque 1.2.1. L’adjoint de u est défini par : Vo,y € E,u(x).y = z.u*(y)
Proposition 1.5. Un endomorphisme u de E est dit auto-adjoint si et seulement si

pour tout x,y € E | u(z).y = v.u(y)

1.2.2 Bases orthonormées associées a une forme quadratique

Théoréeme 1.1. Soit ¢ une forme quadratique non nulle de E ; alors il existe sur E une base

orthonormée associée a q .

Preuve 1.2.1. Soit f la forme polaire de ¢ ; u un endomorphisme de E. Alors pour tout x € E;

I’application

3]
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1.2. Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien

f z - E — R ., . N . . 212
est une forme linéaire sur £'; d’ou il existe un unique élément u(zx) de F

y — [flz,y)
tel que f,(y) = f(z,y) = u(z).y.
L’endomorphisme u de E vérifie u(x).y = z.u(y) car [ est symétrique.
On en déduit que ux = u, u*x ’endomorphisme adjoint du wu, alors il existe sur une base orthonormée
B = (€;)1<i<n telle que la matrice de u dans cette base soit formée de ces vecteurs propre

( Claude TISSERON [}] page 254 )

u(e;) = aie;, 1 < i <n f(ei¢;) = ule;).e; = aei.e; =0
D’ou la base B est orthogonal pour f et donc pour gq.
Remarque 1.2.2. La matrice de ¢ dans la méme base est diagonale.

Exemple 1.2.1. Déterminons le rang, la signature et une base orthogonale de la forme quadratique
suivante.
E =R q(z,y,2) = 2>+ 2y + 2z

Ona qle,y,2) = @+250+2) = [+ gly+2)P — 1+

? 11,1

= (-77+§?J+ 52)2— Z(QJFZ)Q

1 1
Les formes linéaires [i(x,y,2) — = + Y + 3% et lr(x,y,2) — y + z sont linéairement
indépendants ; alors rg(q) = 2. Le couple (1,1) est la signature de q.
La forme quadratique ¢ est dégénérée.

On choisi la forme linéaire I3(x,y, z) = z telle que I, s et I3 soient linéairement indépendantes.
(

1 1 4 1
X=x+zy+32 - X—-Y
277 2 r B
Posons ¢V =y + onaq y = Y-—Z
Z:Z \Z = Z

\

X
1
Ainsi,q(X,Y,Z)zXQ—ZYQ;ona y|=P|Y onP=1]o 1 -1
7

—1
Dot (uy, ug, uz) est une base orthogonale par rapport a g ot uy(1,0,0); us (7 1, 0) et uz(0, —1,1).

1.2.3 Reéduction des formes quadratiques

Théoréme 1.2. Soit ¢ une forme quadratique non nulle sur E. Alors, il existe une base ortho-

normée formée de vecteurs propres telles que pour tout x € E; q(x) = Z Na? o our =rg(q) et
i=1

Mémoire DIPES II 2015-2016 @



1.2. Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien

les \; sont les valeurs propres non nulles de la matrice de q dans cette base .

Preuve 1.2.2. Soit f la forme polaire de ¢ , f # 0
Soit r = rg(q) = rg(f); alors il existe une base B = (ey,--- ,e,) de E, orthonormée telle que

flei,ei) # 0 pour 1 <4 <7 et nul ailleurs

r

Ona q(z) = f(z,z) = Z flei,e)a? + Zf(ei, € + Zﬂiﬂjf(ei,@j) = Zf(ei7ei)$?
i=1 r+1 i, i=1

posons \; = f(e;,e;); 1 <i<r ;)\ #0pourtouti; 1 <i<rdou H)‘i # 0 et on g(x) = Z \ix?
i=1

i=1
Exemple 1.2.2. Réduire la forme quadratique suivante :

E = R®; muni d’une base orthonormée B = (7, j, l;)

On considére la forme quadratique ¢(z,vy, 2) = 2° — gyz — %zz +yz.
1 0 0
: : 3 1
La matrice A associée dans la base Best A= |0 5 75
O
2 2

Le polynome caractéristique de A est xa(A) = det(A — A3) = (1 = A)(—=1—=X)(=2—\).
Les valeurs propres de A sont A\ = 1; Ay = —1; A3 = —2

Les sous espaces propres associé aux valeurs propres sont :

V2 N

B, = ker(A—N\I3) =< & >; oué, =1i,é = 7(5‘+ k) et & = =R
B' = (€1, €,,e3) est une base orthonormée dans laquelle la forme quadratique ¢ s’écrit
x X 10 0
¢(X,Y,Z)=X*-Y?—-227% ou y|l=P|lY |avecP=]0 \/75 \/75
z Z 0 @ _@
2 2

7
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ETUDE DES COURBES

2.1 Courbes de R"

Dans cette partie on se place dans un espace affine euclidien de dimension n (n € {2,3} )

identifié & R" muni d’un repére orthonormé canonique, I désigne un intervalle ouvert de R.

2.1.1 Généralités sur les courbes

Définition 2.1. Soit n € {2,3}. Une courbe paramétrée de classe C* (ke N* ) est une application
de classe C* de R" v :t € [ —> R

Soit v une courbe paramétrée ;

on appelle trajectoire ou courbe géométrique de v la partie I' = (1) = {~(t),t € I}
Remarque 2.1.1.

Sin =2, on dit que la courbe est plane .

Sin =3, on dit que la courbe est spatiale ou courbe gauche.
Une courbe paramétrée donne non seulement la trajectoire, mais aussi une facon de la parcourir.

Une courbe peut avoir plusieurs paramétrisations.

Exemple 2.1.1. .
La trajectoire de la courbe paramétrée

v:t € R+ r(cos(t), sin(t),0) € R? est cercle de rayon r dans le plan horizontale d’équationz = 0

Définition 2.2. On appelle paramétrisation admissible de classe C* de =, tout application
y o J— R" (ou est un intervalle ouvert de R) telle que il existe un difféomorphisme de classe
C*p 1 J— Ide~y avecy =vo¢

On dit aussi que p est un changement de paramétrage.

8



2.1. Courbes de R"

Remarque 2.1.2. Les courbes paramétrées v et ¥ sont équivalentes.

2.1.2 Points réguliers - Tangentes

Définition 2.3. Soient v une courbe paramétrée de classe C*,
' =~(I) sa tragectoire, My = ~y(to) un point de T.
On dit que My est un point régulier si v'(to) # 0 ( dans le cas contraire, le point est dit singulier )

o
La droite passant par My et de vecteur directeur '(ty) est la tangente a I' en Mj.

Remarque 2.1.3.
- On dit que v est une courbe réguliére si tous ses points le sont.
/
- Pour tout ¢t € I , 4/(t) est appelé vecteur tangent en M = ~(t) a T.

- Une courbe paramétrée réguliére admet une tangente en tout point ;mais si une courbe admet une

tangente en tout point,elle n’est pas toujours réguliére

Contre-exemple (2.1.1). .
La courbe paramétrée v définie par v(t) = (t%,t*),t € R admet pour trajectoire la parabole

—
d’équation y = 2% qui & un vecteur tangent horizontal au point 7y = O et pourtant (0)" est nul.

Proposition 2.1. Soit v : [ — R" une courbe paramétrée réguliére.

Si 4 =y o est un paramétrage admissible de T', alors 4 est aussi réguliére.

Preuve. En effet, comme ¥ =yo0 ¢, ot ¢ : J— [ est un changement de paramétrage, on a
= - = .
Vso € J . 7' (s0) = ¢'(50)7 (¢(s0)) = ¢'(50)7' (to) ot tg = (s0) -
— - -
puisque ¢'(sg) # 0 et 7' (to) # 0, on en déduit que 7' (sg) # 0. O

- —
Remarque 2.1.4. Les vecteurs 7/ (so) et ' (ty) étant colinéaires alors 4 définie la méme tangente

que 7y au point M,

2.1.3 Longueur d’une courbe

Définition 2.4. Soit v une courbe paramétrée de trajectoire I', soient A = ~v(t9), B = v(t1), (

to, t1 el , Lo <lf1)
51

—
On appelle longueur de l'arc ip le réel défini par L(ip) = / |~/ (t)||dt

to
Définition 2.5. Soit v : [ — R™ une courbe paramétrée de classe C*.
—
On appelle longueur de v : L(vy) = /||’y’(t)||dt
[
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2.2. Courbes planes

Remarque 2.1.5. La longueur d’une courbe ne dépend pas de la paramétrisation.

Exemple 2.1.2. .

La longueur de I'hélice circulaire de paramétrage v(t) = (rcos(t), rsin(t),ht) , h # 0 avec

™ ; ™
v :[0,27] — R? est donnée par L(y) = / [17/(t)dt|| = / V12 + h2dt = 27vr? + h?
0 0
En particulier, si h = 0, on retrouve la longueur d’un cercle de rayon r : 27r

2.1.4 Abscisse curviligne

Définition 2.6. Une courbe paramétrée régulicre v : I — R" est dite mormal (ou rapporté a

une abscisse curviligne ) si pour tout [t1,t5] C I, la longueur de ’arc ~(t,)y(t2) €5t L(V|j 1)) = t2 —t

Définition 2.7. Soity : [ — R"
On appelle abscisse curviligne a partir du point de parameétre ty (to € I), Uapplications : I — R

i ;
définie par Vt € I,s(t) = / | (w)]|du
to

Remarque 2.1.6. .

Géométriquement s(t) est la longueur de la trajectoire I' | entre les points (o), v(t)

Proposition 2.2. soit v une courbe paramétrée de classe C*. Alors

—
La paramétrisation de v est normale <= Vt € I, ||7/(t)|| =1

Preuve.
Soit v une paramétrisation normale. Alors ’abscisse curviligne s & partir de

t 3 —
vérifie s(t) = / [17(u)]|du = t — to. En dérivant, on obtient s'(t) = ||/ (¢)|| = 1
to

o
inversement, si V¢ € [ on a ||7/(t)|| = 1, alors pour tout [t1,2] C I;

to /_)
Lol = [ IW@de =2 =1 -

t1

Remarque 2.1.7. .

La paramétrisation 4 = v o s~ ! est une paramétrisation par abscisse curviligne de = .

Exemple 2.1.3. .
v s €R v+ (rcos <§) , rsin (f) ,0) est une paramétrisation par abscisse curviligne du cercle
r r

de rayon r dans le plan (zOy)

2.2 Courbes planes

On s’intéressera a la 'allure locale des courbes planes réguliéres.
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2.2. Courbes planes

2.2.1 Repére de Serret-Frenet
C’est un repére orthonormé qui varie le long d’'une courbe paramétrée réguliére

Définition 2.8. Soit v : I — R? une courbe paramétrée réqulicre de classe C* de trajectoire T’

et M = ~(t) un point de T.

V1)

. On appelle vecteur tangent unitaire de en M le vecteur noté TTt§ défini par TTt§ = :
1 @)l

Définition 2.9. soit v : [ — R? une courbe paramétrée régulicre de classe C*.

\

Le repere de Serret- Frenet au point M est le repére orthonormé (M, T(t), N(t)) ot (T(t), N(t))

est une base orthonormée directe du plan affine.

Le vecteur N (t) est un vecteur qui est normal a la courbe en M

2.2.2 Courbure

Proposition 2.3. Soit v : I — R? une courbe paramétrée normale régulicre de classe C? et
M = ~(s) un point de la courbe. Alors T'(s) est colinéaire a N(si. En particulier, il existe une
application continue i : I — R telle que Vs € I, R(s) =T"(s).N(s) avec T'(s) =~"(s)

—
Preuve. Soit s € T, on a T(s).T(s) = ||T(s)|[> = 1 avec T(s) = v'(s).
s s
En dérivant, on obtient 7"(s).7(s) =0 d’ou T"(s) est orthogonal a T'(s ;; C’est-a-dire colinéaire
. . . . . . — H —_
a N(s;. Ainsi il existe une application continue % : I — R tel que T"(s) = K(S)N(Si
== == ==
avec T'(s) = +"(s). D’ou kK(s) = ’(s).N(s; O

Définition 2.10. Soit v une courbe paramétrée normale réguliere et un point M = ~v(s) du plan.
o K(s) est la courbure algébrique.

- "
o La courbure en un point M est le réel k(s) = |k(s)| = ||7"(s)]|

1
e Le cercle de rayon —— et tangent a la courbe au point M est appelé cercle osculateur .

K(s)
Remarque 2.2.1. La courbure algébrique des courbes planes est liée au sens de parcours de la

courbe et & l'orientation du plan .

Exemple 2.2.1. .

s s
Soit v : s € R — 7r(cos (—) , Sin (—)) est la paramétrisation (par la longueur de l’arc) d'un
r r
= S\ - S\ -
cercle de rayon r; on a T'(s) = —sin (—) i + cos (—) J
r r
. . — 1 S\ —- ]. . S\ - 1
Ainsi k(s) = HT’(S)H = H——COS (—) i — —sin (—) jll = -
r r 7 r r
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2.3. Courbes gauches

Définition 2.11. Soit v : I +—— R? une courbe paramétrée régulicre de classe C*

=N

7 (1)

— Le centre de courbure en un point y(t) de courbure non nulle est le point C(t) = ~v(t)+

1
— Le cercle osculateur est le cercle de centre C(t) et de rayon —— .

R(t)
Proposition 2.4. Soit v une courbe paramétrée réguliere du plan de classe C* . Alors pour tout

tel,ona :
o det(y/(8),7"(1))
N NTOIE

Démonstration. Soit y =~y o s; ! la paramétrisation par abscisse curviligne (avec tg € I) , on pose
s=sg(t) ,tel
Ona (s.')(s)=

et £(t) = [K(t)]

1 1
sto(55 () 117 (s ()
Done 7 = (y0:5;,) (s) =7 (s5;,1) (5)) (55, )'(5)
En dérivant une deuxiéme fois, on obtient

HI_LOI)(S) s)Y (s; 1) (s
= s 7))

 As)()
EECRIC]

ol A est la dérivée de la fonction s —— /+
o TG
~ t
On a donc det('(s),7"(s) = W )
i

D’autre part, on a det(y'(s),v"(s)) = det(T'(s ,K(S)N(S; = k(s)) d’ou le résultat .

2.3 Courbes gauches

2.3.1 Plan osculateur en un point bi-régulier

Définition 2.12. Soit v : I — R® une paramétrisation réguliere de classe C*, (I') sa trajectoire,
M un point de (T') .

. . . " . . . —> —> .
On dit que M(t) est un point bi-régulier si la famille (v'(t),~"(t)) est libre.

Définition 2.13. Soit v : I — R?® une courbe paramétrée normale régulicre de classe C*. T sa

trajectoire, M = ~(s) un point bi — rgulier de I" .
On appelle plan osculateur la plan passant par M et dirigé par la famille ( T(S;, N(S; )

On appelle vecteur normal principal de I en un point bi-régulier M = ~(s) .

Le vecteur m = %77(83 _ ”V"?”
k(s (s
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2.3. Courbes gauches

Remarque 2.3.1. Le vecteur N (S} est le vecteur unitaire de la normale principal dirigé vers la

concavité de la courbe au point M, il est situé dans le plan osculateur.

2.3.2 Binormal et Repére de Serret-Frenet

Définition 2.14. On appelle vecteur unitaire binormal o T' en M = ~(s) et noté B ; le vecteur
définit par

—

B(s) = T(s) A N(s)

Remarque 2.3.2. Le vecteur B (s) en un point M de la courbe est perpendiculaire en ce point au

plan osculateur.

Définition 2.15. Le repére (M, T(s), N(s), B(s)) est un repére orthonormé directe appelé

repére de Serret-Frenet de la courbe I' au point M

Remarque 2.3.3. Les vecteurs N(s) et B(s) engendrent le plan normal & la courbe au point M

2.3.3 La torsion d’une courbe

Proposition 2.5. Soity : I — R® une courbe paramétrée normale de classe C* et M = ~(s) un
point birégulier de I'. Le vecteur B'(s) est colinéaire a N (s} En particulier, il existe une application

—
continue 7 : I — R vérifiant Vs € I B'(s) = T(S)N(s;

Preuve. Soit s € I . On a B(s).B(s) = ||N(s)||>.
e
En dérivant, on obtient B'(s).B(s) = 0.
y — , - > — —
puisque B(s;.T(s = 0, on obtient en dérivant B'(s).T(s) + B(s).T'(s) = B'(s).T(s) = 0 car T'(s)
est colinéaire & N (s;; donc orthogonal a B (sb
—

Donc le vecteur B'(s) est orthogonal a T(s; et B (s) ; il est alors colinéaire a N (s). C’est-a-dire il

—
existe une application 7 : T — R tel que B'(s) = T(S)N(S; O

Définition 2.16. On appelle torsion de I' en M = ~(s) et on note T le réel définit par
7(s) = B'(s).N(s)

Remarque 2.3.4. la torsion d’une courbe de I'espace mesure comment tourne le vecteur ﬁ

Définition 2.17. Soit v : I — R® une courbe paramétrée normale réguliére de classe C? .

La courbure de v au point M = ~(s) est k(s) = [|7'(s)]|
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2.3. Courbes gauches

Proposition 2.6. Soit v : I — R® une courbe paramétrée normale , de courbure k et de torsion
T, et M un point birequlier

alors on a les formules de Frenet :

Ti(s) = r(s)N(s) (1)
Ni(s) = —w(s)T(s) ~7(s)B(s)  (2)
Bi(s) = —r(s)N(s) (3)

Démonstration. Les formules (1) et (3) ont déja été démontrées précédemment.
—
Pour montrer la formule (2) nous allons calculer les coordonnées du vecteur N'(s) dans la base de

Serret-Frenet.
—
Soit s € I, on a N(si.N(s; =1, en dérivant , on obtient N’(S).N(S; =0.

D’autre part, pour tout s € I, B(S;.N(S; = 0, en dérivant on obtient N’(sﬁ.B(sﬁ + N(s).B'(s) =0
% \ \ \

d’on N’(S).B(S; = —N(s).B(s) = —N(sj.(T(s)N(s;) = —7(s).

De méme, pour tout s € I | N(s;.T(s = 0, en dérivant on obtient N'(s).T'(s

N (s).(5(s)N(5)) = —ri(s) 0

SN—"V"
I
|
2
Vo)
~—~
!
—~
VA
~—
I

Mémoire DIPES II 2015-2016



SURFACES DE L’'ESPACE

U est un ouvert de R? ; et k désigne un entier supérieur ou égale & 1 . R un espace affine réel

euclidien, muni d’un repere orthonormal R = (0,1, 7, lg)

3.1 Généralités sur les surfaces

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. On appelle nappe paramétrée réguliére(de classe C*) toute application ® :
U — R3? de classe C* sur U

On dit que ®(U) est une surface admettant ® pour représentation paramétrique.
Définition 3.2. soit ¢ une nappe paramétrée de classe C* de la forme
6: U — R

(w,v) — (f(u,v),g(u,v), h(u,v))
Lensemble S des points (x,y, z) de R tel qu’il existe (u,v) € U vérifiant :

r = f(u,v)

y = g(u,v) est une surface définie par paramétrage ; u et v sont les parametres
z = h(u,v)
Définition 3.3. Soit F' une application de classe C* sur ouvert O de R?® dans R.

Soit l'ensemble S = {(x,y,2) € R* F(x,y,2) = 0} ; S est la surface d’équation cartésienne
F(z,y,2) =0

3.1.2 Plan tangent & une surface

1) Plan tangent en un point d’une surface définie par une représentation paramé-

trique
Définition 3.4. Soient
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3.1. Généralités sur les surfaces

P U — RS 1
une nappe paramétrée de classe C* ;| S =
(u,v) — M(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
OU), M(u,v) un point de S .
‘ o . (0% L
On dit que M (u,v) est un point régulier si et seulement si la famille 8—(u, v), 8—(u, v) | est
u U

libre ;
Remarque 3.1.1.
L o

- On dit que M (u,v) est un point régulier de S si grad g(M) = %(u, v) A Tu 0.

- On dit que ¢ est une nappe paramétrée réguliére ou que S est une surface réguliére) si et seulement

si pour tout (u,v) € U, M(u,v) est un point régulier de S.

. i

Définition 3.5. On appelle plan tangent en M (u,v) { — D‘I;fz;f—:j?;(_‘_‘-_‘_;}E-i_;:gf?
a S le plan passant par M (u,v) et dirigé par M '/,-ii.—-f =5J~.H_‘_ y -
08 93 i
o’ v

Remarque 3.1.2.

- Le vecteur 77 = grad §(M ) est un vecteur normal a la surface en M (u,v) et la droite de repére

(M(u,v),n) est la normale & la surface en M (u,v).

- Un point M(X,Y,Z) appartient au plan tangent en Q(u,v) si et seulement si

QM .grad S(M) = 0

r = u+v?
Exemple 3.1.1. Soit la surface S de représentation paramétrique ¢ y = wu?+4 v
z = v

a) Montrer que le point A de paramétre (v = 1,v = 1) de la surface S est un point régulier de S.

b) Déterminer une équation cartésienne du plan tangent Il en A & S

[’application

o U — R ¢ de cl o
est de classe
(u,v) — (u+v*u®+ v, uw)

16
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3.1. Généralités sur les surfaces

L L
R* : — = (1,2 D = (2v,1,u).
et pour tout (u,v) € 9 (u,v) = (1,2u,v) ; 50 (u,v) = (20, 1,u)
o L
Ainsi —(1,1)=(1,2,1) ; —(1,1)=(2,1,1
s S (1,1) = (1L2,1) 5 22 (1,1) = (2.1,1)

o P - o o
n=—(1,1D)AN—(1,1)=(1,1,— .D'ou | — — li A(2,2,1
n 6u( S A 8v( ,1)=(1,1,-3) # 0. D’ou <6u(u,v), av(u,v)> est libre et donc A(2,2,1)

est un point régulier de &
Une équation caractéristique du plan tangent (IT) est
X -2 1
M(X,Y,Z) € () <= AM.grad S(M) =0 | v —2|.| 1 | =0
Z —1 -3

S (): X+Y -3Z-1=0

3.1.3 Plan tangent en un point d’une surface définie par une équation

cartésienne

Définition 3.6. Soit S une surface d’équation cartésienne F(z,y,z) =0 o0 F : 0 — R

une application de classe C* sur un owvert O de R® ;

On dit qu’un point A(a,b,c) de S est régulier si grad E(A) = (

oF oF oF .
. 5.5 ) #0

Proposition 3.1. Soit A(a,b,c) € S, S une surface d’équation cartésienne F(x,y,z) = 0.
Si grad ?(A) +£ 0 alors le plan tangent en A a S est normal & grad l_j(A) et admet pour équation
cartésienne

oF oF oF

A =D A+ (Z -

(X —a) 5

(A) =0

Démonstration. cf [6] page 239-240

Exemple 3.1.2. Déterminons une équation du plan tangent en A(1,1,1) a la surface S d’équation
cartésienne 2%y® 4+ y?2* + 2%® —1=0
L’application
oo R® — R
(z,y,2) — 2y +9°2% +2%2% —1

oF
F(1,1,1) =0 ; alors A € S; et pour tout (z,yz) € R? | %(x,%z) = 2xy° + 32%2% ;
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3.2. Surfaces réglées; surfaces développables

oF o292 5 N o OF oF, . or, .
ay(x,y,z)—i’)yz + 2z2°. D’ou ax(A)_5 ) 8y(A)—l , az(A)—l

Ainsi, § admet en A un plan tangent IT d’équation cartésienne : 5(X — 1)+ (Y —=1)+(Z—-1)=0
II: 53X+Y+2Z-5=0
3.2  Surfaces réglées; surfaces développables

3.2.1 Surfaces réglées

Définition 3.7. Une surface S est réglée lorsqu’elle est engendrée par des droites.

Définition 3.8. Une surface S est réglée

lorsqu’elle admet un paramétrage de la forme
IxR — R?

(t,\) — A(t) + \u(t)
o A et @ sont des applications de classe C*

sur un intervalle I de R avec @(t) # 0Vt € I

Remarque :

La famille de droites (D;)ier = A(t)+ < @(t) > est une famille génératrice de (S)
Exemple 3.2.1. les cylindres et les cones sont les surfaces réglées.

Proposition 3.2. .
Le plan tangent en un point réqulier d’une surface réglée contient la(les) génératrice(s) passant

par ce point.

Démonstration. Soit

o I xR — R3 _ )
une représentation paramétrique d’une surface réglée (S) et M
(t,\) — A(t)+ Mu(t)
M M M
un point régulier de S. On a (88—75(75, A), %—)\(t, A)) libre. puisque aa—)\(t, A) = u(t) , il vient que

u(t) vecteur de la génératrice passant par M est le vecteur directeur du plan tangent & S en M [

3.2.2  Surfaces développables

Définition 3.9. On dit qu’une surface réglée (S) est développable lorsque son plan tangent est

constant le long de ses génératrices.
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3.2. Surfaces réglées; surfaces développables

Théoréme 3.1. .

Soit
6 : IxR — R?

(t, ) — A(t) + \u(t)
o
suppose que Vt € I (A'(t),u(t)) est libre .
— -
Alors S est développable si et seulement si Yt € I, (A'(t),u(t), ' (t)) est lié.

une représentation paramétrique d’une surface réglée S. On

Démonstration. réf : [6] O

Exemple 3.2.2. Les cylindres et les cones sont des surfaces développables

Remarque 3.2.1. .

Toute surface développable est réglée mais la réciproque est fausse.

r = Acos(t)
Par exemple, Uhélice circulaire de représentation paramétrique § y = Asin(t) ;@ €R"
z =aoat

est une surface réglée, car elle admet une représentation paramétrique
6 : RxR — R3 avec A : R — R3 et ©: R — R?

(t,\) — A(t) + \u(?) t — (0,0,at) t > (cos(t),sin(t),0)
Et de plus, ¥t € R, @(t) # 0
— -
On a A'(t) = (0,0, ) , 4(t) = (cos(t), sin(t),0) ; ainsi A'(t) A u(t) = (—a.sin(t), a.cos(t),0).
0 cos(t) —sin(t)
— — -
Donc (A'(t),1(t)) est libre. Puisque det(A'(t),u(t),w' (t)) = |0 sin(t) cos(t) |=a#0
a 0 0
— -
On déduit que (A'(t),ud(t),u'(t)) nest pas lié Vt € R.

I’hélice circulaire n’est pas une surface développable .
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3.2. Surfaces réglées; surfaces développables

3.2.3  Surfaces usuelles

a) Cylindres

Définition 3.10. Soit 4 une direction de droite et I’

une courbe. Génératrices

on appelle cylindre une surface réglée développable

engendrée par les droites paralléles a la direction 1,

appelée direction du cylindre,de directrice I' et dont
o : IxR — R3
(t,\) — At)+ M\
A I —R®  est une représentation paramétrique de

I, de classe O .
Pour tout point M du cylindre S, on appelle génératrice de M sur S la droite passant par M et de

; 0l

direction U

Remarque 3.2.2.
- Un point d’un cylindre admet une unique génératrice.
- Le cylindre admet une infinité de directrices

Proposition 3.3. Une surface S est un cylindre si et seulement si  son équation cartésienne dans
un repére R = (O,%‘j, ]5) est de la forme f(P,Q) =0 ou P et @ sont des plans sécants, f une
application de classe C' sur un ouvert de R

P =0

Q =0

Les génératrices de S sont paralléles a la droite D = P N Q d’équation cartésienne
Preuve : réf : [6]

Exemple 3.2.3. La surface S d’équation cartésienne : ¢® 4"+ — (x+2)e” "% = 0 est un cylindre.
S admet pour équation cartésienne et — P = 0 qui est de la forme f (P,Q) =0,
avec P=z+2 ,Q=yet f(t,\) =" — 2
Les génératrices de S sont paralléles & la droite d’équation cartésienne rhE = g
y =

Donc les génératrices sont paralléles & « =i — k

20
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3.2. Surfaces réglées; surfaces développables

b) Cones

Sommet A

Définition 3.11. .
Génératrices
/ Soit A un point de ’espace, I' une courbe.
On appelle cone S de sommet A et de directrice
I', la surface réglée développable engendrée par les

droites passant par A et de représentation

paramétrique
................ ®: IxR — R?

= = —
— (tA) — A+ AAa(D)

ou wuw : I — R? estune représentation
paramétrique de I'. Le sommet A est obtenu pour

A=0

Pour tout point M du cone S, sauf A , on appelle génératrice de M sur S la droite (AM)

Proposition 3.4. .

Une surface S est un cone si et seulement si  son équation cartésienne dans un repére R = (O, i7, E)
de la forme f <% %) =0, ou P,Q et R sont des plans (sécants en un seul point ) et f une
fonction homogene de classe C sur un ouvert de R . Le sommet A=PNQNR de S est définie

par : P=0, Q=0, R=0.

Preuve.
Soit S un céne de sommet A et de directrice I' . On suppose que I' est plane et que A n’est pas
dans le plan de T'. Alors il existe un repére orthonormé directe R’ = ( A, f j, K ) tel que le plan

P admet pour équation cartésienne : Z = h, heR
f(X)Y) =0
Z = h

La directrice I' admet une équation de la forme :

Soit M(X,Y, Z) un point de I'espace tel que Z # 0
MeS «— AM = \Au(#) ou)eR
= (X, Y, h)eER*XR /X =)\X,, Y =)\Y;, Z= et f(X1, V1) =0
hX BY X v | \
f(7, 7) = f(E, 2) =0 car fest une fonction homogeéne

En transformant X,Y etZ par des formules de changement de repére en des expressions du
P
- Q) =0 U

R R

type P, @ et R affines on obtient f(
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3.3. Surfaces de révolution

Exemple 3.2.4. Considérons la surface S d’équation cartésienne : 22 —zy — 22+ 1 = 0.
Cette équation peut s’écrire : —zy + (z — 1)> =0

Considérons la surface S’ obtenue en enlevant a S les deux droites d’équation cartésiennes

z = 0 y =0 . . r oy
et ; Ainsi, S admet pour équation cartésienne : — +1=0,
z =1 z =1 z—lz-1
. P Q
qui est de la forme f R =Q0avecP=x, Q=y, R=z—-1letf : (u,v) — —uv+1.

Donc 8’ est un cone , de sommet A(0,0,1)

3.3 Surfaces de révolution

3.3.1 Surface de révolution d’axe (A)

Définition 3.12. .

On appelle surface de révolution la surface S obtenue en faisant tourner une courbe I' autour d’une
droite (A) .

Si un point M appartient & une surface de révolution, autour de (A) alors le cercle d’axe (A)
passant par M est inclus dans S. On dit que ¢’est une paralléle a S.

Exemple 3.3.1. La sphére est une surface de révolution.

Remarque 3.3.1. .

L’intersection d’une surface de révolution avec un plan contenant 1’axe (A) donne une courbe sur

S appelée méridien de S.
- Les paralléles et les méridiens d’une surface de révolution sont orthogonaux.
Propriété 3.1. .

Une surface S est une surface de révolution si son équation cartésienne dans un repére (O,1,7,k)

est de la forme f(P,X) =0 ou P est un plan , ¥ une sphére et f une fonction de classe C* sur
R,

L’aze de S est la droite passant par le centre de 3 et orthogonal a P.

Preuve. cf [6] page 277 O
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3.3. Surfaces de révolution

Exemple 3.3.2. La surface S d’équation cartésienne zy + yz +zx +x+y+ 2+ 1 =0 est de
révolution , puisque en notant P = x +y + z et X = r? + y2 + 2% | S admet pour équation :

P?— ¥ +2P +2=0 L’axe de S est la droite passant par O et dirigé par ?+j+ k

3.3.2 Sections planes de cones et de cylindres de révolution
a) Section plane de cone de révolution

'intersection d'un coéne de révolution (C') par un plan P ne passant pas par le sommet S de (C)

un cercle si P est perpendiculaire a 'axe de (C') ___ _ é AR e
une ellipse Si le plan est incliné avec I'axe de la T g I'\fl
conique et ne coupe qu’une seule des deux nappe
est une parabole sile plan (P) est parallele au plan _
tangent au cone %
Une hyperbole Si le plan est incliné ou paralléle a e W q —\

I’axe de la conique et coupe les deux nappes.

b) section plane de cylindre de révolution

L’intersection d'un cylindre de révolution avec un plan est :

Soit le vide |, soit constitué d'une ou deux génératrices si l’axe du

cylindre est paralléle au plan.

un cercle si le plan est perpendiculaire a ’axe du cylindre.
une ellipse si le plan n’est ni paralléle, ni perpendiculaire a 'axe du

cylindre
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3.4. Quadriques affines

3.4 Quadriques affines

Etude analytique des quadriques affines

3.4.1 Généralité sur les quadriques affines

Définition 3.13. On appelle quadrique affine euclidienne de l’espace, toute ensemble (Q)
d’équation cartésienne de la forme (Q) : ax®+4 By* +v2° +20xy+28w2+2(yz+ma+ny+pz+k =0
ot (o, B, v, 0 & ¢)# (0, 0, 0, 0, 0, 0)
Remarque 3.4.1. .
L’équation générale d’une quadrique affine est de la forme ¢(z,vy, z) + L(z,y,2) + K =0 on

o q(z,y,2) = ar® + By* + v2* + 20zy + 2¢xz + 2Cyz définit une forme quadratique dont la

a 6 &
matrice symétrique dans la base canonique Best A= | § 5 ¢
£ ¢ v

o [L(r,y,z) =mz+ ny+ pz définit une forme linéaire, dont la matrice dans la base B est
b0 )

Remarque 3.4.2. Les équations de degré 2 a trois variable peuvent définir plusieurs ensemble
simples

o levide : 22 +¢+ 22 =—1

e unpoint : 22+ +22=0

e une droite : 22 +4* =0

e unplan : 2% =0

e La réunion de deux plans : 2y =0 ou a? —y?> =0

3.4.2 Centre d’'une quadrique

Définition 3.14. On dit point Q2 est centre d’une surface d’équation F(x,y,z) =0 ot F est un
polynome de degré en x, y, z si ) est le centre de symétrie de cette surface. C’est-a-dire pour tout

point M de l’espace ; F(§) + m) = F(2— Q—M>)

Proposition 3.5. Soit Q une quadrique d’équation cartésienne de la forme F(x,y,z) =0 dans un

repere R = (O, i 7, E) de l’espace. soit ) un point de l’espace
OF F F
Q est centre de la quadrique Q si et seulement si g—z(ﬂ) = aa—y(Q) = g—Z(Q) =0
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3.4. Quadriques affines

Démonstration. Soit Q(zo, Yo, 20) un point de I'espace. €2 est centre de la quadrique ,
alors F'(Q2 4 m) =F(Q - W) ot M de coordonnées (z, y, z) dans R, (X, Y, Z) dans le repére
R = (14,5, k)
ona F(ro+ X, yo+Y, 20+ 2)=F(ro—X, yo—Y, 20— 2)

209 + 20yg + 2ez0+m = 0
On en déduit que 20x0 + 2Byo +2(z0+n = 0
0

252’)0 + 2(1/0 + 2’72’0 +p =
OF (g _ OF ) _ OF

5@ =5 @ ="F-@)=0 =

d’ou :

Remarque 3.4.3. .

Soit A la matrice symétrique d'une forme quadratique associée a la base B. Si A est inversible alors
la quadrique (Q) admet un centre de symétrie. On dit que (Q) est une quadrique & centre.

Si A n’est pas inversible, la quadrique (Q) n’admet pas de centre on bien admet une infinité de

centre de symétrie.

3.4.3 Reéduction des quadriques affines
I) Quadriques a centre

On suppose ici que A est inversible, rang de rang(A) = 3.
Alors A admet trois valeurs propres A, u, v non nulles Soit €2 le centre de la quadrique (Q).

La matrice A étant symétrique, il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres (i, v, W)

Soit M un point de I’espace de coordonnées (x, y, z) dans R et de coordonnées (X, Y, Z) dans le
T X

repére R" = (Q, u,v,w)ou |y | =P |Y | ;
z Z
A0 O

P la matrice de passage de la base (Z, 7, E) a la base (¢, U, w) telles que D =" PAP = |0 p 0

Me(Q LXAX 1 J ~ 0 Y
=) -
= (x z)D(§>+J .

Donc I'équation de (Q) dans le repére R” est de la forme AX? + pY? +vZ? +J =0
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3.4. Quadriques affines

On peut supposer, quitte & multiplier par —1 et a permuter les roles de X, Y, Z que A, >0

Ainsi, I’équation cartésienne de la quadrique (Q) est de la forme
—+—+£CQ—€ oua, by c >0,e €{-1,1}, et £ € {-1,0,1}

appelé équation réduite de la quadrique (Q)

II) Quadriques non centrées

Dans ce cas, la matrice A n’est pas inversible. C’est-a-dire rang(A) < 2. Puisque («, 5,7, 0, ¢,() #
(0,0,0,0,0,0) , alors rang(A) > 1 d’'ou A admet au plus deux valeurs propres non nulles \ et 4

La matrice A étant symétrique, il existe une base orthonormée (i, v, ) telle que si P est la matrice

A0 O
de passage de la base (?, 7, E) a la base (@, 7,w), alors D ="' PAP = |0 4 o] NeR*, peR
0 0 0
T x
Posons | y | =P | ¢/ | on (2,y, 2') sont les coordonnées d'un point M de Uespace
z 2!

dans le repére (O, @, v, w). L’équation de (Q)) devient :
Aty + 200’ + 2By + 292 + k=00t (o, B, ) € R®
i) Cas ou rang(A) =2

Ici pp # 0 et (Q) a pour équation dans le repére (O, 4, v, W)

2 2 2
)\(w/—kg) —|—u(y’+§) +272’—%——+k:0

A 1
a
X = o492
T+ \
En utilisant la formule de changement de repére
Y = '+ s
i
az BQ
On se raméne a Péquation AX? + puY? +2v2' + k' =0 ou k' = . +k
i
On distingue deux sous cas :
* Siy#0
, K . , —a -8 =K .
En posant Z = —(z' + —) et en considérant le point Q(—, —, ) dans le repeére
27 A w2y

(O, i, ¥,w) , une équation de la quadrique (Q) dans le repére R” est AX? + puY? = 2yZ
On peut supposer, quitte & multiplier par (-1) et en échangeant les roles de X et Y que
A>0

Ainsi, I’équation réduite de la quadrique est de la forme
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3.4. Quadriques affines

X2 y? 27
T ten 28/7 ot a,byc >0,ee{-1, 1}, e{-1, 1}
* Siy=0,
on considére le point Q(_Ta, _—ﬁ, 0) une équation de la quadrique (Q) dans le repére
H aQ 62
R est de la forme, AX? 4+ puY? + K =0 ou k' = X + k.
i

En multipliant éventuellement par (-1) et en changeant les roles de X, Y on peut supposer
que A > 0

Ainsi I’équation de la quadrique (Q) est de la forme :

e =4 ouab >0, ce{-1, 1} e{-1,0, 1}.
ii) Cas ou rang(A) =1

Ici, 4 =0 et (Q) a pour équation dans le repére (O, i, ¥, W) :

2

)\(x'+%)2+26y'+2’yz'—%+k::0

On a de nouveau deux sous cas
e Sif=v=0
Alors (Q) est 'ensemble vide, un plan double ou la réunion de deux plans paralléles .

e Si (5,7) # (0,0), en posant X =z’ + % et en considérant le point Q(—%,0,0) dans le

repere (O, 4,7, w) : 'équation de (Q) dans le repére R” est de la forme

2

)\X2+26y’+27,z’—a7+k=0

Tty + E —y + B 2
BY T2t 5 oo W B

JE Nk )

C’est-a-dire en faisant tourner le repére autour de I'axe (2X) on se raméne a une ¢quation

En posant ensuite Y =

cartésienne dans le repére R” de la forme
AX2428Y =0 ou [ eR*
D’ou (Q) admet une équation réduite de la forme X? = 2pY  p € R*.

3.4.4 Classification des quadriques

Tableau de classification

D’apres la réduction des équations des quadriques , on obtient le tableau de classification suivant
dans un repére orthonormé pour chacune des quadriques suivant le rang et la signature de la forme

quadratique associée.

Mémoire DIPES II 2015-2016



. . ) 3
Classification des quadriques dans IR
Quadriques non dégénérées (ou a centre) : rg(Q)=3

Signature (3;0)

Signature (2;1)

2 2 2 2y 7
%4_%4_%:1 + ellipsoide > %_?:1 : hyperboloide a une nappe
x2 s
?+%—?= : cone elliptique
[
y .oy, z
= +<5+-—5=0 :un point
a b c
(0;0;0)
G
x2 ? 22
X J’_z__z =—1 : hyperboloide a deux nappes
a b c
22 ? 22
24X 4% o1 vide

2 2 2
a b c




Quadriques dégénérées : rg (Q)<2

Signature (2;0)

Signature (1;1)

Signature (1;0)

x_2+ % =1 : cylindre elliptique

Lz - % =1 : cylindre

hyperbolique

2

%= 1 : deux plans paralléles

z . paraboloide
elliptique

s e

2 2
X y z .
——~<—-=—"—: paraboloide
a“ b c P
hyperbolique

bt

x’=2 py :cylindre parabolique
[

z

2 2
x .
—+ y_2 =0 : une droite
a b

La droite (Oz]

X %: 0 : deux plans sécants

2

>=0 :unplan

2 2
x_z_%:_l : cylindre

hyperbolique




3.4. Quadriques affines

Exemple 3.4.1. .

Déterminons la nature de la quadrique (Q) d’équation —2zy + 2z = 2

La forme quadratique associée est q(z,y,z) = —2xy dont la matrice A dans la base canonique
0 -1 0
deR¥*est A= | -1 0 0| Le polynéome caractéristique est ya(A) = =A% + A
0 0 0
Les valeurs propres sont \y =0, A\g =1, \3 =—1

Les sous espaces propres associés au valeurs propres sont :

]_ (—) —3) . 1 (—*+ —.‘)
—0—J) w=—7
VoA VoA

(4, v0) est une base orthonormée dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale .

E, =<u>;, E,,=<U>; E\,=<W>ouu=k; U=

00 0 0 1/vV2 1/V2
OnaD="PAP=1|0 1 0 ouP=10 —1/vV2 1/v2
00 —1 1 0 0

Soit M (z,y, 2) dans le repére R et de coordonnées (2,3, ') dans le repére R’ = (O, 4, v, W) .

x x’

Ona |y | =P |y | . Ainsi Péquation de (Q) dans le repére R’ est :

z 2

y’2+z’2+2x':2<:>z'2—y’222(1:'—1)

En posant les formules de changement de repére X = 2’ —1, Y =4/, Z = 2’ on a I’équation réduite

de (Q) dans le repere R” ou ©(1,0,0) dans R’ de la forme
77 -Y?=2X

(Q) est une paraboloide hyperbolique

Etude géométrique des quadriques affines

3.4.5 Principales quadriques
1) L’ellipsoide

Un ellipsoide est une quadrique a centre de ’espace.

Toute section par un plan paralléle a I'un des plans de coordonnées est une ellipse , un point ou le vide.

30
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3.4. Quadriques affines

2 2 2

. x z
Equation réduite : — + Yy +—=1;a, b, ¢ >0. Le point O
a b2 2

est centre de symeétrie.
Si a =10 c’est une ellipsoide de révolution d’axe (Oz) ; obtenu en
faisant tourner une ellipse autour d’un de ses axes de

symétrie (Ox), (Oy) et (Oz).

Il permet ainsi d’obtenir les miroirs elliptiques des projecteurs

de cinéma et les ballons de rugby.
Si a =0b=c lellipsoide est une spheére.
Une équation paramétrique de Pellipsoide est de la forme
x = acos(f)cos(¢)
y = bcos(f)sin(¢) ou € |

T
—5 5l et o € [-m ]
z = csin(6)

22

4 c
Le volume de lellipsoide est égale V' = gﬂabc et d’excentricitét e = — sia > b>c¢
a

2) Les hyperboloides

Un hyperboloide est une quadrique & centre de 1’espace .

On distingue deux types d’hyperboloides :

a) Hyperboloide & une nappe
L’hyperboloide a une nappe est une surface devant son nom T
au fait qu'il est d’un seul tenant (la surface n’est pas séparée
en deux parties) et qu’on peut l'obtenir par rotation d’une

branche d’hyperbole. =

La section par tout plan paralléle au plan (zOy) est une =k

ellipse. et la section par tout plan paralléle au plan (yOz) ou RN ; t ,.«fn

(xOz) est une hyperbole e
2

} g 22
Equation réduite : — + -5 — — =1 avec
a b2 2

a>0,b>0,c> 0 Le point O est centre de symétrie.

31
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3.4. Quadriques affines

x = ach(¢)cos(0)

Une équation paramétrique de 'hyperboloide a une nappe est de la forme ¢ y = beh(¢)sin(0)

z = csh(o)
ou ¢ € Retfel0,2n]
Si a =10 c’est une hyperboloide a une nappe de révolution d’axe (Oz) obtenu en faisant tourner

une hyperbole autour de son axe de symétrie non focale.

C’est une surface réglée car on peut I'obtenir aussi comme enveloppe de famille de droites dites
génératrices. Cela permet dans la pratique de réaliser le coffrage de construction de certains chateaux
d’eau et de tour de refroidissement des centrales nucléaires a partir d’éléments rectilignes.

Ce qui assure leur stabilité et leur solidité méme a trés grande hauteur.

Proposition 3.6. En tout point de I’hyperboloide a une nappe, passent deuz droites sécantes qui

sont entierement incluses dans [’hyperboloide.

Démonstration.
2?2y 2
Soit (#H) 'hyperboloide & une nappe. Une équation réduite de (#) est de la forme — + mTE= 1
a c
2 2 2 2 2 2
oyt 2 rc 2t Y
§+§—C—2—1 = ﬁ_ﬁ_l_b_z a>0,b>0 ¢>0
N Y Yy
— (——-)=+-)=0-2)1++
C-HE+hH=a-Ha+d
b(cx —az) ac(b— b(cx —az) ac(b+
C’est-a-dire ( ) (b= =0 ou ( ) (b+y) =0
ac(b+vy) blcx+ az) ac(b—vy) blcx + az)
Soit donc A(xg, Yo, 20) un point de H . Supposons yo # b et yg # —b
( CTy — a2y
cr—az = acbi(b —9)
Le premier déterminant montre que la droite (D) d’équation cwo_-l— 0?20
cx+az = ac———(b+y)
. . N b+ yo
est entiérement incluse dans H et passe par A
cro — azg
cr —az = acbi(b +y)
Le deuxiéme déterminant montre que la droite (D) d’équation cwo':_%)%
cx+az = ac————(b—1y)
. : b—yo
est entiérement incluse dans H et passe par A
Si yo = b ou yy = —b on obtient tout simplement les deux droites d’équations
cr—az = cxg—az . cr+az = cxg+az
e
Y = Yo Y = Yo

passant par A et entierement incluses dans H.

Remarque 3.4.4. Une hyperboloide a une nappe est engendrée par les deux familles de droites

(D) et (D') ci-dessus.
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3.4. Quadriques affines

b) Hyperboloide a deux nappes

Le nom hyperboloide & deux nappes provient du fait
que la surface est séparée en deux parties.La section par
tout plan paralléle au plan (xOy) est une ellipse, un

singleton ou le vide et la section par un plan paralléle

au plan (yOz) ou (:1:022) est une hg/perbole .

Equation réduite : — — &= — = =1
a

Sia=0 c’est une hyperboloide & deux nappes de
révolutions ; obtenue en faisant tourner une hyperbole

autour de son axe focal
Une représentation paramétriqued’une seule des deux nappes est de la forme

x = ash(¢)cos(0)
y = bsh(¢)sin(d) ou ¢ € Ret b e (0,27
z = cch(g)

3) Les cones elliptiques

Un cone elliptique est une quadrique a centre non dégénérée de 'espace. Ce sont de surfaces
réglées engendrées par le déplacement d'une droite (génératrice) passant par un point fixe (som-

met de la surface) le long d'une courbe fermée (directrice)
2

2
. x z
Equation réduite : 75 + & — = =0, a>0,5>0, ¢>0
a b c
e Un cone elliptique est un cone de directrice une ellipse.
e Les plans de coordonnée sont les plans de symétrie
e La section d’'un cone elliptique par un plan paralléle a (zOy) est
une ellipse ou un singleton. Sa section par un plan contenant

(Oz) est la réunion de deux droites sécantes en O et sa section

par un plan paralléle au plan (yOz) ou (zOz) est une hyperbole.

Si a = b, c’est un céne de révolution.

Une représentation paramétriqueest de la forme

r = atcos(h)
y = btsin(g) outeRet b el0,27]

z = ct
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3.4. Quadriques affines

4) Les paraboloides

Les paraboloides sont les quadriques de 1'espace avec pour caractéristique de ne pas posséder de

centre de symétrie. On distingue deux types de paraboloides :

a) les paraboloides hyperboliques
Ce sont des surfaces réglées qui peuvent s’obtenir en faisant glisser une parabole sur une autre
parabole tournant sa concavité dans le sens opposé. Le paraboloide a inspirer de nombreux
architectes a savoir la réalisation des toits des grandes édifices dans le monde tel que le toit de
la célebre église du Corbusier en France ou du toit de la cathédrale de la Sagrade familia

a Barcelone en Espagne

Equation
2 2
réduite:%—i—z:2%, a>0,b>0, cA0

Sa section par tout plan paralléle & (zOy) est une
hyperbole z # 0 ou deux droites sécantes lorsque z =0 .

En outre, sa section par un plan paralléle au plan (yOz)

ou (x0z) est une parabole.

- La droite (Oz) est un axe de symétrie.

- Il n’est jamais de révolution.

Une équation paramétrique est de la forme

x = atch(0)

y = btsh(6) pour|£]>|g|0f1t€Ret9€]R
o2 a b

z = 7

x
On inverse ch et sh, et le signe de z pour |—| < |%|
a
Proposition 3.7. En tout point d’une paraboloide hyperbolique passent deuz droites sécantes qui
sont entierement incluses dans cette paraboloide hyperbolique.
Démonstration. La preuve est similaire a celle de 'hyperboloide & une nappe.

b) Les paraboloides elliptiques
Ce sont des surfaces qui peuvent s’obtenir en faisant glisser une parabole sur une autre

parabole tournant sa concavité dans la méme direction.
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3.4. Quadriques affines

- . T T 2

Equation réduite :— + == = 2—, a>0,b>0 ¢c#0
a? b c

La droite (Oz) est un axe de symétrie.

Sa section par un plan paralléle a (xOy) est une ellipse , un

singleton,ou () et sa section par un plan paralléle au plan

(yOz) ou (xOz) est une parabole

Si a = b, c’est un paraboloide elliptique de révolution d’axe

(Oz), obtenu est faisant une parabole autour de son axe de

symétrie

Cette surface posséde des applications classiques; elle donne
sa forme autant a des projecteurs comme les phares des

voitures, qu’a des capteurs comme les antennes paraboliques.

Une représentation paramétriqueest de la forme

x = atcos(h)
y = btsin(d) outeR' et e (0,27
.

B 2

1
Le volume du bol paraboloide elliptique de hauteur h est donné par la formule V = §Sh

ou S désigne l'aire de 'ellipse qui le délimite .

5) Les surfaces cylindriques

Ce sont des surfaces engendrées par une droite (génératrice) se déplagant parallélement & une

direction fixe le long d'une courbe (directrice). C’est la directrice qui précise le genre du cylindre.

a) Les cylindres elliptiques

Un cylindre elliptique est une quadrique dégénérée de I'espace, de directrice une ellipse
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3.4. Quadriques affines

RIS HIH
RN i

%)

b) Cylindre hyperbolique

2 y2

Equation réduite : —+5=1
a b?
ol a et b sont les demi-axes de 'ellipse obtenu par la section
avec un plan d’équation z =k, keR
Sa section par un plan paralléle au plan (yOz) ou (zOz)
donne deux droites paralléles.
Si a = b, c’est un cylindre de révolution.
Le cylindre elliptique a inspiré beaucoup d’architectes dans la

réalisation de la coupole du déme de florence formé de huit

portions de cylindres elliptiques

Un cylindre hyperbolique est une quadrique non dégénérée de I'espace de directrice une hyperbole.

c) Cylindre parabolique

i 22
Equation réduite : — — > =1

a b?
ol a et b sont les parameétres de I’hyperbole obtenue par la
section avec un plan d’équation z = k.
Sa section par un plan paralléle au plan (zOz) ou (yOz)
donne deux droites paralléles
Si @ = b, on obtient par section avec un plan d’équation z = k

une hyperbole équilatere.

Un cylindre parabolique est une quadrique dégénérée de directrice une parabole.

NN
N
N
AR
LY
N
R
N
\%

Equation réduite : 22 =2py; p € R* est le paramétre
de la parabole obtenue par la section avec un plan. Il a
inspiré de nombres ingénieurs dans la conception des centrales

solaires cylindro-parabolique.
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INTERET PEDAGOGIQUE : ETUDE

DES CONIQUES
-

4.1 Introduction

Dans le programme officicl de mathématiques en vigueur au Cameroun, les coniques sont

enseignées uniquement en classe de terminales de séries scientifiques C, E et techniques.

Les figures usuelles planes couramment rencontrées sont les triangles, les quadrilatéres et les
cercles. Quelques solides de I'espace dont les pyramides et les cones y figurent et leur construction
a la régle et au compas. Les formes géométriques planes rondes (coniques), a savoir les sections
planes de cone circulaire droit autre que les cercles c¢’est-a-dire les paraboles, les ellipses et les
hyperboles sont tardivement enseignées. C’est ’aspect analytique qui est beaucoup plus valorisés et

ces coniques sont définies par leurs équations cartésiennes de la forme y = az? + bx + ¢ pour les

paraboles, de la forme y = @ les hyperboles et 2 + 32 = 7 pour les cercles.
cr

+d

4.2 Apport pédagogiques

L’étude des quadriques affines en dimension 2 encore appelées Coniques est une partie du
programme de mathématique du second cycle de I'enseignement secondaire général et technique.
Ce mémoire permet a ’enseignant de :

— Préparer un cours détaillé sur les coniques en classe de terminale scientifique et technique.

— Développer des techniques de construction des coniques & partir des propriétés géométriques.
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4.3. Objectifs pédagogiques

4.3 Objectifs pédagogiques

- L’éleve doit étre capables de réduire I'équation d’une conique et de déterminer les éléments

caractéristiques et de les tracer.

- L’apprenant doit étre capable identifier une conique connaissant un foyer, la directrice associée

et son excentricité.
- L’apprenant doit pouvoir tracer une conique connaissant les éléments géométriques.

L’éléve doit étre capable d’identifier le lieu géométrique d'un point variable du plan comme une

conique et de donner son équation dans un repére choisi.
- 1’éléve de tracer une conique connaissant ses propriétés géométriques.

- L’apprenant doit étre capable de caractériser une ellipse comme image d'un cercle par une affinité

orthogonale.

4.4 Etude générale des coniques

4.4.1 Etude analytique des coniques

—

Le plan affine euclidien est muni d’un repére orthonormé R = (O, 1, §
V)

a) Deéfinition analytique d’une conique

On appelle conique d’un plan affine rapporté a un repére orthonormée (0,7, 7) une courbe (T')
dont, 'équation cartésienne est de la forme A\z® + puy?® + gz +hy +30 = 0ot A\, i1, g, h et § sont des
réels tels que (9, 1) # (0,0)

Réduction de I’équation d’une conique

- -

Proposition 4.1. Le pan affine est muni euclidien est rapporté a un repére orthonormé R = (O, 1, j)
et (C) la conique d’équation cartésienne \v* + py* + gr+hy +6 =0 ot (A, 1) # (0,0).
- SiA=0ou pu=0; (C) est une parabole, la réunion de deux droites paralléles, une droite, ou
le vide.
- AN#0et u+#0; (C) est une ellipse, une hyperbole, un point, la réunion de deuzx droites

sécantes ou le vide.

Démonstration.
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4.4. Etude générale des coniques

A#£0etu=0)ou (A=0et u#0)
Supposons par exemple que A =0 et p # 0.

—,

Alors I'équation de la conique dans le repére R = (O, f J) est
h? h h?

h
/ff(y+ﬂ)2+gm=@—5<=>/L(y+@)2=—gm+£ onE =1 =
er : h E
1 cas Sig#0,alors uly + — )" = —g(z — —) .

2p g
£ .l
Considérons le point Q(—, —2—), et le repére orthonormé R’ = (Q, 1, 5)
g I
Pour tout point M du plan de coordonnée (x,y) dans R et (X,Y) dans R'; on a donc
Mec (C) = Y?*= “IX Don (C') est une parabole, de sommet Q d’axe Q7).
i

une droite si & =0
Sig=0,alors (C)est ¢ 0, si £E<0

et la réunion de deux droites paralléles distintes , St € > 0
Dans le cas A # 0 ety = 0 ; on raisonne de maniére analogue en échangeant les roles des

coordonnées.
2%me cag 1 N #£0 et u # 0; alors I'équation de la conique dans le repére R est sous la forme
9 h s g
A — )=+ —=9
@t SVl 5t =5
h - =
Considérons le point Q(—%, —2—) et le repére orthonormé R’ = (2,1, 7).
i
Pour tout point M du plan de coordonnée (x,y) dans R et (X,Y) € R'; on a donc :
2 h2
M X4y =€ on =L 4 5
€ (0) <= +p E ou &= 4)\+4,u

. Le point(), si A.pp >0
Si £ =0 alors (C) est
La réunion de deux droites sécantes en €2, siA.pu < 0

Si&#0 on :MG(C’):)AX2+EY2:1

\ & )
‘SIE<O E<O alOI'S( )estw
oA u 2 2
o Si > = > 0, alors (C) est une ellipse d’équation réduite — + i =1ou
a= \/i et b= \/7
e Si A.pu <0 alors (C) est une hyperbole d’équation réduite

X2 Y2_1 X2+Y2_1 B /lgltb_ |8|
" 72 ou 2 ol a= )\e =\

Remarque 4.4.1. Remarque Le plan étant muni d’un repére orthonormé, si (C) est I'ensemble des

OJ

points du plan vérifiant I'équation cartésienne : az? +by* +cxy+dr+ey+f =0o0ua, b, ¢, d, e, f
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4.5. Etude géométrique des coniques

sont des nombres réels donnés, on utilise un changement de repére qui sera indiqué pour déterminer
la nature de (C).
c) Classification des coniques

D’aprés la réduction des équations des coniques, on a le tableau de classification suivant dans

un repére orthonormé pour chacune des coniques.

Equation réduite | Schéma représentatif | Equation réduite | Schéma représentatif

//"F__H:___'“““-\\

e e e S 72 y2
22 g2 \H - _f_// pol + o 0 0(0,0)
St =1 I :
a b Point

Ellipse
LA @ _v_
a2 b2 a? b
0
Hyperbole

4.5 Etude géométrique des coniques

4.5.1 Deéfinition d’une conique par foyers et directrices

M Définition 4.1. On se donne un point F, une droite (D) ne
passant pas par F et un réel strictement positif e. La conique

F de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e est

¢ MF
K (A)  lensemble (I') des points du plan tel que —————— = e.
d(M, (D))

On appelle parameétre d’une conique le réel noté p = ed ou d

est la distance du foyer F a la directrice (D)

Ainsi, en notant le point H le projeté orthogonal du point M sur la directrice (D),

VM eP [Me(l) <= MF = eMH].La droite perpendiculaire a (D) et passant par F' s’appelle
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4.5. Etude géométrique des coniques

Equation réduite

Schéma représentatif

Equation réduite

Schéma représentatif

Parabole

Y
T _ g 2 2
@ v =0
-1 a b
Deux droites
Hyperbole 3
sécantes
X?=-1 0
X2 Deux droites
=1
paralléles
X2—2py =0
p#0 X?=0 Une droite

I’axe focale de la conique (I'). On le notera (A).

Remarque 4.5.1.

TABLE 4.1 — classification des coniques

- st MF <eMH M est a l'intérieur de (I')

- st MF > eMH alors M est a 'extérieur de (I)

Proposition 4.2. ['aze focal est un aze de symétrie de la conique (T).

Démonstration.

Soient K le projeté orthogonal de F sur (D) et M € I’

notons M’ le symétrique de M par la symétrie orthogonal d’axe (A) et H' le projeté orthogonal de

M’ sur (D)

(A) est la médiatrice de [MM'] et F' € (A). Donc MF = M'F.
Soit I le milieu de [MM']; I € (A) . Ainsi MHKI et M’H’KI sont des rectangles.

Dot MH = KI et M'H' = KI. On en déduit que MH = M'H' d'ot M'F = MF = eMH =
eM'H'. Par suite M' € (T) .

OJ
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4.5. Etude géométrique des coniques

4.5.2 Intersection d’une conique avec son axe focale

Propositions

- L’intersection d’une parabole (I') avec son axe focale est réduit un point S qui est le milieu
du segment [F K] . Ce point est appelé sommet de la parabole.

- L’intersection d’une ellipse ou d’une hyperbole avec son axe focale est réduit auzx points

Aet A" ou A est le barycentre du systeme {(F, 1), (K,e)} et A’ le barycentre de {(F,1), (K, —e)}

Démonstration.
- on suppose que (I') est une parabole, c’est-a dire e = 1.
Soit M € (T').
Me(A)N[) < Me(A)et MF =d(M,(D))
<— Me(A)et MF=MK
<= M appartient a l'intersection de la médiatrice de [KF| et de (A)
<= M est le milieu de [KF]

- On suppose que e # 1

Soit M €.
Me (AN < Mec(A)et MF = ed(M, (D))

e Me(A) et MF? = MK?
= MeAect (MEF—eME).(ME +eME) =0

Pour M € (A), les points M, K et F sont alignés.

D’ou (m—e]\ﬁ() =0 ou (m+em) =0

Donc A = M = bar{(F,1); (K,e)} avec 1+ e #0ou A = M = bar{(F,1); (K,—e) avec
1—e#0

4.5.3 Equation cartésienne d’une conique

Proposition 4.3. Soit (I') une conique, K le projeté orthogonal de F sur (D) et on note d = FK .

. L1 S s
On munis ainsi le plan d’un repere orthonormé d’origine R = (K, i,j) ot i = EK? et j = Rotpij.
2

Dans ce repére, la conique (I') a pour équation cartésienne :
(1—e)a?+y* —2dz +d* =0

o sie=1, () est une parabole .

o Si0<e<1,T estune ellipse
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4.6. Coniques particuliéres

o Sie>1(I') est une hyperbole

Preuve. Soit M (x,y) un point du plan, on a F(d,0) et d(M,(D)) = MH = |z|

M € () <= MF = ed(M, (D)) <= MF? = M H? <= (v — d)* + y* = e*2”

Dot (T): (1 —e*)z® +4* —2dz +d* =0 . La forme de (T') dépend du signe de 1 — ¢?.
e Sie=1,(I) est une parabole d’équation 3 — 2dx + d* = 0 <= y* = 2d(x — g)

d o o d*?
1—62) ty 1 — e

d
Considérons le point O(—1 5> 0) dans un repére orthonormé d’origine O, (I') admet une équation
—e

e Sie#1, (') admet une équation cartésienne de la forme (1 — €*)(z —

2.2
cartésienne de la forme (1 —e?)X? +Y? = 5 - Donc admet O pour centre de symétrie; ainsi
—e
(I") est une ellipse si 0 < e < 1; une hyperbole si e > 1 . O

Remarque 4.5.2. .

- L’ellipse et I'hyperbole sont des coniques & centre

e
- La droite verticale (D) d’équation x = 1 dans le repére R est un deuxiéme axe de symétrie

2

appelé petit axe ou axe non focal.

- la distance entre le centre O et le foyer F de la conique est appelé distance focale et notée

C=0OF

4.6 Coniques particuliéres

4.6.1 Parabole

La parabole de directrice (D) et de foyer F' est l’ensemble des points du plan équidistants de la
droite du point F. On peut aussi la décrire comme le lieu des centre des cercles tangents a (D) et

passant par F.
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4.6. Coniques particuliéres

Equation réduite d’une parabole

Proposition 4.4.  Soit I' une parabole de somme S et de

Foyer F

- -,

il existe un repére orthonormé du plan R = (S, 1, j) tel que

- 1
1= S_Fﬁ dans lequel T’

a pour équation y* = 2px appelé équation réduite de la

parabole

ot p=ed avec d = d(F, (D)) appelé parametre de " ;

Démonstration. Soit le repére (S, i, j) ol S est le sommet de la parabole, d’axe des abscisses 'axe
focal (A), tel que le point F' a pour coordonnées (g, 0) et le point K a pour coordonnées (—g, 0)
Soit M (z,y) un point du plan et H(—p/2,y) son projeté orthogonale sur (D) :

p

MG(P)<:>MF2:]WH2<:>(x—§)2+y2:(x+g)2<:>y2:2px). O

Remarque 4.6.1. .
— C’est le parameétre p qui donne a la parabole sa forme plus ou moins évasée.
— L’équation y* = 2pz équivaut a y = \/% ouy = _\/%- Alors la parabole peut étre
considérée comme la réunion des graphes des fonctions f; : © —— \/%
et fo @ x — —\/2px .
— En échangeant les axes de coordonnée on obtient une équation réduite de la forme 2% = 2py

Le tableau ci-dessous résume les situations usuelles :

Equation Sommet | axe focal Foyer Directrice

y? = 2kx S(0,0) droite (Ox) F(g, 0) (D) :x = —g

2 = 2ky S00) | dwite (Oy) | FO.3) | (D) ty=—5
(v~ w0)? = 2%z —20) | Saow) | (&) :y=w | Fleot zw) | (D) sw=z0—
(x —20)® = 2k(y — y0) | S(wo, %) | (&) @ =10 | F(wo, 90+ g) D) ty=wo— g

TABLE 4.2 — Tableau récapitulatif des paraboles usuelles
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4.6. Coniques particuliéres

Exemple 4.6.1. Le plan est rapporté a un repére orthonormé.

Nature et éléments caractéristiques de la courbe d’équation :y? 4+ 6y +4x —3 =0

Solution

P+ 6y+4r —3=0 < (y+3) 442 -12=0 < (y+3)*=—4(z—3).

C’est une parabole de sommet S(3,—3) et d’axe focal (A) : y = —3 de paramétre p = —k = 2,
de foyer F(xo + g, Yo) = F(2,—3) et de directrice (D) : z =x¢—k/2=4

Paramétrisation de la parabole

Proposition 4.5. Une paramétrisation de la parabole d’équation y* = 2px

t2
r = —
est de la forme 2p teR
y =t

Démonstration. Soit (P) une parabole. Il existe un repére dans lequel (P) admet pour équation

cartésienne y* = 2pz.En posant y = t la parabole est alors 'ensemble des points de coordonnées
2

t
~_ ), tcR.
(2p,), €

t2
r = —
D’ou 2p teR
y =t

Remarque 4.6.2. il existe un autre repére dans lequel la parabole admet pour équation z* = 2py

r=t
donc une paramétrisation est de la forme 2 ,teR. O

Yy = 2_p
Tangente en un point de la parabole

Proposition 4.6. Soit (P) la parabole d’équation y* = 2px , p # 0
La tangente en un point My(zo,yo) de (P) a pour équation équation : yoy = p(x + x¢)

Preuve. Soit My(zg,%) un point de (P) d’équation réduite y*> = 2pz , p # 0. Si yp > 0,

M, € (Py), courbe représentative de f; dérivable sur |0, 4+o00|. Pour zg €]0, +-00],

on a lim i) = filwo) =_P . D’out (P; admet une tangente
T—o T — Xo vV 2pxg

)z . p
d’équation y — \/2pxo = W(l’ —x0) © Yoy — Yo = p(x — 20) & Yoy = p(x + o).
0

De méme si yo < 0, My € (P2), courbe représentative de la fonction fo dérivable sur 0, +oo[ . D’ou

une équation de la tangente en My est yoy = p(x + x¢) O
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4.6. Coniques particuliéres

Théoréme 4.1. Soit (P) une parabole de foyer F' et de directrice (D). Soient My un point de
(P) et Hy le projeté orthogonal de My sur (D). La tangente (1y) en My a (P) est la médiatrice du

segment [F, Hy|, et donc aussi la bissectrice de ’angle FTIO\HO.

Démonstration.
Soit p le paramétre de (P), choisissons un repére orthonormé dans lequel (P) admet pour équation
y* = 2px. Alors (Ty) admet pour équation dans ce repére : yoy = p(x + x0). Soient alors (d) la
médiatrice du segment [F, Hy] et I le milieu du segment [F, Hp|. On a F(g, 0), HO(—g, o) et donc
1(0, %)
Ainsi ,

2

—
M(z,y) € (d) <:>IM.H0? =0<:>p(x—0)—yo(y—%) =0@>y0y=px+y§0=p(aj+xo).

(d) et (Tp) sont donc effectivement une seule et méme droite. Puisque MyF' = MyH,, le triangle

FMyH, est isocéle en My et la médiatrice du segment [F, Hy| est également la bissectrice de I'angle

FMyH, 0

Construction d’une parabole par points et tangentes

Soit la directrice (D) et le foyer F' d’une parabole (P). (D)
Pour construire un point My de (P) il suffit de :

e  Tracer l'aze focale (A) passant par F' et @\

perpendiculaire & (D) au point K ; puis placer le

F
-

sommet S, milieu de [F K| H

(To)

e Tracer la perpendiculaire a (D) passant Hy projeté orthogonal de My sur (D) ; puis tracer la
médiatrice du segment [F Hy).
Ces deuz droites se coupent en My de (P). De plus la médiatrice de [F Hy) est la tangente en My a

la parabole

46
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4.6. Coniques particuliéres

4.6.2 L’ellipse

Equation réduite de ’ellipse

2 2
T
Proposition 4.7. La courbe plane (I") d’ equatzon — + ZQ =1 avec a > b > 0 dans un repére
2
a
orthonormé est une ellipse de foyer F(c,0), de directrice associée (D) : x = — et d’excentricité
c

c
e=— ot c=Va?— b2

a
Démonstration. Soit (I') une conique de foyer F', de directrice (D) et d’excentricité 0 < e < 1.
On désigne pas par A et A’ les sommets de (I") situés sur 'axe focal (A). On considére un repeére

. - 1
orthonormé (O, 1, j), d’origine O milieu de [AA’] tel que i = mO_jl Le point F' a alors pour

. . a -
coordonnées (c,0) et la directrice (D) a pour équation z = — et d’excentricité e =
c

M(z,y) € (T) < FM?=¢*d(M, (D))
C

2 2 ° a®
— (r—c) "4y E(x —27)
= m2—20m+62+y2 = C—er2—20m+a2
a
a’— ¢ , 2 2 2
— Tty =a —c
2 2
— % a2y—02:1 , avec ¢ = \/a? — b2
22 2
Ainsi (I') admet pour équatlon — + e 1
2 2
x
Réciproquement, soit I une elhpse d’ equatlon — + 122 = 1 dans un repére orthonormé. En
4 . I . L . 2 d 2 d262
comparant cette équation avec 1’équation cartésienne (1 — e”) ( o +yt = T2 ous
1 1—e?
remarquons qu’en prenant e = E a = edﬁ, b=aVv1l—e2etd= 26 ¢; (T) est une ellipse
a’ —e e
2
: . : ¢ a
de foyer F(c,0) et de directrice (D) d’équation : z=c+davecc+d=— = — O
e ¢
Remarque 4.6.3.
e Lorsque a = b,l’ellipse est le cercle de centre O et de rayon a
2 2
x
e Soit M(z,y) un point de lellipse. Ona : — =1— ‘Z—Q < 1. Ainsi , I'abscisse x de M vérifie
a?

|z| < a c’est-a-dire —a < x < a De méme, 'ordonnée du point M vérifie |y| < b c’est-a-dire
—b <y <b.Les points A(a,0), A'(—a,0), B(0,b) et B'(0,—b) sont les quatre sommets de

lellipse. A et A" sont sur l'axe focal et B et B’ sont sur I'axe non focal .

x? 2 b b
. l’équation ! 5+ Z—z = 1 équivaut & y = —vVa? — 22 ou y = ——va? — x2.Alors lellipse est
a a

. b b
donc la réunion des graphes des fonctions f; :— —va2—x22 et fo +— ——Va®—22.
a a
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4.6. Coniques particuliéres

Eléments caractéristiques d’une ellipse

Les éléments caractéristiques sont résumés dans le tableau si-dessous

a>b b>a
s Y
équation ) + =i 1
démi-distance focale c=+Vva®—b c=vVb —a?
. c c
Excentricité e=— e=—
a b
Sommets A(a,0) A’(-a,0) B(0,b) B’(0,-b)
A grand axe (axe focal) : [AA’] grand axe (axe focal) : [BB’]
xes
petit axe : [BB/| petit axe : [AA’]
Foyers F(c,0) F’(-c,0) F(0,c) F’(0,-c)
a? a? b? b?
Directrices D) :z=—et(D) :2=—— | (D) :y=-—et (D) :y=——
c c c c
X (D)
Bl
(1) B in) / E \\L\\
/T x ) ||'f c \_\\ ‘nlll
¥ b {A'] B %
K’ K A_'—L‘ A
Courbe @ A\ F of e A Vo J
(AS) '.\ ‘.r"
v il
B (D)
=

TABLE 4.3 — Tableau des éléments caractéristiques d’une ellipse

Exemple 4.6.2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé.

Nature et éléments caractéristiques de la courbe d’équation : (I') : 222 +4* = 2

2 y2

202+t =2 = -+ -1

12 (v2)y
(T) est une ellipse de centre O. a = 1 < v/2 = b.

Donc I'axe focal est la droite (Oy) et 1’axe , non focal est la droite (Ozx).
Les sommet A(1,0), A'(=1,0), B(0,v?2) et B'(0,—/2).
¢ =Vb?*—a? = 1. Donc les foyers sont F(0,1) et F'(0,—1)

1 b?
L'excentricité ¢ = < = —. yx = — = 2, donc les directrices sont (D) : y=2et (D) : y=-2
c

b V2
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4.6. Coniques particuliéres

Paramétrisation d’une ellipse

2 2
€T - =2
Soit (€) une ellipse d’ equatlon -+ i =1 avec a > b > 0 dans un repére orthonormé (O, 1, j).
. . x = acos(t)
(€) a pour équation paramétrique : teR
y = bsin(t)
2 2
Démonstration. Soit (£) une ellipse d’équation carteswnne —+T3 2 = 1. Un point M de coordon-

nées (z,y) est sur Uellipse si et seulement si il existe un reel t tel que Lo cos(t) et % = sin(t) .
a
L’ellipse est donc I'ensemble des (a.cos(t) , b.sin(t)) ou ¢ décrit R . Une paramétrisation de 'ellipse

de centre O est
xr = a.cos(t)
teR
y = b.sin(t)
Remarque 4.6.4.

Plus généralement, une paramétrisation de ellipse de centre Q(x,yo) est

r = xo+ a.cos(t)

teR

y = 1o+ b.sin(t)

Propriété 4.1. L’ellipse (€)de représentation

x = acos(f)
y = bsin(@) ; 0¢€]—m, 7]

-,

dans un repere orthonormé (0,1,7) est Uimage du

parameétrique

l’L

cercle de centre O et rayon a par l'affinité

b
orthogonale de base (Ox) et de rapport —. Ce
a

cercle est appelé cercle principale de [’ellipse.

. . . b .
C’est-a-dire , en considérant I'affinité orthogonal définie par  (x,y) — (z, —y), un point M du
a

cercle principal d’angle polaire # a pour image un point P de ellipse par cette affinité.

Remarque 4.6.5. L’ellipse (£) est aussi I'image du cercle de centre O et de rayon b par 'affinité

orthogonal de base (Oy) et de rapport %. Ce cercle est appelé cercle secondaire de Pellipse.
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4.6. Coniques particuliéres

Tangente en un point d’une ellipse

2 2
x
La tangente a lellipse (£) d’ equatlon -+ 73 i = 1 en un point My(zo,yo) admet pour équation
carte31enne — yoy =1
a2 b2
Démonstration. La preuve se fait de fagon analogue a celle de la parabole O

Construction de I’ellipse par points et par tangentes

e Pour construire a la régle et au compas un point M
de l'ellipse connaissant ses axe et ses cercles

principal et secondaire, il suffit de : Tracer une

(4

demi-droite (A) d’origine O ;
Soit M le point d’intersection de (A) avec le

cercle principal, M, le point d’intersection de (A)

i 5}

avec le cercle secondaire.

La paralléle (dy) au grand axe menée par M, et la paralléle d; au petit axe menée par M; se
coupent en un point M de Dellipse.

e Pour construire la tangente en M de ellipse, il suffit de

tracer la tangente au cercle principal en M, elle coupe le grand axe en I.

La droite (M) est la tangente & 'ellipse.

(de méme, on peut aussi construire le point J intersection de la tangente en My au cercle secondaire
avec le petit aze)

On constate que les trois points M, I, et J sont alignés sur cette tangente.

4.6.3 L’hyperbole

Equation réduite d’une hyperbole

2 2
La courbe plane d’équation — — % = 1 avec a, b > 0 dans un repére orthonormé (O, 1, j)
a
2
a c
est 'hyperbole de foyer F'(c,0) ; de direction associée (D) : x = — et d’excentricité e = — on
c a

c=Va?+?

Démonstration.

De méme que dans le cas de lellipse.
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4.6. Coniques particuliéres

Remarque 4.6.6. .

2 2
T
e Soit M(z,y) un point de I'’hyperbole, on a — — 1 = Z—Q > 0. Ainsi l'abscisse x de M vérifie |z| > a
a
c’est-a-dire (x < —a ou x > a) donc les points A(a,0) et A’'(—a,0) sont les sommets de ’hyperbole.
La courbe a construire ne posséde donc aucun point d’abscisse dans | — a, a|

A et A sont sur l'axe focal.

2 2 b b
L’équation :13_2 - ‘7;—2 =1 équivaut a y = —/ 22 — a? ou y=——Vr2—-a?.
a a a
b b
L’hyperbole est donc la réunion des fonctions f1 : z+—— —vaz2—a?et fo 12— ——\/22—ad?
a a
b b b b
Pour z € [a, +o0[, fi(x) — ST= E(V 2?2 —a?—x) = —ﬁ Ainsi mllglr—loo[fl(x) - a(m)] =0;
. , . b
donc, la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe.
a
Par symétrie, il en est de méme de la droite d’équation y = ——x.
a
2 2
Un échange des axes de coordonnées permet d’obtenir une équation de la forme _x_z + 32—2 =1 qui
a
correspond & faire passer 'hyperbole vers la verticale.
Les éléments caractéristiques de I’hyperbole
] PR PR
Equation g—b—Qzl _¥+b_2:1
Demi-distance focale c=Va%+b?
s e, & C
Excentricité e=— e= -
a b
sommets A(a,0) et A’(-a,0) B(0,b) et B’(0,-b)
Foyers F(c,0) et F’(-c,0) F(0,c) et et F’(0,-c)
Axe focal La droite (AA") La droite (BB')
a® a* b? b?
Directrice D) :x=—et (D) :z=—— D) :y=— (D) :y=——
c c Cb C
Les asymptotes (A):y=-x et (A):y=——x
a a
N
o' F ‘
e (o] 3 \\ {//\* :
) . : ) I\\ B f
.\\ 0 A Aﬁ\ T8 = el
F \ g Kl f ) s
Courbe Al BN P\ F s (A’) AT
/ l/.// \‘\ o al K,\\‘ o
- . p \\3\
; B/ e
I S F! \ \\‘,’{u’
(’/r iA)

TABLE 4.4 — Tableau de éléments caractéristiques de 1'hyperbole
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4.6. Coniques particuliéres

2 2
x
Exemple 4.6.3. Nature et ¢léments caractéristiques de la courbes d’équation — — % =1

16
Solution
Hyperbole d centre O, d’axe focal (Oz) et d’axe non focal (Oy) .
a =4 et b= 3. Sommets sont A(4,0) et A'(—4,0).
¢ =Va?+ b? =5,donc foyers F(5,0). et F'(—5,0)

e c 5
Excentricité e = — = —.
2 16 o« 16 16
T = T T ainsi les directrices sont les droites d’équation (D) : x = T et (D'):x= 5
c
3 3
Asymptotes sont les droites d’équations (A) :y = 2% et (A) 1y= —3¢

Définition 4.2. Une hyperbole est équilatére si et seulement si ses asymptotes sont perpendicu-

laires.

Propriété 4.2. une hyperbole est équilatére si et seulement si sont excentricité est égale a /2

Démonstration.
2 2

. X

Les asymptotes d'une hyperbole d’équation — — gg—z = 1 dans un repére orthonormé admet comme
a

vecteur directeur u(a, —b) et U(a,b) .

Les vecteurs i et 7 sont orthogonaux si et seulement si a? — b* =0 <= a? = b* < a =b.

Puisque la demi-distance focale ¢ = va? + b2 = v2a2 = v/2a , il suit que l'excentricité e = — = v/2.

ISH e

Hyperbole rapportée a ses asymptotes

Proposition 4.8. Pour tout hyperbole H , il existe un repére cartésien porté par les asymptotes de

(H) dan lequel l'équation de (H) est XY =1

2 2
Démonstration. L’hyperbole d’équation — — Z—Q = 1 dans le repére orthonormé R = (0,1, j)
a
b
admet comme asymptote la droite d’équation (A) 1y = -z et (A) :y=——z
a a

x T
L’équation de H s’écrit encore (5 — %)(5 + %) =1

Enposanthf—yetyzf_i_g
a b a b
On obtient XY =1
1
: “ b x z 1[a a X
Mais = d’oi —
Y 11 y y/ 2\=b v) \Yy
a b

Mémoire DIPES II 2015-2016



N | =

ou X et Y sont les coordonnées dans le repére (non orthonormé) R' = (O, , U) avec i =

4.6. Coniques particuliéres
— ]- - X .
et U= =(ai + bj) du point M (z,y) dans R

(a; — bj)
2

Donc I'équation XY = 1 est celle de I'hyperbole dans le repére R’ porté par ses asymptotes.

Remarque 4.6.7. une hyperbole admet dans tout repére cartésien porté par ses asymptotes une
équation de la forme XY =Fk ; kK #0 .

Un tel repére n’est en général pas orthogonal ; sauf dans le cas d’'une hyperbole équilatére.

Tangente en un point d’une hyperbole

2 2
x
Théoréme 4.2. La tangente a Uhyperbole d’équation — — =i 1 en un point My(zo,yo) a pour
o o xmor oy “
équation cartésienne —- — == =1
a b

Démonstration.

La preuve se fait de fagon analogue & celle de la parabole.

Construction de I’hyperbole points par points

Proposition 4.9. Si une droite (D) non paralléle aux asymptotes coupe ’hyperbole en deuz points
M et N (distinct ou confondues) et les asymptotes en deux point P et Q) alors les segments [M N]|

et [PQ| ont méme milieu.

Démonstration.
On considére un repére par les asymptotes dans lequel ’équation de I'hyperbole est xy = 1.
Une droite (D) non paralléle aux asymptotes a une équation de la forme uz + vy + w = 0 , avec
u, v#0

Soit I(z,y) € (H) et (D), onay= % et x vérifie équation ua® + wx 4+ v =0 . La droite (D)
coupe I'hyperbole en deux points distin&s ou confondus M (z1,y1) et N(x2,ys) si et seulement si
A =w?—4uv >0
-l ;— T2 _ % Mais les points d’intersections

de (D) avec les axes de coordonnées sont P (—E, 0) et Q(0,——); ainsi le milieu du segment [PQ)]
u v

Le milieu du segment [M N] a alors pour abscisse

a pour abscisse ~50 d’ott les milieux des segments [MN] et [PQ] ont méme abscisse et sont
u

confondus puisqu’ils appartient tous a la droite (D) .

Pour construire une hyperbole points par points et connaissant les asymptotes et un point M

donné ;
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4.7. Définition bifocale des coniques a centre

On méne par M une droite coupant les asymptotes en P et Q.
Le symétrique M’ de M par rapport au milieu de I du
segment [PQ)] appartient alors & ’hyperbole.

On peut ainsi construire a la régle et au compas autant de

point de I’hyperbole que 'on souhaite o

Application : Dans la vie, on rencontre 'hyperbole dans I’'ombre crée par une source de lumiére

que projette une lampe muni d’un abat-jour.

4.7 Définition bifocale des coniques a centre

4.7.1 Définitions et propriétés
Définition 4.3.

- Soit (€) une ellipse de foyer F et F.

(&) est l’ensemble des points M du plan vérifiant MF + MF' = 2a ou a est le rayon du cercle
principal et FF' < 2a .

On dit alors que Uéquation MF + MF' = 2a est la définition bifocale de ellipse ()

- Soit (H) une hyperbole de foyers F et F’ .
(H) est l'ensemble des points M vérifiant |MF — MF'| = 2a, avec FF' > 2a; on dit alors que
Uéquation |MF — MF'| = 2a, est la définition bifocale de 'hyperbole (H)

Remarque 4.7.1. Soit (C) le cercle de centre F' et de rayon 2a et M un point du plan et (C”) le
cercle de centre M et tangent a (C) en un point H.
~ Si F et F' sont confondus , 'ensemble des points M est un cercle de centre F et de rayon a
— Si F est a l'intérieur du cercle (C), 'ensemble des point M est une ellipse et dans ce cas, on
aMF+ MF = MH+ MF' = 2a avec 2c = FF' < 2a
— Si F est a lextérieur du cercle, 'ensemble des points M est une hyperbole.
L’hyperbole a deux branches,dans I'une des branches , on a M F' — M F = 2a
alors MF = MF' +2a. Or MF < MF' + FF' = MF' + 2¢, ainsi MF — MF' = 2c; donc
a < ¢ et dans Pautre branche on a MF — MF' = 2a. d’ou |MF — MF'| = 2a
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4.7. Définition bifocale des coniques a centre

Proposition 4.10. Soient F et F’ deux points du plan tel que FF’= 2¢ avec ¢ > 0 .
Le lieu des points M du plan tel que MF+MF’=2a est :
~Dsia<cet[FF|sia=c
— Uellipse de demi grand aze a et de foyer FF' sia > c
Proposition 4.11. Soient F et F’ deux points du plan tel que FF’ = 2¢; ¢ > 0

Les lieu des points M du plan tel | MF — MF'| = 2a est :
~ 0 sia>cetladroite (FF)N|FF'[ sia=c

— L’hyperbole de foyers F et F' sia < c
( Claude Dechamps [5] page 237 )

Application : Construction de [’ellipse par le procédé dit du jardinier

Pour tracer une ellipse de foyer F et F’ et de
longueur 2a > FF’ | il suffit de fixé deux piquets en

F et F’ et d’y attacher les extrémités d’une ficelle

non €lastique de longueur 2a. Le trajet que l'on
parcours en tournant autour de F et F’ tout en

maintenant la ficelle étendue est ellipse cherchée

4.7.2 Construction d’un point de l’ellipse de définition bifocale

Soient F', F' deux points du plan tel que F'F' = 2¢ et une longueur a tel 0 < ¢ < a. Pour construire
un point de Uellipse (£) et sa tangente, on peul procéder comme suit :
— tracer le cercle (C) de centre F' et de rayon 2a.

— tracer un rayon de longueur [F'H] de (C)
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4.7. Définition bifocale des coniques a centre

~ tracer la médiatrice du segment [F'H|; elle coupe la droite (F'H) en un point M de l’ellipse

et est tangent en M de ’ellipse.
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& Conclusion o

Dans ce document, il était question de faire une étude analytique et géométrique des quadriques
affines ; il en ressort au terme de notre exposé que les quadriques affines ont une importance capitale
dans divers domaines des sciences et de technologie. Dans un espace affine de dimension deuz,
les quadriques affines obtenus sont appelés coniques affines vu comme des courbes algébriques ou
paramétrées pour une introduction a la géométrie différentielle. Dans un espace affine de dimension
trois, mous avons des quadriques affines dont certaines s’obtiennent a partir des courbes du plan
affine.

L’équation générale des quadriques affines est reliée a l'étude des formes quadratiques qui a fait
object de notre travail en tout début de ce document , nous avons passé en revue certains résultats
utiles a notre étude telles que : la notion de rang, signature, réduction d’une forme quadratique et
base orthonormée pour faciliter la réduction des équations et la classification des quadriques affines.
Enfin nous avons mené une étude analytique et géométrique des coniques comme portée pédagogique
dans l'enseignement des quadriques affines dans le secondaire. Mais nous remarquons que dans nos
manuel scolaire ['aspect analytique est plus valorise que l’aspect géométrique.

A Davenir, il serait envisageable de promouvoir 'utilisation des logiciels tel que Géogébra pour

dynamiser ’étude géométrique des courbes et surfaces dans l’enseignement secondaire.
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