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RESUME

Ce travail est consacré a 1’étude des courbes, surfaces de révolutions et sphéres qui

font partie intégrante de la géométrie du plan et de la géométrie de I'espace.

Mots clés : Cylindre, Cone, Cercle, Conique et sphére.
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ABSTRACT

This work is devoted to the study of surfaces, surfaces of revolution and sphere, which

are integrated in geometric of plan and thhe geometric of space.

Key words : Cylindre, circle, sphere, Conic and cone.
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Abréviations et notations

EC : équation cartésienne
EP : équation paramétrique
SEC : Systéeme d’équations cartésienne
S . Surface
C : cercle
g9 plan affine Euclidien
g3 espace affine Euclidien de dimension 3
P, T : Plan
A; ou A aire latérale
A, aire latérale totale
V' Volume
FIG : figure
SCP : systéme de coordonnées polaires

A : aire de base
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Introduction générale

Dans le présent document, notre étude est basée sur certaine courbes, surfaces de
révolution : par définition, on appelle surface de révolution, la surface S obtenue en fai-
sant tourner une courbe (I') autour d’une droite (A). Développé dés I'antiquité pour les
besoins de l'astronomie, la géométrie de la sphére et surface de révolution a longtemps
constitué un domaine spécifique de la géométrie. Approximativement sphérique,la terre
n’a pas toujours été considéré comme telle : Pour Thales, de Milet (640-562 av. J.C.), c’est
un disque flottant sur une sorte d’océan. Des spéculations philosophiques sur I’équilibre et
I’harmonie du monde conduisirent le philosophe Grec Parménide a I'idée que la terre est
de forme sphérique parce que la sphére : « est le volume le plus parfaity. La démonstration
de cette affirmation par des raisonnement fondés sur de simples observations comme la
modification de I'aspect du ciel constatée par les voyageurs, représente un des premiers
succés de la pensée scientifique. La premiére mesure du tour de la terre est due a Era-
tosthéne d’Alexandrie vers 230 av. J.C., qui trouva 250 000 stades, c’est-a-dire 38375km.
Cette évaluation est remarquable puisque la longueur d’une circonférence méridienne est
de 40009km. Notre travail sera consacré a ’étude des figures de la géométrie du plan
et de 'espace; et pour ce faire, nous allons donner le lien entre le cylindre, le cercle, le
cone, coniques et sphére. Notre mémoire est subdivisé en trois chapitre : Dans le premier
chapitre, nous parlerons des solides usuels du plan.

Dans le deuxiéme chapitre nous parlerons des solides usuels de I'espace.
Dans le troisiéme chapitre, nous allons donner les intéréts pédagogiques et didactiques de

notre travail.

Mémoire de DIPES II 2015-2016 1



CHAPITRE UN

COURBES EN DIMENSION 2

1.1 Le cercle
Le plan affine euclidien(orienté) €2 est éventuellement muni du repére orthonormé
directe R = (o; 7; 7)
Définition
Soient {2 € 9 R e€R,. On appelle cercle de centre €2 et de rayon R, et on note ici
C(2: R), la partie de e définie par :
C(Q:R)={M eey:QM =R}

On définit aussi le disque ouvert B(Q2: R) et le disque fermé B’({2: R) de centre
Q et de rayon R :

B(Q:R) = {Meey:QM <R}

B'(Q:R) = {M ecy:QM <R}

C(2:R) Q: 1

B(Q: R) B'(Q: R)

FIG1.1.1 Schémas des cercles
Remarque: 1 :

1) pour tout (2.R) de g9 xR,) : C(QR) + @

2) Si R=0, alors C(Q.R) = {Q} : On dit que {Q} est un point.

Mémoire de DIPES II 2015-2016 2



1.1. Le cercle M M

3) On a pour tous 2,9 €ey et pour tout R, R' e€R,
Q=qQ
R=R

Ainsi, un cercle détermine de maniére unique son centre et son rayon.

C(Q.R) =C(.R) «

4) B(Q;R)UC(Q; R) = B(Q4R) et B(: R)nC(%R) =2
5) Interprétation dans le plan complexe

Si Q a pour affixe w(w € C) et si R € R, alors C(Q; R) est ’ensemble des points
M(z) tels que |z —w|=R

Les propositions suivantes ont immeédiates.

Proposition 1 : (Equation caractéristique d’un cercle)

Soient Q(a,b) €e9; R eR,; le cercle C(2; R) admet pour EC :
(z-a)*+(y-b)*=R?

Remarque: 2 :

Avec les notations ci dessus :

B(Q:R) = {M(z,y);(z-a)*+(y-b)* < R?}

B'(Q:R) = {M(z,y);(z-a)*+(y-b)*<R*}

Proposition 2 :

Soient (a, 3,7) e R:. L’EC 22 + y* + 2ax + 2BY +~ = 0 représente :

® Le cercle de centre Q(-a;-3) et de rayon \/a2+ 32—y si a®+ 52—~ 20
® 7 sinon.

On peut remarquer les cas particuliers suivants :

® cercle centrés en O : 2% +y? = R?

® Cercles centrés sur o'z : 2% +y* + 2ax +v =0 (avec a® -7 > 0)
® Cercles centrés sur y'y : 2% +y* + 2By +v =0 (avec 32 —v>0)
® Cercle passant par O : 2 + y? + 20z + 2By = 0

Proposition 3 : (Représentation paramétrique d’un cercle)

Mémoire de DIPES II 2015-2016 3



1.1. Le cercle M M

Soient 2(a,b) €e9; ReR, Y
L le C(Q2 : la RP :
e cercle C(Q(a,b); R) admet la R M(a+ Reost:b+ Rsi
r=a+ Rcost
teR
y=b+ Rsint b o 1t
L)
a N
O L4
FIG1.1.2 Représentation paramétrique d’un cercle

Remarque: 3 :

1) On peut remplacer t € R par t € I ou I est un intervalle contenant un intervalle
Jto;to + 2] ou [to;to + 27 to € R
t
2) En notant u = tan 5(75 €]-m;7[),C(; R)(privé du point correspondent a ¢ = ) admet

la RP rationnelle :

1— w2
r=a+R u2
12+uu . uelR
=b+R
y=ox 1+ u?
Proposition 4 :
soient 2 € g9; R e R I,

M eC(%;R)
Le cercle C(©2; R) admet en M une tangente
Tetona: (QM)LT

FIG1.1.3 tangente a un cercle

Preuve

r=a+ Rcost
D’apreés la RP de C(£2; R), le cercle C(2; R) admet en tout point M

y=0b+ Rsint
N N —  dM [-Rsint
de parameétre ¢ une tangente 7', et T" est dirigée par V' ou V1 = —
dt \ Recost

Comme QM.V, = (Rcost)(-Rsint) + (Rsint)(Rcost) =0, ona: (QM) LT

Mémoire de DIPES II 2015-2016 4



1.1. Le cercle M M

Proposition 5 :

Soient C un cercle ’'EC 22 + 4% + 2ax + 28y +v = 0 et My(z0,y0) € C. La tangente en
My a C & pour équation :

To + Yoy + (o + ) + B(yo +y) +7 = 0.

dite obtenue par dédoublement : On remplace dans I'EC de C, 22 par zx,, 3° par

Yoy, 20z par axo + ) ; 20y par B(yo +y)

Preuve

le cercle C' admet pour EC : (z + )+ (y + 8)? = o® + 3% — v donc admet pour
RP : x = —a+ Rcost;y = - + Rsint; t € R en notant R = \/a* + 32—~ (on suppose
at+ 3% -+>0).

Pour My(to) € C, la tangente en My a C' admet pour EC :

costo(X —xg) + sintg(Y —yg) =0

c’est & dire que : (Rcosty) X + (Rsinty)Y — (zo + a)zo — (yo + 5)yo =0
ou encore : (xg+a)X + (yo+ )Y +axg+ Pyg+7 =0

Ce qui est bien 'EC proposée.
Proposition 6 : (Positions relatives d’une droite et d’un cercle)

Soient D une droite et C'= C(€2; R) un cercle.

Si d(;D) > R, | Sid(Q; D) = R, alors D est tan- | Si d(§2, D) < R, alors Dn(C

alors DnC=g gente a C et DnC' est un singleton | est formée de 2 points dis-
tincts
R R
C C C
D D D

FIG1.1.4 Positions relatives d’une droite et d’un cercle

Remarque: 4 :

Mémoire de DIPES II 2015-2016 5



1.1. Le cercle M M

Par disjonction de cas, les réciproques des trois propriétés de la Proposition 6 sont

aussl vraies

Proposition 7 :

Soient €2 € g5 et R € R}. Toute droite B
D passant par € coupe le cercle C(Q;R)

en deux points exactement A B et () est le

milieu de [AB]. A C(S4 R)

La droite (AB) ou le segment [AB] est FIG1.1.5 diamétre d'un cercle

appelé un diamétre du cercle C'(€); R)
Proposition 8 :

Soient A, B € €5, tels que A # B. Le cercle de diamétre (AB) est
(M eey; MAMB =0}

Preuve

Notons € le milieu de [AB] et R = QA

alors, on a :

A Q

MAMB = 0
- (m + ﬁ)(m + Q—B)) -0 FIG1.1.6 Cercle de Diamétre |AB]
o (MQ+QA).(MQ-QA) =0
< MO?-QA%=0
< QM =R.

Mémoire de DIPES II 2015-2016 6



1.1. Le cercle M M

1.1.1 Angle au centre et angle inscrit

Proposition 9 :

Soient C' un cercle de centre 2, A, B, M

trois points de C' deux a deux distincts. On

a:
—_——~ —_—~
— — _—
mes(QA; QB) = 2mes(MA; MB)|[2r]
FIG1.1.7 Angle au centre
Preuve

En utilisant la relation de Chasles sur les angles et le fait que les triangles QAM et

QBM sont isoceles en €2, on a :

— ——~ —— ——
mes(QA,QB) = mes(QA, MA)+mes(MA, MB) +mes(MB,Q)B)
—~ —— ——
= mes(MA, MQ)+mes(MA, MB) +mes(MS, MB)
—

Zmes(M—Zl, ﬁ) [27]

Proposition 10 :

Soient C' un cercle de centre 2, A et B
2 points de C distincts, T la tangente a C'
en B

—_———

Ona: mes((ﬁ, @) = 2mes((AB); T) [2n]
Preuve

Puisque Q2AB est isocéle en €, et que (BS2) est orthogonale & T, on a :

——

mes(ﬂ;Q—B))

- 2m€S(Z§; ﬁl)
—

2(% - mes(zﬂ?}; ﬁ))

2mes((AB),T)[2n]

Mémoire de DIPES II 2015-2016 7



1.1. Le cercle M M

1.1.2 Quelques lignes de niveau

Etant donné un ensemble X et une application ¢ : X — R. On appelle ligne de
niveau de ¢ les ensembles {x € X;¢(x) = A}. pour A e R.
1.1.2.1 Lignes de niveau de

M MAMB =\
—_—
Soient A, B € e5; Notons pour Ae R E\ ={M eeq; MA.MB = \}.

En notant I milieu de [AB], on a Pour tout M €&, :

MAMB

(M +TAY(MI +1B)

1
MI? - = AB?
4
_— 1
et donc MA.MB =\ < [M? :)\+1AB2

1

®Si A< —ZABZ, alors F) = @ L
1

eSi\= —ZABQ, alors E) = {I}

1
e Si\A>-—AB? alors E, est le cercle de RN
4 FIG1.1.8 Lignes de niveau M — MA.MB =\

1 1
centre [ et de rayon (ZAB2 + )\)2

1.1.2.2 Lignes de niveau M — ) o;MA?
i=1

Soient n € N*, ay...c,, € R, A1...A,, € g5 notons ¢ : e¢5 — R la fonction scalaire de
Leibniz définie par :
VM eer, o(M) = > a;MA3.
i=1
et pour tout A € R, By = {M € eq;0(M) = \}

Soit O € g9, fixé quelconque. On a, pour tout M € ey :

o(M) = 3 a,(OA - OM)?
i=1
= Zn:a/ZOA?—2 ialOAZ)OM‘F(Zn:O{Z)OMQ
i=1 i=1 i=1

Mémoire de DIPES II 2015-2016 8



1.1. Le cercle M M

n
as : Zai +0
i=1

) A A,
Nous pouvons considérer le barycentre G de
aq Ay,

On a alors, en remplacent O par G :

VM eeq, (M) = gp(G)Jr(iai)GMz.

et donc pour tout A de R :

Meey < GM?* = (i) (A= 0(@)).

i=1

oSi(Z ()\ go(G)<O alors F) = @
i=1
e Si A=¢(G) alors F) = {G}

e Si (Z) ()\ @(G)) >0, alors E) est le cercle de centre G et de rayon

(5 5w>

2 cas : S 0y = 0
=1

=

On a alors

VO, Meey, p(M) = go(O)—QO—]\)[(ZaZO—A;)
=1

Remarquons que pour tout O, 0" € g5 :

Sw0A = Y a(00+04) - (ZQZ)OO+ZQZOA1 ialOAl
i=1 =1 i=1 i=1

n 3
Ainsi, le vecteur Z a;OA; ne dépend pas du choix de O.
i1

. i n — —
e S’il existe O € g5 tel que ZaiOAi = 0, alors F) =
i=1

g st A+p(0)
go  si A=p(0)

. . " H q .
e S'il existe O € g5 tel que Z a;0A; # 0, alors E) est une droite affine orthogonale &
i=1

Mémoire de DIPES II 2015-2016 9



1.1. Le cercle M M

MA
1.1.2.3 Li de ni M— ——
ignes de niveau 7B
) L MA
Soient A, B € &, distincts : notons pour A e R,, FE)={M ee\{B}: UE - A
Remarquons d’abord que E) est la médiatrice de [AB.
Supposons A # 1 et notons O le milieu de [AB],
1 — 1 — — —
a=3IAB, 7 =—AB, j =Rots(7):
1
ainsi, R = (O, i, j ) est un repére orthonormé direct de e, dans lequel A(-a;0) et
B(a;0)
On a pour tout A € R,\{1} et pour tout M € e;\{B} :
Y
d
Meey, < (v-a)+y*=N|2-a)*+y? A B I, x
(-a) (a)
2
< x2+y2+2a1+12x+a2=0
MA
o |4 +a1 + A2 2 _ [ 207 ’ FIG1.1.9 Ligne de niveau M VB
DT AL FEPE
1+
Donc pour tout A de R\{1}, E, est le cercle de centre I,| - al—)\Q;O et de rayon
2a\
1-\2

Remarque: 5 :

MA
on peut de ramener a 2) : VB A< MA? - NMB? =0.

1.1.2.4 Lignes de niveau
—
M +—> mes( MA, MB)

Soient A, B € g9, distincts. On verra plus loin que les lignes de niveau de M +—
—_———

—_— —
mes( MA,MB )(déﬁni modulo 7) sont des cercles passant par A et B privés de A et de
B.

—
de méme, les ligne de niveau de M — mes( M A, M B )(défini modulo 27) sont des

arcs de cercles d’extrémités A,B privés de A et B

Mémoire de DIPES II 2015-2016 10



1.2. Courbes en coordonnées polairesM M

1.2 Courbes en coordonnées polaires

- —
Le plan euclidien 5 est rapporté a un repére orthonormé direct R = (O, i, j ).

1.2.1 Coordonnées polaires

A tout point M(x,y) dans R, on as- Ya
Sociep:OM:\/r-i-y?etG: y M
mes( i ,0M)[2r] (siM # O) R

J
0 >
On dit que p est le rayon polaire de M o P .

et que 0 est langle de M. FIG1.1.10 Coordonnées polaires

p=\a?+y?
Ona:{ Cost= = et 1= peost
yp y = psind.
sinf = =
Pﬂ_ y
Siz#0alors 0 #— et = =tand.
2 x
x = pcost
Le couple (0 + m,—p) vérifie aussi le systéme de relations g a la place de
y = psinf

(0, p)

On dit quun couple (6,p) de R? est un systéme de coordonnées polaire (en
) ) x = pcost
abrégé : SCP) de M (x,y) si et seulement si : et on note alors M (6, p). On
y = psind
remarquera qu’ici p peut étre < 0.

Ainsi, tout point M de g5 — {O} admet exactement comme SCP les (60, p) et les (6 +
m,—p), ot #(modulo)27 est I’angle de polaire de M et p=OM.

Réciproquement, pour tout (6, p) de R?, il existe un point M unique de g5 dont (6, p)
soit un SCP.

Pour # € R, on note u(f) = cosf i +
sin@?, qui est le vecteur normé d’angle po-

laire 6 et v(0) = Rotz(u(f)) = —sinf i + = —
- 2 Ainsi, (u(6),v(0)) est une base ortho-
cosf j . _
normée directe de &5

Mémoire de DIPES II 2015-2016 11



1.2. Courbes en coordonnées polairesM M

v(0)
u(0)

0 R
19 T
FIG1.1.11 Systéme de coordonnées polaire

Changement d’axe en coordonnées polaires

Soient v € R. R’ le repére orthonormé di-
recte déduit de R par la rotation de centre
O et d’angle a.

Pour tout M de &5 si (6, p) est un SCP
de M dans R. alors un SCP de M dans R’

S 4

est (0 — a, p) d’apreés la relation de Chasles
FIG1.1.12 Changement d’axe en coordonnées polaire
sur les angles

1.2.2 Représentation d’une courbe en coordonnées polaires

. Jil— e L .
Soient un arc paramétré de classe C". I' sa trajectoire.
t— M(t) = f(t)

supposons : YVt e I, M(t) + O.

Notons (z(t),y(t)) les coordonnées de M (t) dans R.
z(t) +iy(t)

V) + (s(1))’

C! sur I. D’apreés le théoréme de relévement, il existe une application 6 : I — R de classe

est de classe

L’application g : I — U définie par : Vt € I, g(t) =

C! telle que : Vt e I, g(t) = e®.

o) =\/(z())) + (y(1)) cosb(t)

y(t) = /() + (y(t)) sind(t)
donc 6(t) est 'angle polaire de M(t).

On a alors pour tout ¢ de I :

Notons J = 6(I)(qui est un intervalle de R.) et supposons : Vit € 6'(t) # 0. Alors
0:1 — J est un C* difféeomorphisme, c’est-a-dire un changement de paramétrage, et
donc f o @ est un paramétrage admissible de classe C' de T'.

la courbe I' est alors représentée par p = p(6) ot p:J — R est de classe C'. On dit

que I" admet I’équation polaire p = p(6). Dans la relation p = p(6). p peut étre # 0.
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1.2.3 La droite en Coordonnées polaires

1) L’équation polaire d’une droite D D
passant par O est 6 = a[7] ot « est 'angle

polaire de D. o

54

FIG1.1.13 équation polaire d'une droitel

2) L’équation polaire d'une droite D D
d’origine O est 6 et 0 = a[27]. ou « est

I’angle polaire de la demi-droite D. o

@)

&\r

FIG1.1.14 équation polaire d’'une droite2

3) Soit D : ax+by+c=0 (a,b) # (0,0), c#0, une droite passant par O. En notant

T = pcost
P Ona:
y = psinb
1

—%cosf — b sinf
C C

ar +by+c=0 < (acostd +bsind)p+c=0«p=

1

Réciproquement, pour tout (A, 1) de R*={(0,0)} , ’équation polaire p = FV—"
cosl + psin

Représente la droite D d’équation cartésienne Az + py — 1 = 0.

1.2.4 le cercle en coordonnées polaires

1) Le cercle de centre O et de rayon R(R > 0) admet pour équation polaire p = R.

Réciproquement, pour tout a de R?,
I’équation polaire p = a représente le cercle

de centre O et de rayon |a|.

FIG1.1.15 équation polaire d’'un cercle

2) Soit C' le cercle passant par O. Son équation cartésienne est de la forme :

2?2 +y? + 2az + 2by = 0.
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Ona:

r?+y? +2ax+2by =0 < p?+2(acosd +bsinf)p =0
p=0
-~ ou

p =—2(acosd + bsinf)

Comme il existe 6 € R tel que —2(acosf + bsinf) = 0. Finalement, C' admet comme
équation polaire : p = Acost + psinf. ou A = —2au = -2b
Réciproquement, I’équation polaire p = Acosf + usinf représente le cercle d’équation

cartésienne 2% + y? — Az — uy = 0, qui passe par O.

1.3 Coniques

1.3.1 Présentation générale

Considérons deux cones de révolution ayant le méme axe de révolution autour du som-
met O et symétrique par rapport a O.
On se propose d’étudier les différentes sections de ce solide avec les plans selon la position

de ces plans, on obtient I'une des figures suivantes :

6o\ A

cercle ellipse parabole hyperbole

FIGURE 1.1 — Présentation générale des coniques
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1.3.2 Etude monofocale d’une conique

Soit (D) une droite, F' un point fixé tel que F' ¢ (D) et e un nombre réel strictement
positif.
On désigne par K le projété orthogonal de F sur (D) et par (A) la droite (FK).

MF
Etude de (I'.)={ M eP ~ i e} avec H projété de M sur (D)

Proposition 1 : Py) (D) est un azxe de symétrie de (T'.)
Py) Intersection de (T'.) et (A)
— Sie=1, alors (T',) rencontre (A) en un seul point qui est le milieu de [FK].
— Sie+1, alors (I'.) rencontre (A) en deux points A et A’ tels que :

A =bar { (F;1,(K;e) } et A’=bar{ (F;1,(K;-e) }

Preuve:
Py) Soit M € (T'.). Posons M’ = sao(M). Montrons que M’ e (T,)

MF

Me(T i

€ (l,) <= Vi i

Puisque M" e (T), alors M'H' = M H.
MF M'F

M e (T,) «— VE g e M’ e (T.) avec H' le projété orthogonal

de M' sur (A). n

1.3.3 Définition et propriétés

Définition : Soit F' un point fixé tel que F ¢ (D) et e un réel strictement positif.
On appelle conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e [’ensemble
(Te) des points M du plan tel que : MF =ed(M, (D)).

- Sie=1, alors (I'.) est une parabole

- Si0<e<1, alors (T'.) est une ellipse

~ Sie>1, alors (I'.) est une hyperbole

Soit (T'e) une conique de foyer F, de directrice (D)) et d’excentrcité e.
On appelle axe focal de (T'.) la perpendiculaire a la droite (A) passant par le point F.

Mémoire de DIPES II 2015-2016 15



1.3. Coniques M M

Proposition 2 : Soit (I'.) une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité
e, d’azxe focal (A). On a les propriétés suivantes :
P1) (A) est un azxe de symétrie de (T.) ;
Py) 1) Sie=1, alors (I'.) rencontre (A) en un seul point qui est le miliew de [FK].
2) Sie#1, alors (I'.) rencontre (A) en deuz points A et A’ tels que :
A = bar{ (F;1,(K;e)} et A’=bar{ (F;1,(K;-e)}
Psy) 1) Si0<e<1, alors tout point de (I'.) est intérieur au cercle de diamétre [AA']

2) Sie>1, alors tout point de (I'.) est extérieur au cercle de diametre [AA’]

Preuve:
Py) Soit M € (T.), posons M’ e (T,)
Donc : (A) est un axe de symétrie de (I',)

Py) 1) Soit (I'e) une conique telle que e = 1. Montrons que (I'.)n(A)={ S}, ou S
est le milieu de [ F K]
Soit M € (T'.) n (A)
M e (I'.)n(A) < MF = eMH avec H projeté orthogonal de M sur (D) et
M e (A).
== MF=MK
= M =mil[FK] car F, K et M sont alignés.
Donc (I'.) n(A) ={ S} ou S milieu de [FK].

2) Supposons que e # 1

Soit M e (T.)n(A)={ S}
Alors M € (A) et MF =eMH, H étant le projété orthogonal de M sur (D)
— MF?-e*MH?=0
— (MF - eMH).(MF +eMH) =0
En prenant : A =bar{ (F;1,(K;e)} et A" =bar{ (F;1,(K;-e)}
— (1-)MAMA =0
:m.M—)A’=0car 1-e?%0
— MA=0 ou MA =0
Donc: M =Aou M=A'
Dou: (Te)n(A)={ A A"}

P3) 1) Si0<e<1
Soit M € (I',), alorson a: MF =eMH
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= MF<eMK

— MF?-e*MK?<0

— (1- ) MAMA <0
:m.M—)A’<Ocar1—62>0

== M est a l'intérieur de cercle de diameétre [AA’] |

Remarque 1.3.1 :
1) Lorsque e =1, le point S est appelé sommet de la parabole
2) Lorsque e # 1, les points A et A" de la propriété ci-dessous, sont appelés sommets

de (I'.) situés sur ’axe focal.

1.3.4 Etude d’une parabole

Equation réduite d’une parabole
Théoréme 1.3.1 :
Soit (P) la parabole de foyer F', de directrice (D) et de sommet S.

- — - 1 .
Dans le repére orthonormé (S, i, j ) ot i = S—FSF, (P) est la courbe d’équation y* = 2px
avec p=KF
Preuve:

Soit (P) la parabole de foyer F, de directrice (D). Soit K le projété orthogonal de F sur
(D).
Soit M (x;y) un point du plan et H le projété orthogonal de M sur (D).
p P
H(-5;y), F(530), M(z;y)
Me(P) — MF?=MH?
— (x—]—))2+y2 = (.71:+]—?)2
2 2 2 2
2 p

opr+ =+t -at-pr-=—=0
= @ -pr+ oyt —pr-o

— y*-2px=0

— y?’=2px
- —
Donc (P) est la courbe d’équation y* = 2pz dans (S, i, j ). n

Remarque 1.3.2 :
1) L’équation y? = 2px est une équation réduite de (P).

2) Le réel strictement positif p est appelé paramétre de la parabole (P)
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Equations réduites y? = 2px 2% =2py
Parameétre Ip|
Sommets O
. . . _ P . 3 p
Directrices (D):x= -5 (D):y= -5
o\ F

.;.F

(@]
Courbes

TABLE 1.1 — Tableau récapitulatif de I’étude d’une parabole

3) Si on échange les axes (S, 7) et (S, ?), alors on obtient une équation réduite de
(P) sous la forme z? = 2py.
Dans ce cas, F'(0; g)

Exemple 1.3.1 :

1) La courbe (C) d’équation y? = 6x est la parabole de foyer F (2;0), de directrice

(D):x= —g et de paramétre 3
2) La courbe (P) d’équation z* — 4z +2y —1 = 0 est la parabole de sommet S(2; g),

1 1
de foyer F'(0; 5), de directrice (D) :y = 5 et de parameétre 1
En effet, (P):2? -4z +2y—-1=0.

Donc (P): (z-2)*+2y-5=0.
Ainsi : (P):(z-2)?=-2(y - g)

)
Dot : X?=-2Y avec X =2 -2 ethy—é.

De ce qui précede, on constate que I’équation réduite d’'une parabole dans un repére bien
choisi est sous I'une des formes suivantes : y* = 2ax;2? = 2ay (paramétre |a| ) Le tableau
suivant regroupe les éléments caractéristiques d’une parabole suivant le type d’équation

réduite .
- —
i,7)

On munit le plan du repére orthonormé (O,

Y
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Proposition 3 : Soit (P) la parabole d’équation y* = 2px (p+0). La tangente en un
point Mo(xo;yo) a pour équation yyo = p(x + o)
Exemple 1.3.2 :
Soit (P) la parabole d’équation y? = 9.
Déterminer ’équation de la tangente (7°) en un point My(1;3)
(T):3y= g(x +1) c'est-a-dire (7):3z-2y+3=0

Remarque 1.3.3 :

Si (P) a pour équation x? = 2py, alors 1’équation de la tangente en un point Mg (zo; o)
est donné par : zz = p(y + yo)

Preuve:

Exercice ]

1.3.5 Etude d’une conique a centre

Proposition 4 : Soit (I'.) une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité

e(e#1). Soit A et A’ les sommets de (T'.) situés sur l’axe focal, dans un repére orthonormé
©,7,7) on 7 = =-04
, 1,7 )ou i =—0A.
/ 0A .

(L) est la courbe d’équation = + p

=1 avec a = OA, ¢c=OF et O le milieu de [AA"].

Preuve:
Soit (I'.) une conique a centre, de directrice (D), de foyers F' et F' et d’excentricité e
(e+1)
Ona: A= bar { (F;1),(K;e) } et A’=bar{ (F;1),(K;-e¢) } .
- = - 1 =
On munit le plan du repére orthonormée (O, i, j) ou i = —OA.
Onadonc: AF+eAK =0 et AF-eAK =0
Ainsi : OF +eOK = (1+e)0—/)4 et OF - cOK = (1—6)51—4_),= (6—1)(74
En additionnant ces deux relations, on obtient : 251?’ = 260—1)4
— —
= OF =eOA
— — — —
De méme : 2e0K =20A < OA =eOK
Ainsi, en posant : a = OA et ¢ = OF

||5]_5||:||eOA||<:>OF:eOA<:>c:ea(:»e=g
2
OAZBOK«::)OA:@OK@OKZEZG_
e ¢

Soit M (z;y) un point du plan et H son projété orthogonal sur (D), alors dans le repére
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—
1

> — a?
<O7 y J )a F(C70) et H(?vy)

Me(l,) < MF?*-c*MH?
2

a
— (r-c)?+y?-e*r-—)?=0
c
2 2., .2 2,2 2@ pat
= ' -2cx+c+y et 42" —r-e"— =0
c c
2 2,0 C o 2 ¢
= "-2cx+c+y - +2cx-a”=0care=—
) a a
c
—= (1-5)+y*+(F-d*)=0
a
a?=C\ 5 o 5 o
= Z )zt +y=a-c
2 2
N )
Dou: — + =1 ]

a? a2 — 2

Remarque 1.3.4 :
2

1) — 2y 5 = 1 est appelé équation réduite de la conique a centre (T.)
a? a’-c
- — . a? 2 .
2) Dans (O, i, j ), la courbe d’équation — +—=— =1 est la conique de foyer F'(c;0)
a? a’-c
a2

et de directrice (D) :x = —
c
3) L’équation d’une conique & centre reste inchangée lorsqu’on substitue x par —z et

Yy par -y
Corollaire 1.3.1 :

Soit (I'.) une conique a centre, d’axe focal (A), de foyer F et de directrice (D)

(¢1) La médiatrice de [AA’] est un axze de symétrie de (T.)

(c2) Le milieu O de [AA'] est un centre de symétrie de (I'.)

(c3) F'=500)(F) et (D') = s(0)((D)) sont aussi des foyers et directrices de (I'.)
Remarque 1.3.5 :
FF'=2c est appelé distance focale de la conique a centre (T'.).

2 2

Dans la suite, I’équation réduite d’une ellipse sera donnée sous la forme —+ =i 1 et, celle
a
22 2 22 2
d’une hyperbole sera donnée sous I'une des formes suivantes : — - 2o lou-—+ o 1
a a

1.3.5.1 Etude d’une hyperbole

a) Equations réduites.
Selon la forme sous laquelle se présente une équation réduite d’une hyperbole, le

tableau suivant présente les éléments caractéristiques d’une hyperbole.
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M
Hyperbole
_ . 27 2 27 2
Equations réduites = 1 St 1
Demi-distance focale c=Va%+bh?
.. & C
Excentricité e=— e=-
a b
Sommets A(a;0) , A'(-a;0) B(0;b) , B'(0;-b)
Axe focal (AA") (BB')
Foyers F(c;0), F'(-¢;0) F(0;¢) , F'(0;-c)
a? a? b? b?
Directrice (D):x=—,(D'):x=-— (D):y=—, (D) :y=—
c ! c ; c c
Asymptotes (A):y=—x, (A"):y=—2x
a a
Hyperbole -
j fl
Courbes

TABLE 1.2 — Tableau récapitulatif pour ’hyperbole
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b) Equation de la tangente en un point de I’hyperbole.

2 2

Proposition 5 : Soit (1) une hyperbole d’équation réduite —%+% =1, Mo(zo;90) €
(H).
La tangente a (1) en xg est la droite d’équation : —% + % =1.
Remarque 1.3.6 :
Lorsque (H): Z—z - y—z =1, 'équation de la tangente en un point My(xo;yo) € (H) a
pour équation : % - % =1.

Exemple 1.3.3 :
Soit (H) la courbe d’équation —22° + 3y? = 1
1) Donner la nature et les éléments caractéristiques de (H)

2) Déterminer ’équation de la tangente a (H) au point My(1;1)

Solution :

2

CORCON

1) Ona: (H):-222+3*=1 <= (H):-

Donc () est une hyperbole.

. 11\/31;[ 5
V2 3 Ve _\ﬁ_ 2
3
1
* Sommets : B(0; —);
\ V3
+ Axe focal : (BB')

1 1
+ Directrice : (D) : y=3 Ny 3\@x

_x(
*Foyers F(O\[)F(O \/>)

2) ——+ —1<:> (T): -2z +3y=1
2 3
Remarque 1.3.7 :

L’hyperbole est dite équilatére lorsque a=b

Et dans ce cas, ’excentricité vaut V2 et les asymptotes sont orthogonales.

¢) Equation de I'hyperbole rapportée a ses asymptotes.

Proposition 6 : L’équation réduite d’une hyperbole (H) rapportée a ses asymp-

totes est de la formeY = % avec k € R*.
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d) Définition bifocale d’une hyperbole.
i . T &
Proposition 7 : Soit (H) un hyperbole d’équation réduite el 1 (a>0,
b>0).
Dans un repére orthonormée (O,?,T), (H) est l’ensemble des points M de plan
tel que |MF'— MF|=2a
Remarque 1.3.8 :

La proprosition ci-dessus s’appelle définition bifocale d’une hyperbole

Exemple 1.3.4 :
2

Donner une définition bifocale de I'hyperbole (#) d’équation % -yt=1

Solution :
a2 = a=\2
(H) est I'ensemble des points M du plan tels que |[MF' - MF|=2v/2 avec F(V/3;0)

et F'(=\/3;0) dans un repére orthonormée (O, i, j)

1.3.5.2 Etude d’une ellipse

Dans les paragraphes précedents, nous avons établis que l’équation réduite d’une

- —
conique a centre dans un repére convenablement choisi (O, 7, 7) était de la forme

x? 2 c
r,_ Y =laveca=0A,c=0F,e=-
a?  a?-c? a

. - —
Le plan est muni du repére orthonormé (O, i, j)

. 22 2
Proposition 8 : La courbe (£) de lellipse d’équation réduite : — + 2 1 avec a >
a

b
b>0 est la réunion des courbes de deux fonctions f et g définies par f(x) =—Va®-x? et
a
b
o) = ~VaE 2
a

Preuve:

Soit M (x;y) un point du plan.
2

Me(@€) = Z+72 -1

!
|
|

[
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ler Cas (a > )

2¢éme Cas (a < b)

. r? oy
Equation réduite R 1
Demi-distance focale c=Va?-0b? c=Vbh?-a?
. c c
Excentricité e=— e=-
a b
Sommets A(a;0) , A'(-a;0) B(0;b) , B'(0;-b)
Axes particuliers | Axe focal (AA") (BB')
Grand axe [AA] [BB']
Petit Axe [BB'] [AA']
Foyers F(c;0) , F'(-¢;0) F(0;¢) , F'(0;-c)
a? a? b? b?
Directrice (D):z=—,(D'):x=-— D):y=——,(D"):y=—
c c c c
Courbes

TABLE 1.3 — Tableau récapitulatif des éléments caractéristiques d’une ellipse.

Donc (€) est la réunion des courbes représentatives des fonctions f et g définies par

o) = SV et (o) = -2V

Remarque 1.3.9 :

a) Les courbes (Cr) et (C,) sont symétriques par rapport a l'axe (O, _z))

b) Les courbes (Cr) et (C,) admettent en x = a une demi-tangente verticale.

1.3.5.3 Tableau récapitulatif des éléments caractéristiques d’une ellipse dans

un repére orthonormée

Remarque 1.3.10

Lorsque a = b, alors on obtient un cercle de centre O et de rayon a.

Exemple 1.3.5 :

Donner la nature et les éléments caractéristiques de la courbe d’équation :

Solution:

a=2;b=3(b>a) etc:\/9—4:\/3;e:?
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* Sommets : B(0;3); B'(0;-3); A(2;0) et A'(-2;0)
* Axe focal : (BB'); grand axe [ BB']

Foyers : F(0;1/5); F'(0;-V5)
9v5 V5
5)

*

*

Directrices : (D) :y = = (D'):y= |
- 22 2
Proposition 9 : Soit (I'.) une ellipse d’équation réduite a2t T 1. Soit My(zo;y0) €
a
(€).
La tangente a (T'.) au point My a pour équation : 13_520 + % =1
a
Exemple 1.3.6 :
22 y?
Soit (&) léllipse d’équation réduite < t9 " 1.
Déterminer ’équation de la tangente a (C) au point My(0;-3)
Solution:
3
MO(O;—3)E(5)<:>§y:1<:>y:3 n
1.3.5.4 Représentation paramétrique d’une ellipse
22 2
Proposition 10 : Soit (&) Uellipse d’équation réduite — + i 1 alors (£) a pour
a
) ) T = acost
représentation paramétrique avec t € R
y = bsint
Preuve:
2,2
Etant donné que Y. 1, alors -1 < Ttet-1<Z<1
a?  b? a b
x
— = cost
Donc il existe un t € R tel que CyL
= =sint
b
T = acost
D’ou :
y = bsint

Exemple 1.3.7 :

(412 (-3
16 25
Dans un repére orthonormée (O, i, j ), donner une représentation paramétrique de (€).

1.

Soit (£) lellipse d’équation réduite
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1.3. Coniques M M

Solution:

Donnons une représentation paramétrique de (£).

(x+1)2 (y-3)? r+1 y-3
(€): =1 = (€): () (=)=
25 )
:v +1
= cost
=—> dteRR, *
Yy o
—— =sint
)
x =-1+4cost
= dtelR,
y =3+ Hsint
x2 ¥
Proposition 11 : Soit (£) lellipse d’ equatzon St s =1(a>b>0) de sommets A

et A" situés sur l'aze focal alors : f(C) = (£) avec (C) le cercle de diametre [AA'] et f
Uaffinité orthogonale de rapport b et d’aze (AA")
a

Preuve:

Soit, (£) : a_2 +Z—§ =1(a >b>0) dans un repér orthonormé (O, _z'>, T) Soient (C) le cercle
de diametre [AA’] et f I'affinité orthogonale de rapport 2 et d’axe (AA").

Soit M (z;y) € (C). Montrons que M' = f(M) € (£).

Posons M'(z';y") un point du plan tel que M’ = f(M)

!

T =x T = acost
=f(M) p et Me(C) <= 3JteR,
y’:ay y = bsint

x' =x = acost

Donc : b

y' = —y = bsint
a

D'ou: M' e (€) donc f(C) = (£). m

1.3.5.5 Définition bifocale d’une ellipse

2 2

Proposition 12 : Soit (£) ellipse d’équation :z:_ + le? =1(a>b>0) dans un repére
CL

orthonormé (O, 7 , j ).
(C) est l’ensemble des points M du plan tel que MF + MF' = 2a avec F et F' les foyers
de Uellipse (£).

Remarque 1.3.11 :

La propriété ci dessus porte le nom de définition bifocale de l'ellipse (£)
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Exemple 1.3.8 :
- —
Le plan est muni du repére orthonormé (O, i, j ).
q . 22 g2
it t—+==1

oit (&) et
* Donner une définition bifocale de (&)
* Soient F et F' deux points du plan tels que F'/F' =3 et [MF + MF'| = 2a pour tout

point M € ()

* Donner ’équation réduite de (£) dans le repére orthonormé (O, _z'>, 7)
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CHAPITRE DEUX

SURFACES EN DIMENSION 3 :

U désigne un ouvert de R? et k désigne un entier> 1 ou = +o0

2.1 Généralités

Définition : On appelle nappe paramétrique(de classe C*) toute application ¢ :
U —s ¢35 de classe C* sur U.

Si ¢ : U —> e de classe C* sur U. est une nappe paramétrée, on appelle image
de ¢ la partie ¢(U) de e3. On dit aussi que ¢(U) est une surface admettant ¢ pour
représentation paramétrique(en abrégé : RP).

Soit S une surface admettant ¢ : U — &3 comme représentation paramétrique (de
classe C*), (x(u;v), (y(v;v), z(u;v) les coordonnées de ¢(u;v) dans R. On obtient une
équation cartésienne (en abrégé : EC) de S en éliminant (u,v) dans le systéme d’éga-

x =z(u;v)

lités Y= y(u7 ’U)

z = z(u;v)

Exemple 2.1.1 :

T = Ucosv

1 La surface de RP {y = ysiny  (u;v) € R* admet pour EC : (22 + y2)2 -2=0.

Z=U
r=u+v

2) Soit S la surface de RP : {y = 42 + 0 (u;v) € R?

z=u’+0°
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2.1. Généralités M M

T=U+v T=U+0 U+v=2x
Ona: 2 .2 2 2 22—y
na:yy=vu’+v°=(u+v)*-2uv <y =2"-2uv < uv = 5
3x(x? -
z=u?+0v% = (u+v)® - 3(u+v)uw 2 =23 - 3zuv z:xS—M

puisque u,v sont ici déterminés par leur somme o et leur produit 7, sont donc les

U+v=2x 22—
zéros du polynéome X2 -oX +m, on a: I(u,v) € R?, 22—y = 2?-4 5 Y

2

>0 <

uv =
2y — 22 > 0.
23 -3zy+22=0

Ainsi, une EC de S est : 22
y2 B
Autrement dit, S est la surface d’EC 23 - 3zy + 22z = 0. « Limité »par la condition
2
x
> —.
Y27
Théoréme : (des fonctions implicites) Soient V un ouvert de R®*, A = (a,b,c) €

V., F:V — R une application
o F(A)=0

On suppose : 1o F est de classe C' sur V  Alors il existe des intervalles ouverts

o Fl(A)+0

v1,v9 de R centrés respectivement en a,b et un intervalle ouvert w de R centré en c tels
que :

e vixuvyyxwcV
e il existe une application unique p : vy X v — w telle que :

v (ac,y)€v1><v2, F(I,%@(xay)):o

o ¢ estde classe C' sur vy x vs.

De plus, si F est de classe C*(k > 1) sur V, alors ¢ est de classe CF sur vy x vy

Remarque: 6 : 1) L’intersection de deuz surface est « en général »une courbe. Par
exemple, l’intersection d’une sphére de centre O et de rayon R > 0 et d’'un plan
(situé a une distance<R de O) est un cercle.

2) Toute courbe peut étre considérée(d’une infinité de fagons) comme intersection de
deuz surfaces. Par ezemple, la courbe I' de RP (xv = t3;y = t*;2 = t°, t e R) est

Uintersection des deux surfaces d’EC : y* = 2*;y° = 2*.
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2.2. Plan tangent M M

2.2 Plan tangent

1) Plan tangent en un point d’une surface définie par une représentation

paramétrique

Définition : Soient ¢ : U — €3 (u,v) — M(u;v) = ¢(u,v) une nappe paramé-
trique de classe C', S = ¢(U), M(u;v) un point de S

_)On dit que M (u;v) est un point régulier de ¢ (ou : de S) si et seulement si la famille

%(u;v); %(u,v)) est libre.

On dit que ¢ est une nappe paramétrée réguliére(ou que S est une surface réguliére)

si et seulement si, pour tout (u,v) de U, M(u;v) est un point régulier de S

Remarque: 7 : En définissant une notion de changement de paramétre admissible(utilisant
la notion de C* difféomorphisme d’un ouvert de R? sur Uouvert U de R?, on peut montrer
que, la notion de point régulier est tnvariante par changement de paramétrage admissible.
Ce qui justifie la définition de point régulier de S ; au liew de .

¢:U— ;3

Définition : Soient une nappe paramétrée de classe
(uvv) — M(uvv) = qb(uﬂ})

Ct, S=¢(U), M(u;v) un point régulier de S.
On appelle plan tangent en M(u;v) a S le plan passant par M (u;v) et dirigé par

96, 9
(Gt o)

FIG2.1 plan tangent a une surface
Remarque: 8 : On peut montrer que le plan tangent en un point régulier de S est inter-

changé lors d’un changement de paramétrage admissible.

Exemple 2.2.1 : Montrer que le point A de paramétres (u = 1;v = 1) de la surface de

.TZU/‘F/UQ
RP{y=u?+v
2=

est un point régulier de S, et former une EC du plan m tangent en A a S.
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2.3. Plan tangent en un point d’une surface définie par une équation
cartésienne M M

Lapplication ¢ : R* — g3 (u,v) —> (u +v* u? +v,uv) est de classe C* et pour tout

(u,v) de R?, on a

¢ ¢
8_(5(%1]) = (1,2u,v). a—f(u,v) = (2v,1,u).
¢ ¢ ¢ ¢
En particulier : 8—z(1,1) =(1,2,1) a—f(l,l) =(2,1,1). (a—i(u,v),a—f(u,v))

est libre et donc A est un point régulier de S

Une EC de 7 est :
X-21 2

M(X,Y,Z)er |y -2 2 1|=0eX+Y-32-1=0
Z-1 11

Définition : Avec les hypothéses de la proposition précédente, on appelle :
e (droite) normale en M a S la droite orthogonale en M au plan plan tangent en
M aS

e (droite) tangente en M a S toute droite passant par M et incluse dan le plan

tangent en M a S

FIG2.2 Droites tangentes a une surface

2.3 Plan tangent en un point d’une surface définie par

une équation cartésienne

Soient V un ouvert de R3, F :V — R de classe C! sur V, S est la surface I’EC
F(x,y,2) =0, A(a,b,c)eS.

Supposons d’abord F(A) #0

D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe deux intervalles ouvert vy, vy de

R centrés en a et b respectivement et un intervalle ouvert w de R centré en c tels que :
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2.3. Plan tangent en un point d’une surface définie par une équation
cartésienne M M

ovy Xy xwcV
eil existe une application unique ¢ : v; x v — w tel que

V(l‘,y) € VU1 X U27F(x7y7%0($7y)) =0

@y est de classe C! sur vy x vs.

La surface S admet donc au voisinage de A la RP ¢ : v; x vg —> &3 (z,y) —

(z,y,0(2,9))
Comme ¢ (z,y) = (1, 0, @é(m,y)) et gzﬁg/(x?y) = (0, 1, cp;(:z:, y)), il est clair que (gb;(a, b), gb;(a, b))

est libre et donc S admet en A un plan tangent 7 et m a pour EC :
X-a 1 0

p(X,)Y,Z)enm < Y -b 0 11=0 e -¢,(a,b)(X ~a) - ¢,(a,b)(Y -

Z-c ¢,(a,b) ¢,(a,b)
b)+(Z-¢)=0

comme : VY (z,y) € v x vy, F(x,y, go(x,y)) =0 on obtient en dérivant par rapport & x
et par rapport a y :
Fy(z,y,0(2,9)) + Fi(2,y, (2, 9)) i (2,y) = 0

F(z,y,0(x,y)) + Fi(z,y, 0(z,y)) e} (z,y) =0
Puisque FJ(A) # 0 et que (z,y) — F.(z,y,¢(x,y)) est continue en A, on a au

V(z,y) € vy x v,

voisinage de (a,b) : Fz’(x,y,go(:t,y)) 0
Quitte & modifier v; et vy, on peux supposer :

V(z,y) €vi xva, Flw,y,0(z,y)) %0

On obtient :
Fi(z,y,0(z,9))

Fl(zy,0(x,y))

A _
m et gpy(a,b) =

Ey(z,y,0(x,y)
Fi(z,y,¢(z,y))

. et donc en reprenant 'EC de

V(z,y) €vy xva, 0" (2,y) = et p,(7,y) =
Fy(A)

Fi(A)

En particulier ¢! (a,b) = -
7w obtenue plus haut :

p(X\)Y,Z)em = F(A)(X -a)+ F,(A)(Y -b)+ F[(Z-c)=0

En permutant les roles des variables , ce dernier résultat est encore valable dés que
Fi(A)#0ou F (A)=0

Rappelons qu’on appelle gradient de F [’application gr—aglF c v — R3 M —
(FL(M), Fy(M), FI(M))

et résumons 'étude.

Théoréme : (Plan tangent en un point d’une surface définie par une équation carté-
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2.4. Position d’une surface par rappokdt a4 un plan tangent M

sienne)

Soient V un ouvert de R*, F : V — R une application de classe C* sur V, S la
surface 'EC F(z,y,z) =0. A(a,b,c) € S.

Si gr_agiF(A) £ 0 alors A est un point régulier de S. le plan tangent en A a S est
normal a WF (A) et admet pou EC :

(X =a)Fp(A)+ (Y =b)F,(A) +(Z - c)F.(A) = 0.

Exemple 2.3.1 :

Former une EC du plan tangent en A(1,1,-1) & la surface S d’EC : 2%y3 +y?2% + 2223 -

1=0
Notons F : R — R (z,y,2) — 2%9y*+y?2°+2%2° -1 = 0. il est clair que F'(1,1,-1) = 0.
F est de classe C! sur R? et pour tout (z,y,2) de R? :
Fl(x,y,z) = 2xvy? + 322>
d'ou F (A)=5, Fj(A)=1 F)(A)=1
N N
et donc gradF'(A) # 0

_0.2,2 3 .22 3
F(x,y,2) =30%y" +2y2°,  Fl(x,y,2) =3y°2" + 21°2.

Ainsi, S admet en A un plan tangent 7 et une EC de 7 est :
5(X-1D)+(Y-1)+(Z+1)=0.
ou encore bX +Y +2Z-5=0

2.4 Position d’une surface par rapport a un plan tan-
gent

Considérons une surface S d’EC z = ¢(z,7) ot ¢ : U — R est de classe C' sur un
ouvert U de R?. Nous avons vu en 2) que le théoréme des fonctions implicites permet sous
certaine conditions de se ramener a ce cas

Soient (a,b) € U,c = p(a,b) ,A(a,b,c).w le plan tangent en A & S : 7 est dirigé par
K +p? et ? + q?. ot on a noté p =, (a,b) q=,(a,b) (notations de Monge)

Nous allons étudier la position de S par rapport a m au voisinage de A

A cet effet, pour (z,y) € U, notons h = x —a.

k =y —b et considérons le point M (x,y, zpr) de S et le point P(z,y,zp) de 7
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h 10
On a donc : zy = p(z,y) = p(a+h,b+k). et dautre part : | k0 1| =0 dou:

fp—C P g

zp = c+ph+qk

La position relative de S et 7 est donnée par le signe de z,; — zp

Supposons que ¢ soit de classe C? sur U et notons r = ¢"(a,b), s = oy, (a,b),
t=¢"(a,b)

On sait que ¢ admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de (a,b) de la
forme

o(a+h,b+k)=p(a,b)+ph+qk + %(th +2shk +tk?) + O(h* + k*)((h, k) — (0,0))

On déduit zy; — ZP%(T}F + 2shk +tk?) + O(h? + k?).

Comme dans I'étude des extrémums des fonctions de deux variables réelles, on conclut :

2
s°=rt<0
e Si . alors S est situé au voisinage de A au dessus du plan tangent 7w &
r>0
Sen A
| s2=rt<0 ) o
e Si . alors §' est situé au voisinage de A au dessous du plan tangent 7
r<0
asSenA

e S s®—rt>0, alors, S traverse son plan tangent 7 en A

2.5 Intersection de 2 surfaces

Soit I' une courbe de l'espace définie
comme intersection de 2 surfaces R, S. Sup-
posons que R et S admettent des EC :

R:F(c,y,z)=0et S:G(x,y,2)=0

ou F,G:V — R. sont des applications
de classe C! sur un ouvert V de R3

Soit A(a,b,c) € T'. Supposons que la
famille (gradF(A);gradG(A)) soit libre.

Alors R et S admettent en A des plans tan-

. . ents notés respectivement mg, g et on a :
FIG2.3 intersection de deux surfaces & P R 7S
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Nous allons montrer que I' admet en A une tangente T". et que : T' = mr N 7g.
FI(A) F!/(A) Fl(A
par hypotheése : rg A Ey(A) E(A) =
G(A) Gy(4) GL(A)
F/(A) Fl(A
y(A) A
G,(4) GL(A)

D’aprés le théoreme des fonctions implicites, il existe un intervalle ouvert v de R centré

Quitte & permuter les roles de x,y et z, on peut donc supposer

en a et des intervalles wy,ws ouvert de R centrés en b et ¢ respectivement tels que :

owy Xxwy xvcV

eil existe un couple d’applications ¢ : v — wy, ¥ :v —> wsy tels que :
F(z,0(z),9(y)) =0
Gz, (), ¥(x)) =0

e .7 sont de classe C! sur v

Vo ew;

Autrement dit. I' admet au voisinage de A la RP :
ver y=g(e) 2=
Un vecteur tangent VenAaT adonc pour coordonnées (1,¢'(a),1’(a)) et est non
nul.
Enfin :
7 I / / d
V grad(4) = FJ(A) + ¢! (a) FL(A) = (@F(az, w(x),w(:v)))(a) 0
N N
donc V e mp. et de méme V e mg

Résumons 1’étude.

Théoréme : Soient R, S deux surfaces. '=RnS, Ael.
On suppose que A est un point régulier de R et de S. et que les plans tangents . Ts
en A a R,S sont distincts. Alors A est un point régulier de I' et tangente en A a T est
TRNTg.
23+ yP+ 23 =18

Exemple 2.5.1 : Déterminer un vecteur tangent en A(-2,-1,3) a la courbe I :
xy+yz+zr=-7

Remarquer d’abord : Ael’

Awvec la notation de ’étude précédente :

o F(x,y,2)=a+y>+2°-18, gradF(z,y,2) = (322,3y?, 32%).
gradF(A) = (12,3,3)

o G(r,y,z)=ay+yz+zx+7  gradG(z,y,z)=(y+z,z+x,2+Yy).
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gradG(A) =(2,1,-3)

_— —_ —
e gradF(A) A gradG(A) = (-12,42,6) = 0
D’aprés le théoréme précédent. I' admet une tangente en A et celle-ci est dirigée par

— — — - —
gradF (A) A gradG(A). donc par : =24 +75 + k

2.6 Surface de révolution

Dans cette partie, on va considérer les courbes en
dimensions 3 pour leur étude qui nous permettra de

faire I’étude dans le plan.

Définition : On appelle Surface de révolution la surface S
obtenue en faisant tourner une courbe I' autour d’une droite A.

On dit que A est Uaxe de S .

On appelle méridienne (ou demi-méridienne) de S

lintersection de S avec le demi-plan limité par A. FIG2.J Surfate de révolution

On appelle paralléle de S le cercle de S d’axe A et rencontrant T’

Remarque: 9 : 1. Une surface de révolution a un axe unique

2. Avec les notations de la définition, S est la réunion de ses paralléles.

2.7 Surfaces Usuelles

2.7.1 Cylindre
Définition

A Soient A une direction de droites et
[' une courbe. On appelle Cylindre ou
(Surface cylindrique) de directrice I' et de

direction des génératrices A la réunion

S des droites de €3 de direction A et rencon-

FIG3.1 cylindre trant T" .

Mémoire de DIPES II 2015-2016 36



2.7. Surfaces Usuelles M M

Pour tout point M du cylindre S, on appelle génératrice de M (sur S) la droite passant
par M et de direction A.

On appelle section droite du cylindre S I'intersection de S avec un plan orthogonal &

Soient % un vecteur dirigeant A et m: I —s €3 t+—> m(t) une RP de T

(A)

Alors une RP du cylindre S de directrice I' et de direction des génératrices A est :

IxR—e3 (t,\) —m(t) +\U

Exemple 2.7.1 :

Une représentation paramétrique du cylindre de directricel'(x = t,y = t*, 2 = t*, t€R)
r=t+2\
et de génératrice paralléle & (2,1, -3) est : y=t2+ X\ (t,)\) e R?

z =13 -3\
Soit S un cylindre de directrice I'. de direction des génératrices A. Considérons un

repére R' = (O, ?, ?, ?) tel que % dirige A. Le cylindre S admet dans R’, une EC de la
forme f(X,Y") = 0. Dans le repére initial R, S admet donc une EC de la forme f(P,Q) =0
ou P et ) sont des « (premiers membres d’EC) de plan) ». D’ou la régle pratique :

On reconnait qu’une surface S est un cylindre lorsqu’elle admet une EC de la forme

f(P,Q)=0o0u P et @ sont des plans sécants. De plus, dans ces conditions, les génératrices

Q=0

de S sont paralléles a la droite d’EC

Exemple 2.7.2 : La surface S d’EC : 7ty (z+2)e* =0 est un cylindre puisqu’en
notant p=x+z et Q =y, S admet pour EC : P _p =,

. -> -
Les génératrices de S sont paralléles a i — k ;

Proposition 11 : Le plan tangent en un point régulier d’un cylindre contient la gé-

nératrice de ce point.

Preuve : Le cylindre S admet une RP
¢: I xR — g3 (t;\) — m(t) + AU oum:1 —R
est une RP de T de classe C et W dirige la génératrice

Comme %—f(t,/\) =, le plan tangent en M(t,\) a
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S contient la droite passant par M et dirigé par u,

c’est a dire la génératrice de M.

FIG3.2 Plan tangent & un un cylindre

Remarque: 10 : Soit S un cylindre de directrice I' de direction des génératrices A. Sup-
posons que I' soit plane et réguliére, et que A me soit pas paralléle au plan P de T.

En notant m : I — e3 une RP de T, Une RP de S est : ¢ : [ xR —> &3 (t; A) —
m(t) + AU alors ¢ est de classe C' et pour tout (t,\) de I xR :

—

6¢ TR 8_& =
LA = w). (N =T

Par hypothese, m'(t) + 0,m/(t)e P, u € P.

. 0¢ 0¢ . o . .
Il en résulte que E(t’ A); ﬁ(t’)\) . est libre et ainsi, tout point de S est régqulier.
De plus, le plan tangent en M a S est le plan passant par M et contenant la génératrice

de M et la tangente en m a .

2.7.1.1 Cylindre de Révolution
Définition

Un cylindre de révolution est un solide
délimité par deux disques superposables
et paralleles appelées les bases du prisme
La hauteur du cylindre est la distance
entre les centres des deux disques.

I’axe du cylindre est la droite

passant les centres des deux disques
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2.7.1.2 Volume d’un cylindre

Le volume d’un cylindre de révolution est égal au produit de I'aire de sa base par sa

hauteur.

Exemple 2.7.3 :

alculer le volume du cylindre ci dessous :

L’aire de la base est I'aire du disque de rayon 1,5cm
R=nr?~3,14 x1,5% ~ 7,065cm>

VY 3,5x7,065~ 24, 73cm?

Le volume de ce cylindre est d’environ 24,73cm?

2.7.1.3 Coordonnées cylindriques

Soient M € esM ¢ 2'z, (x,y,z) les coordonnées de M dans R m la projection ortho-

gonale de M sur zOy, [0, p] un systéme de coordonnées polaire de m

A
On dit que, (0, p, z) est un sistéme de coordonn .
cylindriques de M. Ainsi,
—>
J
-
x = pcost Q& L y X
y = psinf 0
x
c=z FIG3.6 Coordonnées cylindriques

On convient que les points de 2’z correspondent aux systéme de coordonnées cylin-

drique (6,0, 2)(0 n’est pas clairement défini).
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2.7.2 Cones
Définition

Soient €2 un point de €3, I' une courbe.
On appelle Coéne S de sommet (2 et de directrice I' la réunion
des droites passant par €2 et rencontrant I'

Pour tout point M du cone S. sauf €2, on appelle génératrice

de M(sur S) la droite (2, M) FIG3.7 Cone

Remarque: 11 :

1. On impose souvent la condition €2 ¢ I'. ou si I' est plane dans un plan P, 2 ¢ P.

. . m:I —e3
2. le sommet 2 du céne n’a pas de génératrice. Soit une RP de I’
t — m(t)

Alors, une RP du cone S de sommet €) et de directrice I" est :

@I xR —¢3 )
__, cC’est a dire en notant

(£, ) — Q + AQm(t)

M (t, M) le point courant de S : Qm(t, \) = AQm(t)

Le sommet 2 est obtenu pour A = 0(et ¢ quelconque)

Exemple 2.7.4 :

Le cone de sommet €2(1,-1,1) et de directrice I'(z = ¢,y = t?, z = t3;t €¢ R) admet pour
RP

r=1+\t-1)
y=-1+At>+1), (t,)\)eR?
z=1+ At +1)
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Soit S un cone de sommet €2, de directrice I'. On suppose que I' est plane et que (2
n’est pas dans le(un) plan P de I'. Il existe un repére orthonormé directe (2, _z'), 7, ?)
tel que le plan P admette pour EC dans R’ : Z=h (heR})
f(X,Y)=0

Z=h
On a pour tout point M(X,Y,Z) ee3 tel que Z+0 :

La courbe I' admet un SEC :

MeS < (%a,am&*,@:@%)

< (H(Xl,Yl,)\) eRxRxR*; X=XX;, Y=XY] Z=Xh, f(X1,Y1)= O)
hX hY
— W —1=0
(77)
D’ou la régle pratique :

P
On reconnait qu’une surface est un cone lorsqu’elle admet une EC de la forme f| — Q) =

R'R
0 ot P, @, R sont des plan (sécants en un seul point) de plus, dans ces conditions le sommet

Q de S est défini par : P=Q =R=0.

Exemple 2.7.5 :

Proposition 12 : Le plan tangent en un point réqulier d’un cone contient la généra-

trice de ce point.

Preuve

O I xR — €3

(£, ) — Q + \Qm(t)

o m: I — g3 est une RP de I' de classe C! et Q le sommet de S

le cone S admet pour RP

0 —_— e
Comme g(t, A) = Qm(t) et que Qm(t) dirige la génératrice de
M (On supposera 2 ¢ I') le plan tangent en M a S contient la génératrice de M.
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Remarque: 12 :

1. Soit un cone de sommet €2, de directrice I'

Supposons que ' soit plane et réguliére et que €2 ne

soit pas dans le plan P de I'.

En notant m: [ — 3 une RP de I', une RP de S est : FIG3.8 Plan tangent a un cone

gb xR — £3
_—
(t,\) — Q+ XOQm(t)
Alors ¢ est de classe C* et pour tout (¢,\) de I x R*:

—

9, == 09, . ==
S (02 =X () SH(EA) = X0m(t)

_—

s - — —
Par hypothése : A#0, m/(t)# 0, m'(t)e P,Qm(t) ¢ P.

— —

0 0
Il en résulte que (a—f(t, A), a—f(t, )\)) est libre , et ainsi, tout point de S sauf €2 est
régulier
De plus, le plan tangent en M (+€2) a S passant par M et contenant la génératrice

de M et la tangente en m a I’

2. Le sommet €2 d'un cone S est un point non régulier de S

Exemple 2.7.6 :

Montrons S : 22 +zy—xz+y? + 22+ +3y—2+3 = 0 est un coéne et trouver son sommet

En notant F(z,y,z), le premier membre de I’équation donné, on cherche un point
Q(z,y,z) de S non régulier, donc en lequel WZF s’annule :
Fi(x,y,2)=0 2e+y-2+1=0 x=1
Fy(z,y,2)=0 <y 2+2y+3=0 <3 y=-2

Fi(z,y,2)=0 —r+22-1=0 z=1
On vérifie que le point 2(1,-2,1) est sur S

. , - = >
Prenons comme nouveau repére R = (2, i, 7, k).
r=X+1

les formules de changements de variables sont : { ¢ =Y -2 et en reportant, on déduit

z=1
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Une ECde Sdans R': (X +1)?+ (X +1)(Y -2) - (X +1D)(Z+1)+ (Y -2)*+(Z +
1+ (X +1)+3(Y -2) - (Z+1)+3=0 Clest-a-dire : X*+ XY - XZ+Y?+2Z?=0.

Sur cette derniére équation, on voit que, si un point m(X,Y, 7). distinct de €2 est sur
S alors, la droite (£2m) est incluse dans S

Finalement, S est un cone de sommet Q(1,-2,1)

2.7.3 La sphére et le cercle dans ’espace

L’espace affine euclidien(orienté) e3 est éventuellement muni d’un repére orthonormé
- = >
R=(0,1i,7,k)
Définition : Soient Qeec3, ReR,
On appelle sphére de centre Q) et de rayon R. et on note ici S(2, R). la partie de

g3 définie par :

S(Q,R)={M ee3;Q;R).}

On définit aussi la boule ouverte B(€2, R) et la boule fermée B'(2, R) de centre €2 et

de rayon R :

B(Q,R) = {Mee;, QM <R}
B'(QR) = {Mee;, QM <R}

1 X

B(Q: R) B'(Q: R)

FIG3.11 la spheére

Remarque: 13 :

1) Si R=0, alors S(Q, R) = {2} : on dit que {2} est une sphére point
2) On a pour tous €2, €3 et tous R, R e R,
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Q=0
R=FR

S(QR) =SV, R) <«

Ainsi, une sphére détermine de maniére unique son centre et son rayon.
3) B(Q2,R)uS(Q,R)=B'(2,R) et B(Q,R)nS(,R) =

Les propositions suivantes sont immédiates.

Proposition 13 : (Equation cartésienne d’une sphére)

Soient Q(a,b,c) € e3, R € R, : la sphére S(£2, R) admet pour EC :

(z-a)?+(y-b)?+(2-c)? = R?
Remarque: 14 :

Avec les notations ci dessus,

B(, R) {M(z,y,2): (x-a)*+(y-0b)*+(2-¢)*} <0

B'(Q,R) {(M(z,y,2): (x-a)*+(y-b)*+(2-¢)*<0}

Proposition 14 :

Soient a, 3,7, 6 € R%.
L’EC 22 + % + 2% + 2ax + 2By + 272 + 6 = 0 représente :

e La sphere de centre Q(-a, -3, -7) et de rayon \/a2 +B82+92-6Fsia?+p2+y2-0

® sinon.
On peux remarquer les cas particuliers suivants :

e Sphére centrées en O : 22 + 3% + 2% = R?
e Sphére passant par O : 2% + 3% + 22 + 2ax + 2By + 272 =0
Proposition 15 : (représentation paramétrique d’une sphére)

Soient §2(a,b,c) € e3, R € R La sphére S(2: R) admet la RP :

x =a+ Rcosfcosyp
T
y=b+ Rsinfcosp |. (0,0)e[-mm]x[-=;=]

z =c+ Rsiny

Mémoire de DIPES II 2015-2016 44



2.7. Surfaces Usuelles M M

Proposition 16 :

Soient Q € €3, R € R
M e S(Q, R).
La spheére S(€2, R) admet en M un plan tangent T et on a :

(QM) L T.
FIG3.12 plan tangent a une spheére
Proposition 17 :

Soit S une sphére A’EC 22 + y? + 22 + 2ax + 2By + 2vz + § = 0 et My(z0, 4o, 20) € S. Le plan
tangent rn My a S a pour EC :
2o X +yyo+zoz+a(zo+z)+5(yo+y)+7(20+2)+d = 0 dite Obtenue par dédoublement.

Preuve

La sphére S admet pour EC : (z+a)?+ (y+ 8)? + (2 +7)? = a® + 32 + 4> - § donc admet
pour RP :

x =—a+ Rcosfcosp. y

(9790) € [_Waﬂ] X [

-8+ RsinfCosp, z=-y+ Rsinp

R = Va2+p2497-6

T
272
(on suppose o + % +72 - § >=0)
Pour My(0,¢) € S, le plan tangent en M, & S admet pour EC :
Rcos0Cosp(X + a — ReosOcosp) + Rsinfcosp(Y + B — RsinfCosyp) + Rsing(Z + vy —
Rsing) =0
C’est a dire :
(Rcosbcosp) X + (Rsinfcosp)Y + (Rsing)Z — (xo + a)xo — (Yo + B)yo — (20 + )20 =0
ou encore :

(zo+ )X +(yo+B)Y + (20 +7)Z + axo + fyo + 720+ + 0 ce qui est bien 'EC proposée.

Proposition 18 : Soient Q) € 3, R € R;. Toute droite passant par Q coupe S(€2; R)
en deux points exactement A, B et §) est le milieu de [AB].
La droite (AB) (ou le segment [AB] est appelée un diamétre de la sphére S(2; R).
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Proposition 19 : Soient A, B € g3 tels que A+ B. La sphere de diamétre AB est

(Meey ; MAMB =0}.

Définition : On appelle Cercle d’axe D, de centre (), de rayon R le cercle situé

dans le plan passant par 2 et orthogonal a D. de centre ) et de rayon R.

Proposition 20 : (positions relative d’un plan et d’une sphére)
Soient P un plan et S = S(, R) une sphére.
Sid(; P)> R alors  Pn Sid(Q;P) = R alors P est Sid();P) <R, alors PnS
S=2 tangent a S et Pn.S est un est un cercle -
singleton *. ._ T )
- (* L
8 .

FIG3.13 Positions relatives d’un plan et une sphere

Réciproquement, tout le cercle C' peut étre écrit comme intersection d’au moins une

facon d’un plan et d’une sphére, d’otl un systéme d’équations cartésiennes C' de la forme :

ar+by+cz+d=0

22+ y?+ 224200 +272+5=0

Proposition 21 : La projection orthogonale d’un cercle sur un plan est une ellipse.

Preuve

Par changement de repére orthogonale, on peut se ramener a 1’étude de la projection
orthogonale sur zOy d’un cercle C. intersection d’un plan P :az + ¢(z —h) = 0 et d'une
sphére S: 2% + %+ (2 - h)%

On peut supposer ¢ # 0. le cas ¢ = 0 correspondant & une projection orthogonale réduite
a un segment considéré comme une ellipse.

Un point M (z,y) du plan xOy est sur la projection orthogonale I' de C' sur xOy si et

seulement si :

ar+C(z—h)=0
?+y? +(2-h)*=R?

JzeR
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2
Ainsi, I' admet I'EC 2% + 9% + (g,x)2 = R? ou encore (1 + a—Q)xQ +1y? = R? donc T est
c c

une ellipse.

Coordonnées sphériques

Soient M ee3, (M #0), M (x,y,z) dans R, m la projection

orthogonale de M sur xOy 6 'angle polaire de m dans xOy. Z

v =mes(Om,0OM) € [— 33

(p=2si Me[Oz) p=—ssi Me[0). -

2 2 j P

On dit que [0, p,¢] est un systéme de coordonnées sphériques olLe 0 uY
x = pcosBcosp 9

de M. Ainsi : Y= pginecosgp X/x
z = psind

, . FIG3.14 Coordonnées sphériques
on convient que O correspond au systéme de coordonnées sphériques phetid

(6,0,¢) (0, ne sont pas clairement définis)
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CHAPITRE TROIS

APPORT PEDAGOGIQUE

3.1 Apport sur le plan didactique et pédagogique

Des recherches effectués depuis 'attribution du mémoire et sa rédaction, sont béné-
fiques sur le plan didactique pour le candidat en ce sens qu’il :

— se familiarise avec les logiciels de saisie adaptés aux mathématiques (LATEX)pour
la production d’'un document scientifique, ce qui lui permettra de les intégrer dans sa
pratique enseignante, tant dans I’élaboration de son cours que dans la constitution de ses
épreuves

— se familiarise avec les logiciels de réalisation des figures géométriques en mathé-
matiques (géogebra, Sinéquanon, Encarta maths ) qu’il pourra intégrer dans sa pratique
enseignante.

L’apport sur le plan pédagogique quand a lui :

Les cours ayant trait a la géométrie dans le plan et espace sont dispensées dans toutes
les classes du secondaires; Il convient au futur enseignant de Lycée de consolider ses
connaissances sur quelques figures qu’il aura la charge de présenter, c¢’est pourquoi un
accent particulier est mis sur les figures du plan et de l’espace tels que les coniques,
les cylindres, les sphéres, les cones et les cercles ( enseignés dans certaines classes du

secondaires ), les surfaces, surfaces de révolutions et sphéres.

3.2 Courbes, surfaces de révolutions et sphéres

Depuis I’école primaire, on a introduit la notion de courbes, surfaces de révolutions
et sphéres définies a partir de la géométrie du plan et de I'espace. L’étude de courbes,
surfaces de révolutions et sphéres est souvent demandé aux enfants des classes du secon-

daire. L’accent mis sur cette partie de la géométrie permet de comprendre au niveau de
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I'enseignant par exemple, par quelle transformation quitte-t’on d’un solide usuel(cone)
pour obtenir un cylindre, un cercle, une conique, ou bien une spheére. Et comme le dit
Brousseau, la géométrie offre au professeur la possibilité de provoquer chez leurs éléves,
une activité reconnue comme authentique par les mathématiciens eux-mémes. C’est-a-dire

par les méthodes de démonstrations, de raisonnement et mémes les résultats établis.

3.3 Développement d’un solide

Définition : Le développement d’un solide est la figure plane constitué de l’ensemble

des faces de ce solide.

3.3.1 Reéalisation du patron d’un cylindre de révolution

Tracer le patron d'un cylindre dont la hauteur est 3,5cm et de rayon de la base est
1,5cm.
Méthode :
1. On calcule le périmétre du disque p=2xmx R~2x3,14x 1,5~ 9,42cm
2. On trace un rectangle dont la longueur est celle de ce périmeétre soit 9,42cm et dont la
largeur est égale a la hauteur du cylindre soit 3,5cm
3. On trace deux points H et H' de part et d’autre du rectangle puis on trace deux
points O et O’(les centres des deux disques) tels que : OH=OH’=1,5cm (le rayon
du disque) et tel que [OH] et [OH’| soient perpendiculaires au coté du rectangle

4. On trace les deux disques de rayon 1,5cm de part et d’autre du rectangle de centre O

et O
Patron du cylindre : o'
H L
u H
o

FIG3.5 partron d’un cylindre
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3.3.2 Reéalisation du patron d’un coéne

T .-,
2rR

a=VR?+h?a=

(rad).

a

3.4 Volumes et aires latérales

Nous admettons les formules suivantes dans lesquels A; et A; désignent respectivement

I’aire latérale et Daire totale et V le volume des solides suivants :

a) Cylindre de révolution de hauteur h et de rayon de bases R :
A =2nRh | Ay = A +2nR* |V = R*h

b) Cone de révolution de hauteur h, d’apothéme a et de rayon de base R (a =
VR + h?) :
Ai=nRa , A, = A +7R*,V = 17rRQh

3
c¢) Tronc cone de révolution de hauteur h, d’apothéme a et de rayons de bases R et

R
1
Ai=ma(R+R) , Ai=A +7R*+7R?* V= §7rh(R2 +R?+RR')
d) Sphére de rayon R :
4
.Al = 47TR2 y Y = §7TR3

Applications :
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/’; s ’ h
l,“ I \\ r"‘ “—iyt \

/ h=)10¢m N
1 \

Cone de révolution Tronc de cdne Sphere

Exemple 3.4.1 (Le cone de révolution) :

Il posséde 1 face courbe et une face plane circulaire.
VZ%WXRXRXh ( on utilisera 7 » 3, 14).

Dans notre cas ou R =bcm et h = 10cm.

1
V= 3% 3,14 x 5x 5 x 10 ~ 262cm?® (en unités de volume ).

Exemple 3.4.2 (Tronc de cone) :

C’est un cone de révolution auquel on a enlevé la partie supérieure (contenant le sommet),
coupée par un plan paralléle a la base.

Il posséde une face courbe et deux faces circulaires( une grande base de rayon R et une
petite base de rayon r).

1
V= §7rh(R2 +R?+RR").

Dans notre cas ou R =8cm, R =3cm et h=10cm :

10 x 3,14
VN%X(82+32+8><3)N10156m3

Exemple 3.4.3 (Sphére) :
Une seule face courbe.

Tous les rayons sont égaux.

A=4drx Rx R et V:%lWXRg‘
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Conclusion - Perspectives

Dans tous ce travail, il était question de montrer, d’étudier les courbes, surfaces de
révolutions et sphéres dans le cadre de la géométrie affine euclidienne en dimension 2 et
3. Pour cela, on a :

Premiérement présentés les courbes en dimension deux tels que le cercle, les coniques.

Deuxiémement les surfaces en dimension trois tels que : le cylindre, les cones et la
sphére.

On a ainsi établit que, pour la construction de toutes ces figures il faut absolument
un axe de révolution. A la quelle il faut tourner afin d’obtenir un solide cherché selon son
choix.

Pour les constructions et autres représentations, nous avons utilisés les logiciels tels
que : GEOGEBRA, SINEQUANON, LATEX et ENCARTA MATHS. Mais dans tout ce
travail, nous nous sommes limités a I’étude des courbes, surfaces de révolutions et spheéres.
De la géométrie du plan et de I'espace.

Une perspective serait de savoir si a partir de deux axes de révolutions d’un solide
usuel, tel le cylindre on peut obtenir une surface usuelle autre que : le cone, la sphére et

bien d’autres encore.
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