$3) (83 (83) (&3] (3] |88 $3) (83 (83) (&3 ($3) (&8

REPUBLIC OF CAMEROON

******

REPUBLIQUE DU CAMEROUN

********

*****
*******

********

*********

ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE HIGHER TEACHER TRAINING COLLEGE
YAOUNDE OF YAOUNDE

****************

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES DEPARTMENT OF MATHEMATICS

*****

Meémoire présenté et soutenu publiquement en vue de
I’obtention du DIPES Il en Mathématiques

Par:

BIKAI-BI-NYEMB VALERY MERVEIL
Matricule: 10512759

Licencié en Mathématiques

Sous la direction de :
Pr. MOUAHA Christophe
Maitre de Conférences

Ecole Normale Supérieure, Université de Yaoundé 1

3) (32) (32)(32) (2] (32) (32) (32) (32 (32) (32) (32) (32) (32 (32) (32 (2] (32) (32 (32) (32 (38) (32 (32) (32

3) (32) (32)(32) (2] (32) (38) (32) (32 (32) (32) (32) (32) (32) (32) (32 (2] (32) (32 (32) (32) (28] (32 (32) (32




Dédicace

A toute ma famille

i DIPES 1I 2018-2019



Remerciements

Mes remerciements vont tout d’abord a 1’endroit de mon directeur de mémoire le Pr MOUAHA
CHRISTOPHE qui n’a ménagé aucun effort pour me conduire dans ce travail , ensuite a tous
mes enseignants de I’Ecole Normale supérieure de Yaoundé€ ,ainsi qu’a ceux de I’Université de
Douala plus précisément du département de mathématiques et informatique.

Je remercie particulierement mes parents M.et Mme MAKOUMAG pour le soutient incommen-
surable qu’ils ne cessent de m’apporter.

Je rémercie tout aussi mes camarades de 1’Ecole Normale supérieure de yaoundé plus particu-
lierement ceux de mon groupe de récherche pour la franche et bénéfique collaboration. Je cite-
rai nomement mes amis : IROUME, KAMTO, TCHOMTE, KAMGA, EBANDA, ACHABA,
DONGMO, TCHAGNA, MPONO, DJACHEUN, TEGA, NGWEM et bien d’autres pour les

bon moments qu’on a eu a partager ensemble.

ii DIPES 1I 2018-2019



Déclaration sur I’honneur

Le présent travail est une ceuvre originale du candidat et n’a été soumis nulle part
ailleurs en partie ou en totalité, pour une autre évaluation académique, les contributions

externes ont été diment mentionnées et recensées en bibliographie

Signature du candidat

BIKAI-BI-NYEMB VALERY MERVEIL

iii DIPES 1I 2018-2019



Résumé

Dans ce travail , Il a été question pour nous de parcourir la notion d’anneau de Galois , de
faire la présentation d’une famille particuliere de codes linéaires , les codes cycliques . En outre
, notre travail nous a conduit a présenter et proposer des métriques dont I'une sur les codes
quaternaires, qui sont les codes sur I’anneau Z,.’Ces métriques sont d’un apport significatif
dans la théorie du décodage.

Mots-clé : codes linéaires , codes cycliques , anneaux de Galois
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Abstract

This work aimed to present and propose metric on linear code .To attend this objective we
have started by showing sumarise of notion of the Galois ring with great interest on linear codes
and particulary on cyclic code.

keywords : linear code , cyclic code , Galois ring.
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Introduction

Il est indéniable que les nouvelles technologies de I'information et de la communication
ont embrasé le monde dans son entiereté et plus particulierement notre pays le CAMEROUN
.Cette mouvance existe depuis un certain nombre d’années.

Malgré la simplicité , la flexibilité, et méme 1’opérationalité de ces mutations, elles s’accom-
pagnent de quelques difficultés liées a un certain nombre d’aléas tels que la mauvaise qualité
du signal ou du réseau.ll est préalablement a noter que la transmission des messages et autres
informations est rendue possible par un systeéme dont les outils majeurs sont les codes.

Les difficultés rencontrées sont donc liées aux erreurs sur des codes de transmission.

Cette proximité des technologies de 1’information et de la communication avec certains outils
mathématiques , les codes linéaires a poussé notre curiosité et suscité notre intérét pour ceux-ci.
Dans ce document qui va s’articuler en trois chapitres, nous nous intéresserons particulicrement
a I’étude des anneaux de Galois et aux codes sur les anneaux de Galois .

Au premier chapitre nous allons faire quelques rappels sur les groupes , les anneaux et les corps ;
nous y évoquerons aussi quelques éléments importants sur les modules.

Au deuxieme chapitre nous entrerons de plein pied dans la notion d’anneaux de Galois afin de
parcourir certaines constructions de tels types d’anneaux .

Pour terminer nous donnerons la définition de codes avant d’y établir des métriques dont 1’une

est intimement liée a la famille des codes quaternaires.
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meesssssss Chapitre 1 ———

PRELIMINAIRES.

1.1 Introduction

Au vue de I’encrage de 1’étude que nous allons mener sur des structures algébriques il nous a

semblé optimal de proposer quelques rappels sur les notions de groupes, d’anneaux et de corps.

1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les an-

neaux et corps

Définition 1.1. On appelle groupe un couple (G, .) oit G est un ensemble quelconque non vide

"I

et "." est une loi de composition interne vérifiant :
1. il existe un élément que I’on notera ”eg” tel que : Vx € G, x.eq = eq.x = x;
2. Vx,y,z € Gya.(y.2) = (xy).z ;

3. Vo e GIytel que x.y = y.x = eq .

Remarque 1.1. Le 1. traduit I’existence d’un élément neutre pour le groupe; le 2. traduit I’asso-

ciativité de la loi composition interne et enfin le 3. renseigne que tout élément est symétrisable.
N.B : Sil’on n’est sur le coup d’aucune ambiguité I’on désignera simplement le groupe par G.

Définition 1.2. Soit H un sous ensemble non vide de G , on dit que H est un sous-groupe du

groupe G si H devient un groupe lorsqu’on le muni de la loi”.” de G . Il suffit donc que :
VeeH 2 teH (1.1)
Ve,ye H, xye H (1.2)

Exemple 1.1. Z muni de la loi + est un sous-groupe de R
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

Définition 1.3. Soient G un groupe et A une partie de GG , le sous-groupe K engendré par A
est le plus petit sous-groupe de G contenant A.
Si A a un seul élément alors K est dit monogene ; si de plus K est fini alors on dira que K est

cyclique.

Définition 1.4. Soit H un sous-groupe d’un groupe G , les classes a gauche respectivement les
classes a droite suivant H sont données par : aH = {ah ;h € H}, Ha = {ha ,h € H} pour

a€d.

Remarque 1.2. Si G est un groupe fini, il existe donc de ce fait autant de classes a gauche que
celles a droite suivant le sous-groupe H. On définit par conséquent ’indice de H comme le

nombre commun de classes a gauche et de classes a droite suivant H et noté |G : H].

Théoreme 1.1. (Lagrange) Soit G un groupe fini , I’ordre de tout sous-groupe de G est un

diviseur de I’ordre de G . On a en effet |G| = |H||G : H]

Définition 1.5. Le centre d’un groupe G est le sous-groupe de G noté Z(G) et défini par :
Z(G)={z€G; zy=yaVycG}

Définition 1.6. On dit qu’un sous-groupe H du groupe G est un sous-groupe distingué ou
normal de G si

VgeGetYhe H, ghg'cH (1.3)

Remarque 1.3. C’est-a-dire que [’ensemble des classes a gauche est égale celui des classes a
droite.

On remarque que le centre Z(G) du groupe G est un sous-groupe distingué de G.

Preuve : Soit GG un groupe , soient g € G et h un élément de Z(G) . On a pour tout = dans

G,
ghgtz = ggthx(carhecZ(Q))
= hx
= x.h
= 2.hgg!

= 2.g.h.g!

donc g.h.g~! est un élément de Z(G) ce qui acheve la preuve. m
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

Définition 1.7. On appelle morphisme de groupes , une application v d’un groupe G dans un

autre groupe H vérifiant :

e pour tout a et b appartenant a G, y(a.b) = vy(a).y(b);

e y(eg) =en.
On dira que y est un endomorphisme si G = H et dans ce cas il sera appelé monomorphisme
s’il est injectif et épimorphisme s’il est surjectif.

S’il est a la fois injectif et surjectif il est appelé automorphisme.
Exemple 1.2. ’application ~ définie par :

v:(Z,+) — (Z,+)

a — 2a

est un monomorphisme.
Ona; ~v(0) =0eneffet v(0) =20=0.

Soient a et b dans 7. ,

v(a+b) = 2(a+0)

= 2a-+2b

ce qui entraine que "y est injectif.

1.2.1 Anneaux et corps [1]

% N

Définition 1.8. On appelle anneau , un triplet (A,+,.) ott A est un ensemble ,” +7 et”.” sont

MM

les lois de composition internes telles que (A,+) soit un groupe abélien et ”.” vérifie :

e 7.7 est distributive par rapporta” + 7 ;
e "7 est associative ;
e "7 admet un élément neutre qu’on pourra noter 1 4.
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

L’anneau A sera dit commutatif siVr,y € A, v.y =y.x
Comme pour les groupes on peut désigner simplement 1’anneau par son ensemble sous-jasent

A.

Dans la suite les anneaux seront considérés commutatifs sauf mention du contraire.

Propriété 1.1. soit A un anneau et soit 6 le morphisme d’anneaux de 7. dans A défini par :
d(n) =nlga; le noyau de cet homomorphisme est un idéal de 7 alors il existe

ng € Z tel que Ker(§) = noZ

Définition 1.9. On désigne par caractéristique de I’anneau A; I’entier ng donné dans propriété

précédente.

Définition 1.10. Un élément non nul x d’un anneaux A est dit inversible dans A s’il existe un
autre élément non nul y dans A tel que :
r.y = y.x = 4. L’élément y qui est linverse de x est noté x~*

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté U(A) et appelé groupe des unités de A.
Proposition 1.1. L’ensemble U(A) est un groupe lorsqu’on le muni de la deuxiéme loi de A.

Définition 1.11. Soir a € A — {0}, a est dit élément irréductible de A si :
1. a g U(A);
2. pour tout v,y € A,xy = a = x est inversible ou y est inversible.

Définition 1.12. L’élément p € A — {0} p est dit élément premier de A si :

p ¢ U(A);
2) pour tout x,y € A plxy = p|x ou p|y.

Proposition 1.2. Dans un anneau integre tout élément premier est irréductible.

Preuve :
Soit p un élément premier de A ,alors p est non inversible .
Supposons de plus pour = , y € A tels que xy = p; alors p|x ou p|y supposons sans nuire a la
généralité que p|y;alors Ju € A tel que : upr = p

il suit que |14 d’ou le résultat. m

Exemple 1.3. Les éléments irréductibles de I’anneau 7. sont les nombres premiers et leur op-
POSé.

En effet soit p € Z tel que p irréductible alors :
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

1. p est non inversible c’est-a-dire que p ¢ U(Z) = {1,—1}
2. Va et b € Z tels que ab = p avec p supposé irréductible par hypothése , alors a € U(Z)
oub € U(Z) c’est-a-dire p = +a ou p = +b ce entraine que p est premier ou I’opposé

d’un nombre premier.

Définition 1.13. Un sous ensemble non vide B de A est un sous-anneau de A si :
i) B est un sous-groupe de (A, +);
ii)Va,b € B a.b € B.

Définition 1.14. Soit A un anneau commutatif; on définit sur A une relation notée ~ .

Soient v et y € A x ~ y si et seulement si Ju € U(A) tel que x = uy.

Si deux éléments = et y sont en rélation c’est-a-dire  ~ y alors on dira que x et y sont

associés.
7 ~ 7 ainsi définie est une relation d’équivalence .
Preuve : Montrons que ” ~ 7 est une relation d’équivalence. Soient z,y et z € Aona:

1. x ~xcarx = 14.x et 14 estinversible;

2. supposons x ~ y alors il existe u € U(A) tel que x = uy ce qui entraine que y = u™'x;

comme u € U(A) alorsu™ € U(A),d’obuy ~ =z

3. supposons que x ~ y ety ~ z alors il existe u et v € U(A) tels que x = uy ety = vz

ce qui entraine que

x = u(vz)

= (uv)z (car A est un anneau)

et comme U (A) est un groupe multiplicatif d’ott uv € U(A) et par conséquent x ~ z.
|
Propriété 1.2. soient p et p’' deux éléments d’un anneau A.

Al) Si p est irréductible et p ~ p' alors p' est irréductible.

A2) Si p est premier et p ~ p' alors p' est premier.

Preuve :

A1) soit p un élément irréductible de A supposons que p ~ p’ :soient donc a et b deux éléments
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

de A tels que p’ = ab alors comme par hypothése p ~ p’ Ju € U(A) tel que p = up’ il suit que
p = uab or p est irréductible donc ua € U(A) oub € U(A) c’est-a-dire a € U(A) oub € U(A)
donc p’ est irréductible.

A?2) soit p un élément premier de A supposons que p ~ p’ : soient donc a et b deux éléments de
A tels que p'|ab alors comme par hypothése p ~ p’ Ju € U(A) tel que p = up’ il suit que p|ab
car u est inversible ,or p est premier par hypothese d’oll p|a ou plb .

11 suit que p’|a ou p'|b donc p’ est premier m

Définition 1.15. On dira qu’un sous ensemble non vide I d’un anneau A est un idéal si :
i) I est un sous-groupe de (A, +);
ii)Vae Aetiel,a1€leti.ac .

Si I est différent de A alors I est dit propre.

Définition 1.16. Soient A un anneau et I un idéal de A , on définit sur A la relation binaire R;
par: (z,y) € Ry si et seulement si x — y € 1.

1l est immédiat que R; est une relation d’équivalence.

I’ensemble des classes des éléments de A modulo R; que nous noterons A/l est un anneau

lorsqu’on le muni des lois + et X définies par :

Ve, ye A z:=ax+1

°
&I
X|

|

Il
g
<

)
&I
+
<
Il
&

+y

Définition 1.17. Soient A un anneau et I un idéal de A. I est dit idéal premier si :

e Vretyc A axyel = (x€louyecl)
Exemple 1.4. L’anneau A et I’ensemble {0} sont des idéaux premiers de A.

Définition 1.18. Soient A un anneau et M un idéal propre de A . M est dit idéal maximal de
Asi:
o V.J idéal propre de Atelque M C J — J =M

Remarque 1.4.
e Sip estirréductible alors ’idéal engendré par p noté (p) est maximal parmi les idéaux
principaux.

e Si x est premier alors ’idéal engendré par x est un idéal premier.
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

Définition 1.19. Un anneau est dit local s’il posséde un unique idéal maximal; et semi-local

s’il possede un nombre fini d’idéaux maximaux.

Exemple 1.5. Posons A = Z/p"Z tel que p est premier et n € N;n > 2; cet anneau anneau

est local.

Preuve : On sait que les idéaux de A sont sous la forme //p"Z ou I est un idéal de Z tel
que p"Z C [; comme Z est principal alors I = mZ ce qui conduit a p"Z C mZ c’est-a-dire
m|p™. On écrira donc dans ce cas [ /p" = mZ/p"Z = (m).

Donc A est principal et les seuls idéaux maximaux sont engendrés par les irréductibles de A qui
sont les ¢ tels que ¢ irréductible dans Z et t|p™; or les irréductibles de Z sont les nombres
premiers .

D’ot le seul idéal maximal de A est celui engendré par p c’est-a-dire : pZ/p"Z . =

Définition 1.20. soient (A, +,.) et (B, +,.) deux anneaux; ’application X est dite morphisme

d’anneaux si :
e )\ est un morphisme de groupes ;

o VreAetVy e A Nzy) = Az).\y) .
Remarque 1.5. Le couple (U(A),.) est un groupe.

Preuve : Soient x, y deux éléments de U(A) on a:
— (zy).(yLa™t) = (yta7).(z.y) = 14; ce qui conduit au fait que .y soit inversible
c’est-a-dire un élément de U (A) ;

1

— ensuite v~ 1.z = z.27! = 14 ce qui prouve que ! est un élément de U(A).

%N

Ces deux assertions suffisent pour affirmer que U(A) est un groupe car ”.” est déja associative

et admet pour élément neutre 1, . m

Définition 1.21. Lorsque tous les éléments non nuls d’un anneau sont inversibles , il s’agit d’un

corps.

Définition 1.22. Un anneau A est dit integre si :
Va,be Aab=0= (a=0o0ub=0).

Un élément x de A qui a la propriété : Jy € A ;x.y = 0 ,est un diviseur de zéro.

Exemple 1.6. L’anneau 7. est intégre car¥Vx et y € Z, vy = 0 —= (z = 0 ou y = 0). Par
8 =0.

ja]]

contre I’anneau 7,/8Z n’est pas intégre car 2 # 0 et 4 # 0 mais 2.4 =
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

Remarque 1.6. On remarque qu’un anneau intégre ne possede pas de diviseur de zéro.

Théoreme 1.2. Soit A un anneau et I un idéal de A

I est maximal si at seulement si A/ est un corps

Preuve : Comme A est unitaire ona A/ I’est aussi soitdonca+1 € A/Itelquea+1 # I
ainsia ¢ I d’ou I C (a) + I avec I # (a) + I ce qui conduit a a + I = A car [ idéal maximal;
de plus comme A est unitaire 3o’ € A et i € [ tels que 1 = da’a + i ce qui entraine que
1 —d'a € I ce qui veut dire que a’'a + I = 1 + I ce qui signifieque (' + I)(a+1)=1+1
donc a + [ est inversible et par suite A/ est un corps.

Réciproquement supposons que A/ est un corps alors I # A car sinon on aurait A/l = {I}
serait un corps absurde il n’admet aucun élément non nul. Soit donc J un idéal de A contenant
strictement [ et soit j € Jtel que j ¢ I.comme A/I estun corps,ilz ¢ I telque jo+1 = 1+1
il suitque 1 +jx € [ C Jxj € J carJ idéal et par suite 1 € J d’ou J = A et [ idéal maximal.

Définition 1.23. On dit qu’un anneau A est un anneau principal si :
— A est commutatif integre ;

— tout idéal de A est engendré par un élément.

Théoreme 1.3. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A,

I est premier si et seulement si A/I est un domaine intégre.

Preuve : Supposons que [ est un idéal premier de I’anneau A comme A est commutatif
il suit que A/I I’est aussi.Soit a + I et b + I deux éléments de non nuls de A/I tels que
(a+I)(b+1)=1cest-a-direab+ I =TI alorsab e I .
Or I est un idéal premierd’ota € T oub € [ cequiconduitaa+ 1 =/loub+ 1 =1 .Ilen
résulte que A/ est un domaine d’intégrité.
Réciproquement si A/I est un domaine d’intégrité non trivial alors [ est un idéal propre de A.
Soit a et b deux éléments de A tels que ab € I alors ab+1 = I or A/I estun domaine d’intégrité

d’ota+I=1Ioub+1I=1Idonca € [oubc [ilsuitque [ est premier. m
Proposition 1.3. Soit A un anneaux , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments.

2) Toute suite croissante d’idéaux (pour ’inclusion) est stationnaire.

3) Toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément maximal.
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

Preuve : montrons que 1) = 2).
Soit (1,,)nen une suite croissante alors [ = U,en, est un idéal et selon 1) 3y, ..., x,, tels que
I = (xy,...,x,); chaque z; est dans I’'un des 1,, .
Soit ng le plus grand indice tel que tous les x; appartiennent a /,,, , alors pour toutn > ngona:
I,=1,=1.
Montrons ensuite que 2) = 3).
faisons le par contra-posée . Soit une famille A non vide d’idéaux de A qui n’admet pas d’élé-
ment maximal.
Donc JI; € A et comme A n’a pas d’idéal maximal, 315 tel que I; C I
et ainsi de suite on aura une famille croissante (au sens de I’inclusion) ne saurait étre station-
naire d’ou le résultat.
Montrons 3) = 1)
Soit [ un idéal de A posons :
E ={J: Jestdetype finiet J C I}, E # () car {0} € E soit J, I’élément maximal.
SiJy #I,3x €1 — JyetonauraJy+ (x) contient Jy
or Jy + (x) est de type fini , ce qui contredit la maximalité de Jy;

donc Jy = I . Ce qui entraine que tout idéal de A est de type fini.ce qui acheéve la preuve. m

Définition 1.24. Un anneau A est dit noethérien s’il vérifie ['une des trois propriétés énoncées
dans la proposition 1.3.
Définition 1.25. Soit A un anneau on dit qu’il est factoriel s’il vérifie les propriétés suivantes :
(O) A estintegre;
(E) Tout élément non nul x de A s’écrit sous la forme : v = queP p*™ | avec P un

systéme de représentants d’irréductibles ,u € Uy, et v,(x) la valuation p-adique de x.

1.2.2 Anneaux des polynomes. [1]

Introduction

Nous venons de donner une définition générale de la notion d’anneaux . Intéressons nous a
une famille particuliere d’anneaux . Nous nous limiterons ici aux anneaux des polyndomes a une
indéterminée.

Définition 1.26. L’ensemble des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans un anneau

quelconque A noté A[X| devient aussi anneau lorsqu’on le muni des deux lois suivantes
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

pour toute paire de polynomes P(X) et Q(X) dans A|X| de degrés respectifs m et n tels que :
PX) =3 aiX et Q(X) =3 1 biX*;

1) P(X) + Q(X) = 5™ (a4 bi) X'

2) P(X)Q(X) = (X7 aiX') (3] b X7) = 20" (1o aiby) X!

Proposition 1.4. Soient P(X) et Q(X) de degrés respectifs m et n on a toujours :
o le degré de P(X)Q(X) au moins égal a mn.

e de plus si ’anneau A est intégre alors il y’a égalité et par suite A[X| est aussi integre.

Preuve : Soit P(X) € A[X], posons deg(P) son degré.
L’inégalité deg(PQ) < m + n résulte du 2) de la définition1.13.
Supposons que A est integre ;
comme deg(P) = m et deg(Q) = n alors a,, # 0etb, # 0
alors a,;,b, # 0 et est le coefficient de X" 1™, ce qui entraine que deg(PQ) = m + m.
De plus si P(X) et Q(X) sont tous non nuls alors a,, # 0 et;b, # 0 d ot P(z)Q(X) # 0 et
par conséquent A[X] est integre. m
Le théoreme suivant est connu sous le nom de

transfert de HILBERT.

Théoreme 1.4. Soit A un anneau :

Si A est noethérien alors A[X] ’est aussi.

Définition 1.27. Soient A un anneau factoriel et A[X] son anneau de polynéme associé . Soit
P un élément de A[X] .
On appel contenu de P et note C'(P) le pged de ses coefficients .

On dira qu’un polynéme est primitif si son contenu est un élément inversible de A.

Lemme 1.1. (Gauss) Considérons I’anneau A[X|; soient P et Q € A[X];on a ¢(PQ) =
o(P)e(@Q)-

Preuve :
Supposons d’abord que P et () sont primitifs. Dans ce cas il est immédiat que P() I’est aussi
car sinon on aura un élément irréductible p qui divise tous les coefficients de PQ);
or comme P et () sont primitifs ,il va exister au moins un coefficient a,, de P et b;, un coefficient

de @ tels que.

p)faio
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1.2 Quelques éléments constitutifs sur les groupes , les anneaux et corps

et

pfbjO'

Le coefficient d’indice iy + jo de P() est somme des termes divisibles par p et de a;,b;, donc
n’est pas divisible par p car I’'idéal engendré par p est premier ce qui contredit I’hypothese selon
laquelle tous les coefficients de P() sont divisibles par p.

Dans le cas général si on a deux polyndmes P et () on peut obtenir deux polyndmes (); et P;

primitifs en faisant :

P
P =
c(P)
et
o Q
9=y

Par suite selon ce qu’on a fait au premier cas P;(); est primitif,ce qui achéve la preuve. m

Criteres d’irréductibilité d’un polynome.[1]
Soit I’anneau des polyndmes a une indéterminée A[x]; il existe différents criteres d’irréduc-

tibilit€. Nous en donnerons un.

Théoreme 1.5. ( critére d’Einsentein) Soient A un anneau factoriel , P un polynéme non
constant c’est-a-dire P € Alz| — A, p irréductible dans A

on pose P =%"]'_ aya® est irréductible dans KX oi K est le corps de fractions de A Si :
1) p ne divise pas a,, ;
2) pdivise les ay, pour 0 < k <n—1;
3) p? ne divise pas ay.
Si de plus P est primitif alors il est irréductible dans A[X].
Proposition 1.5. Soit A un anneau commutatif et B un anneau contenant A; on dira alors que

B est un sur-anneau de A ou une extension de A .

1l clair qu’on puisse bdtir sur B une structure de A-module .

Définition 1.28. Soient B une extension d’un anneau A et o un élément de B ; on dira que
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1.3 Modules

o « est algébrique sur A s’il existe P € A|X| non constant tel que P(«) = 0.

e « esttranscendant sur A s’il n’est pas algébrique sur A.

1.3 Modules

1.3.1 Introduction

La notion de module vient généraliser celle d’espace vectoriel.

1.3.2 Généralités sur les modules

Définition 1.29. Soit A un anneau commutatif; Un A-module est un groupe abélien M muni

d’une application :

AxM — M

(a,m) +— am,

vérifiant les trois propriétés suivantes :

VYm,m' € MetVa,be A:
e a(m+m') =am + amet(a + b)m = am + bm
e a(bm) = (ab)m

° 1Am:m

Définition 1.30. Un sous ensemble N de M est un sous-A-module si :
1) N est un sous-groupe de M ;
2)V(a,n) € Ax N ,an € N.

Exemple 1.7. 1) Un anneau A est un A-module . En effet dans la définition de I’anneau la
deuxieme loi de composition interne vérifie les trois propriétés de la définition 2.1 .1l en va de
méme pour un idéal de A.

2) Un groupe abélien G est un Z-module. Soit n € Z,x € G on pose :
nr=x+x+ ...+ x(nfois) sin > 0;

(—n)r = (—z)+ (—z)+ ...+ (—x) sin <0

et sin =0nx = 0x = O¢ de plus Ozx = Og.

L’application 7. x G — G définie par :(n,x) — nx vérifie aisément les trois propriétés de la

définition 2.1 .

13 DIPES 1I 2018-2019



1.3 Modules

Définition 1.31. Soient MetN deux A-modules ,une application f de M dans N est un mor-

phisme de A-modules si :
1. f est un morphisme de groupes.

2. fvérifie N(a,z) € Ax M, flax) = af(x).

Proposition 1.6. Soit M un A-module et S une partie de M ;I’ensemble des m € M tels que
m = Z?Zl a;s; ot les s; € S et les a; € A est le sous-A-module engendré par S.

1l est noté (S) ; c’est le plus petit module contenant les éléments de S.

Si S est une partie finie c’est-a-dire S = {sy, ..., s, },alors (S) est dit de type fini et on note :
(S) = Asy + ... + Asp,.

Si (S) = M alors la partie S sera dite génératrice .

Définition 1.32. Soit M un A-module et soit B une partie de M .On dit que B est une partie
libre de M si les éléments de B sont linéairement indépendants c’est-a-dire si la proposition

suivante est vérifiée :

Pourn>1siy ;.  Ns;=0= X =0,s, € B,Vie{l,...n}

1.3.3 Modules libres

Définition 1.33. Soit M un A-module et B une partie de M ; B est une base de M si les deux

propriétés suivantes sont vérifiées :
1. B est une partie génératrice de M ou B engendre M.
2. B est une partie libre de B.

Ce qui entraine que tout m # 0 € M s’écrit comme suit :
m =3y " ab;aveca; € Aetb; € BVi e {1,...,n}.

On dit que M est un module libre si M possede une base.
Exemple 1.8.

1. Un anneaux A est un A-module libre de base B = {14}

2. pourn>lona A" = {(ay,...,a,) : a;ca} est un A-module libre de base B = {¢; : 1 <
i<n}oue =(1,..,0),...e, = (0,..,1).

En effet tout module libre de base a n éléments est isomorphe a A".
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1.3 Modules

Remarque 1.7. A la suite de cette définition, une question survient .Toutes les bases d’un mo-
dule libre M ont-elles le méme nombre d’éléments ? la réponse est non sauf s’il s’agit d’un

module sur un anneau commutatif ou noethérien et dans ce cas ce nombre est appelé le rang

de M.

Proposition 1.7. Soient A un anneau principal et M un A-module; M est un module libre de
rang fini n si et seulement si :
* il existe une famille finie (M;); a n éléments telle que :

My={0} C M, C ... C M,, = M avec M; 1 /M; ~ Apour1 <i<n-—1

Preuve : Supposons que M est libre alors il existe une base B = {e; ;1 < ¢ < n} alors
prendre M; = Ae; @ ... ® Ae; , pour 1 < i < n, car avec cette construction, My = {0} et en
définissant , 0; de A; 1 /A; vers A pour 1 < i < n — 1 définie par :0;(a + A;) = a;41 on a bien
les 6; qui sont des isomorphismes.

Réciproquement supposons que M vérifie les propriétés précédentes, on a les : M, /M; qui
sont des A-modules libres de rang 1.on aura donc pour 1 <i <n —1, M;;;/M; = Aé;,;ona

alors :

My = Aeip1 @ M;;

en effet si x € M, x=M\e; 1 de sorte qu'on ait : x = Ae;;1 +y avecy € M; d’ou; M, =
eir1 ® M; de plus si x € M; N Ae;,, ce qui entraine que \e;; € M; et par suite 7 = M; = 0 et
en itérant cette construction sur ¢ on a bien M qui est un A-module libre. donc 1’une des bases

est (61‘)1',1 <7:1<n. nm

Proposition 1.8. Soient A un anneau principal et M un A-module libre de rang n; tout sous-

module M' de M est libre et de rang m < n .

Preuve : Comme M est libre par hypothése, considérons une famille (1/;); avec 0 < i <n
telle que :
My = {0} ¢ My C ... € M,, = M avec M;,1/M; ~ Apour 1 < i < n — 1,posons
M! = M; N M’, et soit donc m < n le plus petit entier tel que M,, N M’ = M’ on a donc
My = {0} € M{ C ... C M), = M';de plus le morphisme canonique entre M, /M et
M;11/M; est injectif donc d’image un idéal de A donc M, , /M est isomorphe a A et par suite

M’ est libre de rang m. m
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meessssssss Chapitre 2 s—

ANNEAUX DE GALOIS

Introduction

Nous allons présenter dans ce chapitre la notion d’anneau de Galois en donnant quelques

définitions et propriétés.

2.1 Généralités

2.1.1 Définitions et propriétés préliminaires

Définition 2.1. [2] Soit A un anneau fini commutatif unitaire non integre. On dira que A est un
anneau de Galois si :

o A est un anneau local

e A a pour caractéristique p" avec p un nombre premier et n € N tel que n > 2

Son corps résiduel est un corps de Galois.

Proposition 2.1. Soit A un anneau de Galois son unique idéal maximal est son nilradical. 11

correspond a l’ensemble D de ses diviseurs de zéro.

Exemple 2.1. Les anneaux Z/p"Z avec p premier et n un entier au moins égale a 2 sont un
exemple d’anneaux de Galois.

En effet ils sont commutatifs unitaires et les diviseurs de zéro de ce type d’anneaux sont les
éléments de la forme px avec x € 7./p"Z c’est-a-dire D = pZ/p"Z.

nous avons montré dans le chapitre précédent que D ainsi défini est [’unique idéal maximal de

L|p"Z .

Propriété 2.1. Soit A un anneau de Galois de caractéristique p™ avec p un nombre premier et

n € Ntel que n > 2, alors A contient un sous-anneau isomorphe a 7./ p"Z
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2.1 Généralités

Preuve :
Soit ’application # de Z dans A définie par : 6(n) = nla. 0 ainsi définie est un morphisme

d’anneaux et ker(f) = p"Z d’o0 Z/p"Z ~ Im(0) C A m

Proposition 2.2. Soit A un anneau de Galois de caractéristique p" et M son idéal maximal .
On sait que M = D = pA out D est I’ensemble de ses diviseurs de zéro.

L’anneau quotient A/ D est un corps car D est un idéal maximal. A/ D ainsi donné est le corps
résiduel de A et |A/D| = q = p” on notera cet anneau par GR(p", ) . Considérons la famille

D' = p'A pour 0 < i < n — 1 alors on obtient la chaine ci-apres :
A=D"'>D=pR>..D>D"!'>D"={0}
et par suite |A| = q"

Preuve : Il est clair que les D*/ D**! pour 0 < i < n— 1 sont isomorphes a A/D de plus la
chaine ci- dessus donnée entraine que A est un sous-module libre de rang n sur I’anneau A/D

dou |Al=¢" m

Corollaire 2.1. Les anneaux de Galois sont des 7./ p"Z-modules libres a un isomorphisme prés.

2.1.2 Extension d’un anneau de Galois

Définition 2.2. [2] Soient A un anneau de Galois de caractéristique p"™ et R son corps des
classes résiduelles .Soient de plus R = A/pA et 7 I’épimorphisme canonique de A sur R =
A/pA.

On peut donc prolonger cet épimorphisme en un épimorphisme d’anneaux des polynémes de
A[X] sur RIX] ~ A[X]/pA[X] qui & un polynéme P(X) = 3. a;x* associe P(X) =, a;a’.
Un polynéme P(X) de A|X] est dit b-polyndme s’il est unitaire tel que P(X) irréductible dans
R[X].

Proposition 2.3. Les b-polynomes sur les anneaux de Galois permettent de construire des ex-
tensions d’anneaux de Galois qui sont des anneaux de Galois plus grands.
En effet soient A un anneau de Galois et P[X] un b-polyndme admettant une racine o.

En adjoignant o a A on obtient un anneau de Galois plus grand, il s’agit alors de la G-extension

A[X]/(PIX])
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2.1 Généralités

Théoreme et définition 2.1. Soient A un anneau de Galois de caractéristique p™ de q" éléments

et P[X] un b-polynome sur A de degré m, alors la G-extension
S = A[X]/(P(X))

est un anneau de Galois de caractéristique p" et de q"™ éléments. S est appelé G-extension de

A.

Preuve : Il existe une une inclusion entre A et S donc S a la méme caractéristique p" que
A et de plus I’anneau S peut étre vu comme une extension de degré m sur A d’ou |S| = ¢™™.
Par suite, il est immédiat que les éléments de p.S sont les diviseurs de zéro de A ; il reste donc a
montrer que Voo € S — pS , « est irréductible.
Soita € S—pS,ona:a = [T(X)p =T(X)+ (P(X)) avec T(X) € A[X] tel que
deg(T(X)) < met T(X) # 0 nous avons alors : pged(P(X),T(X)) = 1 et d’aprés Bezout il
existe U(X) et V(X)) deux polyndomes de A[X] qui vérifie I’égalité :

UX)T(X)+V(X)P(X)=1
ce qui veux dire qu’il existe B(X) € A[X] tel que
UX)T(X)+V(X)P(X)=1+pB(X)
[UX)]p[T(X)]p = [1+ pB(X)]

et [1 + pB(X)] est inversible car

n—1
1+pB(X)p  =[p
D’ou « est inversible . Ainsi par le résultat précédent nous avons les deux propriétés suivantes

concernant I’existence d’un anneau de Galois. m

Lemme 2.1. Pour tout anneau de Galois A et pour tout entier naturel m il existe une G-

extension S de degré m de A.

Lemme 2.2. Pour tout nombre premier p ,n et m deux entiers naturels ,il existe un anneau de

Galois R de caractéristique p" et p™™ éléments.
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2.1 Généralités

Exemple 2.2. A = 7, /87 est un anneau de Galois de caractéristique 8 = 23 et d’idéal maximal
D = 2A.

posons P(X) = X? 4+ 6X%+5X + 7, P(X) est un b-polynéme car P(X) = X® + X + 1 est
irréductible dans A[X]/2A[X].Ainsi

S = A[X]/(P(X))
est une G-extension de A de degré 3 de méme caractéristique que A de 23 éléments.

De maniere générale si on a S une G-extension de A et o € S, alors I’anneau A[«] défini
par :

Ala] = {P(a) = P(X) € A[X]}

est une extension de A.
Dans I’exemple précédent on aura :

S = Ala]
avec o une racine de P(X) d’ou S est le module engendré par {1, o, a?}.
Théoreme 2.1. Soit S une G-extension de degré m de I’anneau de Galois A,P(X) un b-
polynome de degré k .Alors
o Le polynéme P(X) admet une racine dans S si et seulement si k divise m.

e Si kdivise m alors le polynome P(X) posséde exactement k racines distinctes oy, ..., axdans

S modulo l'idéal pS et P(X) = (X — aq)...(X — ay).
e Pour tout élément o on a, S = Ala] si et seulement si « est une racine du b-polynome
P(X).

Ce théoreme entraine un corollaire trés important.

Corollaire 2.2. Soit S un anneau de Galois de caractéristique p™ et de cardinal p™™ ou p est

un entier premier etn,m € Nyona :

avec P(X) un b-polynéme d’ordre m dans Zy|X] ,un tel anneau sera noté GR(p"™, m).Ce qui
conduit a dire que deux anneaux de Galois ayant la méme caractéristique et le méme nombre

d’éléments sont isomorphes.
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2.1 Généralités

Corollaire 2.3. Soit a un entier naturel impaire , le polynome X — 1 admet une factorisation

unique dans S.
Ce corollaire est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soient P(X) € A[X] et « tels que P(a) = 0 et P'(a) # 0 alors il existe une
unique racine 3 de P(X) dans S telle que 3 = a.

Proposition 2.4. [2] Soit G(p*, m) un anneau de Galois , un élément o de G(p*, m) peut
s’écrire de maniére unique sous deux formes.

Représentation additive :

m—1
o= Azt
=0
avec les \; les éléments de 7.
Représentation multiplicative :
k—1
o= E a;p’;
i=0

avec les o les éléments de T et T = {0} U T* est appelé ensemble de Teichmuller.

Preuve : La représentation additive du fait qu’un anneau de Galois est un Z,x-module grace
a son structure d’anneau quotient .
L’existence et I’unicité de 1’écriture multiplicative découlent de 1’algorithme que nous détaille-
rons ci-dessous.
Il n’est pas aisé de représenter tout o« € G'R(p*, m) multiplicativement car 1’addition de deux
représentations multiplicatives ne donne pas toujours une représentation multiplicative.ll faut
donc faire recours a une conversion.Ce changement permet de donner la forme additive des
éléments de I’ensemble de Teichmuller, On obtient de facon itérative :

Supposons 2/ décomposé de fagon additive par 27~ = 327 L a; 2t , pour j > m

J—lx’

2
= Qj—1,T + Q11T + ...+ aj,Lm,lxm

m—1

i
= 0j_1m-10mo T E (aj—l,m—lam,i + aj—l,z’)x .
i=1

(la forme additive de ™ et des puissances inférieures de = étant donnée par le b-polyndme avec

lequel on construit cet anneau de Galois). On pourra donc passer plus aisément de 1’écriture
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2.1 Généralités

multiplicative a celle additive.
En effet pour a = Z;:é a;p’ il suffit de remplacer pour tout 0 < j < k — 1 a; par sa
représentation additive donnée dans la table précédente. Pour 0 < j < k£ — 1 posons : o =

S wit
i—o Uj;T',on aura

k—1

a = E a;p’
=0
k—1 m—1

= > QO wa)y
j=0 =0
m—1 k—1

= D O Py’

i=0 j=0
Le retour a la forme multiplicative se fait de la maniere suivant :

Désignons tout d’abord par 7 1’épimorphisme de GR(p*, m) dans GF,~ définie par :7(a) =
a+ (p)

Nous énumérons alors deux cas :

cas 1 m(a) = (p) ce qui veut dire que a € (p) et donc Ja/ € GR(p*, m) tel que a = pa/

cas 2 m(cv) est non nul. Dans ce cas 7(x) étant un élément primitif de GF'(p™) ,alors il existe
un unique entier £ ,0 < k < p™ 2 tel que 7(a) = 7(z)* d’ob (a — z¥) € ker(m)
c’est-a-dire o — 2* € (p) car 7 est un morphisme d’anneaux.ce qui entraine que o se

met sous la forme z* + pa/
Dans les deux cas ci-dessus mentionnés,on peut écrire @ = g + pa’ avec ag € T et o/ €

GR(p*,m).o/ étant dans GR(p*, m) on aura o’ = a; + pa” et en itérant m fois on obtient une

écriture multiplicative. m

Exemple 2.3. Considérons I’anneau GR(23,3) = Zy»[X]/(X? + 6X? + 5X + T7) posons
a =5+ 3z et f = x avec biensir v = X + (X3 + 6X? + 5X + 7).Nous allons donner les

représentations additives et multiplicatives de « et 3 et calculer B + « et a8 On a les tables

suivantes :
r=x
r? = 2?

3= —6x2—5r—T7T=222+3x+1
t=xxd =202+ 32+ =T+ T +2

=T+ T+ 20 =522+ T+ 7
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2.1 Généralités

2 =523 4+ T2 +Te =22 +6x+5

27 =23 + 622 + 5r = 1.

L’application m modulo l’idéal (2) nous donne :

m(z) =z
m(2?) = 7(2?)

m(2d) = m(x) + 1

m(zt) = 7(2?) + 7(2)
m(2%) = 7(2?) + w(z) + 1
m(2%) = w(a?) + 1

m(z7) =

On obtient donc :

d’ou

e En représentation additive :

a=5+12% f==xetaf = (5+3x%)x = bx+ 32> ce qui conduit a a3 = 62*+ 6+ 3

demémea+ = (5+32%)+x =32 +z+5

7(a) = 7(2°) et en évaluant o — x

Cl{—l'ﬁ

e En représentation multiplicative m(«) = 1 + m(x*) et grdce a la seconde table on a :

6 on obtient :

54 32% — (5 + 62 + 2?)
21 + 22

2(x + xQ);

2%+ 2(x + 2?).

En itérant avec o/ = x + 2? on a finalement :

o = 2% + 2(z* + 22°)

L’élément [ étant déja a la fois sous forme multiplicative et sous forme additive , on a plus

besoin de faire des conversions.La somme o+ [3 se fait en utilisant les formes additives puis en

passant a la forme multiplicative comme dans le cas de o

a+ B

(2% + 22* + 42%) + (z)

5+ 322+
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2.1 Généralités

et en conversion multiplicative ;
a+ B =2°+22° + 42

1l est plus aisé de calculer a3 car le produit de deux formes multiplicatives donne une forme
multiplicative.

Ainsiona:

af = (2% + 22" + 42°)(z)

= 14+ 22°+425

2.1.3 Relevement de Hensel [2]

Lemme 2.4. (Lemme de Hensel) Soit p un nombre premier, k un entier supérieur ou égal a 2 et

P € Z,.[X] un polynéme unitaire tel que :
P = QRmod (p)

avec Q) et R € Z,[X| deux polynémes unitaires premiers entre eux alors, il existe un unique
couple (QW), P*)) de polynomes unitaires de Z,| X tels que

o P =QWRK

e Q% = Q mod(p) et P® = P mod(p)

o P et QW) sont premiers entre eux.

De plus on a deg(Q™)) = deg(Q) et deg(P™)) = deg(P).

L’anneau Z,[ X | est un anneau principal donc factoriel et par conséquent tout tout polynéme
de Z,[X] s’écrit de fagon unique & permutation pres en produit d’irréductibles .

On a donc pour tout P € Z,:[X]ona:

P = fr...f7 mod(p)

ol fi, ..., f» sont des polynomes irréductibles de Z,[X] et ey, ..., e, sont des entiers strictement
positifs.

avec le lemme précédent et par induction on obtient le nombre de facteurs de P dans Z,.

Théoreme 2.2. (Reléevement de Hensel) Soit p un nombre premier et k un entier supérieur ou
égal a 2 et P € Z,[X] un polynome unitaire . I existe un unique r-uplet (Pl(k), - Pr(k)) de

polynomes unitaires de 7. X| tels que :
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2.1 Généralités

o« P=pP". . pY
o« P = fiimod(p) pour 1 < i <r

(2

k .
o les Pz( ) sont premiers entre eux.

Ce qui veut dire les polyndmes unitaires de Z, [ X | se décomposent en des g% des polyndmes
qui réduits modulo p sont des puissances de polyndmes irréductibles .
Cette propriété va nous permettre de définir le relevé de Hensel d’un facteur de X™ — 1 avec n

et p premiers entre eux.En effet dans ce cas X™ — 1 ne possede que de facteurs simples.

Définition 2.3. (Relevé de Hensel) Soient n un entier naturel premier avec p et deux polynomes
P et Q € Z,[X] tels que X" — 1 = PQ . On appelle relevé de Hensel d’ordre k de () , le
polynéme QF du couple (P*) Q")

Proposition 2.5. Soit ) € Z,[X]| un facteur de X™ — 1, son relevé de Hensel d’ordre k divise
X" — 1dans Zyx | X]
Remarque 2.1. Lorsque Q) est irréductible et primitif , les relevés de Hensel de () sont des
b-polynomes.

Etudions le cas binaire ol p = 2

Proposition 2.6. (calcul du relevé de Hensel binaire) Soient () € Zy[X| un facteur de X*"~*—1
et QW) € Zox[X] son relevé de Hensel d’ordre k .
Posons Q¥ (X) = P(x) — I(X) tel que P et I contiennent respectivement les mondémes de
degrés pairs et ceux de degrés impairs.On a alors Q%Y (X?) = +(P*(X) — I*(X)) , les
opérations étant faites dans Zyr+1[X| et le signe choisi pour que Q1) soit unitaire.

Preuve : Soit f(X) € Zor+1[X] le polyndme unitaire tel que f(X) = £(P?(X) — I*(X))

et f ainsi construit dans Zyr+1[X] est bien définie.On a
FX?) = P(X?) = I(X?) = Q(X*)mod(2)

or application R(X) — R(X?) se réduita R(X) — R*(X) d’ou f(X) = Q(X)mod(2)

Il reste donc a vérifier que f divise X"~ 1 dans Zyws1 [X] .Or
F(X?) = 2P (X)Q™W (- X)

, les opérations étant faites dans Zor+1[X] .

Par hypothése on a Q) (X)) divise X?"~! — 1 dans Z[X] , on peut donc écrire

X111 =QW(X)A(X) + 2"B(X)
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2.1 Généralités

avec A(X) et B(X) des éléments de Zyr+1[X] et
(—X)" = 1= QW(-X)A(=X) +2°B(-X)
. Ainsi

X2 = @ D@ )
= —(@ T =1)((—=x)" T+ 1)
= —QW(X)QW(-X)A(X)A(-X)
—25QW(X)A(X)B(—X) + QW (-X)A(-X)B(X)).

Posons Q" (X) = P(X) — I(X),A(X) = P.(X) + L,(X) et B(X) = Py(X) + I,(X) ou
LX), Fa(X), B

),P,(X) ne contiennent que les mondmes de degrés pairs des polyndmes Q%) (X))
,A(X) B(X) et I(X),1,(X),I,(X) ceux de degré impairs.On a ainsi

QW(X)AX)B(-X) + QW (-X)A(-X)B(X) = (P(X)— I(X))(Pu(X)

—La(X))(Po(=X) = Ip(—x))
HP(=X) = I(=X))(Pua(=X)

—Lu(=X))(Py(X) — I,(X))

= (P(X) = I(X))(Fa(X)
+1,(X))
) (Fa(X)
L,(X))

(P
—la(X))(F(X)
HPX) + 1(X)
+la(X))(Fp(X) —
= 2(P(X)P(X) B (X) — I(X) Po(X) By (X)
—I(X)Po(X) Py (X)

+I(X) 1 (X)Py(X))

1l en résulte que f(X?) divise 22" 2 — 1 dans Zow:1[X] donc f(X) divise 22" ~' — 1 dans
szﬂ[_}q. |

Exemple 2.4. Considérons Zo[X]| X" —1 € Zy[X],0ona: X" —1 = (X3 + X + 1)(X3 +
X? +1)(X — 1) une factorisation de X — 1 sur Zy[X].
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2.1 Généralités

Comme les facteurs de X" — 1 sont 2 a 2 premiers entre eux on bien pour Q = (X3 + X + 1)

le relevé de Hensel d’ordre 1 de Q défini par QY = Q dans 7| X]. Déterminons le relevé de

Hensel d’ordre 3 de Q.

En utilisant la proposition précédente on a :

P (X) =1mod(2)

et
L(X) = X? + X mod(2)
donc
PZ(X) =1 mod(4);
L(X) = X5+ 2X" + 2* mod(4)
D’oil

QP (X?) = X+ 2X* + X? — 1 mod(4)
c’est-a-dire

QY(X) = X3+2X%+ X — 1 mod(4).
Ainsi on obtient

Py(X) =2X? — 1 mod(4);
L(X) = X? + X mod(4).

Ce qui entraine que
P(X) =4X" —4X% + 1;
L(X)=X°+2X"+ X2
Par suite
QY(X?) = X® —2X*-3X2 -1

enfin

Q¥WX)=X3-2X?-3X -1

ou tout simplement

QW(X) = X* +6X%+5X + 7.

On vérifie aisément que :

QW(X)(X* +22° +7X? +5X +1) = X" — 1 mod(8)
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2.1 Généralités

D’oit QB (X) est un diviseur de X™ — 1 dans Zs[X].

Proposition 2.7. Soit Q¥ le relevé de Hensel d’ordre k d’un facteur irréductible de X?" ' —1
alors;
le polynome Q¥ a exactement d = deg(Q™)) racines dans GR(p*, m) et ses racines sont de la
forme

2 3 d—1 N 27 2 :
a, P o, ..., aP o o estun élément non nul de I’ensemble de Teichmuller.
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meessssssss Chapitre 3 s—

CODES SUR LES ANNEAUX DE GALOIS

Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner une définition d’un code sur les anneaux de Galois ,
ensuite nous énoncerons quelques propriétés complémentaires tout en s’intéressant aux codes
linéaires sur les anneaux de Galois et enfin nous proposerons une étude de métrique sur I’anneau

7.4 et code construit sur cet anneau.

3.1 Définitions , propriétés et exemples.

Définition 3.1. Soit A un anneau de Galois , on appelle code de longueur n sur ’anneau A est

tout sous-ensemble C de A™ .
Dans ce cas A est appelé alphabet de C'.

Définition 3.2. Soient A un anneau de Galois et C' un code de longueur n sur I’anneau A . On
sait que A" est doté d’une structure de A-module . On dira donc que C' est un code linéaire de

longueur n sur A si C' est un sous-module de A"
On définit sur un code C' de longueur n sur A une distance.
Définition 3.3. L’application définie par :

dH . 02 — R+

(a,b) — card{i € {1,...,n}/a; # b;}
est appelée définie est la distance de Hamming.

Preuve : Montrons par la suite que dy est une distance sur C'

Soient a,b € C', posons a = (a1, as, ..., a,) etb = (by, by, ..., by,)

(%) il est clair par définition de dy que dy(a,b) € {1,2,...,n} donc dy(a,b) >0
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3.1 Définitions , propriétés et exemples.

(x%) dg(a,a) = card{i € {1,2,...,n}/a; # a;} d’oudy(a,a) = 0 Supposons que dg(a,b) =
0 alors pour touti € {1,2,...,n} a; = b; ce qui entraine que a = b, de plus par définition

de dH , dH(CL, b) = dH(b, CL)

(x x %) soit ¢ € C', montrons que dg(a,b) < dy(a,c) + dgy(c,b)
Posons A = {i € {1,2,...,n}/a; # b;} ,B={i € {1,2,..,n}/a;, # c;} et F = {i €
{1,2,...,n}/¢; # b;} on remarque que dg(a,b) = card(A) , dy(a,c) = card(B) et
dg(c,b) = card(F) Soitdonc i € {1,2,..n} i ¢ BUF alorsi ¢ Beti ¢ F c’est-a-
dire a; = ¢;et¢; = b; d’otva; = b; et par suite i ¢ A .
Ce qui entraine que A C B U F et par suite card(A) < card(BU F) = card(A) <
card(B) + card(F) car card(B U F) < card(B) + card(F); en d’autres termes;
dy(a,b) < dg(a,c) +du(c,b).

(%), (%%) et (* * x) entrainent que dy est une distance . m

Définition 3.4. Soit a un mot du code C', le poids de Hamming de a qu’on notera wy est la

quantité dg(a,0) ou 0 est le mot nul donné par : 0 = (0,0, ..., 0).

Définition 3.5. Soient A un anneau de Galois , et C' un code sur cet anneau ;la distance mi-
nimale du code C' de longueur n sur I’anneau A est la quantité d = min{dg(a,b) : a,b €

C' et a # b} On pourra donc noter un tel code c(n, d).

Définition 3.6. Le polynéme distribution de poids Po d’un code linéaire C' est le polynome

donné par :

Po(z) = Y 20

zeC

On obtient par suite que :
Po(z) =) A
i=0
ou A; est le nombre de mots de poids 1.

Ce polynome ainsi défini permet d’améliorer le décodage.
En effet ce polyndme renseigne sur le nombre total de mots du code C' et peut permettre au

récepteur du code de détecter une quelconque érreur liée au nombre de mots du code.

Définition 3.7. Soit C' un code de distance minimale d; sa capacité théorique de correction est

donnée par : t = E(41)
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3.1 Définitions , propriétés et exemples.

Définition 3.8. Considérons le code C. Soient a,b € C' . a est dit permutation de b s’il existe
une permutation o de {1,2, ...,n} telle que a; = by;. Ainsi la relation R définie par :
V(a,b) € C?, (a,b) € R si et seulement si b est une permutation de a est une relation d’équi-

valence.

Preuve : Soienta, d et b trois mots de C' .On a :

1. (a,a) € R car a est une permutation de a (prendre pour permutation 1’application iden-
tité).

2. Supposons que : (a,b) € R alors par définition il existe o € S, telle que Vi €
{1,2,...,n} , b; = a,(; ce qui entraine que a; = b,-1(; d’olt b est une permutation
de a etdonc (b,a) € R.

3. Supposons enfin que (a,b) € Ret (b,d) € R alorsil existe oy € S, etos € S, telles que
Vie {1,2,...,n},b; = a,,() et d; = by,(;) ce qui entraine que d; = Gy, (05(i)) = Goyo0(i)
d’ou d est une permutation de a et par conséquent (a,d) € R

Les trois dernieres phrases montrent que R est une relation d’équivalence. m

Définition 3.9. Deux codes C et C' sont dit équivalents par permutation s’il existe une permu-
tation o de {1, ...,n} telle que pour tout mot x € C" il existe y € c tel que x est une permutation

de y par o .

Définition 3.10. Une application f de A™ dans lui méme est dite monomiale si, elle est linéaire
et sa matrice dans une base de A" est telle que chaque ligne et chaque colonne posséde un

unique élément non nul.

En général , deux codes linéaires C' et C’ sont dit équivalents s’il existe une application
monomiale f qui transforme C' en C” . supposons que la matrice de f est M (f) et G et G’ sont

les matrices génératrices respectives de C' et C’ alors on aura :
G'=GM(f)
Définition 3.11. La capacité de détection d’un code de distance minimale d est la quantité d— 1

Définition 3.12. Un code C est dit parfait si ’ensemble des boules fermées de rayon t pour la

distance Hamming et centrées sur les mots du codes forment une partition; en d’autres termes

A" = | Bz, t)

zeC
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3.1 Définitions , propriétés et exemples.

Définition 3.13. Soit A un anneau de Galois d’idéal maximal D et soit I’application ¢ définie

Par :

¢H:A — R+
OstxeD

x — o) =
1 sinon.

L’application ci-dessus définie est le poids Homogene sur [’anneau A.

Proposition 3.1. Cette application génére une autre sur A> qui est a une propriété pres une
|Y pp 8 q prop p

métrique ’anneau A . 1l s’agit de M définie par

M(z,y) = duly — x)
En effet elle est positive , symétrique et vérifie I’inégalité triangulaire.

Preuve : Soient x et y € AT (x,y) = ¢u(y — x) , et par définition ¢y (y — x) > 0.

Ensuite , on a :

M(z,y) = ouly — )
= ¢u(zr—y)
= M(y,r)

Carsiy —x € D alors x — y € D .On remarquera que si t — y = —(y — x) et D est un idéal.
De plus siy — x ¢ D alors y — z est inversible et son opposé I’est aussi. Il reste & montrer que
M admet I’inégalité triangulaire.

Soient x , y et z € A, montrons que :
M(z,y) < M(z, 2) + M(z,y);

— si M(z,y) = 0 alors on a le résultat;

— si M(z,y) = 1, alors supposons que M(z, z) = 0 et M(z,y) = 0 ce qui va entrainer
que par définition de M que z —x € D ety — 2z € D et par suite comme D est un idéal
alors (y — z) + (z — ) € D c’est-a-dire v —y € D d’ou M(z,y) = 0 ce qui contredit
I’hypothése de départ .donc M(z, z) = 1 ou M(z,y) = 1 ce qui acheve la preuve.

m L’application M nous permet de définir sur I’anneau quotient A/D une distance.
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3.1 Définitions , propriétés et exemples.

Proposition 3.2. L’application M définie par :
M:A/DxA/D — Ry
(z,7) — M(z,y)
avec T = x + D, est une distance .

Preuve : vérifions d’abord si M est bien définie . Soient =, z’,y et i’ € A tels que 2’ € T
ety € § montrons que M(Z,§) = M(z',y).
On a:M(Z,7) = M(z,y)

— siy —x € D alors M(:E, y) = 0 et dans ce cas T = ¥ ce qui entraine que ¥’ = ¥/’ car

SN
Il
&I

I
|

~

]

ce résultat nous permet de dire que dire que ¢/ — 2’ = 0 = D d’ouy’ — 2’ € D et par
définition de M , M(2',y/) = 0 = M(z,7)
— siy—ax ¢ D alors M(Z,7) = 1etdans cecas y —z # D c’est-d-dire § — T # D et

comme z’ € T ety € g alors on obtient
-2 #D = y —a #D
— ¢y —2'¢D

— M(2,y) =1

ce qui prouve que M est bien définie . Montrons ensuite que ce qui prouve que M est une
distance sur A/D.
Par définition de M VZ,j et Z € A /D

il reste 2 montrer que VZ,5 € A/D , M(Z,7) =0 = T = 7.

Par définition /\;l(f, y) = 0 veut dire que y — = € D ce qui conduit a Z = y. D’ou M est une
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3.2 Codes linéaires

distance sur A/D m
L’ application M permet d’établir une distance sur le A/D-espace vectoriel (A/D)™ ol n est

un entier naturel.
Proposition 3.3. L’application ~ définie par :
v:(A/D)" x (A/D)" — R,
(CL, b) — Z M(C_LZ, l_)z)
i=1
est une distance sur A/ D.
Preuve : Soient a,b et ¢ € A/D ,ona:M(a,a) = OcarVi € {1,2,..n},a — a; = D de
la méme maniere les autres propriétés de distance découlent du fait que M est une distance sur

A/D. m

3.2 Codes linéaires

Un code linéaire dispose d’une structure algébrique plus riche qu’un code dans le cadre gé-
néral . Dans la définition 3.2 on vu qu’un code de longueur n sur un anneau de Galois A est dit
linéaire s’il est un sous-A-module de A”".

On sait que les modules ne possedent pas toujours une base comme dans le cas des espaces vec-
toriels . Il y existe néanmoins des familles génératrices que nous avons définie dans le chapitre

précédent . Ces familles nous permettent de définir les matrices génératrices d’un code .

Définition 3.14. On appelle matrice génératrice d’un code linéaire sur A toute matrice M dont

les lignes forment une famille génératrice minimale du code .

Théoreme 3.1. Lorsque A est un anneau de Galois la matrice d’un code linéaire C de longueur

n sur A, si l’on s’autorise une légére modification de C' se met sous la forme :

Iy Ao Ao,z Ags .. Aogm—1 Aoym
0 ply, pA1,2 pA173 pAl,m—l pAl,m
0 0 p2[k2 P2A2,3 P2A2,m71 p2A2,m
K =
0 0 0 0 ]9’”_1];%71 pm_lAm_Lm
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3.2 Codes linéaires

ou les A; ; sont les matrices a k; lignes et k; colonnes a coefficients dans A , les Iy, sont les
matrices identité d’ordre k; et K est une matrice bloc dont chaque colonne est regroupée dans

un bloc carré de taille kg,k1,ks,....k,, tels que :

=0

De cette maniere on dira que le code C' sur A est de type :(1)% (P)¥ (P?)*2.. (pm~1)*km-1 et de

plus
m—1
ICl=p"> (m—i)k
i=0
Définition 3.15. Soit C' un code linéaire de longueur n sur A

1. On appelle rang libre de C' le plus grand rang des sous-modules libres de C . Dans

I’exemple précédent , le rang libre du code C' est k.

2. On définit le rang de C' comme le cardinal de la famille génératrice minimale de C
vu comme un A-module.ll s’agit en d’autres termes du nombre de lignes de la matrice

génératrice linéairement indépendantes

Dans I’exemple précédent on obtient

m—1

rang(C) = Z k;

=0

Remarque 3.1. Un code linéaire est dit de rang libre si son rang libre est égal a son rang. Dans

ce cas C' est un sous-A-module libre de A™ isomorphe a A™*"9(C)

3.2.1 Code dual d’un code linéaire sur un anneau de Galois.

Définissons dans un premier temps la forme bilinéaire symétrique ¢ sur A™ par

o(a,b) = Z?;()l a;b; , elle nous permet de définir une nouvelle notion . Celle de dualité.

Définition 3.16. Soit C' un code linéaire sur A de longueur n; On appelle code dual d’un code

C et on note C* le sous- A-module défini par :

Ct={acA";ab=0;Vbe A"}
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3.2 Codes linéaires

Théoreme 3.2. Lorsque la matrice du code linéaire C' est définie sous la forme normale comme
précédemment , celle de son dual se met également sous forme normale . On pourra la notée

K+ définie par :

By B Bos ... Bom-1 I,
pBio pBiiy pBis ... pl, ., O

K+ =
pm_le—l,O pm—llkl 0 0 0

ou les B; sont les matrices blocs a coefficients dans A.

Définition 3.17. Soit C un code linéaire de matrice génératrice G, la matrice génératrice G+

de son dual est sa matrice de controle.

Définition 3.18. 1. Si pour un code C sur A alors on a C C C* alors on dit que C' est

faiblement auto dual.

2. Side plus C*+ C C c’est-a-dire C+ = C alors C est dit auto dual.

3.2.2 Codes cycliques [4]

Soit A un anneau de Galois , il existe une famille intéressante de codes linéaires que nous
définirons plus bas.
Définition 3.19. L’application shift a droite donne a tout n-uplet (ag,ay, ..., a,—1) 'image
(anfla QAQy +evs an72)
Définition 3.20. Un code linéaire C' de longueur n sur un anneau A est cyclique si pour tout

a = (an_1, ao, ..., an_2) l'image par le shift a droite de a est un élément de C.

Définition 3.21. Soit C un code linéaire sur un anneau de Galois A .On appelle représentation

polynémiale d’un mot a = (ag, ay, ..., a,_1) le polynome P(x) de A/(x™ — 1) donné par :

n—1
P(z) = Z a;x"
i=0

1l est d’ailleurs immédiat que I’application ¢ de A" vers A/(a™ — 1) qui a tout mot a de A"
associe sa représentation polynémiale est un isomorphisme.Ce qui veut dire en d’autre termes

que tout code linéaire est identifiable a une partie de A[X]/(X™ — 1).
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3.2 Codes linéaires

Le théoréme qui va suivre donne une définition algébrique d’un code cyclique.

Théoreme 3.3. Un sous ensemble C' de A™ est un code cyclique si et seulement si son image

par ¢ est un idéal de Alx) on x = X + Id(X™ — 1)

Preuve : Supposons que C' est un code cyclique , alors (C, +) est un groupe abélien car
C' est linéaire ce qui entraine que (¢(C),+) est un groupe abélien . De plus soient P(z) =
>y aia” € (6(C), +)
de plus soienta € Aeti € {0,...,n — 1} on obtient :

n—1
ar'P(z) = (axi)Zaja:j
=0

n—1
_ E YRER
= aa;T ;
Jj=0

de cette maniére on le polyndme est ax’ P(x) est la représentation polyndmiale du shifté d’ordre
i+ j— (n—1)dumot (aag, ..., aa, 1) et comme C est un code cyclique donc linéaire alors
(aag, ..., aa,_1) € C et par suite az’ P(z) € ¢(C). On en déduit du fait que A soit commutatif
que pour tout P(z) € ¢(C) et Q(x) € A[X]/(2" —1) ona P(x)Q(z) € ¢(C).

Réciproquement , si ¢(C') est un idéal de R alors (¢(C'), +) est un groupe abélien ce entraine

directement que (C,+) I’est aussi. Soient a € A et (ay, ...,a,_1) € C', alors

n—1
alag, ...,an_1) = agp” " <Zai:ci>

or ¢(C) est un idéal a 31 ;" € $(C) d’on a(a, ..., a, 1) ce qui montre bien que C' est
linéaire de plus on sait que « Z?:_ol a;x' est la représentation polyndmiale du shifté a droite du
mot (ay, ..., a,_1) et comme $(C) est un idéal alors z 31" a;z% € ¢(C') d’ot le shifté a droite

de (ag, ..., a,_1) est un élément de C' et donc C' est cyclique. m

3.2.3 construction d’un code cyclique [4]

Dans cette section nous considérons que A = Z,x avec k € N tel que k£ > 2 pour garder le
fait que A soit un anneau de Galois.
Les codes que nous utiliserons seront de longueur n avec n impair.

Comme dans le cas général , un code de longueur n sur A que I’on notera Cs est dit cyclique
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3.2 Codes linéaires

s’il est linéaire et stable par I’opérateur shift droit.

En plus sa représentation polyndmiale est un idéal de Z,:[X]/(X™ — 1).

Notre travail consiste ici & déterminer les idéaux de Zox[X]/ (X" — 1) .

Comme dans le cas des corps fini ’anneaux Z,«[X|/(X™ — 1) est principal.Il cependant plus

complexe de déterminer ses idéaux.

Théoréme 3.4. Tout idéal de Z,:[X]/(X™ — 1) admet de maniére unique un générateur de
forme :

g=fo+2fi+22fi+ ..+ 2"

avec

Jr—1| fr—al.. | X" —1

Nous allons mettre en évidence une famille plus restreinte d’idéaux de Z[X]/(X™ — 1) en
utilisant le relevement de Hensel .
En effet le générateur g(X') de tout code cyclique binaire est est un diviseur de unitaire de X™—1
dans GF'(2)[X] , on peut donc lui appliquer le relevement de Hensel , ce qui nous conduit & un
diviseur unitaire de X™ — 1 dans Z,x[X] qui est donc selon le théoreme précédent le générateur

d’un idéal de Zo[X]/(X™ — 1) delaforme f; = fo = ... = f_y = g»

Définition 3.22. Soient g(X) € GF(2)[X] un diviseur de X" — 1 et g™ (X) son relevé de
Hensel d’ordre k.Le code Cor = (g (X)) C Zox[X]/(X™ — 1) est appelé le code relevé du
code cyclique binaire C = (g(X)) C GF(2)[X]/(X" — 1)

Soit m le plus petit entier tel que ¢ (X)|X?"~! — 1. le polynome ¢*)(X) peut s’écrire
comme produit de facteurs irréductibles de X2"~' — 1, donc par la (proposition 2.7) ¢¥)(X) a

tous ses zéros dans I’anneau de Galois G R(2%,m) et ils sont au nombre de deg(g).

Définition 3.23. Soient ¢¥) un diviseur unitaire de X™ — 1 et cqr le code engendré par g .

On appelle zéros de cor I’ensemble des zéros de g*) dans GR(2F, m).
Proposition 3.4. Soit ¢*%) € Z [X] un polynéme unitaire divisant X™ — 1. la famille
{g", xg®, . Xty

avec d = deg(g®)) , est une base du code Cor = (g™).
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3.2 Codes linéaires

Preuve : La famille ci-dessus est une famille génératrice de Cor C Zoi[X]/(X™ — 1) caren
effet pour tout polyndme P(z) de Cyy il existe Q(X) tel que P(X) = Q(X)g®)(X) et comme
P(x) € Zy[X]/(X™ — 1) alors deg(P(X)) < n—1doudeg(Q(X)) <n—d—1etpar

conséquent
n—d—1

P(X)= Y a;X'g"(X)

1=

d’ou cette famille est génératrice.

Montrons ensuite qu’elle est libre sur Zox . posons X" —1 = ¢ (X)h*) (X) et supposons qu’il
existe n — d éléments de Zox tels que Y, a; X'g™(X) = 0 alors comme >, a;X'¢g®)(X) €
Zo[X]/(X"—1) alors Y, a; X'g®) (X) = X" —1 ¢ est-a-dire A(X) = >, a; X" estun multiple
de h®)(X) or deg(h™ (X)) = n — d et mais deg(A(X)) <n —d —1donc A(X) =0, ce qui

entraine que les a; choisis plus haut sont tous nuls . m

3.2.4 codes quaternaires [2]

Dans la suites notre alphabet sera Z,
Définition 3.24. On appelle code quaternaire , un code sur Z, .

Un tel code s’il est linéaire de longueur n est un sous-module de Z;.
La poids de Hamming défini plus haut n’est pas suffisamment précis sur I’anneau Z, car il ne
différencie pas véritablement les éléments de Z, .

Le poids le plus adapté est le poids de Lee défini sur Z, par :

WLee : Z4 {07 17 2}

0 0
1

2

[ A

1

Il faut dire qu’en général sur Z,, , Wy est définie par :

(
vsiz < |5

WLee ('T) =

—Z stnon

\
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3.2 Codes linéaires

ou —x est I'inverse additif de = dans Z,,.

Définition 3.25. Le poids de Lee d’un vecteur v € Z} est donné par l’égalité :

Wi(u) = Wree(w,).
i=1
Ce poids nous permet de définir une nouvelle distance sur Z donnée par :
Yu,v € Zy , dr(u,v) = Wr(u —v)

Preuve :

Soient a,b,c € Zj onady(a,b) = Wr(a — b) > 0 par définition de W},
d(a,b) = Wi(a—10)

= Z WLee(ai - bl)
=1

= Z Wiee(bi — a;) car pour © € Zy , Wiee(—x) = Wiee()
i=1
= dL<b7 CL),

par suite on a dy (a, a) = 0 par définition de d,

dp(a,) =0 = > Wie(a; —b;) =0
i=1
—> Wiee(a; — b;) = 0 pour tout i. car Wi, est positive

= a; = b; pardfinition de Wi,

— a=25b

Remarque 3.2. de part la construction de Wi, on remarque que pour tout x,y € Zy Wiee(x+

y) S WLee(z) + WLee(y)

ce qui entraine que :

di(a,b) = > Wiee(a; —b;)

A
g
=

|
D
=
g

(c; — b;) ( par la remarque ci — dessus )
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3.2 Codes linéaires

ce qui conduit a

dr(a,b) < dp(a,c)+dp(e,b)

. donc dj, est bien une métrique sur Zj.
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APPORT DIDACTIQUE

L’¢élaboration de notre travail nous a permis de consolider quelques notions importantes d’al-
gebre linéaire dont la maitrise est nécessaire pour le jeune enseignant de mathématiques afin de
mieux conduire ses enseignements au lycée . De plus le document que nous avons produit est un
rendu de plusieurs recherches dans des bibliotheques , médiatheques et en laboratoire ; ce travail
est en effet une transposition didactique . Il s’agit la aussi d’une tdche qui sera incontournable
au lycée et/ou college pour un enseignant , et lorsqu’elle est bien faite , elle sera bénéfique pour
ses éleves .

Nous rappelons que la transposition didactique est la transformation d’un savoir savant en un
savoir enseigné.ll s’agit ici de rendre un savoir souvent sophistiqué plus accessible .

Que dire alors des méthodes de rédaction que nous avons expérimentées a 1’occasion de la
confection de ce document; une merveille pour la rédaction des documents de mathématiques ;
I’éditeur IXTEX qui a I’eére du numérique nous permettra d’affronter la nouvelle donne et pro-
duire les documents et épreuves de qualité pour le bonheur de nos futurs éleves.

Pour conclure nous dirons que notre travail , sans étre spécifique a la didactique , nous a plongé

dans les réalités quotidiennes d’un enseignant de mathématiques.

41 DIPES 1I 2018-2019



Conclusion

Au terme de notre travail , il apparait que la notion de code sur un anneau de Galois et plus
particulierement de code linéaire est fortement riche et ne saurait se resumer a cet ouvrage qui
s’est limité juste a une présentation introductive . Notons par ailleurs que nous avons travaillé
sur les anneaux de Galois ; nous détaillons en effet dans ce mémoire la notion de codes sur les
anneaux de Galois . Cependant nous restons curieux de découvrir les avantages que 1’on peut
engranger si notre alphabet est un anneau integre voire un corps au sens mathématique.

En perspective nous nous proposons de faire une étude plus complete sur les anneaux de chaine ;

de parcourir leurs propriétés générales et celles des codes sur ce type d’anneaux.
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