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♠ Résumé ♠

Ce travail est consacré à l’étude des codes cycliques sur un corps de Galois et à la

caractérisation de ceux dont les poids des mots ont un diviseur commun distinct de 1.

Nous utilisons le théorème de McEliece pour montrer qu’un code cyclique binaire non

dégénéré C est divisible si et seulement si 1 est un non zéro de C. Nous montrons aussi

que si un code cyclique binaire non dégénéré est divisible, alors son orthogonal est aussi

divisible si et seulement s’il est dégénéré. Pour la cas général où p est un entier premier,

nous donnons une condition nécessaire pour qu’un code cyclique non dégénéré sur Fp soit

divisible.

Mots clés : poids de Hamming, code de Griesmer, code cyclique, code divisible, code

dégénéré.
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♠ Abstract ♠

This work is devoted to the study of cyclic codes on a Galois field and the characterisa-

tion of the class of those having code words with a common divisor greater than one. We

use the McEliece theorem to proove that a non degenerated binary code C is a divisible

code if and only if 1 is a non zero of C. We also proove that if a binary non degenerated

cyclic code is divisible, then its orthogonal is also divisible if and only if it is degenerated.

For the general case were p is a prime, we give a necessary condition for a non degenarated

cyclic code over Fp to be divisible.

Key words : Hamming weight, Griesmer code, cyclic code, divisible code, degenerated

code.
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♠ Introduction ♠

La communication est au cœur des interactions humaines. Elle consiste en l’envoi d’un

message par un émetteur à travers un canal de transmission, et à la réception du message

envoyé par un récepteur. Le canal n’étant pas fiable à 100%, il peut y avoir des erreurs lors

de la transmission. Le codage permet de détecter et de corriger ces erreurs. Un code détecte

et corrige un certain nombre t d’erreurs. C’est ainsi que nous parvenons à photographier

les planètes lointaines, à communiquer quelque soit le distance.

En théorie algébrique du codage, l’un des problèmes majeurs est d’améliorer à la fois

le nombre d’erreurs corrigées par un code et la vitesse de transmission des messages par ce

code. Mais des formules mathématiques (borne de singleton par exemple) montrent qu’en

améliorant l’un de ces paramètres, on diminue l’autre. On a donc des codes dits optimaux

qui essayent de fixer l’un des paramètres et d’optimiser l’autre. Des chercheurs tels que

McEliece 1 (R. J. McEliece 1972), Harold Ward 2 (H. N. Ward 1981) et tant d’autres, se

sont intéressés aux poids des mots des codes et se sont rendus compte que certains codes

avaient des distributions de poids particulières : les poids de tous les mots avaient un

diviseur commun (distinct de 1). En 1981, Harold N. Ward les a appelés codes divisibles.

Et depuis ce temps il a montré que de nombreux codes optimaux (ceux de Griesmer en

particulier) sont divisibles et a même démontré que dans certaines conditions, des codes

optimaux n’existent pas.

Dans ce travail, il est question pour nous d’élucider les notions de code cyclique sur

un corps de Galois et de divisibilité d’un code linéaire, et de caractériser, parmi les codes

cycliques sur un corps de Galois, ceux qui sont divisibles. Pour y parvenir, nous organisons

1. mathématicien américain, né en 1942, gagnant de la médaille Alexander en 2009 ;
2. mathématicien américain, né en 1936, il a défini la notion de code linéaire divisible en 1981.
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Liste des tableaux

notre travail en trois chapitres.

Le premier chapitre est intitulé préliminaires et porte essentiellement sur : les rappels sur

les anneaux, les corps finis et leur construction.

Le deuxième chapitre porte sur la notion de code sur un corps de Galois. Nous y définissons

la notion de code linéaire sur un corps de Galois, la notion de code cyclique sur un corps

de Galois et la construction d’un code cyclique. Nous y construisons trois codes cycliques

binaires de longueur 15.

Le troisième chapitre porte sur la divisibilité des codes cycliques sur un corps de Galois.

Nous y définissons la notion de code linéaire divisible et donnons quelques résultats

généraux sur divisibilité des codes linéaires. Nous énonçons le théorème de McEliece sur la

divisibilité des codes cycliques, démontrons des conséquences de ce théorème et étudions

la divisibilité de trois codes cycliques binaires que nous construisons au chapitre deux.

A la fin, nous proposons un paragraphe portant sur l’intérêt didactique de notre travail.

Nous donnons les apports de ce mémoire dans notre formation de professeur des lycées

d’enseignement général. Nous les regroupons en deux : les apports sur le plan théorique et

les apports sur le plan pratique de l’enseignement des mathématiques.
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⋆ ⋆ Chapitre Un ⋆ ⋆

PRÉLIMINAIRES

Nous ne pouvons étudier une langue sans étudier son alphabet. Les corps de Galois

sont les alphabets des codes linéaires que nous allons étudier. L’un des objectifs de ce

chapitre est de décrire ces alphabets et de donner certaines propriétés qui régissent les

lettres de ces derniers. Nous rappelons quelques notions sur les anneaux avant de passer

aux corps finis et à leur construction.

1.1 Rappels sur les anneaux

Soit A un ensemble non vide.

Définition 1.1.1 : On dit que (A,+,×, 0A) est un anneau lorsque les conditions suivantes

sont satisfaites :

• (A,+) est un groupe additif commutatif ;

• × est une loi de composition interne de A qui est associative et distributive par

rapport à la loi +.

Définition 1.1.2 : Un anneau (A,+,×, 0A) est dit unitaire lorsqu’il existe un élément 1A
de A appelé l’unité de l’anneau (A,+,×,0A) tel que :

∀x ∈ A,1A × x = x = x × 1A

Notation 1.1.1 : Lorsque l’anneau (A,+,×, 0A) est unitaire, on note (A,+,×, 0A, 1A). S’il

n’y a pas d’ambiguïté, l’élément nul de l’anneau est désigné par 0 et l’unité par 1 ; l’anneau

unitaire (A,+,×,0A,1A) est tout simplement noté A ; x × y est noté xy.
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1.1. Rappels sur les anneaux

Définition 1.1.3 : L’anneau A est dit commutatif si :

∀x, y ∈ A,xy = yx

Définition 1.1.4 : Soient x, y ∈ A. On dit que x divise y si il existe un élément z de A

tel que y = zx.

Dans ce cas, on dit que x est un diviseur ou un facteur de y et que y est un multiple de x.

Définition 1.1.5 : Un élément x de A est dit inversible s’il est un diviseur de l’unité de

l’anneau A. Autrement dit, un élément x de A est dit inversible s’il existe un élément y de

A tel que xy = 1.

L’élément y est appelé l’inverse de x.

Notation 1.1.2 : On note U(A) l’ensemble des éléments inversibles de l’anneau A.

Si x est un élément inversible de A, l’inverse de x est noté x−1.

Définition 1.1.6 : Soit x un élément non nul de A. On dit que x est un diviseur de zéro

s’il existe un élément non nul y de A tel que xy = 0.

Définition 1.1.7 : L’anneau A est dit intègre lorsqu’il n’a pas de diviseurs de zéro.

Dans la suite, A est un anneau commutatif, unitaire et intègre.

Définition 1.1.8 : Soient x, y ∈ A. On dit que x et y sont associés s’il existe un élément

inversible t de A tel que x = ty.

Proposition 1.1.1 : Soit x ∈ A. Tout élément inversible de A ou associé à x est un

diviseur de x.

Preuve : Soit y ∈ A. Si y associé à x, alors par définition il existe un élément inversible t

de A tel que x = ty, donc y divise x.

Supposons maintenant que y est inversible. Alors yy−1 = 1, donc

x = 1x = (yy−1)x = y(y−1x)

D’où y est un diviseur de x. ∎

Définition 1.1.9 : Un élément x de A est dit irréductible lorsqu’il est non inversible, et

ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles de A et les éléments de A qui lui sont

associés.
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1.1. Rappels sur les anneaux

Définition 1.1.10 : On dit que A est un anneau factoriel si tout élément non nul x de

A il existe n ∈ N, des éléments irréductibles p1, p2,⋯, pn de A, un élément inversible u de

A tels que x = up1p2⋯pn ; et si x = u′p′1p′2⋯p′m où les p′i sont aussi irréductibles, alors

– m = n ;

– il existe une permutation σ ∈ Sn, et pour tout i ∈ {1,2,⋯, n}, un élément inversible

ui tels que pσ(i) = uip′i.

Définition 1.1.11 : Soit I ⊂ A une partie non vide de A.

On dit que I est un idéal de A si la restriction des lois de l’anneau A à I lui confère une

structure d’anneau (c’est-à-dire que (I,+,×,0) est un anneau) et de plus

∀a ∈ A,∀x ∈ I, ax ∈ I

Définition 1.1.12 : Un idéal I de A est dit principal s’il est engendré par un seul élément.

Autrement dit, un idéal I de A est dit principal s’il est de la forme I = aA où a est un

élément de A.

Définition 1.1.13 : Un anneau intègre A est dit principal si tous ses idéaux sont princi-

paux.

Proposition 1.1.2 : Tout anneau principal est factoriel.

Preuve : Soit A un anneau principal. Supposons que A ne soit pas factoriel.

Soit a ∈ A non nul et non produit d’éléments irréductibles ; alors a est réductible : a = a1b1

avec a1 et b1 diviseurs propres de a. a1 ou b1 est non produit d’éléments irréductibles

(sinon a le serait), soit a1 par exemple. On recommence : a1 = a2b2 et a2 est diviseur propre

de a et non produits d’irréductibles ⋯. On construit ainsi une suite Aa1 ⊂ Aa2 ⊂ Aa3 ⊂ ⋯

strictement croissante d’idéaux de A. Comme la suite Aa1 ⊂ Aa2 ⊂ Aa3 ⊂ ⋯ est croissante,

I = ∪i∈NAai est un idéal de A. A étant principal, I est un idéal principal de A. Soit

x0 ∈ I tel que I = Ax0 ; alors x0 divise tous les ai. Puisque x0 ∈ I, il existe n ∈ N tel que

x0 ∈ Aan ; donc x0 et an sont associés, d’où I = Aan ; ce qui contredit le fait que la suite

Aa1 ⊂ Aa2 ⊂ Aa3 ⊂ ⋯ soit strictement croissante. ∎

Soient A un anneau factoriel, (pi)i∈I la famille des éléments irréductibles de A. Alors

tout élément non nul a de A peut se mettre sous le forme a = u∏i∈I p
ri
i où ri = 0 si pi n’est

pas un diviseur de a. Cette écriture nous permet de définir la notion de pgcd et de ppcm.
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1.2. Rappels sur les corps finis

Définition 1.1.14 : Soient A un anneau factoriel, a = u∏i∈I p
ri
i et b = v∏i∈I p

si
i deux

éléments de A.

Un plus grand commun diviseur de a et b, noté pgcd(a; b), est un élément défini par

pgcd(a; b) = t∏
i∈I
p
min(ri;si)
i où t ∈ U(A)

Un plus petit commun multiple de a et b, noté ppcm(a; b), est un élément défini par

ppcm(a; b) = t′∏
i∈I
p
max(ri;si)
i où t′ ∈ U(A)

Remarque 1.1.1 : Le pgcd et le ppcm de a et b ne sont pas unique unique, il suffit de

faire varier t et t′ dans le groupe des unités de A pour avoir d’autres pgcd et ppcm. Mais

du moins tous les pgcd de a et b d’une part, et tous les ppcm de a et b d’autre part sont

associés deux à deux.

Définition 1.1.15 : Deux éléments non nuls a et b d’un anneau factoriel sont dits pre-

miers entre eux si leurs pgcd sont inversibles. Ceci revient à dire que 1 est un de leurs

pgcd.

Proposition 1.1.3 : Soit A un anneau unitaire d’élément unité 1A.

L’application
ψ ∶ Z → A

n z→ n.1A
est un morphisme d’anneaux.

Preuve : Immédiate ∎

Remarque 1.1.2 : Le noyau de cet application est donc un idéal de Z. Z étant principal,

cet idéal est de la forme mZ où m est un entier naturel. Donc ker(ψ) =mZ

Définition 1.1.16 : L’entier naturel m de la remarque précédente est appelé la caracté-

ristique de l’anneau A.

1.2 Rappels sur les corps finis

Définition 1.2.1 : Un corps est un anneau unitaire tel que tout élément non nul soit

inversible.

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 6



1.2. Rappels sur les corps finis

Définition 1.2.2 : Un corps fini est un corps qui a un nombre fini d’éléments.

On l’appelle aussi corps de Galois 1.

Proposition 1.2.1 : Tout corps est un intègre.

Preuve : Soit K un corps, soient a, b ∈ K tels que a ≠ 0 et ab = 0.

Alors b = 1b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−10 = 0. D’où K est intègre. ∎

Théorème 1.2.1 : (théorème de Wedderburn 2, [4])

Tout corps fini est commutatif.

Proposition 1.2.2 : La caractéristique d’un corps fini est un nombre premier.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique m.

Comme le corps K a un nombre fini d’éléments, le morphisme ψ ne peut être injectif, donc

son noyau est distinct de l’idéal nul. Ainsi, m est un entier naturel non nul et distinct de 1

(car si m = 1, alors 1K = 0K, absurde).

Supposons que m ne soit pas premier, alors il existe deux entiers naturels a et b, non nuls

et tous distincts de 1, tels que m = ab.

Puisque a et b sont non nuls et tous distincts de 1, alors a.1K et b.1K sont deux éléments

non nuls de k. On a :

(a.1K) × (b.1K) = (ab).1K =m.1K = 0K

Ce qui contredit le fait que le corps K soit intègre.

Donc m est premier. ∎

Proposition 1.2.3 : Si K est un corps fini de caractéristique un nombre premier p, alors

K contient un sous-corps Kp = Im(ψ) isomorphe au corps Z/pZ.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique un nombre premier p, alors ker(ψ) = pZ.

D’après le premier théorème d’isomorphisme, Im(ψ) ≅ Z/ker(ψ) = Z/pZ.

D’où le résultat. ∎

Définition 1.2.3 : Le sous-corps Kp du corps fini K de la proposition précédente est

appelé sous-corps premier de K.

1. Evariste Galois, mathématicien français (1811-1832), a posé les prémisses de la théorie de Galois.
2. Joseph Henry Maclagan Wedderburn, mathématicien écossais (1882-1948).
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1.2. Rappels sur les corps finis

Proposition 1.2.4 : Le cardinal d’un corps fini est une puissance de sa caractéristique.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique p et Kp son sous-corps premier.

Le corps K peut être vu comme un Kp-espace vectoriel. Puisque K est de cardinal fini, alors

K peut être vu comme un Kp-espace vectoriel de dimension fini l. Dans ce cas, K ≅ (Kp)
l
.

Comme Kp ≅ Z/pZ, alors K ≅ (Z/pZ)
l
.

Donc
card(K) = card((Z/pZ)

l
) = (card(Z/pZ))

l
= pl ∎

Proposition 1.2.5 : Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors l’application

Fr K → K

x z→ xp

est un automorphisme de corps.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique p.

Soient a, b ∈ K.

Puisque le corps K est commutatif (car c’est un corps fini), on a :

Fr(ab) = (ab)p = apbp = Fr(a)Fr(b)

Soit i un entier tel que 1 ≤ i ≤ p− 1, alors iCi
p = pC

i−1
p−1. Puisque p est premier et est distinct

de i, alors p et i sont premiers entre eux. Donc p divise Ci
p. On peut donc écrire

Fr(a + b) = (a + b)p

=

p

∑
i=0
Ci
pa
ibp−i

= ap +
p−1

∑
i=1
Ci
pa
ibp−i + bp

= ap + bp car pdivise Ci
p∀i ∈ {1;⋯;p − 1}

= Fr(a) + Fr(b)

Donc Fr est un endomorphisme.

Soit a ∈ K. Si Fr(a) = 0, alors ap = 0, et comme le corps K est intègre, on a a = 0.

Ainsi, Fr est un endomorphisme injectif ; d’où Fr est un automorphisme. ∎

Définition 1.2.4 : L’automorphisme Fr de la proposition 1.2.5 est appelé automorphisme

de Frobenius.
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1.2. Rappels sur les corps finis

Proposition 1.2.6 : Si K est un corps fini de cardinal q, alors K∗ est un groupe cyclique

d’ordre q − 1.

Preuve : Soit K un corps fini de cardinal q, alors K∗ est un groupe abélien multiplicatif

d’ordre q − 1.

Supposons que K∗ ne soit pas cyclique.

Soit e son exposant et soit α un élément d’ordre e.

Puisque l’ordre du groupe est q − 1, alors e divise q − 1.

Comme e est l’exposant du groupe K∗, alors l’ordre de chaque élément de K∗ est un

diviseur de e. Donc pour tout x ∈ K∗, xe = 1 ; c’est-à-dire que tous les éléments de K∗ sont

des racines du polynôme xe − 1. Puisque card(K∗) = q − 1, alors q − 1 ≤ e.

Ainsi, q − 1 = e. D’où α est un générateur de K∗. ∎

Définition 1.2.5 : Soit K un corps fini. On appelle élément primitif de K ou racine

primitive de K tout générateur du groupe multiplicatif K∗ de K.

Notation 1.2.1 : Si K est un corps, K[X] désigne l’anneau des polynômes à coefficients

dans K.

Remarque 1.2.1 : On a :

∀x ∈ K∗, xq−1 − 1 = 0

Donc les éléments de K sont des racines du polynôme Xq−X ∈ Kp[X]. Puisque le polynôme

Xq −X est de degré q, alors K est l’ensemble des racines du polynôme Xq −X ∈ Kp[X].

Dans la suite, K est un corps fini de cardinal q et de caractéristique p (q = pn).

Proposition 1.2.7 : L’anneau K[X] est principal.

Preuve : K est un corps, donc un anneau intègre. Ainsi, le produit PQ de deux polynômes

non nuls P et Q (c’est-à-dire de degrés supérieurs ou égaux à 0) est un polynôme de degré

deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) ≥ 0, c’est-à-dire PQ ≠ 0. D’où K[X] est un anneau intègre.

Soit I est un idéal non nul de K[X]. Soit P0 un polynôme unitaire et non nul de I, de

degré minimal parmi les polynômes non nuls de I. Alors P0K[X] ⊂ I car I est un idéal

de K[X]. Soit P ∈ I, par division euclidienne, on a P = QP0 + R avec R = 0 ou R ≠ 0

et deg(R) < deg(P0). On a R = P − QP0 ∈ I car P,P0 ∈ I. Si R ≠ 0, alors R serait un

polynôme non nul de I de degré strictement inférieur à celui de P0, ce qui contredit le fait
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que P0 soit de degré minimal parmi les polynômes non nuls de I. Donc R = 0, c’est-à-dire

P = QP0 ∈ P0K[X] et par suite I = P0K[X]. Ainsi, K[X] est principal. ∎

Proposition 1.2.8 : Soit β ∈ K. L’ensemble Iβ des polynômes à coefficients dans K dont

β est une racine est un idéal principal de K[X].

Preuve : Immédiate ∎

Définition 1.2.6 : Soit β ∈ K.

On appelle polynôme minimal de β le polynôme unitaire générateur de Iβ.

Notation 1.2.2 : Le polynôme minimal de β est noté mβ(X).

Proposition 1.2.9 : Le polynôme minimal d’un élément β ∈ K est irréductible.

Preuve : Soit β ∈ K et mβ(X) son polynôme minimal.

Soient m1(X),m2(X) ∈ K[X] tels que mβ(X) =m1(X)m2(X).

Comme mβ(X) est le polynôme minimal de β, alors mβ(β) = 0. On a :

mβ(β) = 0 ⇒ m1(β)m2(β) = 0

⇒ m1(β) = 0 ou m2(β) = 0 car K est intègre

⇒ m1(X) ∈ Iβ ou m2(X) ∈ Iβ

⇒ mβ(X)∣m1(X) ou mβ(X)∣m2(X)

⇒ mβ(X) et m1(X) sont associés, ou mβ(X) et m2(X) sont associés, car

m1(X) et m2(X) divisent mβ(X)

D’où mβ(X) est irréductible. ∎

Définition 1.2.7 : Soit P (X) ∈ K[X]. On appelle corps de décomposition de P (X) tout

sur-corps de K dans lequel P (X) se décompose en facteurs linéaires et qui soit minimal

pour cette propriété.

Proposition 1.2.10 : ([2]) Soit P (X) ∈ K[X]. Le corps de décomposition de P (X) existe

et est unique (à isomorphisme près).

Remarque 1.2.2 : Nous avons vu que K est l’ensemble des racines du polynôme Xq−X ∈

Kp[X], donc K est un corps de décomposition de Xq −X. Ainsi, tout corps fini de cardinal

q est un corps de décomposition du polynôme Xq−X sur un corps premier. Nous déduisons

donc la proposition suivante.
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Proposition 1.2.11 : Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel n, il existe

un unique corps fini de cardinal pn (à isomorphisme près).

Preuve : Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Pour l’existence, il suffit de

prendre un corps de décomposition du polynôme Xpn −X ∈ Fp[X] ; c’est un corps fini de

cardinal pn.

Nous avons vu dans la remarque précédente que tout corps fini de cardinal pn est un

corps de décomposition du polynôme Xq −X sur un corps premier. D’après la proposition

précédente, nous déduisons l’unicité à isomorphisme près du corps fini de cardinal pn. ∎

Notation 1.2.3 : On note Fpn le corps fini de cardinal pn.

Remarque 1.2.3 : La construction des corps se fait de plusieurs façons différentes : en

considérant le corps de fractions d’un anneau intègre, en considérant le quotient d’un

anneau par un de ses idéaux maximaux ou en étendant des corps pour avoir d’autres plus

grands. Dans le cas des codes linéaires, les extensions sont les méthodes utilisées dans la

construction des corps finis.

Proposition 1.2.12 : Soit β ∈ Fpn et mβ(X) ∈ Fp[X] son polynôme minimal. L’ensemble

Fp(β) = {f(β), f(X) ∈ Fp[X]}

est un sur-corps de Fp contenant β et isomorphe à Fp[X]/(mβ(X)).

Preuve : Soit β ∈ Fpn et mβ(X) ∈ Fp[X] son polynôme minimal.

L’application
Φ ∶ Fp[X] → Fpn

f ↦ f(β)

a pour noyau (mβ(X)) et pour image Fp(β). D’après le premier théorème d’isomorphisme,

Fp[X]/ker(Φ) = Fp[X]/(mβ(X)) est isomorphe à Im(Φ) = Fp(β). Puisque mβ(X) est un

polynôme irréductible, (mβ(X)) est un idéal maximal de Fp[X], donc Fp[X]/(mβ(X))

est un corps.

Ainsi, Fp(β) est un corps isomorphe à Fp[X]/(mβ(X)).

Fp(β) contient Fp car les éléments de Fp peuvent être vus comme des polynômes constants.

β ∈ Fp(β) car β = f(β) où f(X) =X. ∎
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Remarque 1.2.4 : Dans cette proposition, Fp[X]/(mβ(X)) peut être vu comme un

Fp-espace vectoriel de dimension deg(mβ(X)), et donc Fp[X]/(mβ(X)) a pour cardinal

pdeg(mβ(X)). Ceci nous permet de voir que, si q est une puissance d’un nombre premier et

n est un entier naturel non nul, pour avoir un corps fini de cardinal qn, il suffit d’avoir un

polynôme irréductible de degré n à coefficients dans Fq.

Définition 1.2.8 : Le corps Fp(β) de la proposition 1.2.12 est appelé extension simple

de Fp par adjonction de β.

Proposition 1.2.13 : Tout corps fini est une extension simple de son sous-corps premier.

Preuve : En effet, il suffit de voir que si α est un élément primitif de Fpn , alors Fpn = Fp(α).

1.3 Construction des corps finis

Comme nous l’avons déjà précisé, pour construire un corps fini de cardinal q = pn, il

suffit d’avoir un polynôme irréductible de degré n à coefficients dans Fp. De la même façon,

si n = lm, on peut aussi construire Fq en utilisant un polynôme irréductible de degré l à

coefficients dans Fpm ou en utilisant un polynôme irréductible de degré m à coefficients

dans Fpl . L’existence des polynômes irréductibles de tout degré est garantie par l’existence

des corps finis de cardinal pn pour tout entier naturel non nul n ; mais la détermination de

ces polynômes n’est pas facile lorsque leur degré est supérieur à 4 ou lorsque p est grand.

Nous donnons dans la table suivante des polynômes irréductibles sur F2 (A. Warusfel

1971).

n = 1 ∣X, X + 1

n = 6

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X6 +X5 +X4 +X + 1, X6 +X5 +X2 +X + 1

X6 +X5 +X3 +X2 + 1, X6 +X4 +X3 +X + 1

X6 +X5 + 1, X6 +X + 1

X6 +X5 +X4 +X2 + 1, X6 +X4 +X2 +X + 1

X6 +X3 + 1

n = 2 ∣X2 +X + 1

n = 3 ∣X3 +X2 + 1, X3 +X + 1

n = 4
RRRRRRRRRRRRR

X4 +X3 + 1, X4 +X + 1,

X4 +X3 +X2 +X + 1

n = 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

X5 +X4 +X3 +X2 + 1, X5 +X3 +X2 +X + 1

X5 +X4 +X3 +X + 1, X5 +X4 +X2 +X + 1

X5 +X3 + 1, X5 +X2 + 1,

Table 1.1 – Polynômes irréductibles sur F2 de degré inférieur à 6
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Remarque 1.3.1 : Dans cette table, les polynômes non soulignés sont irréductibles, mais

leurs racines ne sont pas des éléments primitifs du corps fini qu’ils permettent de construire.

Par exemple le polynôme X4 +X3 +X2 +X + 1 est irréductible de degré 4 sur F2, mais est

un diviseur de X5 − 1 car X5 − 1 = (X − 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1). Donc toutes ses racines

sont d’ordre 5 et ne peuvent pas être des éléments primitifs de F16.

Exemple : construction du corps finis F16

Le corps sous-corps premier de F16 est F2 = {0; 1} car 16 = 24.

On a : 16 = 24. Donc pour construire F16, nous avons besoin d’un polynôme irréductible

de degré 4 à coefficients dans F2. Choisissons un polynôme tel que toute racine soit un

élément primitif de F16. D’après la table 1, nous avons le choix entre X4 + X3 + 1 et

X4 +X + 1. Travaillons avec X4 +X + 1.

Soit α une racine du polynôme X4+X +1 ; alors α4 = α+1. Nous utilisons cette relation

pour calculer les éléments de F16 qui sont l’élément nul 0 et les puissances de α.

0 α3 = α3 α7 = α3 + α + 1 α11 = α3 + α2 + α

α0 = 1 α4 = α + 1 α8 = α2 + 1 α12 = α3 + α2 + α + 1

α1 = α α5 = α2 + α α9 = α3 + α α13 = α3 + α2 + 1

α2 = α2 α6 = α3 + α2 α10 = α2 + α + 1 α14 = α3 + 1

Table 1.2 – Les éléments du corps F16

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 13



⋆ ⋆ Chapitre Deux ⋆ ⋆

CODES LINÉAIRES SUR UN

CORPS DE GALOIS

Après les corps finis, nous passons à présent à la notion de code linéaire sur un corps de

Galois. Dans ce chapitre, nous allons d’abord donner les généralités sur les codes linéaires,

ensuite nous nous attarderons sur les codes cycliques, enfin nous construirons trois codes

cycliques binaires de longueur 15 dont nous étudierons la divisibilité dans le chapitre 3.

2.1 Généralités sur les codes linéaires

2.1.1 Définition et premières propriétés

Définition 2.1.1 : Soit F un ensemble de cardinal q et n un entier naturel non nul.

On appelle code C de longueur n sur F tout partie non vide C de F n.

L’ensemble F est appelé alphabet du code.

Un élément a = (a0, a1,⋯, an−1) de C est appelé mot du code.

Proposition 2.1.1 : L’application dH ∶ F n × F n Ð→ N définie par

∀a, b ∈ F n, dH(a, b) = Card{i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ bi}

est une distance sur F n.

Preuve : Soient a, b, c ∈ F n.
On a : dH(a, b) = 0 ⇔ Card{i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ bi} = 0

⇔ {i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ bi} = ∅

⇔ ∀i ∈ {0,⋯, n − 1}, ai = bi}

⇔ a = b.
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2.1. Généralités sur les codes linéaires

dH(a, b) = Card{i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ bi} = Card{i ∈ {0,⋯, n − 1}/bi ≠ ai} = dH(b, a)

Constatons que :

{i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai = ci} ∩ {i ∈ {0,⋯, n − 1}/bi = ci} ⊂ {i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai = bi}.

Par passage au complémentaire dans {0,⋯, n − 1}, on obtient :

{i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ bi} ⊂ {i ∈ {0,⋯, n − 1}/ai ≠ ci} ∪ {i ∈ {0,⋯, n − 1}/bi ≠ ci}.

Donc

Card({i ∈ {0,⋯, n−1}/ai ≠ bi}) ≤ Card({i ∈ {0,⋯, n−1}/ai ≠ ci})+Card({i ∈ {0,⋯, n−1}/bi ≠ ci}).

D’où dH(a, b) ≤ dH(a, c) + dH(c, b). ∎

Définition 2.1.2 : La distance dH de la proposition 2.1.1 est appelée distance de Ham-

ming 1 sur F n.

Définition 2.1.3 : Soient Fq le corps de Galois de cardinal q et n un entier naturel non

nul.

On appelle code linéaire de longueur n et de dimension k sur Fq tout sous-espace vectoriel

de Fnq de dimension k.

Dans la suite, C un code linéaire de longueur n et de dimension k sur Fq.

Définition 2.1.4 : Soit a = (a0, a1,⋯, an−1) un mot de Fnq .

On appelle support du mot a le sous-ensemble supp(a) de [∣0;n − 1∣] défini par

supp(a) = {i ∈ {0,1,⋯, n − 1}, ai ≠ 0}

Définition 2.1.5 : Soit a = (a0, a1,⋯, an−1) un mot de C.

On appelle poids de Hamming de a l’entier ωH(a) défini comme suit :

ωH(a) = Card(supp(a)).

Remarque 2.1.1 : Pour tous mots a et b de C, on a l’égalité suivante :

dH(a, b) = ωH(a − b) et ωH(a) = dH(a,0).

1. Richard Wesley Hamming, mathématicien américain (1915-1998), prix Turing en 1968.
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Définition 2.1.6 : On appelle distance minimale de C l’entier d défini par :

d =min{dH(a, b) ∶ a, b ∈ C,a ≠ b} =min{ωH(a − b) ∶ a, b ∈ C,a ≠ b}.

Notation 2.1.1 : on écrit C(n, k, d) pour dire que C est un code longueur n, de dimension

k et de distance minimale d.

Définition 2.1.7 : On appelle distribution de poids du code C la suite (Ai)i=0,⋯,n où

∀i ∈ {0,⋯, n},Ai = card{a ∈ C,ωH(a) = i}

Définition 2.1.8 : On appelle polynôme énumérateur de poids du code C le polynôme.

ωC(X) =
n

∑
i=0
AiX

i

où (Ai)i=0,⋯,n est la distribution de poids du code C.

Théorème 2.1.1 : (J. H. Griesmer 1960)

Pour tout code linéaire non nul C(n, k, d), on a l’inégalité suivante :
k−1
∑
i=0

⌈
d

qi
⌉ ≤ n

où pour tout x ∈ R, ⌈x⌉ est le plus petit entier relatif supérieur ou égal à x.

Définition 2.1.9 : On appelle code de Griesmer 2 tout code linéaire C(n, k, d) tel que
k−1
∑
i=0

⌈
d

qi
⌉ = n

2.1.2 Matrice génératrice et codes équivalents

Définition 2.1.10 : On appelle matrice génératrice de C toute matrice k × n dont les

lignes forment une base de C.

Définition 2.1.11 : Soit f ∶ Fnq Ð→ Fnq une application.

On dit que f est une transformation monomiale s’il existe (a1, a2,⋯, an) ∈ F∗q
n et il existe

σ ∈ Sn tels que :

∀x = (x1, x2,⋯, xn) ∈ Fnq , f(x) = (a1xσ(1), a2xσ(2),⋯, anxσ(n)).

2. James Hugo Griesmer, mathématicien américain (1929-2011).
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Définition 2.1.12 : Deux codes linéaires C et C ′ sont dits équivalents s’il existe une

transformation monomiale f telle que C ′ = f(C) où f(C) = {f(x), x ∈ C}.

Remarque 2.1.2 : Un code reste inchangé si on permute les lignes de sa matrice gé-

nératrice ou si on remplace une ligne par une combinaison linéaire de cette ligne avec

d’autres lignes de cette matrice. En effectuant ces opérations sur les colonnes de la matrice

génératrice d’un code, on obtient un code qui lui est équivalent.

Proposition 2.1.2 : Deux codes équivalents C et C ′ ont la même longueur, la même

dimension et la même distribution de poids.

Preuve : Comme C et C ′ sont équivalents, il existe une transformation monomiale f telle

que C ′ = f(C). Puisque f ∶ Fnq Ð→ Fnq est une application, C et C ′ ont la même longueur.

C étant un sous-espace vectoriel de Fnq et f étant une transformation monomiale, f est

un automorphisme de Fnq ; donc C ′ = f(C) est un sous-espace vectoriel de Fnq de même

dimension que C.

Prouvons que C et C ′ ont la même distribution de poids.

Soient j ∈ {1,2,⋯, n} et x = (x1, x2,⋯, xn) ∈ C.

On a :

ωH(x) = j ⇔ card{i ∈ {1,2,⋯, n}, xi ≠ 0} = j

⇔ card{i ∈ {1,2,⋯, n}, xσ(i) ≠ 0} = j car σ ∈ Sn

⇔ card{i ∈ {1,2,⋯, n}, aixσ(i) ≠ 0} = j car (a1, a2,⋯, an) ∈ F∗q
n

⇔ ωH(f(x)) = j

Donc C et C ′ ont la même distribution de poids. ∎

2.1.3 Dual d’un code linéaire

Proposition 2.1.3 : L’application (, ) ∶ Fnq Ð→ Fnq définie par

∀x = (x0, x1,⋯, xn−1), y = (y0, y1,⋯, yn−1) ∈ Fnq , (x, y) = (
n−1
∑
i=0
xiyi) mod q

est un produit scalaire sur Fnq .
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Preuve : Evidente ∎

Définition 2.1.13 : Deux mots x et y de Fnq sont dits orthogonaux s’ils le sont par rapport

au produit scalaire (, ).

Remarque 2.1.3 : Puisque C est un sous-espace vectoriel de Fnq de dimension k, son

orthogonal C⊥ par rapport au produit scalaire (, ), est un sous-espace vectoriel de Fnq de

dimension n − k ; donc un code linéaire de longueur n et de dimension n − k.

Définition 2.1.14 : On appelle code dual du code linéaire C le code C⊥ défini par

C⊥ = {y ∈ Fnq /∀x ∈ C, (x, y) = 0}

Définition 2.1.15 : Le code C est dit orthogonal ou faiblement autodual si C ⊂ C⊥.

Définition 2.1.16 : Le code C est dit autodual si C = C⊥.

Définition 2.1.17 : Toute matrice génératrice H du code dual C⊥ de C est appelée

matrice de contrôle de C.

Proposition 2.1.4 : (i) Si G est une matrice génératrice de C, alors

C⊥ = {x ∈ Fnq , xtG = 0}

(ii) Pour tout code Linéaire C, C⊥⊥ = C.

(iii) Si H est une matrice n − k × k de rang n − k et G une matrice génératrice de C,

alors H est une matrice de contrôle de C si et seulement si

tHG =t GH = 0.

Preuve : (i) Si G est une matrice génératrice de C, alors les lignes de G forment une

base de C.

Soit x ∈ C, on a :
x ∈ C⊥ ⇐⇒ x est orthogonal à tous les vecteurs d’une base de C

⇐⇒ x est orthogonal à toutes les lignes de G

⇐⇒ xtG = 0.
D’où C⊥ = {x ∈ Fnq , xtG = 0}.

(ii) Nous savons que si dim(C) = k, alors dim(C⊥) = n − k.

Donc dim(C⊥⊥) = n − (n − k) = k = dim(C).

Puisque C ⊂ C⊥⊥, alors C⊥⊥ = C.
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(iii) Soit C ′ le code dont H est une matrice génératrice.

Si tHG =t GH = 0, alors les lignes de H, qui forment une base de C ′, sont toutes

orthogonales aux lignes de G qui forment une base de C ; donc C ′ ⊂ C⊥. Mais C ′ est

de dimension n − k = dim(C⊥), d’où C ′ = C⊥.

Reciproquement, si H est une matrice de contrôle de C, alors les lignes de H forment

une base de C⊥ et celles de G forment une base de C. Par définition de C⊥, on

obtient tHG =t GH = 0. ∎

2.2 Codes cycliques

2.2.1 Généralités

Définition 2.2.1 : On appelle opérateur de shift (à droite) l’application

τ ∶ Fnq Ð→ Fnq
(x0, x2,⋯, xn−1) z→ (xn−1, x0,⋯, xn−2)

Définition 2.2.2 : Le code linéaire C est dit cyclique si C est stable par l’opérateur de

shift, c’est-à-dire que τ(C) = C.

Proposition 2.2.1 : Si C est un code cyclique, alors son orthogonal C⊥ est aussi un code

cyclique.

Preuve : Soit C un code linéaire cyclique, alors C est stable par le shift.

Soit a ∈ Fnq , on a :

a ∈ C⊥ ⇔ a.c = 0 ∀c ∈ C

⇔ τ(a).τ(c) = 0 ∀c ∈ C car a.c = τ(a).τ(c)

⇔ τ(a).c′ = 0 ∀c′ ∈ C car C est cyclique

⇔ τ(a) ∈ C⊥

D’où τ(C⊥) = C⊥, donc C⊥ est un code linéaire cyclique. ∎

Notation 2.2.1 : Notons (Xn − 1) l’idéal de l’anneau Fq[X] engendré par Xn − 1. En

considérant l’épimorphisme canonique π défini de Fq[X] vers Fq[X]/(Xn − 1), nous dési-

gnons par x l’image de X par π ; c’est-à-dire x =X + (Xn − 1), par suite nous désignerons

Fq[X]/(Xn − 1) par Fq[x]. Fq[x] est en effet l’anneau des polynômes nuls ou de degré

strictement inférieur à n,à coefficients dans Fq. Fq[x] est aussi un Fq-espace vectoriel.
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Proposition 2.2.2 : L’application

R ∶ Fnq Ð→ Fq[x]

a = (a0, a2,⋯, an−1) z→ R(a) =
n−1
∑
i=o
aix

i

est un isomorphisme de Fq-espace vectoriels.

Preuve : Immédiate ∎

Proposition 2.2.3 : Le code linéaire C est cyclique si et seulement si R(C) est idéal de

Fq[x].

Preuve : Remarquons que pour tout mot c de C, R(τ(c)) = x.R(c).

Supposons que C est cyclique.
C est cyclique Ô⇒ ∀c ∈ C, τ(c) ∈ C

Ô⇒ ∀c ∈ C,R(τ(c)) ∈ R(C)

Ô⇒ ∀c ∈ C,x.R(c) ∈ R(C)

Ô⇒ x.R(C) ⊂ R(C)

Ô⇒ ∀j ∈ {0,1, ⋅, n − 1}, xj.R(C) ⊂ R(C)

Ô⇒ ∀b(x) =
n−1
∑
j=0

aix
i ∈ Fq[x], b(x).R(C) ⊂ R(C)

Ô⇒ R(C) est un idéal de Fq[x]

Réciproquement, si R(C) est un idéal de Fq[x], alors ∀c ∈ C,x.R(c) ∈ R(C), c’est-à-

dire ∀c ∈ C,R(τ(c)) ∈ R(C). Comme R est un isomorphisme, alors ∀c ∈ C, τ(c) ∈ C ; donc

C est cyclique. ∎

2.2.2 Matrice génératrice et matrice de contrôle d’un code cy-

clique

Comme Fq est un corps, alors Fq[x] est un anneau principal. On déduit donc la

proposition suivante.

Proposition 2.2.4 : Le code linéaire C est cyclique si et seulement si R(C) est idéal

principal de Fq[x].
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Définition 2.2.3 : Si C est cyclique, on appelle polynôme générateur de C le polynôme

g(x) ∈ Fq[x] tel R(C) soit l’idéal de Fq[x] engendré par g(x).

Proposition 2.2.5 : Si C est cyclique de polynôme générateur g(x), alors la famille

{1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)} est une base de R(C).

Preuve : La famille {1, x,⋯, xk−1} est une famille libre de Fq[x], donc {1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)}

est aussi une famille libre de Fq[x] car g(x) ≠ 0. Comme {1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)} ⊂

R(C), alors {1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)} est une famille de k vecteurs libres de l’espace

vectoriel R(C) ; mais dim(R(C)) = dim(C) = k, donc {1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)} est

une base de C. ∎

Remarque 2.2.1 : Par abus, on confond un code cyclique à son image R(C) par R. Le

code C s’obtient en multipliant les messages qui sont des polynômes de degré au plus égal à

k−1 par g(x). Puisque les mots de C sont des polynômes de degré au plus égal à n−1, alors

g(x) est un polynôme de degré n−k. De plus, C étant un idéal de Fq[x] = Fq[X]/(Xn −1),

alors g(X) divise Xn − 1.

Proposition 2.2.6 : Si C est cyclique de polynôme générateur g(x) =
n−k
∑
i=0
gix

i, alors une

matrice génératrice de C est :

G =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

g0 g1 ⋯ gn−k 0 0 ⋯ 0

0 g0 ⋯ gn−k−1 gn−k 0 ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 ⋯ ⋯ 0 g0 g1 ⋯ gn−k

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Preuve : Ceci est du au fait que les lignes de G sont, dans l’ordre, les éléments de la base

{1.g(x), x.g(x),⋯, xk−1.g(x)} de C. ∎

Définition 2.2.4 : Soit h(x) ∈ Fq[x] tel que h(X)g(X) =Xn − 1.

Le polynôme h(x) est appelé polynôme correcteur de C.

Proposition 2.2.7 : Si h(x) est un polynôme de contrôle de C = (g(x)), alors pour tout

f(x) ∈ Fq[x], f(x) ∈ C si et seulement si f(x)h(x) = 0.
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Preuve : En effet, si f(x) ∈ Fq[x],

f(x) ∈ C ⇔ g(x)∣f(x)

⇔ ∃l(x) ∈ Fq[x] / f(x) = l(x)g(x)

⇔ ∃l(x) ∈ Fq[x] / f(x)h(x) = l(x)g(x)h(x)

⇔ f(x)h(x) = 0 car g(x)h(x) = 0 ∎

Proposition 2.2.8 : Si h(x) = h0 +h1x+⋯+hkxk est le polynôme correcteur de C, alors

H =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 ⋯ 0 hk hk−1 ⋯ h1 h0

0 0 ⋯ hk hk−1 hk−2 ⋯ h0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

hk hk−1 ⋯ h0 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈Mn−k,n(Fq)

est une matrice de contrôle de C.

Preuve : On peut écrire h(x) =
k

∑
j=0
hjx

j =
n−1
∑
j=0

hjx
j où hj = 0 pour k + 1 ≤ j.

Soit f(x) =
n−1
∑
i=0
fix

i ∈ Fq[x], alors d’après la proposition 2.2.7, f(x) ∈ C si et seulement si

f(x)h(x) = 0.

Calculons f(x)h(x).

h(x)f(x) =
n−1
∑
j=0

hjx
j
n−1
∑
i=0
fix

i

=
n−1
∑
j=0

n−1
∑
i=0
hjfix

i+j où xi+j = xi+j−n si i + j ≥ n

=
2n−1
∑
l=0

n−1
∑
i=0
hl−ifix

l où l = i + j

=
n−1
∑
l=0

n−1
∑
i=0
hl−ifix

l +
2n−1
∑
l=n

n−1
∑
i=0
hl−ifix

l

=
n−1
∑
l=0

n−1
∑
i=0
hl−ifix

l +
n−1
∑
l′=0

n−1
∑
i=0
hl′+n−ifix

l′

=
n−1
∑
l=0

(
n−1
∑
i=0
hl−ifi +

n−1
∑
i=0
hl+n−ifi)x

l

La deuxième somme sur i dans la dernière ligne est nulle dès que l ≥ k puisque l+n−i ≥ k+1

et donc hl+n−i = 0 (car le polynôme h est de degré k).

Donc pour l ∈ {k,⋯, n − 1}, on n’a qu’une seule somme et en revenant à h(x)f(x) = 0, on

obtient :
n−1
∑
i=0
hl−ifi = 0, ∀l ∈ {k,⋯, n − 1}
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Ainsi, une condition nécessaire consiste à un système de k − n équation linéaires
n−1
∑
i=0
hl−ifi = 0, l ∈ {k,⋯, n − 1}

De plus, si i ≤ l − k − 1, alors k + 1 ≤ l − i, donc hl−i = 0.

Ce système de k − n équations s’écrit donc :

(S)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(l = n − 1) 0.f0 +⋯ + 0.fn−k−2 + hk.fn−k−1 +⋯ + hk−1.fn−k +⋯ + h0 ⋅ fn−1 = 0

(l = n − 2) 0.f0 +⋯ + hk.fn−k−2 + hk−1.fn−k−1 +⋯ + h0.fn−2 + 0.fn−1 = 0

⋯ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ⋯ ⋯

(l = k) hk.f0 +⋯ + h0.fk + 0.fk+1 +⋯ + 0.fn−2 + 0.fn−1 = 0

ou bien

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 ⋯ 0 hk hk−1 ⋯ h1 h0

0 0 ⋯ hk hk−1 hk−2 ⋯ h0 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

hk hk−1 ⋯ h0 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

f0

f1

⋮

⋮

fn−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 0

Le code C est donc inclus dans l’ensemble solution du système (S). Comme h est un

polynôme de degré k, alors hk ≠ 0. Donc la matrice H est de rang n − k, d’où l’ensemble

solution de (S) est un espace vectoriel de dimension n − (n − k) = k. Comme C est de

dimension k, alors l’ensemble solution de (S) est exactement le code C.

Ainsi, H est une matrice de contrôle de C. ∎

Remarque 2.2.2 : Nous avons vu à la proposition 2.2.1 que le dual C⊥ d’un code cyclique

C est un code cyclique. Toute fois, son polynôme générateur n’est pas le polynôme correcteur

de C.

Proposition 2.2.9 : Si C est un code cyclique de polynôme correcteur h(x) =
k

∑
i=0
hix

i,

alors le polynôme générateur de C⊥ est :

g⊥(x) = hk + hk−1x +⋯ + h0x
k = xkh(

1
x
)

Preuve : En reversant l’ordre des lignes de la matrice de contrôle de C donnée à la

proposition 2.2.8, le code dual C⊥ de C reste inchangé et on obtient la matrice

H ′ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

hk hk−1 ⋯ h0 0 0 ⋯ 0

0 hk ⋯ h1 h0 0 ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 ⋯ 0 hk hk−1 ⋯ h1 h0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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qui est encore une matrice génératrice de C⊥. Donc {g⊥(x), xg⊥(x),⋯, xn−k−1g⊥(x)} est

une base de R(C⊥). D’où g⊥(x) est un polynôme générateur de C⊥. ∎

2.2.3 Ensemble de définition d’un code cyclique et la borne

BCH

Dans cette section, C(n, k, d) est un code cyclique sur Fp (avec n ∧ p = 1) de polynôme

générateur g(x) et β est une racine nième primitive de l’unité.

Définition 2.2.5 : On appelle zéro du code C toute racine de son polynôme générateur

g(x).

Remarque 2.2.3 : Rappelons que le générateur d’un code cyclique de longueur n est un

diviseur de Xn − 1. Ainsi, les zéros d’un code cyclique de longueur n sont toujours des

racines nième de l’unité. Puisque β est une racine nième primitive de l’unité, alors chaque

zéro de C correspond à une unique puissance de β.

Définition 2.2.6 : On appelle ensemble de définition du code cyclique C le sous-ensemble

T de {0; 1;⋯;n − 1} défini par :

T = {i ∈ {0; 1;⋯;n − 1};βi zéro de C}

Définition 2.2.7 : On appelle ensemble de parité du code cyclique C, le complémentaire

de son ensemble de définition dans {0; 1;⋯;n − 1}.

Notation 2.2.2 : L’ensemble de parité est noté U .

Définition 2.2.8 : On appelle non-zéro du code cyclique C toute racine nième de l’unité

qui n’est pas un zéro de C.

Proposition 2.2.10 : Si C est un code cyclique de domaine de parité U , alors le domaine

de définition de son dual C⊥ est :

T ⊥ = {t∣∃s ∈ U,−s ≡ t mod n}
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Preuve : Soit C un code cyclique de polynôme correcteur h(x) =
k

∑
i=0
hix

i. Puisque Xn−1 =

g(X)h(X) et Xn − 1 n’a pas de racines multiples, alors l’ensemble des racines de h(x) est

{βi, i ∈ U}. D’après la proposition 2.2.9, le polynôme générateur de C⊥ est g⊥(x) = xkh( 1
x).

D’où l’ensemble des racines de g⊥(x) est {β−i, i ∈ U}. Ainsi, le domaine de définition de

C⊥ est T ⊥ = {t ∣ ∃s ∈ U,−s ≡ t mod n}. ∎

Remarque 2.2.4 : Puisque un polynôme est entièrement déterminé par la donné de ses

racines et leurs ordres de multiplicité, alors un code cyclique peut être défini par la donnée

de son ensemble de définition T ou son ensemble de parité U .

Proposition 2.2.11 : Si T = {i1;⋯; il} est l’ensemble de définition du code cyclique C,

alors

H =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 βi1 β2i1 ⋯ β(n−1)i1

1 βi2 β2i2 ⋯ β(n−1)i2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

1 βil β2il ⋯ β(n−1)il

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

est une matrice de contrôle de C.

Preuve : Soit c(x) =
n−1
∑
j=0

cjx
j ∈ Fq[x] et c = (c0;⋯; cn−1). Alors

c ∈ C ⇔ g(x)∣c(x)

⇔ ∀k ∈ {1;⋯; l}, βik est une racine de c(x) car g(x) n’a pas de racines multiples

⇔ ∀k ∈ {1;⋯; l}, c(βik) = 0

⇔ ∀k ∈ {1;⋯; l},
n−1
∑
j=0

cjβ
jik

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c0 + c1βi1 + c2β2i1 +⋯ + cn−1β(n−1)i1 = 0

c0 + c1βi2 + c2β2i2 +⋯ + cn−1β(n−1)i2 = 0

⋯+⋯+⋯+⋯+⋯ = 0

c0 + c1βil + c2β2il +⋯ + cn−1β(n−1)il = 0

⇔ cH t = 0

D’où le résultat. ∎
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Théorème 2.2.1 : (de la borne BCH 3)

Soit C un code cyclique dont l’ensemble de définition contient δ éléments consécutifs. Alors

la distance minimale de C est supérieure ou égale à δ + 1.

Lemme 2.1 : Soit C un code linéaire de matrice de contrôle H et δ un entier naturel

non nul. Si δ colonnes quelconques de H sont toujours linéairement indépendantes, alors

la distance minimale de C est supérieure ou égale à δ + 1.

Preuve : Soit C un code linéaire de matrice de contrôle H et δ un entier naturel non nul

tel que δ colonnes quelconques de H soient toujours linéairement indépendantes.

Posons H = (C0C1⋯Cn−1) où Ci est la (i + 1)ième colonne de H.

Nous allons procéder par l’absurde.

Supposons qu’il existe un mot non nul c ∈ C tel que ωH(c) < δ + 1.

On a :
c ∈ C ⇒ Hct = 0

⇒ (C0C1⋯Cn−1)ct = 0

⇒ c0C0 + c1C1 +⋯ + cn−1Cn−1 = 0 (⋆)

Puisque le mot c est de poids ωH(c) < δ + 1, alors dans la ligne (⋆) on a à faire à une

combinaison linéaire (à coefficients non tous nuls) d’au plus δ colonnes de H qui est nulle ;

ce qui contredit le fait que δ colonnes quelconques de H soient linéairement indépendants. ∎

Preuve : (du théorème de la borne BCH)

Soit C un code cyclique dont l’ensemble de définition contient δ éléments consécutifs

b; b + 1,⋯; b + δ − 1. On peut donc écrire T = {b; b + 1,⋯; b + δ − 1; iδ+1;⋯; il}.

D’après la proposition 2.2.11, une matrice de contrôle de C est

H =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 βb β2b ⋯ β(n−1)b

1 βb+1 β2(b+1) ⋯ β(n−1)(b+1)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

1 βb+δ−1 β2(b+δ−1) ⋯ β(n−1)(b+δ−1)

1 βδ+1 β2(δ+1) ⋯ β(n−1)(δ+1)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

1 βil β2il ⋯ β(n−1)il

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

3. Raj Bose (né en Inde, nationalité américaine), Ray-Chaudhuri (américain), Alexis Hocquenghem

(francais)
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Montrons que δ colonnes quelconques de H sont linéairement indépendantes

et utilisons le lemme précédent pour conclure.

Soient j1; j2;⋯; jδ ⊂ {0;⋯;n − 1} les numéros de δ colonnes quelconques de H. Pour

montrer que ces colonnes sont linéairement indépendantes, il suffit de montrer que la

matrice M = (Cj1Cj2⋯Cjδ) formée par celles-ci est de rang δ, c’est-à-dire en extraire une

sous-matrice inversible de dimension δ × δ.

Considérons la matrice A formée par les δ premières lignes de M ; alors

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

βj1b βj2b ⋯ βjδb

βj1(b+1) βj2(b+1) ⋯ βjδ(b+1)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

βj1(b+δ−1) βj2(b+δ−1) ⋯ βjδ(b+δ−1)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Puisque les éléments de chaque colonne de la matrice A suivent une progression géométrique,

alors le déterminant de la matrice A est de Vandermonde 4 et est donné par l’égalité

∣A∣ = β
(
δ

∑
k=1

jkb)
∏
v<u

(βju − βjv)

Soient u, v ∈ {1;⋯; δ} tels que v < u ; comme β est une racine primitive de l’unité, alors

βju −βjv ≠ 0. Ainsi,∏
v<u

(βju −βjv) ≠ 0 ; et par conséquent ∣A∣ ≠ 0. D’où A est de rang δ ; par

conséquent M aussi.

En appliquant le lemme, on conclut que la distance minimale du code C est supérieure ou

égale à δ + 1. ∎

Remarque 2.2.5 : Le théorème de la borne BCH permet de construire des codes corri-

geant un certain nombre d’erreurs fixé dès le départ. Nous pouvons donc construire des

codes corrigeant tant d’erreurs que nous le souhaitons, mais la longueur peut parfois être

un facteur gênant dans la mise en pratique.

2.2.4 Construction d’un code cyclique sur Fp

Définition 2.2.9 : Soient n un entier naturel non nul et distinct de 1, p un nombre

premier et j ∈ {0; 1;⋯;n − 1}. On appelle classe p−cyclotomique de j modulo n le sous-

4. déterminant d’une matrice dont les lignes (ou colonnes) suivent des progressions géométriques.
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ensemble Γp(j) de {0;⋯;n − 1} défini par

Γp(j) = {j; jp; jp2;⋯jps−1}

où s est le plus petit entier tel que jps ≡ j mod n.

Remarque 2.2.6 : Si m est la plus petite puissance de p telle que n∣pm − 1, alors Fpm est

le corps de décomposition de Xn − 1 sur Fp (cela provient du fait que Xn − 1 se décompose

entièrement dans Fpk si et seulement Xn − 1 divise Xpk−1 − 1, si et seulement si n∣pm − 1).

Si α est un élément primitif de Fpm , alors la classe cyclotomique de j est en effet un sous

ensemble de {0; 1;⋯;n − 1} représentant les exposants des puissances de α ayant le même

polynôme minimal que αj ; donc mαj(X) =
s−1
∏
i=0

(X −αjp
i

). Ayant donc factorisé Xn −1 dans

Fpm , on regroupe ses facteurs linéaires selon les classes cyclotomiques et on utilise les tables

d’addition et de multiplication sur Fpm = Fp(α) pour retrouver les facteurs irréductibles.

Pour construire un code cyclique de longueur n sur Fp, on peut procéder comme suit :

• chercher le plus petit entier m tel que n∣pm − 1 ;

• déterminer un élément primitif de Fpm ;

• dresser les tables d’addition et de multiplication sur Fpm ;

• déterminer les classes p−cyclotomiques modulo n ;

• écrire Xn − 1 comme produit de facteurs linéaires, regrouper ces facteurs linéaires

selon les classes p−cyclotomiques modulo n ;

• utiliser les tables d’addition et de multiplication sur Fpm pour retrouver les facteurs

irréductibles de Xn − 1 ;

• constituer le polynôme générateur g(X) du code en choisissant ses facteurs irréduc-

tibles parmi ceux de Xn − 1 ;

• développer le polynôme g(X) et dresser une matrice génératrice du code.

Exemple : construction de codes cycliques binaires de longueur 15

Nous sommes dans le cas où p = 2 et n = 15.

• Cherchons le plus petit entier m tel que 15∣2m − 1 : évidemment m = 4 car

24 − 1 = 16 − 1 = 15.
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• Déterminons un élément primitif de F16 : comme à la construction de F16

de la section 1.3, nous choisissons comme élément primitif de F16 une racine α de

X4 +X + 1.

• Dressons la table d’addition sur F16 : en effet, pour multiplier c’est facile : pour

tous i, j ∈ [∣0; 14∣], αi × αj = αk où i + j ≡ k mod 15. Pour l’addition, nous avons la

table suivante :

+ 0 1 α α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

0 0 1 α α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

1 1 0 α4 α8 α14 α α10 α13 α9 α2 α7 α5 α12 α11 α6 α3

α α α4 0 α5 α9 1 α2 α11 α14 α10 α3 α8 α6 α13 α12 α7

α2 α2 α8 α5 0 α6 α10 α α3 α12 1 α11 α4 α9 α7 α14 α13

α3 α3 α14 α9 α6 0 α7 α11 α2 α4 α13 α α12 α5 α10 α8 1

α4 α4 α 1 α10 α7 0 α8 α12 α3 α5 α14 α2 α13 α6 α11 α9

α5 α5 α10 α2 α α11 α8 0 α9 α13 α4 α6 1 α3 α14 α7 α12

α6 α6 α13 α11 α3 α2 α12 α9 0 α10 α14 α5 α7 α α4 1 α8

α7 α7 α9 α14 α12 α4 α3 α13 α10 0 α11 1 α6 α8 α2 α5 α

α8 α8 α2 α10 1 α13 α5 α4 α14 α11 0 α12 α α7 α9 α3 α6

α9 α9 α7 α3 α11 α α14 α6 α5 1 α12 0 α13 α2 α8 α10 α4

α10 α10 α5 α8 α4 α12 α2 1 α7 α6 α α13 0 α14 α3 α9 α11

α11 α11 α12 α6 α9 α5 α13 α3 α α8 α7 α2 α14 0 1 α4 α10

α12 α12 α11 α13 α7 α10 α6 α14 α4 α2 α9 α8 α3 1 0 α α5

α13 α13 α6 α12 α14 α8 α11 α7 1 α5 α3 α10 α9 α4 α 0 α2

α14 α14 α3 α7 α13 1 α9 α12 α8 α α6 α4 α11 α10 α5 α2 0

Table 2.1 – Addition dans F16

• Déterminons les classes 2−cyclotomiques modulo 15 : on a :

Γ2(0) = {0};

Γ2(1) = {1; 2; 4; 8};

Γ2(3) = {3; 6; ; 9; 12};

Γ2(5) = {5; 10};

Γ2(7) = {7; 11; 13; 14};

• Décomposition de X15−1 en produit de facteurs linéaires : comme 15 = 24−1

(c’est-à-dire n = 2m−1), alors un élément primitif de F16 est une racine 15ième primitive

de l’unité. Dans le cas contraire, on chercherait une puissance de l’élément primitif

qui est une racine primitive nème de l’unité et on prendrait ses puissances consécutives
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comme les racines de Xn − 1.

On a donc :

X15 − 1 =
14
∏
i=0

(X − αi)

En regroupant les facteurs linéaires selon les classes cyclotomiques, on obtient :

X15−1 = (X −1) ∏
i∈{1;2;4;8}

(X −αi) ∏
i∈{3;6;9;12}

(X −αi) ∏
i∈{5;10}

(X −αi) ∏
i∈{7;11;13;14}

(X −αi)

• Décomposition de X15 − 1 en produit de facteurs irréductibles sur F2 : on

développe chaque bloc de l’écriture ci-dessus en utilisant la table d’addition sur F16.

En caractéristique 2, le signe importe peu. On a :

∏
i∈{1;2;4;8}

(X − αi) = (X + α)(X + α2)(X + α4)(X + α8)

= X4 + (α + α2 + α4 + α8)X3 + (α3 + α5 + α9 + α6 + α10 + α12)X2 + (α7 + α11 + α13 + α14)X + α1+2+4+8

= X4 +X + 1

∏
i∈{3;6;9;12}

(X − αi) = (X + α3)(X + α6)(X + α9)(X + α12)

= X4 + (α3 + α6 + α9 + α12)X3 + (α9 + α12 + 1 + 1 + α3 + α6)X2 + (α3 + α6 + α9 + α12)X + α3+6+9+12

= X4 +X3 +X2 +X + 1

∏
i∈{5;10}

(X − αi) = (X + α5)(X + α10)

= X2 + (α5 + α10)X + α5+10

= X2 +X + 1

∏
i∈{7;11;13;14}

(X − αi) = (X + α7)(X + α11)(X + α13)(X + α14)

= X4 + (α7 + α11 + α13 + α14)X3 + (α3 + α5 + α9 + α6 + α10 + α12)X2 + (α + α2 + α4 + α8)X + α7+11+13+14

= X4 +X3 + 1

Donc

X15 + 1 = (X + 1)(X2 +X + 1)(X4 +X + 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1)(X4 +X3 + 1)

• Détermination du polynôme générateur du code : c’est un diviseur de X15+1.

Puisque X15 + 1 a 5 facteurs irréductibles, il a exactement 25 = 32 diviseurs. Nous

pouvons donc construire jusqu’à 32 codes cycliques binaires de longueur 15. Nous

choisissons trois polynômes g1(X) = (X + 1)(X2 +X + 1)(X4 +X + 1)(X4 +X3 +

X2 +X + 1), g2(X) = (X − 1)(X2 +X + 1)(X4 +X + 1)(X4 +X3 + 1) et g3(X) =

(X2 +X + 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1)(X4 +X3 + 1) qui nous conduiront à trois codes

cycliques C1 = (g1(x)), C2 = (g2(x)) et C3 = (g3(x))
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• Matrice génératrice du code : en développant les polynôme g1(x), g2(x) et

C3 = (g3(x)) on obtient g1(X) = x11 + x10 + x9 + x8 + x6 + x4 + x3 + 1 , g2(X) =

x11 + x10 + x6 + x5 + x + 1 et g3(X) = x10 + x9 + x8 + x6 + x5 + x2 + 1.

D’après la proposition 2.2.6, des matrices génératrices des codes C1, C2 et C3 sont

respectivement :

G1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

G2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

G3 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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⋆ ⋆ Chapitre Trois ⋆ ⋆

CODES CYCLIQUES DIVISIBLES

SUR UN CORPS DE GALOIS

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’abord à la notion de divisibilité, ensuite nous

énonçons le théorème de McEliece, l’utilisons pour caractériser les codes cycliques binaires

divisibles et pour donner une condition nécessaire pour qu’un code cyclique sur un corps

fini premier soit divisible. Enfin nous étudions la divisibilité des codes cycliques binaires

que nous avons construits.

3.1 Définition et généralités sur la divisibilité

Dans cette section, C(n, k, d) est un code linéaire sur un corps de Galois Fq.

Définition 3.1.1 : Le code linéaire C est dit l−divisible, l ∈ N∗ ∖ {1}, si les poids de tous

les mots de C sont divisibles par l.

On dit que l est un diviseur du code C.

Remarque 3.1.1 : Par la définition de code linéaire divisible, tout diviseur d’un code

linéaire divisible est un entier non nul et distinct de 1.

Définition 3.1.2 : Le code linéaire C est dit divisible lorsqu’il existe un entier l non nul

et différent de 1 tel que le code C soit l−divisible.

Proposition 3.1.1 : Si le code linéaire C est divisible, alors C est un code ∆−divisible

où

∆ = PPCM{l,C est l-divisible }.
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Preuve : Soit c ∈ C un mot de C, alors pour tout entier l non nul et distinct de 1, tel que

C soit l−divisible, l divise ωH(c). Donc ∆ = PPCM{l,C est l-divisible } divise ωH(c).

c étant arbitrairement choisi, C est ∆−divisible. ∎

Définition 3.1.3 : Si le code linéaire C est divisible, alors on appelle degré de divisibilité

du code linéaire C l’entier

∆ = PPCM{l,C est l-divisible}.

Corollaire 3.1.1 : Si le code linéaire C est l−divisible, 1 < l, alors son degré de divisibilité

est un multiple de l.

Preuve : Cela provient du fait que le degré de divisibilité d’un code linéaire divisible est

∆ = PPCM{l,C est l-divisible }. ∎

Proposition 3.1.2 : Soit l ∈ N∗ ∖ {1}.

Si C est un code linéaire l−divisible, alors tout diviseur propre de l (diviseur de l qui est

distinct de 1 et de l) dans N est un diviseur du code C.

Preuve : Soit t un diviseur propre de l, alors t est différent de 1.

Puisque t divise l et l divise les poids de tous les mots de C, alors par transitivité de la

division dans N, t divise les poids de tous les mots de C, donc t est un diviseur de C.

Proposition 3.1.3 : Si C est un code divisible de degré de divisibilité ∆, alors

∆ = PGCD{ωH(c), c ∈ C}

Preuve : Posons µ = PGCD{ωH(c), c ∈ C}.

Si C est l−divisible, alors les poids de tous les mots de C sont multiples de l. Donc l divise

µ. l étant un diviseur quelconque de C, on déduit que ∆ divise µ.

Réciproquement, montrons que µ divise ∆.

Il suffit de montrer que µ est un diviseur de C.

Par définition de µ, µ divise les poids de tous les mots de C, donc µ est un diviseur de C.

Ce qui prouve que ∆ = µ. ∎
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Proposition 3.1.4 : Soient C et C ′ deux codes linéaires équivalents. Si C est divisible,

alors C ′ l’est aussi et les diviseurs de C ′ sont exactement ceux de C.

Preuve : Cela découle de la proposition 2.1.2. ∎

Proposition 3.1.5 : Pour q ∈ {2; 3}, tout code linéaire sur Fq faiblement auto-dual est

q−divisible.

Preuve : Remarquons que pour q ∈ {2; 3}, F∗q est un groupe multiplicatif d’ordre 1 ou 2.

Donc pour tout x ∈ F∗q , x2 = 1.

Soit C un code linéaire faiblement auto-dual, alors C ⊂ C⊥. Donc pour tous mots c et c′

de C, c.c′ = 0. En particulier pour tout mot c de C, c.c = 0.

Mais
c.c = 0 ⇔

n−1
∑
i=0
cici = 0

⇔
n−1
∑
i=0
c2
i = 0

⇔
n−1
∑

i=0;ci≠0
c2
i = 0

⇔
n−1
∑

i=0;ci≠0
1 = 0

⇔ card({i ∈ [∣0;n − 1∣]/ci ≠ 0}) = 0

⇔ ωH(c) = 0

⇔ ωH(c) est un multiple de q

Ainsi, C est q−divisible. ∎

Théorème 3.1.1 : (H. N. Ward 1981)

Soit C un code linéaire de longueur n sur Fp, ∆−divisible, avec ∆ ∧ p = 1.

Alors C est équivalent à un code obtenu en prenant un code linéaire sur sur Fp, en répétant

chaque coordonnée ∆ fois et en complétant avec des 0 pour obtenir la longueur n voulue.

Définition 3.1.4 : Un code linéaire C est dit dégénéré s’il est obtenu par répétition d’un

code de plus petite longueur.

Corollaire 3.1.2 : Soit C un code linéaire sur Fp ∆−divisible avec ∆ = pj∆′, p ∧∆′ = 1,

∆′ ≠ 1, j ∈ N. Alors C est dégénéré.
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Preuve : Soit C un code linéaire sur Fp ∆−divisible avec ∆ = pj∆′, p ∧∆′ = 1, ∆′ ≠ 1,

j ∈ N. Alors C est aussi ∆′-divisible car ∆′ divise ∆. Puisque p ∧∆′ = 1, en appliquant le

théorème 3.1.1, on conclut que C est la répétition d’un code de plus petite longueur ; donc

C est dégénéré. ∎

Corollaire 3.1.3 : Si C(n;k) est code ∆-divisible sur sur Fp avec ∆ ∧ p, alors k ≤ n

∆ .

Preuve : Si C(n;k) est code ∆-divisible sur sur Fp avec ∆ ∧ p, alors d’après le théorème

3.1.1 C est équivalent à un code obtenu en prenant un code linéaire C ′ sur Fp, en répétant

chaque coordonnée ∆ fois et en complétant avec des 0 pour obtenir la longueur n voulue.On

a donc k = dimC = dimC ′. Le fait que chaque coordonnée soit repétée ∆ fois et qu’on ait

complété avec des 0 entraîne que k ≤ n

∆. ∎

Divisibilité des codes de Griesmer

Théorème 3.1.2 : (H. N. Ward 1998)

Soit C(n;k;d) un code de Griesmer sur Fp ; alors la plus grande puissance de p divisant d

est la plus grande puissance de p divisant le code.

Critère de divisibilité des codes binaires

Proposition 3.1.6 : Soient n un entier naturel non nul ; a, b ∈ Fn2 , alors

ωH(a + b) = ωH(a) + ωH(b) − 2ωH(a ∗ b)

où a ∗ b est le produit des vecteurs a et b composante par composante.

Preuve : Soient n un entier naturel non nul ; a, b ∈ Fn2 .

On sait que ωH(a) = card ({i ∈ [∣0;n − 1∣];ai ≠ 0}). Pour i parcourant [∣0;n − 1∣], on a :

{i;ai + bi ≠ 0} = {i;ai + bi = 1}

= {i;ai = 1 et bi = 0} ⊍ {i;ai = 0 et bi = 1}

= ({i;ai = 1} ∖ {i;ai = 1; bi = 1}) ⊍ ({i; bi = 1} ∖ {i; bi = 1;ai = 1})

= ({i;ai = 1} ∖ {i;aibi = 1}) ⊍ ({i; bi = 1} ∖ {i;aibi = 1})

En passant aux cardinaux on obtient :

card ({i;ai + bi ≠ 0}) = [card ({i;ai = 1}) − card ({i;aibi = 1})]+[card ({i; bi = 1}) − card ({i;aibi = 1})]
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C’est-à-dire

ωH(a + b) = ωH(a) − ωH(a ∗ b) + ωH(b) − ωH(a ∗ b)

D’où
ωH(a + b) = ωH(a) + ωH(b) − 2ωH(a ∗ b) ∎

Proposition 3.1.7 : Soient n et m deux entiers naturels non nuls tels que 2 ≤m, (ai)1≤i≤m

une famille de m éléments de ∈ Fn2 . Alors

ωH(
m

∑
i=0
ai) = ∑

∅≠S⊂[∣1;m∣]
(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sa

i)

où a ∗ b est le produit des vecteurs a et b composante par composante.

Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur m.

Le cas m = 2 est vrai car il correspond à la proposition 3.1.6.

Soit m un entier supérieur ou égal à 2. Supposons que pour toute famille (ai)1≤i≤m de m

éléments de ∈ Fn2 ,

ωH(
m

∑
i=0
ai) = ∑

∅≠S⊂[∣1;m∣]
(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sa

i)

Soit (ai)1≤i≤m+1 une famille de m + 1 éléments de ∈ Fn2 , alors
m+1
∑
i=0

ai =
m

∑
i=0
ai + am+1.

Donc

ωH(
m+1
∑
i=0

ai) = ωH(
m

∑
i=0

ai + am+1)

= ωH(
m

∑
i=0

ai) + ωH(am+1) − 2ωH((
m

∑
i=0

ai) ∗ am+1) d’après la proposition 3.1.6

= ωH(
m

∑
i=0

ai) + ωH(am+1) − 2ωH(
m

∑
i=0
(ai ∗ am+1)) (⋆)

En appliquant l’hypothèse de récurrence aux termes de la ligne (⋆) on obtient :

ωH(
m

∑
i=0

ai) = ∑
∅≠S⊂[∣1;m∣]

(−2)∣S∣−1

= ∑
S ⊂ [∣1;m + 1∣], ∣S∣ ≥ 1

am+1 ∉ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sai) (I)

et

ωH(am+1) − 2ωH(
m

∑
i=0
(ai ∗ am+1)) = ωH(am+1) − 2 ∑

∅≠S⊂[∣1;m∣]
(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈S(ai ∗ am+1))

= ∑
S ⊂ [∣1;m + 1∣]

∣S∣ = 1

am+1 ∈ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sai) + ∑
S ⊂ [∣1;m + 1∣]

∣S∣ > 1

am+1 ∈ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sai)

= ∑
S ⊂ [∣1;m + 1∣], ∣S∣ ≥ 1

am+1 ∈ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sai) (II)
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En remplaçant les valeurs obtenues en I et en II dans (⋆), on obtient

ωH(
m+1
∑
i=0

ai) = ∑

S ⊂ [∣1;m + 1∣], ∣S∣ ≥ 1

am+1 ∉ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sa
i) + ∑

S ⊂ [∣1;m + 1∣], ∣S∣ ≥ 1

am+1 ∈ S

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sa
i)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣]

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈Sa
i)

D’où le résultat. ∎

Le théorème suivant a été énoncé par Ward (H. N. Ward 2001). Nous proposons une

preuve de ce théorème.

Théorème 3.1.3 : Soient C un code linéaire sur F2 de matrice génératrice G et e un

entier naturel non nul. Alors 2e est un diviseur du code C si et seulement si pour tout

entier naturel non nul m ≤ e, le mot obtenu en multipliant composante par composante m

lignes de G (avec répétitions possibles) a un poids divisible par 2e−m+1.

Preuve : Soit C un code linéaire sur F2 de matrice génératrice G et e un entier naturel

non nul.

Supposons que 2e est un diviseur de C. Soient m ≤ e un entier naturel non nul, L1, L2, ⋯,

Lm lignes de G (avec répétitions possibles) et Lm = L1 ∗L2 ∗⋯ ∗Lm.

Montrons par induction sur m que Lm a un poids divisible par 2e−m+1

Si m = 1, alors Lm est une ligne de G. Puisque C est 2e-divisible, alors alors L a un poids

multiple de 2e = 2e−1+1 = 2e−m+1.

Supposons maintenant que m < e et que pour tout k ∈ [∣1;m∣], Lk a un poids divisible par

2e−k+1 et montrons que le poids de Lm+1 est divisible par 2e−m.

D’après la proposition 3.1.7, on a :

ωH(
m+1
∑
i=1

Li) = ∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣]

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈SLi)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣],∣S∣<m+1

(−2)∣S∣−1ωH(∗i∈SLi) + (−2)mωH(∗i∈[∣1;m+1∣]Li)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣],∣S∣<m+1

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) + (−2)mωH(Lm+1)

Donc

(−2)mωH(Lm+1) = ωH(
m+1
∑
i=1

Li) − ∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣],∣S∣<m+1

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) (⋆)
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Le mot
m+1
∑
i=1

Li est un mot du code, donc son poids est divisible par 2e.

Pour toute partie non vide S de [∣1;m + 1∣] telle que ∣S∣ <m + 1, l’hypothèse d’induction

nous rassure que ωH(L∣S∣) est divisible par 2e−∣S∣+1, donc (−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) est divisible par

2∣S∣−1 × 2e−∣S∣+1 = 2e. D’où le terme

∑
∅≠S⊂[∣1;m+1∣],∣S∣<m+1

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣)

est un multiple de 2e.

En revenant à l’équation ⋆ on déduit que 2e divise (−2)mωH(Lm+1) ; donc 2e−m divise

ωH(Lm+1).

Réciproquement, supposons que pour tout entier naturel non nul m ≤ e, Lm

a un poids divisible par 2e−m+1 et montrons que 2e est un diviseur de C.

Soit c un mot de C. Puisque G est une matrice génératrice de C, alors c est une combinaison

linéaire des t lignes de G avec 1 ≤ t.

Posons c =
t

∑
i=1
Li. Alors d’après la proposition 3.1.7, on a :

ωH(c) = ωH(
t

∑
i=1
Li)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;t∣]

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;t∣],∣S∣≤m

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) + ∑
∅≠S⊂[∣1;t∣],m<∣S∣

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣)

= ∑
∅≠S⊂[∣1;t∣],∣S∣≤e

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) + (−2)e ∑
∅≠S⊂[∣1;t∣],e+1≤∣S∣

(−2)∣S∣−1−eωH(L∣S∣) (⋆⋆)

Pour toute partie S de [∣1; t∣] de cardinal inférieur ou égal à e, l’hypothèse nous rassure que

ωH(L∣S∣) est divisible par 2e−∣S∣+1 ; donc (−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣) est divisible par 2∣S∣−1×2e−∣S∣+1 = 2e.

D’où le terme

∑
∅≠S⊂[∣1;t∣],∣S∣≤e

(−2)∣S∣−1ωH(L∣S∣)

est un multiple de 2e.

Ainsi, en revenant à l’égalité (⋆⋆), on déduit que ωH(c) est un multiple de 2e.

D’où 2e est un diviseur du code. ∎
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3.2 Divisibilité des codes cycliques

Il s’agit ici de donner le théorème de McEliece sur la divisibilité des codes cycliques

sur Fp et de donner les conséquences de ce théorème.

Théorème 3.2.1 : (McEliece 1972)

Soit C un code cyclique de longueur n sur Fp (n ∧ p = 1). Alors la plus grande puissance

de p divisant C est pe où m = (p − 1)(e + 1) est le plus petit multiple de p − 1 tel que le

produit de m non-zéros de C (avec répétitions possibles) soit 1.

Remarque 3.2.1 : En prenant p = 2 dans le théorème précédent, on obtient p − 1 = 1 et

m = e + 1. Dans le cas binaire on a donc une version plus simplifiée.

Corollaire 3.2.1 : Soit C un code cyclique de longueur n (impair) sur F2. Alors la plus

grande puissance de 2 divisant C est 2e où e + 1 est le plus petit entier tel que le produit

de e + 1 non zéros de C (avec répétitions possibles) soit 1.

Proposition 3.2.1 : Soit C un code cyclique de longueur n sur Fp d’ensemble de parité

U (avec n ∧ p = 1). Alors (1; 1;⋯; 1) est un mot de C si et seulement si 0 ∈ U .

Preuve : Soit C un code cyclique de longueur n sur Fp d’ensemble de parité U (avec

n ∧ p = 1) et soit g(x) polynôme générateur.

Si (1; 1;⋯; 1) est un mot de C, alors sa représentation polynomiale Xn−1 +Xn−2 +⋯+ 1 est

un multiple de g(X). Puisque Xn − 1 = (X − 1)(Xn−1 +Xn−2 +⋯+ 1) et que Xn − 1 n’a pas

de racine multiple, alors 1 n’est pas une racine de Xn−1 +Xn−2 +⋯ + 1 ; d’où 1 n’est pas

une racine de g(x) car Xn−1 +Xn−2 +⋯ + 1 est un multiple de g(X). Notons β une racine

nième primitive de l’unité. Alors 1 = β0 n’est pas une racine de g(x) d’où 0 ∉ T (ensemble

de définition de C) ; donc 0 ∈ U .

Réciproquement, si 0 ∈ U , alors 1 n’est pas une racine de g(x), donc x − 1 et g(x) sont

premiers entre eux. Puisque g(X) divise Xn − 1 = (X − 1)(Xn−1 +Xn−2 + ⋯ + 1), on en

déduit que g(X) divise Xn−1 +Xn−2 +⋯ + 1. Donc (1; 1;⋯; 1)est un mot de C. ∎

Proposition 3.2.2 : Soit C un code cyclique non dégénéré de longueur n sur Fp (avec

n ∧ p = 1) et d’ensemble de parité U . Si C est divisible, alors 0 ∉ U .

Autrement dit, si 0 ∈ U , alors C n’est pas divisible.
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Preuve : Soit C un code cyclique de longueur n sur Fp d’ensemble de parité U (avec

n ∧ p = 1) tel que C soit non dégénéré.

Procédons par l’absurde : Supposons que C est divisible et que 0 ∈ U .

C étant non dégénéré, C n’est pas une répétition d’un code de plus petite longueur.

D’après le théorème 3.1.2, tout diviseur de C est une puissance de p. Soit pe(e ≠ 0) un

diviseur de C. Comme 0 ∈ U , d’après la proposition 3.2.1, (1; 1;⋯; 1) est un mot de C.

Donc ωH((1; 1;⋯; 1)) = n est un multiple de pe, c’est-à-dire que n est un multiple de p.

Cela contredit le fait que n ∧ p = 1. ∎

Théorème 3.2.2 : Soit C un code cyclique divisible non dégénéré. Alors son dual est

divisible si et seulement s’il est dégénéré.

Preuve : Soit C un code cyclique divisible non dégénéré d’ensemble de parité U .

Si son dual est dégénéré, alors il est divisible par définition.

Réciproquement, supposons que C⊥ soit divisible.

Si C⊥ est non dégénéré, alors d’après la proposition 3.2.2, 0 n’est pas un élément de

l’ensemble de parité de C⊥, donc 0 appartient à l’ensemble de définition de C⊥ (attention :

cela n’est vrai que pour 0, en général le complémentaire de l’ensemble de définition n’est

pas l’ensemble de parité). D’après la proposition 2.2.10, l’ensemble de définition de C⊥ est

T ⊥ = {t ∣ ∃s ∈ U,−s ≡ t mod n}, d’où 0 ∈ U . Ce qui contredit la proposition 3.2.2 car C est

cyclique non dégénéré et divisible.

Donc C⊥ est dégénéré. ∎

Théorème 3.2.3 : Soit C un code cyclique binaire non dégénéré d’ensemble de parité U .

Alors C est divisible si et seulement si 0 ∉ U .

Preuve : Soit C un code cyclique binaire non dégénéré d’ensemble de parité U .

Si C est divisible, alors d’après la proposition 3.2.2, 0 ∉ U .

Réciproquement, supposons que 0 ∉ U , alors n’est pas un non-zéro de C, donc le plus petit

entier m tel que le produit de m non-zéros de C (avec répétitions possibles) soit 1 est

supérieur ou égal à 2. D’après le corollaire 3.2.1, la plus grande puissance de 2 divisant C

est 2e où m = e + 1. Comme m ≥ 2, alors e ≥ 1. Donc 2 est un diviseur de C ; d’où C est

divisible. ∎
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3.3 Divisibilité des codes C1, C2 et C3

Nous allons étudier la divisibilité de ces codes en utilisant tour à tour les critères et

théorèmes abordés précédemment.

3.3.1 Cas du code cycliques C1

Le polynôme générateur de C1 est

g1(x) = (x + 1)(x2 + x + 1)(x4 + x + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1)

Comme g1(x) est un polynôme de degré 11, alors C1 est un (15; 4;d)−code cyclique de

matrice génératrice

G1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋆) C1 est un code de Griesmer

En effet, son ensemble de définition est T1 = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9; 10; 12}, qui contient la

suite 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 constituée de 7 entiers consécutifs. D’après le théorème de la borne

BCH, 7+ 1 ≤ d, donc 8 ≤ d. Mais les mots de la matrice génératrice ont pour poids 8 ; donc

d = 8.

Ainsi,
k−1
∑
i=0

⌈
d

2i ⌉ =
4−1
∑
i=0

⌈
8
2i ⌉ = ⌈

8
1⌉ + ⌈

8
2⌉ + ⌈

8
4⌉ + ⌈

8
8⌉ = 8 + 4 + 2 + 1 = 15

D’où C1 est un code de Griesmer.

D’après le théorème 3.1.2, la plus grande puissance de 2 divisant C1 est celle qui divise

8. D’où C1 est 8−divisible.

⋆⋆) Appliquons le théorème de McEliece

L’ensemble de Parité de C1 est U1 = {7; 11; 13; 14} et les non zéros de C1 sont :

α7;α11;α13 et α14. Le fait que 0 ∉ U1 montre déjà que le code C1 est divisible. De ce fait
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on calcule le produit de k non-zéros de C1 (avec répétitions possibles), k allant de 2 au

cardinal de U1. Pour que le produit de k non-zéros de C1 (avec répétitions possibles) soit

égal à 1, il faut et il suffit que la somme de leurs exposants (un exposant est répété autant

de fois que le non zéro auquel il correspond) soit un multiple de 15.

Après avoir effectué les calculs, on constate que pour k ≤ 3 le produit de k non zéros

de C1 est distinct de 1. Et, on a :

α7α11α13α14 = α7+11+13+14 = α45 = 1

Donc le plus petit entier m tel que le produit de m non zéros de C1 (avec répétitions

possibles) soit égal à 1 est m = 4. Puisque 4 = 3 + 1, d’après le corollaire 3.2.1, la plus

grande puissance de 2 divisant C1 est 23 = 8. D’où C1 est 8−divisible.

Nous pouvons aussi remarquer qu’aucun nombre, premier avec deux, n’est diviseur du

code C1, car sinon il diviserait la distance minimale du code qui est 8 ce qui est absurde.

Conclusion : C1 est un code cyclique divisible non dégénéré de degré de divisibilité

8 = 23.

3.3.2 Cas du code cycliques C2

Le polynôme générateur de C2 est

g2(x) = (x − 1)(x2 + x + 1)(x4 + x + 1)(x4 + x3 + 1)

Comme g2(x) est un polynôme de degré 11, alors C2 est un (15; 4;d)−code cyclique.

Une matrice génératrice de C2 est :

G2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

On constate directement que d ≤ 6 et on a donc :

k−1
∑
i=0

⌈
d

2i ⌉ ≤
4−1
∑
i=0

⌈
6
2i ⌉ = ⌈

6
1⌉ + ⌈

6
2⌉ + ⌈

6
4⌉ + ⌈

6
8⌉ = 6 + 3 + 2 + 1 = 12 < 15
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D’où C2 n’est pas un code de Griesmer.

La matrice génératrice de C2 est constituée de trois blocs identiques ; donc C2 est un

code dégénéré ; il s’obtient en répétant 3 fois chaque mot du code cyclique C∗
2 de longueur

5, de polynôme générateur g∗2(x) = x + 1, de dimension 4 et de matrice génératrice

G∗
2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Donc 3 est un diviseur du code C2.

Intéressons nous au code C∗
2 :

⋆) C∗
2 est un code de Griesmer

En effet, tout code cyclique non trivial (distinct du code nul et de Fqn) a une distance

minimale supérieure ou égale à 2 (c’est une conséquence du théorème de la borne BCH).

Comme C∗
2 a des mots de poids 2, alors sa distance minimale est 2. On a donc

k−1
∑
i=0

⌈
d

2i ⌉ =
4−1
∑
i=0

⌈
2
2i ⌉ = ⌈

2
1⌉ + ⌈

2
2⌉ + ⌈

2
4⌉ + ⌈

2
8⌉ = 2 + 1 + 1 + 1 = 5

D’où C∗
2 est un code de Griesmer.

D’après le théorème 3.1.2, la plus grande puissance de 2 divisant C∗
2 est celle qui divise

2. D’où C∗
2 est 2−divisible.

⋆⋆) Appliquons le théorème de McEliece

Soit θ une racine 5ième de l’unité distincte de 1. Le polynôme générateur de C∗
2 est

g∗2(x) = x+1 et a pour racine 1 = θ0, donc l’ensemble de parité de C∗
2 est U∗

2 = {1; 2; 3; 4} et

les non zéros de C∗
2 sont θ, θ2, θ3 et θ4. Comme 0 ∉ U∗

2 , alors U∗
2 est divisible. On remarque

immédiatement que θ2θ3 = θ5 = 1 ou que θθ4 = θ5 = 1, donc 2 est le plus petit des entiers m

tels que le produit de m non zéros de C∗
2 (avec répétitions possibles) soit égal à 1. Puisque

2 = 1 + 1, d’après le corollaire 3.2.1, la plus grande puissance de 2 divisant C∗
2 est 21 = 2.

D’où C∗
2 est 2−divisible.

Ainsi, C2 est une 3−réplique du code C∗
2 qui est 2−divisible ; donc 2 et 3 sont des

diviseurs de C2. Comme 2 ∧ 3 = 1, alors d’après la proposition 3.1.1, 6 = PPCM(2; 3) est
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aussi un diviseur du code C2.

Conclusion : C2 est un code cyclique divisible dégénéré de degré de divisibilité

6 = 21 × 3.

3.3.3 Cas du code cyclique C3

Le polynôme générateur de C3 est g3(X) = (x2 +x+ 1)(x4 +x3 +x2 +x+ 1)(x4 +x3 + 1)

Comme g3(x) est un polynôme de degré 10, alors C3 est un (15; 5;d)−code cyclique.

Une matrice génératrice de C3 est :

G3 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Le domaine de définition de C3 est T3 = {3; 5; 6; 9; 10; 11; 12; 13; 14}, qui contient la suite

9; 10; 11; 12; 13; 14 constituée de 6 entiers consécutifs. D’après le théorème de la borne BCH,

6 + 1 ≤ d, donc 7 ≤ d. Mais les mots de la matrice génératrice ont pour poids 7 ; donc d = 7.

Le code C3 est non dégénéré

En effet, si C3 était obtenu par répétition t fois d’un code de plus petite longueur, alors t

serait un diviseur de 7. Donc on aurait t = 7 car si t = 1, C3 serait non dégénéré. Dans ce

cas C3 serait un code 7−divisible ; cela est impossible car la somme des deux premières

lignes de la matrice génératrice de C3 donne le mot (1; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 0) qui

a pour poids 8 et 7 ne divise pas 8.

Aucune puissance de 2 (distincte de 1) ne divise le code C3

Puisque 2 ne divise pas d = 7, alors 2 ne divise pas le code C3 car tout diviseur d’un code

divise sa distance minimale. Donc aucune puissance de 2 distincte de 1 ne divise C3.

On peut aussi partir du fait que 0 ∈ U3 = {0; 1; 2; 4; 8} et utiliser le corollaire 3.2.1 pour

montrer que la plus grande puissance de 2 divisant C3 est 1.

Conclusion : C3 est un code cyclique non divisible (donc non dégénéré).
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♠ INTÉRÊT DIDACTIQUE ♠

Dans ce chapitre, nous relevons les contributions de ce travail dans notre formation

de futur enseignant des lycées d’enseignement général. Pour y parvenir, nous décidons de

les regarder sur deux plans : apport sur le plan des savoirs théoriques, apport sur le plan

pratique de l’enseignement des mathématiques.

3.4 Apport sur le plan des savoirs théoriques

La notion de code linéaire repose essentiellement sur les notions de corps, d’espace

vectoriel sur les corps et sur certaines notions d’arithmétique. Ce travail nous a permis de :

• être mieux outillé pour l’enseignement de la géométrie vectorielle en classe de

première C.

• être mieux outillé pour l’enseignement de certaines notions d’arithmétique en

terminale C tels que la divisibilité, le ppcm, le pgcd, la décomposition en facteurs

premiers, la division euclidienne.

• donner aux élèves une motivation pour l’apprentissage des mathématiques en leur

présentant la théorie algébrique du codage, qui est très utilisée en informatique,

comme un domaine d’application de l’arithmétique et de la géométrie vectorielle.

3.5 Apport sur le plan pratique de l’enseignement

des mathématiques

Sur le plan pratique de l’enseignement des mathématiques, ce travail nous permet de :

• pouvoir saisir des documents mathématiques de qualité en utilisant le logiciel LATEX.

Au lycée, il nous sera utile dans la saisie de nos cours, de nos fiches de travaux dirigés
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et de nos épreuves.

• savoir rassembler des ressources, les organiser et pouvoir juger la pertinence d’une

ressource pour savoir si elle nous est utile ou pas. Au Lycée, nous serons appelés à

préparer des cours. Nous devrions utiliser des ressources telles que le livre programme,

le livre au programme, les livres hors programmes, les anciens cours, les cours et

documents téléchargés sur internet et autres. Si nous ne sommes pas capable de juger

la pertinence d’une ressource ; nous serons tentés de copier le livre au programme, des

cours téléchargés sur internet ou des anciens cahiers. Quand les élèves s’en rendent

compte, vous n’avez plus d’estime à leur yeux.

• savoir rédiger un document scientifique. Nous serons appelés à préparer des cours, des

fiches de travaux dirigés et des épreuves ; nous ne savons pas jusqu’où ces documents

iront. Il est donc nécessaire qu’ils soient bien faits.

• cultiver en nous l’honnêteté scientifique : ne pas s’approprier des résultats qui

ne viennent pas de nous. Lorsqu’un passage de notre cours a été pris ailleurs,

mentionnons que nous l’avons pris ailleurs, car c’est du plagiat. En plus dès que les

élèves découvrent votre source, ils s’en approprient et n’assistent plus à vos cours.

• maitriser certains outils informatiques tels que l’ordinateur, le vidéo-projecteur, les

smart-phones et de constater qu’ils peuvent nous être très utiles dans la présentation

de nos cours au lycée. En plus l’utilisation des T.I.C est fortement encouragée pour

l’enseignement des mathématiques. La confection d’un beamer et sa présentation

lors de la soutenance sont donc de bonnes expériences que nous développons pour

notre future profession.
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♠ Conclusion ♠

Dans notre travail, nous avons examiné la divisibilité des codes cycliques sur un corps

de Galois et avons étudié la divisibilité des trois codes cycliques binaires de longueur 15.

Il en ressort qu’un code cyclique binaire C non dégénéré est divisible si et seulement si

0 est un élément de son ensemble de définition. Dans le cas général où p est un nombre

premier quelconque, nous avons prouvé que la condition "0 est un élément de l’ensemble

de définition du code C" est nécessaire. Montrer que cette condition est suffisante revient

à montrer que si 0 est un élément de l’ensemble de définition du code C alors le produit de

p − 1 non zéros de C et toujours distinct de 1 (par application du théorème de McEliece).

Pour l’instant, nous n’avons pas encore trouvé un code qui contredit cela mais nous n’avons

pas aussi pu le prouver.

Nous continuerons donc à chercher soit un preuve de cette suffisance, soit un contre

exemple. Et, nous allons aussi regarder quels avantages peut apporter la divisibilité sur les

algorithmes de décodage des codes cycliques.

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 47



♠ Bibliographie ♠

[1] J. H. Griesmer (1960), A bound for error-correcting codes, IBM Journal of Research

and Development, vol 4, no. 5, pp. 532-542.

[2] P. Lissy (4 Janvier 2010), Polynômes irréductibles. Corps de rupture. Exemples

et applications, page 2.

[3] R. J. McEliece (1972), Weight congruences for p-ary cyclic codes, Discrete Mathe-

matics 3, pages 177–192.

[4] D. Perrin (1996), Cours d’algèbre, Ellipses, Chapitre III, §4.

[5] H. N. Ward (1981) Divisible codes, Archiv der Mathematik, vol 36, pages 485–494.

[6] H. N. Ward (1998), Divisibility of codes meeting the Griesmer bound, Journal

Combinatory Theory Serdica A, vol 83, pages 79–93.

[7] H. N. Ward (23 Août 2001), Divisible codes - A survey, Serdica Mathématical

Journal, vol 27, pages 263-278.

[8] A. Warusfel (1971), Structures algébriques finies, Groupes, Anneaux, Corps,

Classiques Hachette, page 205.

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 48


	Dédicace
	Remerciements
	Résumé
	Abstract
	Liste des Tableaux
	Introduction
	PRÉLIMINAIRES
	Rappels sur les anneaux
	Rappels sur les corps finis
	Construction des corps finis 

	CODES LINÉAIRES SUR UN CORPS DE GALOIS
	Généralités sur les codes linéaires
	Définition et premières propriétés
	Matrice génératrice et codes équivalents
	Dual d'un code linéaire

	Codes cycliques
	Généralités
	Matrice génératrice et matrice de contrôle d'un code cyclique
	Ensemble de définition d'un code cyclique et la borne BCH
	Construction d'un code cyclique sur Fp


	CODES CYCLIQUES DIVISIBLES SUR UN CORPS DE GALOIS
	Définition et généralités sur la divisibilité
	Divisibilité des codes cycliques
	Divisibilité des codes C1, C2 et C3
	Cas du code cycliques C1
	Cas du code cycliques C2
	Cas du code cyclique C3

	Apport sur le plan des savoirs théoriques
	Apport sur le plan pratique de l'enseignement des mathématiques

	Conclusion
	Bibliographie

