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s Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des codes cycliques sur un corps de Galois et a la
caractérisation de ceux dont les poids des mots ont un diviseur commun distinct de 1.
Nous utilisons le théoreme de McEliece pour montrer qu’un code cyclique binaire non
dégénéré C' est divisible si et seulement si 1 est un non zéro de C'. Nous montrons aussi
que si un code cyclique binaire non dégénéré est divisible, alors son orthogonal est aussi
divisible si et seulement s’il est dégénéré. Pour la cas général ol p est un entier premier,
nous donnons une condition nécessaire pour qu'un code cyclique non dégénéré sur I, soit

divisible.

Mots clés : poids de Hamming, code de Griesmer, code cyclique, code divisible, code

dégénéré.
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s Abstract o

This work is devoted to the study of cyclic codes on a Galois field and the characterisa-
tion of the class of those having code words with a common divisor greater than one. We
use the McEliece theorem to proove that a non degenerated binary code C' is a divisible
code if and only if 1 is a non zero of C. We also proove that if a binary non degenerated
cyclic code is divisible, then its orthogonal is also divisible if and only if it is degenerated.
For the general case were p is a prime, we give a necessary condition for a non degenarated

cyclic code over [F), to be divisible.

Key words : Hamming weight, Griesmer code, cyclic code, divisible code, degenerated

code.
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» Introduction

La communication est au coeur des interactions humaines. Elle consiste en 1’envoi d'un
message par un émetteur a travers un canal de transmission, et a la réception du message
envoyé par un récepteur. Le canal n’étant pas fiable a 100%, il peut y avoir des erreurs lors
de la transmission. Le codage permet de détecter et de corriger ces erreurs. Un code détecte
et corrige un certain nombre ¢ d’erreurs. C’est ainsi que nous parvenons a photographier

les planetes lointaines, a communiquer quelque soit le distance.

En théorie algébrique du codage, I'un des problemes majeurs est d’améliorer a la fois
le nombre d’erreurs corrigées par un code et la vitesse de transmission des messages par ce
code. Mais des formules mathématiques (borne de singleton par exemple) montrent qu’en
améliorant I'un de ces parametres, on diminue 'autre. On a donc des codes dits optimaux
qui essayent de fixer I'un des parametres et d’optimiser ’autre. Des chercheurs tels que
McEliece[] (R. J. McEliece 1972), Harold Ward| (H. N. Ward 1981) et tant d’autres, se
sont intéressés aux poids des mots des codes et se sont rendus compte que certains codes
avaient des distributions de poids particulieres : les poids de tous les mots avaient un
diviseur commun (distinct de 1). En 1981, Harold N. Ward les a appelés codes divisibles.
Et depuis ce temps il a montré que de nombreux codes optimaux (ceux de Griesmer en
particulier) sont divisibles et a méme démontré que dans certaines conditions, des codes

optimaux n’existent pas.

Dans ce travail, il est question pour nous d’élucider les notions de code cyclique sur
un corps de Galois et de divisibilité d'un code linéaire, et de caractériser, parmi les codes

cycliques sur un corps de Galois, ceux qui sont divisibles. Pour y parvenir, nous organisons

1. mathématicien américain, né en 1942, gagnant de la médaille Alexander en 2009 ;
2. mathématicien américain, né en 1936, il a défini la notion de code linéaire divisible en 1981.
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Liste des tableaux

notre travail en trois chapitres.

Le premier chapitre est intitulé préliminaires et porte essentiellement sur : les rappels sur
les anneaux, les corps finis et leur construction.

Le deuxieme chapitre porte sur la notion de code sur un corps de Galois. Nous y définissons
la notion de code linéaire sur un corps de Galois, la notion de code cyclique sur un corps
de Galois et la construction d'un code cyclique. Nous y construisons trois codes cycliques
binaires de longueur 15.

Le troisieme chapitre porte sur la divisibilité des codes cycliques sur un corps de Galois.
Nous y définissons la notion de code linéaire divisible et donnons quelques résultats
généraux sur divisibilité des codes linéaires. Nous énoncons le théoreme de McEliece sur la
divisibilité des codes cycliques, démontrons des conséquences de ce théoreme et étudions
la divisibilité de trois codes cycliques binaires que nous construisons au chapitre deux.

A la fin, nous proposons un paragraphe portant sur I'intérét didactique de notre travail.
Nous donnons les apports de ce mémoire dans notre formation de professeur des lycées
d’enseignement général. Nous les regroupons en deux : les apports sur le plan théorique et

les apports sur le plan pratique de I'enseignement des mathématiques.
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x * Chapitre Un x %

PRELIMINAIRES

Nous ne pouvons étudier une langue sans étudier son alphabet. Les corps de Galois
sont les alphabets des codes linéaires que nous allons étudier. L'un des objectifs de ce
chapitre est de décrire ces alphabets et de donner certaines propriétés qui régissent les
lettres de ces derniers. Nous rappelons quelques notions sur les anneaux avant de passer

aux corps finis et a leur construction.

1.1 Rappels sur les anneaux

Soit A un ensemble non vide.

Définition 1.1.1 : On dit que (A,+,%,04) est un anneau lorsque les conditions suivantes
sont satisfaites :

e (A,+) est un groupe additif commutatif ;

e x est une loi de composition interne de A qui est associative et distributive par

rapport a la loi +.

Définition 1.1.2 : Un anneau (A,+,%,04) est dit unitaire lorsqu’il existe un élément 14

de A appelé 'unité de 'anneau (A,+,x,04) tel que :
VeeAlyxx=x=xx1y

Notation 1.1.1 : Lorsque 'anneau (A, +, x,04) est unitaire, on note (A, +,x,04,14). S’il
n’y a pas d’ambiguité, I’élément nul de I'anneau est désigné par 0 et 'unité par 1; I’'anneau

unitaire (A, +,x,04,14) est tout simplement noté A; z x y est noté xy.
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1.1. Rappels sur les anneaux

Définition 1.1.3 : L’anneau A est dit commutatif si :
Vo,ye A, xy =yx

Définition 1.1.4 : Soient x,y € A. On dit que x divise y si il existe un élément z de A
tel que y = zx.

Dans ce cas, on dit que x est un diviseur ou un facteur de y et que y est un multiple de x.

Définition 1.1.5 : Un élément x de A est dit inversible s’il est un diviseur de 'unité de
Panneau A. Autrement dit, un élément x de A est dit inversible s’il existe un élément y de
A tel que xy =1.

L’élément y est appelé l'inverse de x.

Notation 1.1.2 : On note U(A) 'ensemble des éléments inversibles de I'anneau A.

Si x est un élément inversible de A, l'inverse de x est noté 1.

Définition 1.1.6 : Soit x un élément non nul de A. On dit que x est un diviseur de zéro

s’il existe un élément non nul y de A tel que xy = 0.
Définition 1.1.7 : L’anneau A est dit intégre lorsqu’il n’a pas de diviseurs de zéro.

Dans la suite, A est un anneau commutatif, unitaire et integre.

Définition 1.1.8 : Soient z,y € A. On dit que x et y sont associés s’il existe un élément

inversible t de A tel que x = ty.

Proposition 1.1.1 : Soit x € A. Tout élément inversible de A ou associé a x est un

diviseur de x.

Preuve : Soit y € A. Si y associé a z, alors par définition il existe un élément inversible ¢
de A tel que x = ty, donc y divise z.

Supposons maintenant que y est inversible. Alors yy~! =1, donc
z=1lr=(yy " )r=y(y 'z)
D’ou y est un diviseur de . ]

Définition 1.1.9 : Un élément x de A est dit irréductible lorsqu’il est non inversible, et
ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles de A et les éléments de A qui lui sont

aSSOCLES.
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1.1. Rappels sur les anneaux

Définition 1.1.10 : On dit que A est un anneau factoriel si tout élément non nul x de
A il existe n € N, des éléments irréductibles pi,pa, -, pn de A, un élément inversible u de
A tels que x = upipa--py, ; et si x =u'piph--pl, ot les p) sont aussi irréductibles, alors
-m=n;
— il existe une permutation o € Sy, et pour tout i € {1,2,--- n}, un élément inversible

u; tels que py(iy = uip;.

Définition 1.1.11 : Soit I ¢ A une partie non vide de A.
On dit que I est un idéal de A si la restriction des lois de l'anneau A a I lui confére une

structure d’anneau (c’est-a-dire que (I,+,%,0) est un anneau) et de plus
Vae A,Vrxel axel

Définition 1.1.12 : Un idéal I de A est dit principal s’il est engendré par un seul élément.
Autrement dit, un idéal I de A est dit principal s’il est de la forme I = aA ou a est un

élément de A.

Définition 1.1.13 : Un anneau intégre A est dit principal si tous ses idéaux sont princi-

PAUL.
Proposition 1.1.2 : Tout anneau principal est factoriel.

Preuve : Soit A un anneau principal. Supposons que A ne soit pas factoriel.

Soit @ € A non nul et non produit d’éléments irréductibles ; alors a est réductible : a = a1b;
avec a; et by diviseurs propres de a. a; ou b; est non produit d’éléments irréductibles
(sinon a le serait), soit a; par exemple. On recommence : a; = asbs et as est diviseur propre
de a et non produits d’irréductibles ---. On construit ainsi une suite Aa; c Aas c Aas c -+
strictement croissante d’idéaux de A. Comme la suite Aa; c Aas c Aas c -+ est croissante,
I = UjenAa; est un idéal de A. A étant principal, I est un idéal principal de A. Soit
xg € I tel que I = Axy; alors xg divise tous les a;. Puisque x( € I, il existe n € N tel que
xg € Aa, ; donc xq et a, sont associés, d’ou I = Aa, ; ce qui contredit le fait que la suite

Aaq ¢ Aay c Aag c - soit strictement croissante. [

Soient A un anneau factoriel, (p;);cs la famille des éléments irréductibles de A. Alors
tout élément non nul @ de A peut se mettre sous le forme a = u[];; p;* ot r; = 0 si p; n’est

pas un diviseur de a. Cette écriture nous permet de définir la notion de pgcd et de ppem.
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1.2. Rappels sur les corps finis

Définition 1.1.14 : Soient A un anneau factoriel, a = w1, pi* et b = vl pi* deuz
éléments de A.
Un plus grand commun diviseur de a et b, noté pged(a;b), est un élément défini par
pgcd(a;b) =t Hp;nm(r“si) outel(A)

iel

Un plus petit commun multiple de a et b, noté ppecm(a;b), est un élément défini par
ppem(a;b) =t szm‘w(”;si) out eU(A)

iel
Remarque 1.1.1 : Le pgcd et le ppem de a et b ne sont pas unique unique, il suffit de
faire varier ¢ et ¢’ dans le groupe des unités de A pour avoir d’autres pged et ppem. Mais
du moins tous les pged de a et b d’une part, et tous les ppcm de a et b d’autre part sont

associés deux a deux.

Définition 1.1.15 : Deux éléments non nuls a et b d’un anneau factoriel sont dits pre-

miers entre eux si leurs pged sont inversibles. Ceci revient a dire que 1 est un de leurs

pgcd.

Proposition 1.1.3 : Soit A un anneau unitaire d’élément unité 14.
L application
v Z - A
n — n.ly

est un morphisme d’anneaux.
Preuve : Immédiate ]

Remarque 1.1.2 : Le noyau de cet application est donc un idéal de Z. Z étant principal,

cet idéal est de la forme mZ ot m est un entier naturel. Donc ker(v) = mZ

Définition 1.1.16 : L’entier naturel m de la remarque précédente est appelé la caracté-

ristique de l'anneau A.

1.2 Rappels sur les corps finis

Définition 1.2.1 : Un corps est un anneau unitaire tel que tout élément non nul soit

tnversible.
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1.2. Rappels sur les corps finis

Définition 1.2.2 : Un corps fini est un corps qui a un nombre fini d’éléments.

On Uappelle aussi corps de Galois[l]
Proposition 1.2.1 : Tout corps est un intégre.

Preuve : Soit K un corps, soient a,b € K tels que a # 0 et ab = 0.

Alors b=1b=(ata)b=a"'(ab) =a10=0. D’ou K est integre. |

Théoréme 1.2.1 : (théoréme de WedderburnP [f)])

Tout corps fini est commutatif.
Proposition 1.2.2 : La caractéristique d’un corps fini est un nombre premier.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique m.

Comme le corps K a un nombre fini d’éléments, le morphisme ¢ ne peut étre injectif, donc
son noyau est distinct de 1'idéal nul. Ainsi, m est un entier naturel non nul et distinct de 1
(car si m =1, alors 1x = Ok, absurde).

Supposons que m ne soit pas premier, alors il existe deux entiers naturels a et b, non nuls
et tous distincts de 1, tels que m = ab.

Puisque a et b sont non nuls et tous distincts de 1, alors a.1x et b.1x sont deux éléments
non nuls de k. On a :

(a.lK) X (blK) = (ab)lK = le = OK

Ce qui contredit le fait que le corps K soit integre.

Donc m est premier. [

Proposition 1.2.3 : Si K est un corps fini de caractéristique un nombre premier p, alors

K contient un sous-corps K, = Im() isomorphe au corps Z[pZ.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique un nombre premier p, alors ker(v) = pZ.
D’apres le premier théoreme d’isomorphisme, Im(v) = Z/ker(¢) = Z/pZ.

D’ou le résultat. |

Définition 1.2.3 : Le sous-corps K, du corps fini K de la proposition précédente est

appelé sous-corps premier de K.

1. Evariste Galois, mathématicien frangais (1811-1832), a posé les prémisses de la théorie de Galois.
2. Joseph Henry Maclagan Wedderburn, mathématicien écossais (1882-1948).
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1.2. Rappels sur les corps finis

Proposition 1.2.4 : Le cardinal d’un corps fini est une puissance de sa caractéristique.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique p et K, son sous-corps premier.

Le corps K peut étre vu comme un K,-espace vectoriel. Puisque K est de cardinal fini, alors
K peut étre vu comme un K,-espace vectoriel de dimension fini /. Dans ce cas, K = (Kp)l .
Comme K, 2 Z/pZ, alors K = (Z/pZ)".

Donc
card(K) = card((Z/pZ)") = (card(Z/pZ))" = p! m

Proposition 1.2.5 : Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors l'application

Fr K - K

r +—> P

est un automorphisme de corps.

Preuve : Soit K un corps fini de caractéristique p.
Soient a,b € K.

Puisque le corps K est commutatif (car ¢’est un corps fini), on a :

Fr(ab) = (ab)? = a?b” = Fr(a)Fr(b)

Soit ¢ un entier tel que 1 <i<p-1, alors iC}, = pC’;j. Puisque p est premier et est distinct

de 4, alors p et ¢ sont premiers entre eux. Donc p divise C;;. On peut donc écrire

Fr(a+b) (a+Db)P

P
= Y Cla'b’
i=0
pto
= ap+ZO;apr_l+bp
i=1
= aP+bP  car pdivise CiVie {1;-p—1}

= Fr(a)+ Fr(b)
Donc F'r est un endomorphisme.

Soit a € K. Si Fr(a) =0, alors a? =0, et comme le corps K est integre, on a a = 0.

Ainsi, F'r est un endomorphisme injectif; d’ou F'r est un automorphisme. ]

Définition 1.2.4 : L’automorphisme F'r de la proposition|1.2.5 est appelé automorphisme

de Frobenius.
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1.2. Rappels sur les corps finis

Proposition 1.2.6 : 5i K est un corps fini de cardinal q, alors K* est un groupe cyclique

d’ordre q — 1.

Preuve : Soit K un corps fini de cardinal ¢, alors K* est un groupe abélien multiplicatif
d’ordre ¢ - 1.

Supposons que K* ne soit pas cyclique.

Soit e son exposant et soit o un élément d’ordre e.

Puisque l'ordre du groupe est ¢ — 1, alors e divise ¢ — 1.

Comme e est I'exposant du groupe K*, alors 'ordre de chaque élément de K* est un
diviseur de e. Donc pour tout x € K*, x¢ = 1; c’est-a-dire que tous les éléments de K* sont
des racines du polynéme z¢ - 1. Puisque card(K*) =¢-1, alors ¢ -1 <e.

Ainsi, g— 1 =e. D’ou « est un générateur de K*. ]

Définition 1.2.5 : Soit K un corps fini. On appelle élément primitif de K ou racine

primitive de K tout générateur du groupe multiplicatif K* de K.

Notation 1.2.1 : Si K est un corps, K[ X ] désigne 'anneau des polyndmes & coefficients

dans K.

Remarque 1.2.1 : On a :
Vee K* 271 -1=0

Donc les éléments de K sont des racines du polynéme X7-X € K, [ X]. Puisque le polynéme

X7 -X est de degré g, alors K est I'ensemble des racines du polynéme X7 - X e K [ X].

Dans la suite, K est un corps fini de cardinal ¢ et de caractéristique p (¢ = p").
Proposition 1.2.7 : L’anneau K[ X] est principal.

Preuve : K est un corps, donc un anneau integre. Ainsi, le produit P de deux polyndémes
non nuls P et () (c’est-a-dire de degrés supérieurs ou égaux a 0) est un polynéme de degré
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) >0, c’est-a-dire PQ # 0. D’ou K[X] est un anneau inteégre.

Soit I est un idéal non nul de K[X]. Soit Fy un polynéme unitaire et non nul de I, de
degré minimal parmi les polynémes non nuls de I. Alors PyK[X] c I car I est un idéal
de K[X]. Soit P € I, par division euclidienne, on a P = QFy+ R avec R =0 ou R # 0
et deg(R) < deg(Py). Ona R=P-QPFy eI car PPy e I. Si R # 0, alors R serait un

polyndéme non nul de I de degré strictement inférieur a celui de Py, ce qui contredit le fait
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1.2. Rappels sur les corps finis

que P, soit de degré minimal parmi les polynémes non nuls de I. Donc R =0, c¢’est-a-dire

P =QP, ¢ BK[X] et par suite [ = P,K[X]. Ainsi, K[ X] est principal. n

Proposition 1.2.8 : Soit 8 € K. L’ensemble Ig des polynomes a coefficients dans K dont

[ est une racine est un idéal principal de K[ X].
Preuve : Immédiate ]

Définition 1.2.6 : Soit § € K.

On appelle polynome minimal de [ le polynome unitaire générateur de I3.
Notation 1.2.2 : Le polynéme minimal de § est noté mg(X).
Proposition 1.2.9 : Le polynome minimal d’un élément 5 € K est irréductible.

Preuve : Soit § € K et mg(X) son polyndéme minimal.
Soient my(X), ma(X) € K[X] tels que mg(X) = my (X)ma(X).

Comme mg(X) est le polyndme minimal de 3, alors mg(/5) =0. On a :

mg(6) =0 = my(B)ma(f) =0
= my(5)=0o0ums(5)=0 car K est integre
= my(X)elzoume(X)elp
= mg(X)|ma(X) ou mg(X)[my(X)
= mg(X) et my(X) sont associés, ou mg(X) et mo(X) sont associés, car

my(X) et mo(X) divisent mg(X)

D’ott mg(X) est irréductible. |

Définition 1.2.7 : Soit P(X) e K[X]. On appelle corps de décomposition de P(X) tout
sur-corps de K dans lequel P(X) se décompose en facteurs linéaires et qui soit minimal

pour cette propriété.

Proposition 1.2.10 : ([2]) Soit P(X) € K[X]. Le corps de décomposition de P(X) existe

et est unique (a isomorphisme prés).

Remarque 1.2.2 : Nous avons vu que K est ’ensemble des racines du polynome X7-X ¢
K,[X], donc K est un corps de décomposition de X9 - X. Ainsi, tout corps fini de cardinal
q est un corps de décomposition du polynéme X7— X sur un corps premier. Nous déduisons

donc la proposition suivante.
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Proposition 1.2.11 : Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel n, il existe

un unique corps fini de cardinal p® (d isomorphisme prés).

Preuve : Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Pour I'existence, il suffit de
prendre un corps de décomposition du polynéme X?" - X € F,[X]; c¢’est un corps fini de
cardinal p".

Nous avons vu dans la remarque précédente que tout corps fini de cardinal p™ est un
corps de décomposition du polynéome X7 — X sur un corps premier. D’apres la proposition

précédente, nous déduisons 1'unicité a isomorphisme pres du corps fini de cardinal p*. =
Notation 1.2.3 : On note F,n le corps fini de cardinal p".

Remarque 1.2.3 : La construction des corps se fait de plusieurs facons différentes : en
considérant le corps de fractions d'un anneau integre, en considérant le quotient d’un
anneau par un de ses idéaux maximaux ou en étendant des corps pour avoir d’autres plus
grands. Dans le cas des codes linéaires, les extensions sont les méthodes utilisées dans la

construction des corps finis.

Proposition 1.2.12 : Soit f € Fyn et mp(X) € F,[X] son polynome minimal. L’ensemble

Fp(8) ={F(8), f(X) e Fp[X]}

est un sur-corps de IF,, contenant 5 et isomorphe a F,[X]/(msz(X)).

Preuve : Soit § € Fyn et mg(X) € F,[ X] son polynéme minimal.

L’application
O: F[X] - Fp

[ f(B)
a pour noyau (mg(X)) et pour image F,(5). D’apres le premier théoreme d’isomorphisme,
F,[X]/ker(®) =F,[X]/(ms(X)) est isomorphe & Im(®) =F,(53). Puisque mz(X) est un
polynoéme irréductible, (mg(X)) est un idéal maximal de F,[X ], donc F,[ X ]/(msz(X))
est un corps.
Ainsi, F,(3) est un corps isomorphe a F,[ X ]/(mz(X)).

F,(5) contient F, car les éléments de F,, peuvent étre vus comme des polyndmes constants.

B elFy(B) car = f(F) on f(X)=X. u
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Remarque 1.2.4 : Dans cette proposition, F,[X]/(mz(X)) peut étre vu comme un
[F,-espace vectoriel de dimension deg(mg(X)), et donc F,[X]/(ms(X)) a pour cardinal
pdea(ms(X)) - Ceci nous permet de voir que, si ¢ est une puissance d’un nombre premier et
n est un entier naturel non nul, pour avoir un corps fini de cardinal ¢, il suffit d’avoir un

polynéme irréductible de degré n a coefficients dans F,.

Définition 1.2.8 : Le corps F,(3) de la proposition est appelé extension simple
de F,, par adjonction de 3.

Proposition 1.2.13 : Tout corps fini est une extension simple de son sous-corps premier.

Preuve : En effet, il suffit de voir que si « est un élément primitif de F», alors Fyn = F, ().

1.3 Construction des corps finis

Comme nous I’avons déja précisé, pour construire un corps fini de cardinal ¢ = p™, il
suffit d’avoir un polynome irréductible de degré n a coefficients dans F,,. De la méme facon,
si n =lm, on peut aussi construire [F, en utilisant un polynéme irréductible de degré [ a
coefficients dans F,» ou en utilisant un polynome irréductible de degré m a coefficients
dans . L’existence des polynomes irréductibles de tout degré est garantie par I'existence
des corps finis de cardinal p” pour tout entier naturel non nul n ; mais la détermination de
ces polyndmes n’est pas facile lorsque leur degré est supérieur a 4 ou lorsque p est grand.
Nous donnons dans la table suivante des polynémes irréductibles sur Fy (A. Warusfel

1971).

n=1]X,X+1 X0+ X+ X4+ X +1, X0+ X0+ X2+ X +1

n:2|X2+X+1 X0+ X+ X3+ X241, X0+ X*+ X3+ X +1

n=3[X3+X%+1, X3+ X +1 n=6 X6+ X541, X+ X+1

- X4+ X341, X4+ X +1, X0+ X+ X4+ X2+, X0+ X4+ X2+ X +1
X4+ X3+X2+X+1 X0+X3+1

X+ X+ X3+ X2 +1, X°+ X3+ X2+ X +1
n=5 X°+X*+ X3+ X+1, X+ X+ X%+ X +1
X5°+X3+41,X5+X%+1

TABLE 1.1 — Polynoémes irréductibles sur Fy de degré inférieur a 6
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Remarque 1.3.1 : Dans cette table, les polynémes non soulignés sont irréductibles, mais
leurs racines ne sont pas des éléments primitifs du corps fini qu’ils permettent de construire.
Par exemple le polynome X4+ X3 + X2+ X + 1 est irréductible de degré 4 sur Fy, mais est

un diviseur de X5 -1 car X°-1=(X -1)(X*+ X3+ X2+ X +1). Donc toutes ses racines

sont d’ordre 5 et ne peuvent pas étre des éléments primitifs de Fg.

Exemple : construction du corps finis F;

Le corps sous-corps premier de Fig est Fo = {0;1} car 16 = 24.

On a : 16 = 24. Donc pour construire [Fyg, nous avons besoin d’un polynome irréductible
de degré 4 a coefficients dans Fy. Choisissons un polynéme tel que toute racine soit un
élément primitif de Fig. D’aprés la table 1, nous avons le choix entre X4+ X3 +1 et

X4+ X +1. Travaillons avec X4+ X + 1.

Soit « une racine du polynome X%+ X +1; alors a* = a+ 1. Nous utilisons cette relation

pour calculer les éléments de Fi4 qui sont 1’élément nul 0 et les puissances de a.

0 ad = a3 a’=a+a+1 |[al=ad+a?+a
V=1 |at=a+1 ad=a2+1 a2=a3+a2+a+1
al=a |dP=a?+a | =a+a aB=a3+a%2+1
a?=a?|af=a3+a?|a%=a2+a+1|at=a3+1

TABLE 1.2 — Les éléments du corps Fyg
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*x % Chapitre Deux *x ok

CODES LINEAIRES SUR UN
CORPS DE GALOIS

Apres les corps finis, nous passons a présent a la notion de code linéaire sur un corps de
Galois. Dans ce chapitre, nous allons d’abord donner les généralités sur les codes linéaires,
ensuite nous nous attarderons sur les codes cycliques, enfin nous construirons trois codes

cycliques binaires de longueur 15 dont nous étudierons la divisibilité dans le chapitre 3.

2.1 Généralités sur les codes linéaires

2.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.1.1 : Soit F' un ensemble de cardinal q et n un entier naturel non nul.
On appelle code C de longueur n sur F' tout partie non vide C' de F™.
L’ensemble F' est appelé alphabet du code.

Un élément a = (ag, a1, a,-1) de C est appelé mot du code.
Proposition 2.1.1 : L’application dy : F™ x F* — N définie par

Va,be F" dy(a,b) = Card{i € {0,---,n - 1}/a; # b;}
est une distance sur F™.

Preuve : Soient a,b,ce F™.

Ona: dy(a,b)=0 < Card{ie{0,-,n—1}/a;#b;} =0
< {ie{0,-n-1}]a;+b;} =@
< Vie{0,-,n-1},a;=b;}
< a=b.
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dp(a,b) =Card{ie{0,--;n—1}/a; #b;} = Card{i € {0,--;n—-1}/b; # a;} = dg (b, a)

Constatons que :
{1€{0,-,n-1}/a;=¢c;}n{ie{0,-,n—-1}/b;=¢;} c {i € {0,--,n—1}/a; = b;}.
Par passage au complémentaire dans {0,---;n— 1}, on obtient :
{i€{0,sn—-1}/a; #b;} c{ie{0,--,n—-1}/a; # c;} u{ie{0,~,n—1}/b; # ¢;}.
Donc
Card({i€{0,---,n-1}/a; # b;}) < Card({i € {0,--,n-1}/a; #+ ¢;} )+Card({i € {0,---,n=1}/b; # ¢;}).
D'ou dg(a,b) <dgy(a,c)+dy(c,b). |

Définition 2.1.2 : La distance dy de la proposition |2.1.1| est appelée distance de Ham-

ming[l] sur F™.

Définition 2.1.3 : Soient F, le corps de Galois de cardinal g et n un entier naturel non
nul.
On appelle code linéaire de longueur n et de dimension k sur F, tout sous-espace vectoriel

de F;‘ de dimension k.

Dans la suite, C' un code linéaire de longueur n et de dimension £ sur F,,.

Définition 2.1.4 : Soit a = (ag, ay, -, an-1) un mot de F7.

On appelle support du mot a le sous-ensemble supp(a) de [|0;n —1|] défini par
supp(a) = {Z € {07 17 N 1},&1' # 0}

Définition 2.1.5 : Soit a = (ag,a1,,an-1) un mot de C.

On appelle poids de Hamming de a ’entier wy(a) défini comme suit :
wg(a) = Card(supp(a)).
Remarque 2.1.1 : Pour tous mots a et b de C, on a 1’égalité suivante :

dy(a,b) =wg(a—-0b) et wy(a) =dg(a,0).

1. Richard Wesley Hamming, mathématicien américain (1915-1998), prix Turing en 1968.
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Définition 2.1.6 : On appelle distance minimale de C' ’entier d défini par :
d=min{dy(a,b):a,beC a+b} =min{wy(a->b):a,beC, a+b}.

Notation 2.1.1 : on écrit C'(n, k,d) pour dire que C est un code longueur n, de dimension

k et de distance minimale d.
Définition 2.1.7 : On appelle distribution de poids du code C' la suite (A;)izo...n OU
Vie{0,--,n}, A; = card{a e C,wy(a) =i}

Définition 2.1.8 : On appelle polynome énumérateur de poids du code C' le polynome.

CUC(X) = Zn:AZXZ

i=0
ot (A;)izo...n est la distribution de poids du code C.

Théoréme 2.1.1 : (J. H. Griesmer 1960)

Pour tout code linéaire non nul C’(n,k,d), on a l’inégalité suivante :

ot pour tout x € R, [x] est le plus petit entier relatif supérieur ou égal d x.

(AP
q

Définition 2.1.9 : On appelle code de Gm’esmer tout code linéaire C(n,k,d) tel que

[d

i

|M|

2.1.2 DMatrice génératrice et codes équivalents

Définition 2.1.10 : On appelle matrice génératrice de C' toute matrice k x n dont les

lignes forment une base de C'.

Définition 2.1.11 : Soit f:F} — F une application.
On dit que f est une transformation monomiale s’il existe (a1, as,-, a,) € F3" et il exviste

o €S, tels que :

Va = (.1'1,1'2, axn) € FZ> f(l') = (a1x0(1)7a2xa(2)a "'7anxa(n))'

2. James Hugo Griesmer, mathématicien américain (1929-2011).
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Définition 2.1.12 : Deux codes linéaires C' et C' sont dits équivalents s’il existe une

transformation monomiale f telle que C' = f(C) ou f(C) ={f(z),xeC}.

Remarque 2.1.2 : Un code reste inchangé si on permute les lignes de sa matrice gé-
nératrice ou si on remplace une ligne par une combinaison linéaire de cette ligne avec
d’autres lignes de cette matrice. En effectuant ces opérations sur les colonnes de la matrice

génératrice d'un code, on obtient un code qui lui est équivalent.

Proposition 2.1.2 : Deux codes équivalents C' et C' ont la méme longueur, la méme

dimension et la méme distribution de poids.

Preuve : Comme C' et C" sont équivalents, il existe une transformation monomiale f telle
que C" = f(C). Puisque f:F7 — F7 est une application, C' et C” ont la méme longueur.
C étant un sous-espace vectoriel de ' et f étant une transformation monomiale, f est
un automorphisme de F7; donc C” = f(C') est un sous-espace vectoriel de F? de méme
dimension que C.

Prouvons que C' et C’ ont la méme distribution de poids.

Soient j € {1,2,---,;n} et = (x1, 29, ,x,) € C.

On a :
wp(z)=7 < card{ie{l,2,- n},z; #0} =5
< card{ie{1,2,--,n},x,0) # 0} = j car o €5,
< card{i€{1,2,,n}, a;v,i) #0} =j car (ay,az,,a,) €F;"
< wu(f(z))=Jj
Donc C' et C" ont la méme distribution de poids. ]

2.1.3 Dual d’un code linéaire

Proposition 2.1.3 : L’application (,) : F? — F7 définie par
n—-1
Vo = (20,71, n-1),y = (Yo, Y1, Yn-1) € Fy, (2,y) = (Z :L“y) mod q
i=0

est un produit scalaire sur Fy.
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Preuve : Evidente ]

Définition 2.1.13 : Deuz mots x ety de ¥y sont dils orthogonauz s’ils le sont par rapport

au produit scalaire ().

Remarque 2.1.3 : Puisque C' est un sous-espace vectoriel de ;' de dimension £, son
orthogonal C'* par rapport au produit scalaire (), est un sous-espace vectoriel de Fy de

dimension n — k; donc un code linéaire de longueur n et de dimension n — k.

Définition 2.1.14 : On appelle code dual du code linéaire C' le code C* défini par
Ct={yelF,/VreC, (r,y) =0}

Définition 2.1.15 : Le code C est dit orthogonal ou faiblement autodual si C'c C*.

Définition 2.1.16 : Le code C' est dit autodual si C = C*.

Définition 2.1.17 : Toute matrice génératrice H du code dual C*+ de C' est appelée

matrice de controle de C'.
Proposition 2.1.4 : (i) Si G est une matrice génératrice de C, alors
Ct={zelFy,2'G=0}

(i1) Pour tout code Linéaire C, C++ =C.
(iti) Si H est une matrice n—k x k de rang n—k et G une matrice génératrice de C,

alors H est une matrice de controle de C' si et seulement si

'HG =" GH = 0.
Preuve : (i) Si G est une matrice génératrice de C, alors les lignes de G forment une
base de C.
re(Ct <= x est orthogonal a tous les vecteurs d’une base de C'
Soitz € C,ona: <= 1 est orthogonal a toutes les lignes de GG

— G =0.

D'ou C* = {z e F?,2'G = 0}.

(1) Nous savons que si dim(C') = k, alors dim(C*) =n - k.
Donc dim(C*+*) =n—-(n-k) =k =dim(C).
Puisque C' ¢ C+*, alors C+* = C.
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(i73) Soit C' le code dont H est une matrice génératrice.
SitHG =t GH = 0, alors les lignes de H, qui forment une base de C", sont toutes
orthogonales aux lignes de G qui forment une base de C'; donc C’ c C*. Mais C” est
de dimension n -k = dim(C*), d’ou C" = C*.
Reciproquement, si H est une matrice de controle de C, alors les lignes de H forment
une base de C'* et celles de G forment une base de C. Par définition de C*, on

obtient tHG =t GH = 0. ]

2.2 Codes cycliques

2.2.1 Généralités

Définition 2.2.1 : On appelle opérateur de shift (a droite) l’application
T: 7 — Fy
(x07x2)"'7xn—1) — ($n—1,$0a‘“axn—2)

Définition 2.2.2 : Le code linéaire C' est dit cyclique si C est stable par l'opérateur de

shift, c’est-a-dire que T7(C) =C.

Proposition 2.2.1 : Si C est un code cyclique, alors son orthogonal C* est aussi un code

cyclique.

Preuve : Soit C' un code linéaire cyclique, alors C' est stable par le shift.

Soit a € Fy, on a :

aeCt < ac=0VcelC
< 7(a).7(c)=0VceC car a.c = 7(a).7(c)
< 7(a).d=0VYdeC car C est cyclique

< 7(a)eCt

D’ou 7(C*) = C*, donc C* est un code linéaire cyclique. |

Notation 2.2.1 : Notons (X" —1) l'idéal de 'anneau F,[ X ] engendré par X" - 1. En
considérant 1’épimorphisme canonique 7 défini de F,[X] vers F,[X]/(X™ - 1), nous dési-
gnons par z l'image de X par 7; c’est-a~-dire z = X + (X" — 1), par suite nous désignerons
F,[X]/(X"-1) par F,[z]. F,[z] est en effet 'anneau des polynémes nuls ou de degré

strictement inférieur a n,a coefficients dans F,. F,[x] est aussi un F,-espace vectoriel.
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Proposition 2.2.2 : L’application

R: o — F,[z]

n-1
a=(ag,az,,an,1) — R(a)= Z a;x"

=0

est un isomorphisme de F4-espace vectoriels.
Preuve : Immédiate [

Proposition 2.2.3 : Le code linéaire C est cyclique si et seulement si R(C') est idéal de

Fy[z].

Preuve : Remarquons que pour tout mot ¢ de C, R(7(c)) = z.R(c).

Supposons que C' est cyclique.

C est cyclique = VceC,7(c)eC

Vee C,R(7(c)) e R(O)

Vee C,x.R(c) e R(C)

2. R(C) cR(CO)
Vje{0,1,,n-1},27.R(C) c R(C)

N

Vb(x) = Ygaixi eF,[z],0(z). R(C) c R(C)
= R(C) est un idéal de F[z]

Réciproquement, si R(C') est un idéal de F,[z], alors Ve e C,2.R(c) € R(C), c’est-a-
dire Ve e C,R(7(c)) € R(C'). Comme R est un isomorphisme, alors Vc e C,7(c) € C'; donc

C est cyclique. ]

2.2.2 Matrice génératrice et matrice de contréle d’un code cy-
clique

Comme F, est un corps, alors F,[x] est un anneau principal. On déduit donc la

proposition suivante.

Proposition 2.2.4 : Le code linéaire C est cyclique si et seulement si R(C) est idéal

principal de Fy[x].
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Définition 2.2.3 : Si C' est cyclique, on appelle polynome générateur de C' le polynome

g(z) eF [z] tel R(C) soit l'idéal de F,[x] engendré par g(z).

Proposition 2.2.5 : Si C' est cyclique de polynéme générateur g(z), alors la famille

{l.g(z),z.g9(x), - 2 1.g(x)} est une base de R(C).

Preuve : La famille {1,z,---, %'} est une famille libre de F [z], donc {1.¢g(z),z.g(x),---, 2% .g(x)}
est aussi une famille libre de F,[x] car g(z) # 0. Comme {1.g(x),x.g(z), -, ¥ 1.g(x)} c
R(C), alors {1.g(z),z.g(x), -, x*1.g(x)} est une famille de k vecteurs libres de Iespace
vectoriel R(C); mais dim(R(C)) = dim(C) = k, donc {1.g(z),x.g(x), -, x*1.g(x)} est

une base de C. ]

Remarque 2.2.1 : Par abus, on confond un code cyclique a son image R(C') par R. Le
code C s’obtient en multipliant les messages qui sont des polynomes de degré au plus égal a
k-1 par g(z). Puisque les mots de C' sont des polynomes de degré au plus égal a n—1, alors
g(z) est un polyndéme de degré n—k. De plus, C' étant un idéal de F [z] =F,[X]/(X"-1),
alors g(X) divise X" — 1.

n—k

Proposition 2.2.6 : Si C est cyclique de polynome générateur g(x) = Z gix', alors une
i=0

matrice génératrice de C' est :

Jgo 91 v On-k 0 o - 0
G 0 g - Gnk-1 Gnke O - 0
O cese P O go gl P gn—k

Preuve : Ceci est du au fait que les lignes de G sont, dans l'ordre, les éléments de la base

{1.g(x),z.g9(x),-- 2% .g(x)} de C. m

Définition 2.2.4 : Soit h(x) € F,[x] tel que h(X)g(X)=X"-1.

Le polynome h(z) est appelé polynoéme correcteur de C.

Proposition 2.2.7 : Si h(x) est un polynome de controle de C = (g(x)), alors pour tout
f(x) eFylx], f(z)eC siet seulement si f(x)h(z) =0.
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Preuve : En effet, si f(z) € F [z],
f(x)eC < g(2)|f(x)
< 3l(z) eFelz] [ f(x) = I(x)g(x)
< 3l(z) eFolz] [ f(2)h(x) = (x)g(x)h(x)
< f(x)h(z)=0 car g(z)h(z) =0 -

Proposition 2.2.8 : Si h(x) = hg+ hyx + -+ hpx* est le polynome correcteur de C, alors

0 0 - 0 hy hpy - h ho
0 0 - hy hes haso - hg O

H- ko k-1 g2 0 e My 4n(F,)
hi hiy - hg O i e 0 )

est une matrice de controle de C'.

k n-1
Preuve : On peut écrire h(z) =Y hja’ = ) hja? ot hj =0 pour k+1<j.
=0 =0

Soit f(z) = Z fix' € F[z], alors d’aprés la proposition [2.2.7, f(x) € C si et seulement si
i=0

f(x)h(z)=0.

Calculons f(x)h(zx).

n-1 n-1
W) f(@) = Y bt Y fa

j=0 i=0

= Z Z h; fix*™ oux'=x"""sii+j>n
j=0 i=0
2n—-1n-1

= Y S hfal ot l=i+j
=0 =0
n-1n-1 2n-1n-1

= Z hy- zfzx + Z Z - zfz
=0 =0 l=n =0
n-1n-1 . n-1n-1 .

= Z Z hoifix" + Z Z hyrsn-ifix
1=0 =0 1'=0 i=0
n-1 (n-1 n-1

= Z hoifi + Z hl+nifz') !
=0 \i=0 =0

La deuxieme somme sur ¢ dans la derniere ligne est nulle dés que [ > k puisque l+n—1 > k+1
et donc hyy,—; = 0 (car le polyndme h est de degré k).
Donc pour [ € {k,---;n—1}, on n’a qu’une seule somme et en revenant a h(z)f(z) =0, on

obtient :
n—1
Z hfl—ifi = O, Vie {]{, N = 1}
i=0
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Ainsi, une condition nécessaire consiste a un systeme de k — n équation linéaires

n—1
Z hlfifi = 07 [ € {ka'“an_ 1}
=0

De plus, sii<l-k-1, alors k+1<1[-1, donc h;_; =0.

Ce systeme de k —n équations s’écrit donc :

(l=n-1) 0.fo+-+0.fopo+hp fopr++hpa fup++ho-faor = 0
(S) (l=n-2) O.fo+ -+ hp frop—2+ g1 foop—1 + -+ ho. fma + 0. fr1 = 0
(l = k)) hkfo + e+ hofk + 0.fk+1 + e+ O.fn_g + O-fn—l = 0
ou bien
fo
0 0O - 0 hy hiy - hi ho ;
0 0 - hy hea heo - hy O ' ;
he hey - he O e e e 0
fn—l

Le code C est donc inclus dans I'ensemble solution du systeme (). Comme h est un
polynéme de degré k, alors hy # 0. Donc la matrice H est de rang n — k, d’ou ’ensemble
solution de (.S) est un espace vectoriel de dimension n — (n - k) = k. Comme C est de
dimension k, alors I’ensemble solution de (.5) est exactement le code C.

Ainsi, H est une matrice de contrdle de C'. ]

Remarque 2.2.2 : Nous avons vu a la proposition que le dual C'* d’un code cyclique
C' est un code cyclique. Toute fois, son polyndme générateur n’est pas le polyndéme correcteur

de C.

k
Proposition 2.2.9 : Si C est un code cyclique de polynome correcteur h(x) = Zhixi,

i=0
alors le polynome générateur de C'* est :

1
g (x) = hyy + hyg_1z + - + hox® = 2Fh(=)
X

Preuve : En reversant 'ordre des lignes de la matrice de contrdle de C' donnée a la

proposition [2.2.§] le code dual C'* de C' reste inchangé et on obtient la matrice

hy hiy - hg 0 0 - 0
e 0 hp, - hy hy 0 - 0
0 - 0 hy hgy - hi ho
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qui est encore une matrice génératrice de C*+. Donc {g*(z),xg*(x), -, "+ 1gt(x)} est

une base de R(C*). D’ou g*(x) est un polynéme générateur de C'*. ]

2.2.3 Ensemble de définition d’un code cyclique et la borne

BCH

Dans cette section, C'(n, k,d) est un code cyclique sur I, (avec n A p=1) de polyndme

générateur g(z) et [ est une racine n’®™¢ primitive de I'unité.

Définition 2.2.5 : On appelle zéro du code C' toute racine de son polynome générateur

9(x).

Remarque 2.2.3 : Rappelons que le générateur d’un code cyclique de longueur n est un
diviseur de X™ — 1. Ainsi, les zéros d’un code cyclique de longueur n sont toujours des
racines n®m¢ de I'unité. Puisque 3 est une racine n**™¢ primitive de 1'unité, alors chaque

zéro de C' correspond a une unique puissance de [3.

Définition 2.2.6 : On appelle ensemble de définition du code cyclique C' le sous-ensemble

T de {0;1;--;n—1} défini par :
T={ie{0;1;-;n—1}; 3" zéro de C}

Définition 2.2.7 : On appelle ensemble de parité du code cyclique C', le complémentaire

de son ensemble de définition dans {0;1;--;n—1}.
Notation 2.2.2 : L’ensemble de parité est noté U.

Définition 2.2.8 : On appelle non-zéro du code cyclique C' toute racine n'*™¢ de 'unité

qui n’est pas un zéro de C.

Proposition 2.2.10 : Si C est un code cyclique de domaine de parité U, alors le domaine

de définition de son dual C* est :

T+ ={t|3seU,-—s =t mod n}
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k
Preuve : Soit C' un code cyclique de polynéme correcteur h(x) = Z h;x'. Puisque X"—1 =

=0
g(X)h(X) et X" -1 n’a pas de racines multiples, alors 'ensemble des racines de h(x) est
{B%,i€U}. D’apres la proposition le polyndme générateur de C'* est g*(z) = z*h(2).
D’ou 'ensemble des racines de g*(z) est {577 € U}. Ainsi, le domaine de définition de

Ctest T'={t|3seU,-s=tmodn}. n

Remarque 2.2.4 : Puisque un polynéme est entierement déterminé par la donné de ses
racines et leurs ordres de multiplicité, alors un code cyclique peut étre défini par la donnée

de son ensemble de définition T ou son ensemble de parité U.

Proposition 2.2.11 : Si T = {iy;--;4;} est l’ensemble de définition du code cyclique C,
alors

1 ﬂ’h 52i1 ﬁ(n—l)h
1 Biz 521'2 ﬁ(n—l)iz

1 /Bil /8211 ﬂ(n—l)il

est une matrice de controle de C.

n—1
Preuve : Soit ¢(z) = Y ¢;a’ € Fy[z] et ¢ = (co;-++; cp1). Alors
=0

ceC < g(z)le(x)

§

Vk e {1;--1}, 8% est une racine de c(x) car g(z) n’a pas de racines multiples

< Vke{l;-1},e(6%) =0
n-1
< Vke{l;-l}, Z c; 37
=0
co + 1B + ey S + v+ ¢y SV = ()

Co + 016i2 + 0252i2 + o+ Cn_lﬁ(n—l)ig =0

p—g
it et e =0()
co + Clﬁil + 0252il 4o Cnflﬁ(n_l)il = O
< cH'=0
D’ou le résultat. n

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 ﬂ



2.2. Codes cycliques

Théoréme 2.2.1 : (de la borne BCH[))
Soit C' un code cyclique dont I’ensemble de définition contient § éléments consécutifs. Alors

la distance minimale de C' est supérieure ou égale a 0 + 1.

Lemme 2.1 : Soit C' un code linéaire de matrice de controle H et & un entier naturel
non nul. Si 6 colonnes quelconques de H sont toujours linéairement indépendantes, alors

la distance minimale de C' est supérieure ou égale a 0 + 1.

Preuve : Soit C un code linéaire de matrice de controle H et § un entier naturel non nul
tel que 0 colonnes quelconques de H soient toujours linéairement indépendantes.

Posons H = (CyCy++-Cy_1) ou C; est la (i + 1)%™e colonne de H.

Nous allons procéder par I'absurde.

Supposons qu'il existe un mot non nul c € C' tel que wy(c) <d + 1.

On a:
ceC = Hct=0

= (CoC1-+-Cpq)ct=0

= cgCo+c1Cy++¢c,-1C,1=0 (%)
Puisque le mot ¢ est de poids wy(c) < 0 + 1, alors dans la ligne (x) on a a faire a une
combinaison linéaire (a coefficients non tous nuls) d’au plus § colonnes de H qui est nulle;

ce qui contredit le fait que ¢ colonnes quelconques de H soient linéairement indépendants. m

Preuve : (du théoreme de la borne BCH)

Soit C' un code cyclique dont ’ensemble de définition contient § éléments consécutifs
b;b+ 1,50+ —1. On peut donc écrire T'= {b;b+ 1,50+ 0 — 1;ds15+ 0 }-

D’apres la proposition 2.2.11] une matrice de controle de C' est

1 v 32 ﬁ(nfl)b
1 po+ [20+1) L Bns1)(b)

H = 1 5b+5—1 B2(b+6—1) B(n—l)(b+6—1)

—_

3o+1 52(6+1) 5(n—1)(5+1)

1 /Bil /82il . /B(n—l)’il

3. Raj Bose (né en Inde, nationalité américaine), Ray-Chaudhuri (américain), Alexis Hocquenghem

(francais)
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Montrons que 0 colonnes quelconques de H sont linéairement indépendantes

et utilisons le lemme précédent pour conclure.

Soient ji;j2;+++js € {0;--;n — 1} les numéros de § colonnes quelconques de H. Pour
montrer que ces colonnes sont linéairement indépendantes, il suffit de montrer que la
matrice M = (C;,C},---C;,) formée par celles-ci est de rang ¢, c’est-a-dire en extraire une
sous-matrice inversible de dimension 4 x 9.

Considérons la matrice A formée par les § premieres lignes de M ; alors

/leb 5J'2b 5]155
/8j1(b+1) ﬁjg(b+1) . 5j§(b+1)

/le(b+5—l) 5j2(b+5—1) 5j6(b+5—1))

Puisque les éléments de chaque colonne de la matrice A suivent une progression géométrique,
alors le déterminant de la matrice A est de Vandermonde[f] et est donné par 1'égalité

5
(> Jkb) . ,
Al=p k1 T -5")

v<u

Soient u,v € {1;--;0} tels que v < u; comme [ est une racine primitive de I'unité, alors
Biw — B £ 0. Ainsi, [[(B7 - 7*) # 0; et par conséquent |A| # 0. D'ott A est de rang §; par
conséquent M aussifu

En appliquant le lemme, on conclut que la distance minimale du code C' est supérieure ou

égale a 6 + 1. ]

Remarque 2.2.5 : Le théoréme de la borne BCH permet de construire des codes corri-
geant un certain nombre d’erreurs fixé des le départ. Nous pouvons donc construire des
codes corrigeant tant d’erreurs que nous le souhaitons, mais la longueur peut parfois étre

un facteur génant dans la mise en pratique.

2.2.4 Construction d’un code cyclique sur F,

Définition 2.2.9 : Soient n un entier naturel non nul et distinct de 1, p un nombre

premier et j € {0;1;--:n—1}. On appelle classe p—cyclotomique de j modulo n le sous-

4. déterminant d’une matrice dont les lignes (ou colonnes) suivent des progressions géométriques.
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ensemble I',(j) de {0;--;n -1} défini par
Up(5) = {7 dp; jp*s3p° '}
ou s est le plus petit entier tel que jp* =7 mod n.

Remarque 2.2.6 : Si m est la plus petite puissance de p telle que n|p™ -1, alors F,m est
le corps de décomposition de X" -1 sur F, (cela provient du fait que X" -1 se décompose
enticrement dans IF,» si et seulement X -1 divise X P*~1_ 1, si et seulement si nlpm™ - 1).
Si a est un élément primitif de [F,m, alors la classe cyclotomique de j est en effet un sous
ensemble de {0;1;---;n — 1} représentant les exposants des puissances de « ayant le méme
polynéme minimal que a7 ; donc m; (X) = ﬁ(X — 7). Ayant donc factoris¢ X™ -1 dans
[F,m, on regroupe ses facteurs linéaires selon Z1:<3os classes cyclotomiques et on utilise les tables

d’addition et de multiplication sur F,m = F,(a) pour retrouver les facteurs irréductibles.

Pour construire un code cyclique de longueur n sur F,,, on peut procéder comme suit :

o chercher le plus petit entier m tel que nlp™ -1;

o déterminer un élément primitif de Fym ;

o dresser les tables d’addition et de multiplication sur F,m ;

o déterminer les classes p—cyclotomiques modulo 7 ;

o écrire X — 1 comme produit de facteurs linéaires, regrouper ces facteurs linéaires
selon les classes p—cyclotomiques modulo 7 ;

o utiliser les tables d’addition et de multiplication sur F,» pour retrouver les facteurs
irréductibles de X" -1

constituer le polynéme générateur g(X) du code en choisissant ses facteurs irréduc-

tibles parmi ceux de X" —1;

« développer le polynéme g(X) et dresser une matrice génératrice du code.

Exemple : construction de codes cycliques binaires de longueur 15

Nous sommes dans le cas ou p=2 et n=15.

o Cherchons le plus petit entier m tel que 15[2™ — 1 : évidemment m = 4 car

24-1=16-1=15.
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o Déterminons un élément primitif de F5 : comme a la construction de Fyg4
de la section [I.3] nous choisissons comme élément primitif de Fis une racine « de
X4+ X +1.

o Dressons la table d’addition sur Fyg4 : en effet, pour multiplier c’est facile : pour
tous 4,7 € [|0;14|], o’ x o = a* on i + j = k mod 15. Pour 1’addition, nous avons la

table suivante :

+ 0 1 «a a2 a3 C|(4 a5 a6 017 a8 a9 alO all a12 alS 0414

0 0 1 a a2 a3 044 a5 a6 017 aS a9 alO 0411 a12 a13 0414

1 1 0 044 0¢8 a14 a alO ald 059 a2 a? 015 0412 all 016 043

a a Oé4 0 (15 049 (12 all 0114 oClO Oé3 a8 OtG a13 Oél2 Oé7
012 C!2 OL8 (15 OLG CYIO a aS a12 1 all a4 C!9 a? a14 0513
043 a3 0514 aQ a6 0{7 all a2 0{4 a13 a a12 a5 alO aS 1
044 a4 a 1 alO a7 aS a12 013 a5 a14 a2 0413 046 all a9
045 a5 0410 042 a O511 018 O69 0413 a4 046 Otd 0114 a7 0412
aG OLG 0413 Oéll 043 Oé2 Oé12 aQ 0 0410 Ocl4 aS (1’7 a Oc4 1 048
047 CY7 O[9 a14 Oé12 Oé4 O(3 Oé13 Oth 0 all OtG a8 Oé2 CY5 a
048 CMS a2 CMlO 1 C‘(13 0{5 C¥4 C‘(14 all 0 6!12 a a7 a9 a3 a6
049 a9 a7 013 all a a14 aG a5 1 a12 0 Gf13 aQ a8 alO a4
alO 0410 a5 048 a4 0112 012 047 aG a a13 0 0414 043 a9 0411
a11 Oéll a12 a() aQ as a13 a3 a (1’8 047 a2 0414 0 1 ()!4 O610
(112 a12 Otll (113 (17 Oth O¢6 Oél4 Oé4 O¢2 ()(9 OéS Ot3 1 0 o ()(5
a13 a13 aﬁ C¥12 a14 aS all a? 1 a5 a3 alO a9 a4 a a2
a14 a14 a3 017 a13 1 0{9 a12 aS a aG a4 all alO a5 a2

TABLE 2.1 — Addition dans Fyg

o Déterminons les classes 2—-cyclotomiques modulo 15 : on a :

I5(0) = {0};
[a(1) = {1;2;4;8};
[5(3) = {3:6:;9; 12}
5(5) = {5;10};
[o(7) ={7;11;13;14};

o Décomposition de X -1 en produit de facteurs linéaires : comme 15 =24-1
(c’est-a-dire n = 2™ 1), alors un élément primitif de Fy4 est une racine 15%™¢ primitive
de I'unité. Dans le cas contraire, on chercherait une puissance de 1’élément primitif

qui est une racine primitive n®€ de I'unité et on prendrait ses puissances consécutives
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comme les racines de X™ - 1.

On a donc :

14
XB-1=T](X -a')
1=0

En regroupant les facteurs linéaires selon les classes cyclotomiques, on obtient :

XP-1=(X-1) J] (X-o) J] X-o) [] X-o) [J] (X-4aY

1€{1;2;4;8} 1€{3;6;9;12} 1€{5;10} 1€{7;11;13;14}
e Décomposition de X'° -1 en produit de facteurs irréductibles sur F, : on

développe chaque bloc de I’écriture ci-dessus en utilisant la table d’addition sur Fg.

En caractéristique 2, le signe importe peu. On a :

H (X—ai) = (X +a)(X+a®)(X +a*) (X +aB)
1€{1;2;4;8}
4

= Xti(a+a?+at+a®) X3+ (P +aP+a® +af +alf +al?) X2 + (a7 +all +ald +alh) X + ol +2H4+8

= X*+X+1

1 & —a') = (X +a3) (X +ab) (X +a) (X +al?)
1€{3;6;9;12}

= Xt (@ ral+a®+a) X3+ (@ +al2 4141+ +a8) X2+ (a® +ab +a” +al?)X + a3+6+9+12

X4+ X3+ X2+ X +1

H (X—ai)

ie{5;10}

(X +a®)(X +al0)

= X%+ (a®+al9)X +a10

X2+ X+1

(X -a%)
ie{7;11;13;14}

(X +a) (X +a' ) (X +a¥) (X +a')

X4+(a7+a11 Jr0413Jro{14))(3+(O[i‘}+0[5+a9Jra6Jralo+O[12))(2+(0£+0[2 7+11+13+14

X4+ X341

+rat+a®)X +a

Donc
XPr1=(X+ D)X+ X+ D)X+ X+ D)X+ X2+ X2+ X + 1) (X + X3 +1)

+ Détermination du polynéme générateur du code : c¢’est un diviseur de X5 +1.
Puisque X 15 +1 a 5 facteurs irréductibles, il a exactement 2° = 32 diviseurs. Nous
pouvons donc construire jusqu’a 32 codes cycliques binaires de longueur 15. Nous
choisissons trois polynémes ¢;(X) = (X + 1)(X2+ X + 1)(X*+ X + 1)(X*+ X3 +
X2+ X+1), o X) = (X -D(X2+ X+ 1)(X*+ X+ 1)(X*+ X3+1) et g3(X) =
(XZ2+ X +1)(X*+ X3+ X2+ X +1)(X*+ X3 +1) qui nous conduiront & trois codes
cycliques C1 = (g1(z)), Cy = (g2(x)) et C3 = (g3(x))
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o Matrice génératrice du code : en développant les polynéme g;(z), g2(x) et
C3 = (g3(x)) on obtient ¢g1(X) = al + 210 + 29 + a8+ ab + 2t + 23 + 1 | go(X) =
s +x0+ 20+ 25+ + 1 et g3(X)=a0+29 + a8+ a0 + 25+ 22+ 1.

D’apres la proposition [2.2.06] des matrices génératrices des codes Cy, Cy et C3 sont

respectivement :

G1:

—_
o = O O
(]
—
—
(@)
—
(@)
—
—
—
—
= =)
—_ o o o

o o O =
(@)

o o O =
o O =

oS = = O
— =R O O
- o O O
o o o =
o O = =
S = =

_ = O O
- o o O
o o O =
o O =

(e B T )
— =R O O
- o O O

[S—y
=
o =

S
|

o @) (@) (@) —
o (@] [a) — o
o (@) — (@n] —
o — (@] — o
— o — (@) (@)
(@) — [an) (@) —
— o e} —

o O = = O
o — — e}

O = = = O
_ = =, O O
— — (@] (@) (@]
— (@) @) (@) o
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* Chapitre Trois S

CODES CYCLIQUES DIVISIBLES
SUR UN CORPS DE GALOIS

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’abord a la notion de divisibilité, ensuite nous
énongons le théoreme de McEliece, 'utilisons pour caractériser les codes cycliques binaires
divisibles et pour donner une condition nécessaire pour qu’'un code cyclique sur un corps
fini premier soit divisible. Enfin nous étudions la divisibilité des codes cycliques binaires

que nous avons construits.

3.1 Définition et généralités sur la divisibilité

Dans cette section, C'(n, k,d) est un code linéaire sur un corps de Galois F,.

Définition 3.1.1 : Le code linéaire C est dit |-divisible, | € N* ~ {1}, si les poids de tous
les mots de C' sont divisibles par .

On dit que | est un diviseur du code C.

Remarque 3.1.1 : Par la définition de code linéaire divisible, tout diviseur d’un code

linéaire divisible est un entier non nul et distinct de 1.

Définition 3.1.2 : Le code linéaire C' est dit divisible lorsqu’il existe un entier [ non nul

et différent de 1 tel que le code C' soit |-divisible.

Proposition 3.1.1 : 5% le code linéaire C est divisible, alors C' est un code A—divisible
ot

A= PPCM{l,C est I-divisible }.
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Preuve : Soit ¢ € C' un mot de C, alors pour tout entier [ non nul et distinct de 1, tel que
C' soit [-divisible, [ divise wy(c). Donc A = PPCM{l,C est l-divisible } divise wg(c).

¢ étant arbitrairement choisi, C' est A—divisible. ]

Définition 3.1.3 : Si le code linéaire C' est divisible, alors on appelle degré de divisibilité

du code linéaire C' Uentier
A= PPCM{l,C est l-divisible}.

Corollaire 3.1.1 : Sile code linéaire C' est |-divisible, 1 <1, alors son degré de divisibilité

est un multiple de [.

Preuve : Cela provient du fait que le degré de divisibilité d'un code linéaire divisible est

A= PPCM{l,C est l-divisible }. -

Proposition 3.1.2 : Soit [ € N* ~ {1}.
Si C' est un code linéaire l-divisible, alors tout diviseur propre de l (diviseur de | qui est

distinct de 1 et de 1) dans N est un diviseur du code C.

Preuve : Soit ¢ un diviseur propre de [, alors t est différent de 1.
Puisque t divise [ et [ divise les poids de tous les mots de C', alors par transitivité de la

division dans N, ¢ divise les poids de tous les mots de (', donc ¢ est un diviseur de C.

Proposition 3.1.3 : Si C est un code divisible de degré de divisibilité A, alors
A = PGCD{wy(c),ceC}

Preuve : Posons = PGCD{wy(c),ceC}.

Si C' est [—divisible, alors les poids de tous les mots de C' sont multiples de [. Donc [ divise
. [ étant un diviseur quelconque de C, on déduit que A divise pu.

Réciproquement, montrons que p divise A.

Il suffit de montrer que p est un diviseur de C'.

Par définition de p, p divise les poids de tous les mots de ', donc p est un diviseur de C.

Ce qui prouve que A = . [
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Proposition 3.1.4 : Soient C' et C' deux codes linéaires équivalents. Si C' est divisible,

alors C' l’est ausst et les diviseurs de C' sont exactement ceux de C.
Preuve : Cela découle de la proposition [2.1.2] n

Proposition 3.1.5 : Pour q € {2;3}, tout code linéaire sur F, faiblement auto-dual est

q—divisible.

Preuve : Remarquons que pour g € {2;3}, I est un groupe multiplicatif d’ordre 1 ou 2.
Donc pour tout x € F;, #2 = 1.

Soit C' un code linéaire faiblement auto-dual, alors C' c C'*. Donc pour tous mots c et ¢’
de C, c.c’ =0. En particulier pour tout mot ¢ de C, c.c=0.

Mais

cc=0 < cic;i =0

< card({i€[|0;n-1|]/c; #0})=0
wy(c) =0

< wy(c) est un multiple de ¢

§

Ainsi, C' est g—divisible. ]

Théoréme 3.1.1 : (H. N. Ward 1981)
Soit C' un code linéaire de longueur n sur F,, A-divisible, avec A np=1.
Alors C' est équivalent a un code obtenu en prenant un code linéaire sur sur IF,, en répétant

chaque coordonnée A fois et en complétant avec des 0 pour obtenir la longueur n voulue.

Définition 3.1.4 : Un code linéaire C est dit dégénéré s’il est obtenu par répétition d’un

code de plus petite longueur.

Corollaire 3.1.2 : Soit C un code linéaire sur F, A-divisible avec A =pIA", pAnA'=1,
A"+ 1, jeN. Alors C est dégénéré.
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Preuve : Soit C' un code linéaire sur F, A-divisible avec A = pPA’, pA A’ =1, A’ # 1,
j € N. Alors C est aussi A’-divisible car A’ divise A. Puisque p A A’ =1, en appliquant le
théoreme |3.1.1} on conclut que C est la répétition d'un code de plus petite longueur ; donc

C est dégénéré. ]
Corollaire 3.1.3 : Si C(n;k) est code A-divisible sur sur F, avec A Ap, alors k < %

Preuve : Si C'(n;k) est code A-divisible sur sur F,, avec A A p, alors d’apres le théoreme
C' est équivalent a un code obtenu en prenant un code linéaire C” sur [, en répétant
chaque coordonnée A fois et en complétant avec des 0 pour obtenir la longueur n voulue.On
a donc k = dimC = dimC". Le fait que chaque coordonnée soit repétée A fois et qu’on ait

n
complété avec des 0 entraine que k < N ]

Divisibilité des codes de Griesmer

Théoréme 3.1.2 : (H. N. Ward 1998)
Soit C(n;k;d) un code de Griesmer surIF, ; alors la plus grande puissance de p divisant d

est la plus grande puissance de p divisant le code.

Criteére de divisibilité des codes binaires

Proposition 3.1.6 : Soient n un entier naturel non nul; a,beFy, alors
wr(a+b) =wg(a) +wy(b) — 2wy (a *b)
ot a * b est le produit des vecteurs a et b composante par composante.

Preuve : Soient n un entier naturel non nul; a,b € 7.

On sait que wy(a) = card ({i € [|0;n - 1|];a; # 0}). Pour i parcourant [|0;n - 1|], on a :

{Z,al'i‘bl#:()} {Z,al+b2:1}
{z,azzlet szO}U{l,CLZZOGt bz=1}
({i;a; =1} ~{i;a, = 1;0; = 1}) w ({is0; = 1}~ {i; 0, = 1,0, = 1})

= ({i;a; =1y~ {i5a:0; = 1}) w ({456, = 1} ~ {i;a;0; = 1})

En passant aux cardinaux on obtient :

card ({i;a; + b; # 0}) = [card ({i;a; = 1}) — card ({i; a;b; = 1}) |+[card ({i;b; = 1}) — card ({i;a;b; = 1})]
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C’est-a-dire
wr(a+b) =wg(a) —wy(a*b) +wy(b) —wg(ax*d)
D’ou

wr(a+b) =wg(a)+wy(b) —2wy(a*b) -

Proposition 3.1.7 : Soient n et m deux entiers naturels non nuls tels que 2 <m, (a*)1<i<m
une famille de m éléments de e Fy. Alors

WH(iai): > (2P wp (tiesa’)

@#Sc[|1;m]]
ot a * b est le produit des vecteurs a et b composante par composante.
Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur m.
Le cas m = 2 est vrai car il correspond a la proposition [3.1.6]
Soit m un entier supérieur ou égal a 2. Supposons que pour toute famille (a?)i<ic,, de m

¢léments de € F3,

wH(iai): > (-2)Fwp (xiesa’)

@#Sc[[1m]]
) m+1 ] m
Soit (a?)1<icm+1 une famille de m + 1 éléments de € F3, alors Z a' = Z a +am™tt,
i=0 i=0
Donc
m+1 m.o
wi ( Z a') = wH(Z a'+a™h)
=0 1=0
= wp (Ol ad) +wr (@) 2wy (Y a’) *a™) d’apreés la proposition [3.1.6
i=0 i=0
mo mo
= wi(Ya") +wp(a™) = 2wp (Y (a' +a™ ) (*)
=0 =0
En appliquant ’hypothése de récurrence aux termes de la ligne (x) on obtient :
m .
wr()a') = > (-2
i=0 o+ Sefltiml]
= > (-2)P¥ " wpy (*iesa’) (1)
Scll;m+1],]S]>1
am+1 ¢S
et
wr (™) = 2wy (Y (a’ *a™)) = wy(a™t)-2 Y (-2) " Wy (xies (a® + a™* 1))
i=0 @+Sc[|1;m]|]
= > (-2)!¥ wp (xiesa’) + > (-2) wpy (sesa’)
Sclll;m+1]] Sclll;m+1]]
[S|=1 [S|>1
am+1 cS am+l cS
= > (-2)5 W (+iesa’) (I1)
Sc[|ll;m+1]],]5] 21
am+1 cS
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En remplagant les valeurs obtenues en I et en I1 dans (*), on obtient

m+1

wh ( ; a')

Z (-2)P wp (*jesa’) + Z (=2) g (#esa’)
Sclllym+1]],]S]>1 Sclll;m+1]],]S]>1

am+1 ¢S am+1 cS

> (-2 wh (siesa’)

@+Sc[|1;m+1]]

D’ou le résultat. ]

Le théoréme suivant a été énoncé par Ward (H. N. Ward 2001). Nous proposons une

preuve de ce théoreme.

Théoreme 3.1.3 : Soient C' un code linéaire sur Fy de matrice génératrice G et e un
entier naturel non nul. Alors 2¢ est un diviseur du code C' si et seulement si pour tout
entier naturel non nul m < e, le mot obtenu en multipliant composante par composante m

lignes de G (avec répétitions possibles) a un poids divisible par 26=m+1,

Preuve : Soit C un code linéaire sur Fy de matrice génératrice G et e un entier naturel
non nul.
Supposons que 2¢ est un diviseur de C'. Soient m < e un entier naturel non nul, Ly, Lo, -,

L., lignes de G (avec répétitions possibles) et L™ = Ly % Lo % =% Ly,.

Montrons par induction sur m que L™ a un poids divisible par 2¢-m+!
Sim =1, alors L™ est une ligne de GG. Puisque C est 2¢-divisible, alors alors L a un poids
multiple de 2¢ = 2¢-1+1 = 2e-m+1,
Supposons maintenant que m < e et que pour tout k € [|1;m|], L* a un poids divisible par
2¢k+1 ot montrons que le poids de L™*! est divisible par 2¢—™.
D’apres la proposition |3.1.7, on a :

m+1

> (2P wp(xiesLs)

@+Sc[|1;m+1]]

(=2)" " wp (ties Li) + (=2)"wn (*iegumen L)
@+Sc[|1;m+1]],|S|<m+1

- S () (L) + (2) e (L)

@+Sc[|1;m+1]],|S|<m+1

Donc

m+1

(=2)"wr (L") = wn ( Z; Li) - > (=2) 5w (L) (*)

@+Sc[|1;m+1]],|S|<m+1
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Le mot %1 L; est un mot du code, donc son poids est divisible par 2¢.

Pour tOI;'E(IE partie non vide S de [|1;m + 1|] telle que |S| <m + 1, 'hypothese d’induction
nous rassure que wy (LI est divisible par 26151 donc (-2)1¥1- wp (L181) est divisible par
21811 x 2e-ISl+1 = 2¢ D’on le terme

S )y

@+Sc[|1;m+1]],|S|<m+1

est un multiple de 2¢.
En revenant a l’équation * on déduit que 2¢ divise (-2)™wgy(L™1); donc 2¢™ divise

wH(Lm+1).

Réciproquement, supposons que pour tout entier naturel non nul m <e, L™
a un poids divisible par 2¢-*! et montrons que 2¢ est un diviseur de C.
Soit ¢ un mot de C'. Puisque G est une matrice génératrice de C', alors ¢ est une combinaison

linéaire des t lignes de G avec 1 <t.

t
Posons ¢ = Z L;. Alors d’apres la proposition |3.1.7, on a :
i=1

wy(c) = wH(Zt: L)

i=1
- T () ()
@+Sc[|1;t]]

= Z (=2) g (L) + Z (=2)IS1-1 (LIS

@#Sc[|1;t]],1S|<m @=Sc[|1;t]],m<|S)|
= > (2P wp (L) + (-2)° > (=2)F e (L) (x*)
g#Sc[|1;t]],S|<e @=Sc[|Lit]],e+1<|S)]

Pour toute partie S de [|1;¢|] de cardinal inférieur ou égal a e, I'hypothese nous rassure que
wr (LI81) est divisible par 267151 : donc (-2)!81-1wy (LI91) est divisible par 2/51-1x2e-ISl+1 = 2¢,
D’ou le terme

(~2)/5H L (LIS
@#Sc[|1;t]],|S|<e

est un multiple de 2¢.
Ainsi, en revenant a 'égalité (++), on déduit que wy(c) est un multiple de 2¢.

D’ou 2¢ est un diviseur du code. ]
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3.2 Divisibilité des codes cycliques

Il s’agit ici de donner le théoreme de McEliece sur la divisibilité des codes cycliques

sur IF,, et de donner les conséquences de ce théoreme.

Théoreme 3.2.1 : (McEliece 1972)
Soit C' un code cyclique de longueur n surF, (nAp=1). Alors la plus grande puissance
de p divisant C' est p® ou m = (p-1)(e+ 1) est le plus petit multiple de p—1 tel que le

produit de m non-zéros de C' (avec répétitions possibles) soit 1.

Remarque 3.2.1 : En prenant p = 2 dans le théoreme précédent, on obtient p—1=1 et

m = e+ 1. Dans le cas binaire on a donc une version plus simplifiée.

Corollaire 3.2.1 : Soit C' un code cyclique de longueur n (impair) sur Fy. Alors la plus
grande puissance de 2 divisant C est 2¢ ou e+ 1 est le plus petit entier tel que le produit

de e+ 1 non zéros de C (avec répétitions possibles) soit 1.

Proposition 3.2.1 : Soit C' un code cyclique de longueur n sur F, d’ensemble de parité

U (avec nAnp=1). Alors (1;1;--+;1) est un mot de C si et seulement si 0 € U.

Preuve : Soit C' un code cyclique de longueur n sur F, d’ensemble de parité U (avec
nAp=1) et soit g(x) polyndéme générateur.

Si (1;1;-++;1) est un mot de C, alors sa représentation polynomiale X" 1+ X2 +...+1 est
un multiple de g(X). Puisque X7 -1= (X -1)(X" 1+ X" 2+...+1) et que X" -1 n’a pas
de racine multiple, alors 1 n’est pas une racine de X1+ X72+...41; d’ou 1 n’est pas
une racine de g(x) car X7 1 + X724+ ... + 1 est un multiple de g(X). Notons § une racine
n*®me primitive de P'unité. Alors 1 = 89 n’est pas une racine de g(z) d’ott 0 ¢ T'(ensemble
de définition de C'); donc 0 € U.

Réciproquement, si 0 € U, alors 1 n’est pas une racine de g(x), donc z — 1 et g(x) sont
premiers entre eux. Puisque g(X) divise X7 -1 = (X -1)(X" 1+ X" 2+..-+1), on en
déduit que g(X) divise X* 1 + X722 +...+ 1. Donc (1;1;-+;1)est un mot de C. n

Proposition 3.2.2 : Soit C' un code cyclique non dégénéré de longueur n sur F, (avec
nAp=1) et d’ensemble de parité U. Si C' est divisible, alors 0 ¢ U.

Autrement dit, si 0 € U, alors C n’est pas divisible.
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Preuve : Soit C' un code cyclique de longueur n sur F, d’ensemble de parité U (avec
nAp=1) tel que C soit non dégénéré.

Procédons par 'absurde : Supposons que C' est divisible et que 0 € U.

C étant non dégénéré, C' n'est pas une répétition d'un code de plus petite longueur.
D’apres le théoreme , tout diviseur de C' est une puissance de p. Soit p¢(e # 0) un
diviseur de C. Comme 0 € U, d’aprés la proposition [3.2.1], (1;1;-++;1) est un mot de C.
Donc wy((1;1;--+;1)) = n est un multiple de p¢, ¢’est-a-dire que n est un multiple de p.

Cela contredit le fait que nAp=1. ]

Théoréme 3.2.2 : Soit C' un code cyclique divisible non dégénéré. Alors son dual est

divisible si et seulement s’il est dégénéré.

Preuve : Soit C' un code cyclique divisible non dégénéré d’ensemble de parité U.

Si son dual est dégénéré, alors il est divisible par définition.

Réciproquement, supposons que C* soit divisible.

Si C* est non dégénéré, alors d’apreés la proposition [3.2.2] 0 n’est pas un élément de
I'ensemble de parité de C'*, donc 0 appartient a ’ensemble de définition de C'* (attention :
cela n’est vrai que pour 0, en général le complémentaire de I’ensemble de définition n’est
pas I'ensemble de parité). D’apres la proposition I’ensemble de définition de C* est
Tt={t|3seU,-s=tmodn}, dou 0 e U. Ce qui contredit la proposition car C' est
cyclique non dégénéré et divisible.

Donc C* est dégénéré. ]

Théoreme 3.2.3 : Soit C' un code cyclique binaire non dégénéré d’ensemble de parité U.

Alors C est divisible si et seulement si 0 ¢ U.

Preuve : Soit C' un code cyclique binaire non dégénéré d’ensemble de parité U.

Si C' est divisible, alors d’aprés la proposition [3.2.2] 0 ¢ U.

Réciproquement, supposons que 0 ¢ U, alors n’est pas un non-zéro de C', donc le plus petit
entier m tel que le produit de m non-zéros de C' (avec répétitions possibles) soit 1 est
supérieur ou égal a 2. D’apres le corollaire [3.2.1] la plus grande puissance de 2 divisant C'
est 2¢ ou m =e+ 1. Comme m > 2, alors e > 1. Donc 2 est un diviseur de C'; d’ou C est

divisible. n
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3.3 Divisibilité des codes C}, 'y et C}

Nous allons étudier la divisibilité de ces codes en utilisant tour a tour les criteres et

théoremes abordés précédemment.

3.3.1 Cas du code cycliques (4
Le polynéme générateur de C' est

3

g@)=(@+ D)@ +r+ D@ +r+1) (@' + 22 + 22 + 2+ 1)

Comme ¢1(x) est un polynéome de degré 11, alors C; est un (15;4;d)—code cyclique de

matrice génératrice

10011010111 1O0¢00
G, - 01 001101011T1T1Q02®O0
00100110101T1T1T1F®0
000100110101 11T1

*) Cy est un code de Griesmer

En effet, son ensemble de définition est 77 = {0;1;2;3;4;5;6;8;9;10; 12}, qui contient la
suite 0;1;2;3;4;5;6 constituée de 7 entiers consécutifs. D’apres le théoreme de la borne
BCH, 7+1 <d, donc 8 <d. Mais les mots de la matrice génératrice ont pour poids 8; donc

d=8.

Ainsi,
;[gh 2[31 =[§]+[§]+[§]+[§]=8+4+2+1=15

D’ou C est un code de Griesmer.

D’apres le théoreme [3.1.2] la plus grande puissance de 2 divisant C est celle qui divise
8. D’ou C est 8-divisible.

»+) Appliquons le théoréme de McEliece

L’ensemble de Parité de C) est Uy = {7;11;13;14} et les non zéros de C; sont :

a®;all; al3 et . Le fait que 0 ¢ U; montre déja que le code C est divisible. De ce fait
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on calcule le produit de k non-zéros de C; (avec répétitions possibles), k allant de 2 au
cardinal de U;. Pour que le produit de k non-zéros de C; (avec répétitions possibles) soit
égal a 1, il faut et il suffit que la somme de leurs exposants (un exposant est répété autant

de fois que le non zéro auquel il correspond) soit un multiple de 15.

Apres avoir effectué les calculs, on constate que pour k < 3 le produit de k non zéros

de C] est distinct de 1. Et, on a :

TollaBald = o 7+11+13+14 _

a'ataCo |

«

Donc le plus petit entier m tel que le produit de m non zéros de C (avec répétitions
possibles) soit égal a 1 est m = 4. Puisque 4 = 3 + 1, d’apres le corollaire , la plus
grande puissance de 2 divisant C est 22 = 8. D’ou (' est 8—divisible.

Nous pouvons aussi remarquer qu’aucun nombre, premier avec deux, n’est diviseur du

code (', car sinon il diviserait la distance minimale du code qui est 8 ce qui est absurde.

Conclusion : ('] est un code cyclique divisible non dégénéré de degré de divisibilité

8 =23

3.3.2 Cas du code cycliques ()

Le polynéme générateur de Cy est
Gp(@)=(z-D(@*+r+1) (2" +2x+1) (2" +2° + 1)

Comme gy(x) est un polynéme de degré 11, alors Cy est un (15;4;d)-code cyclique.

Une matrice génératrice de Cy est :

110001100O011O00O0
G, - 01 10001100O011QO00
0600110001100O0110
060001100O011O0O0O0T1T1

On constate directement que d <6 et on a donc :

3031 Sl 11 1o gl=603 02012121
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D’ou C5 n’est pas un code de Griesmer.

La matrice génératrice de Cy est constituée de trois blocs identiques; donc Cy est un
code dégénéré; il s’obtient en répétant 3 fois chaque mot du code cyclique C5 de longueur

5, de polynéme générateur g;(x) =z + 1, de dimension 4 et de matrice génératrice

11000
01100

G =
00110
00011

Donc 3 est un diviseur du code Cs.

Intéressons nous au code C :
*) C5 est un code de Griesmer
En effet, tout code cyclique non trivial (distinct du code nul et de Fg™) a une distance
minimale supérieure ou égale a 2 (c’est une conséquence du théoreme de la borne BCH).

Comme C; a des mots de poids 2, alors sa distance minimale est 2. On a donc

Mld, & 2 2 2 2

;[i]:;[51=[I]+[§]+[L—l]+[§]:2+1+1+1:5

D’ott C3 est un code de Griesmer.
D’apres le théoreme [3.1.2] la plus grande puissance de 2 divisant C5 est celle qui divise
2. D’ou C5 est 2—-divisible.

x+) Appliquons le théoréme de McEliece

Soit § une racine 5‘%¢me de I'unité distincte de 1. Le polynome générateur de C; est
g5(x) =x+1 et a pour racine 1 = §°, donc I'ensemble de parité de C5 est Uy ={1;2;3;4} et
les non zéros de C3 sont 6, 62, 63 et 0*. Comme 0 ¢ U;, alors Uy est divisible. On remarque
immédiatement que 6203 = 05 = 1 ou que 60* = 6° = 1, donc 2 est le plus petit des entiers m
tels que le produit de m non zéros de C (avec répétitions possibles) soit égal a 1. Puisque
2=1+1, d’apres le corollaire , la plus grande puissance de 2 divisant C5 est 2! = 2.
D’ou Cj est 2-divisible.

Ainsi, Cy est une 3-réplique du code Cj qui est 2—-divisible; donc 2 et 3 sont des

diviseurs de Cy. Comme 2 A 3 =1, alors d’aprés la proposition 6=PPCM(2;3) est
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aussi un diviseur du code Cs.

Conclusion : (5 est un code cyclique divisible dégénéré de degré de divisibilité

6 =21 x3.

3.3.3 Cas du code cyclique C}

Le polynéme générateur de C3 est g3(X) = (2?2 +z+1)(a*+ 23+ 22 +x+ 1) (2t + 23+ 1)
Comme g3(x) est un polynéme de degré 10, alors C3 est un (15;5;d)-code cyclique.

Une matrice génératrice de C'5 est :

101001101110000
01 0100110111000
G3=l 001010011 011100
000101001101110
0000101001101T11

Le domaine de définition de C5 est T3 = {3;5;6;9;10;11;12; 13; 14}, qui contient la suite
9:10;11;12; 13; 14 constituée de 6 entiers consécutifs. D’apres le théoréme de la borne BCH,

6+1<d, donc 7<d. Mais les mots de la matrice génératrice ont pour poids 7; donc d = 7.

Le code (3 est non dégénéré
En effet, si C3 était obtenu par répétition ¢ fois d’un code de plus petite longueur, alors ¢
serait un diviseur de 7. Donc on aurait t =7 car si t = 1, (5 serait non dégénéré. Dans ce
cas (3 serait un code 7—divisible ; cela est impossible car la somme des deux premieres
lignes de la matrice génératrice de C3 donne le mot (1;1;1;1;0;1;0;1;1;0;0;1;0;0;0) qui

a pour poids 8 et 7 ne divise pas 8.

Aucune puissance de 2 (distincte de 1) ne divise le code C;
Puisque 2 ne divise pas d =7, alors 2 ne divise pas le code (3 car tout diviseur d’un code
divise sa distance minimale. Donc aucune puissance de 2 distincte de 1 ne divise Cj.
On peut aussi partir du fait que 0 € Uz = {0;1;2;4;8} et utiliser le corollaire m pour

montrer que la plus grande puissance de 2 divisant C5 est 1.

Conclusion : (5 est un code cyclique non divisible (donc non dégénéré).
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+» INTERET DIDACTIQUE .

Dans ce chapitre, nous relevons les contributions de ce travail dans notre formation
de futur enseignant des lycées d’enseignement général. Pour y parvenir, nous décidons de
les regarder sur deux plans : apport sur le plan des savoirs théoriques, apport sur le plan

pratique de I'enseignement des mathématiques.

3.4 Apport sur le plan des savoirs théoriques

La notion de code linéaire repose essentiellement sur les notions de corps, d’espace

vectoriel sur les corps et sur certaines notions d’arithmétique. Ce travail nous a permis de :

o étre mieux outillé pour 'enseignement de la géométrie vectorielle en classe de
premiere C.

o é&tre mieux outillé pour l'enseignement de certaines notions d’arithmétique en
terminale C tels que la divisibilité, le ppcm, le pged, la décomposition en facteurs
premiers, la division euclidienne.

o donner aux éleves une motivation pour I'apprentissage des mathématiques en leur
présentant la théorie algébrique du codage, qui est tres utilisée en informatique,

comme un domaine d’application de I'arithmétique et de la géométrie vectorielle.

3.5 Apport sur le plan pratique de 1’enseignement
des mathématiques

Sur le plan pratique de I'enseignement des mathématiques, ce travail nous permet de :
« pouvoir saisir des documents mathématiques de qualité en utilisant le logiciel IXTEX.

Au lycée, il nous sera utile dans la saisie de nos cours, de nos fiches de travaux dirigés
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3.5. Apport sur le plan pratique de ’enseignement des mathématiques

et de nos épreuves.

 savoir rassembler des ressources, les organiser et pouvoir juger la pertinence d’une
ressource pour savoir si elle nous est utile ou pas. Au Lycée, nous serons appelés a
préparer des cours. Nous devrions utiliser des ressources telles que le livre programme,
le livre au programme, les livres hors programmes, les anciens cours, les cours et
documents téléchargés sur internet et autres. Si nous ne sommes pas capable de juger
la pertinence d’une ressource ; nous serons tentés de copier le livre au programme, des
cours téléchargés sur internet ou des anciens cahiers. Quand les éleves s’en rendent
compte, vous n’avez plus d’estime a leur yeux.

 savoir rédiger un document scientifique. Nous serons appelés a préparer des cours, des
fiches de travaux dirigés et des épreuves ; nous ne savons pas jusqu’ou ces documents
iront. Il est donc nécessaire qu’ils soient bien faits.

o cultiver en nous 'honnéteté scientifique : ne pas s’approprier des résultats qui
ne viennent pas de nous. Lorsqu'un passage de notre cours a été pris ailleurs,
mentionnons que nous l'avons pris ailleurs, car c¢’est du plagiat. En plus des que les
éleves découvrent votre source, ils s’en approprient et n’assistent plus a vos cours.

e maitriser certains outils informatiques tels que 'ordinateur, le vidéo-projecteur, les
smart-phones et de constater qu’ils peuvent nous étre tres utiles dans la présentation
de nos cours au lycée. En plus 'utilisation des T.1.C est fortement encouragée pour
I’enseignement des mathématiques. La confection d’un beamer et sa présentation
lors de la soutenance sont donc de bonnes expériences que nous développons pour

notre future profession.

Mémoire DI.P.E.S II 2015-2016 m



+ Conclusion o

Dans notre travail, nous avons examiné la divisibilité des codes cycliques sur un corps
de Galois et avons étudié la divisibilité des trois codes cycliques binaires de longueur 15.
Il en ressort qu’'un code cyclique binaire C' non dégénéré est divisible si et seulement si
0 est un élément de son ensemble de définition. Dans le cas général ot p est un nombre
premier quelconque, nous avons prouvé que la condition "0 est un élément de ’ensemble
de définition du code C" est nécessaire. Montrer que cette condition est suffisante revient
a montrer que si 0 est un élément de ’ensemble de définition du code C' alors le produit de
p—1 non zéros de C et toujours distinct de 1 (par application du théoreme de McEliece).
Pour instant, nous n’avons pas encore trouvé un code qui contredit cela mais nous n’avons

pas aussi pu le prouver.

Nous continuerons donc a chercher soit un preuve de cette suffisance, soit un contre
exemple. Et, nous allons aussi regarder quels avantages peut apporter la divisibilité sur les

algorithmes de décodage des codes cycliques.
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