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& Résumé &

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a I’homogénéisation périodique d’un probleme
semi-linéaire sur un ouvert borné de R"V. Nous avons commencé par démontrer 1’existence et I’ uni-
cité de la solution faible de notre c-probléme ; ensuite nous sommes passé€s a I’homogénéisation
proprement dite de notre probleme qui est rendue possible grace a la méthode de convergence a

deux échelles inventée par Gabriel NGUETSENG [7].

Mots clés :
Homogénéisation périodique, convergence a deux échelles, probleme semi-linéaire, probleme mi-

croscopique, probléme macroscopique.
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& Abstract &

The aim of this work was to study the periodic homogenization of a semi-linear problem
over a bounded open subset of R"V using the two-scale convergence method invented by Gabriel
NGUETSENG [7]. We first established the existence and uniqueness of the weak solution of our
e-problem. We later on obtained the macroscopic problem called homogenized problem which is

similar to the e-problem by setting ¢ to turn towards 0.

Keywords :
Periodic Homogenization, two scale convergence, semi-linear problem, microscopic problem, ma-

croscopic problem.
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& Notations &

Notations générales

Nous ci-dessous certains notations et espaces fonctionnels utilisés tout au long de ce travail.
E' Espace dual de E, c’est-a-dire I’espace des formes linéaires continues sur £.
E" Le bidual de F.
<> Crochet de dualité entre £’ et E.

L(E,F) Espace des opérateurs linéaires continus de F dans F'.

€ Petit parametre représentatif de 1’échelle microscopique.
x Variable macroscopique.

o . . .
y =%  Variable microscopique.

o(E,E") Topologie faible définie sur .
o(E'E) Topologie faible* définie sur £’.

|A| Mesure de Lebesgue de I’ensemble A.
Ju 0 0

Vu = (au,au e 78u> = gradient de u.
Ty 02 3

N
0
divu = E 8u = divergence de u.
T
i=1

Y 9%y
Ay = Z 92 = Laplacien de .
i=1

N
N olaly,
D% = |oz|:§ a;, avec o; € N
i=1

aq g an >’
0x 10y - - - Ox'y

Supp [ = {x: f(x) # 0} est le support de la fonction f.
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Espaces fonctionnels

Q c RY est un ouvert borné.
Y =]0,1[" est la cellule unité.

0f) est la frontiere de (.

C(Q) est I’espace des fonctions continues sur ).

D(Q) est I’espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact.

D'(Q) est le dual de D(€2) ou encore 1’espace des distributions sur ).

LP(Q; X) est I’espace des classes de fonctions mesurables u : = € Q — u(z) € X telles que

/ |u(z)||%dz < 400 avec X espace de Banach, 2 C RV et 1 < p < +o0.
)

LP(2) est I’espace des classes de fonctions u : 2 — R mesurable telles que / |ulPdz < +oo,
Q

1 <p<4oo.

L>(92) = {u : @ — R mesurable et il existe ¢ € R tel que |f| < ¢ p.p. sur Q}.

LP (RM)={u € LP(Q), V Q ouvert borné de RV }.

loc

Le symbole # indique la périodicité dans Y.
C4(Y') est ’espace des fonctions continues sur RY qui sont Y — périodiques.
CP(Y) ={u € C*(R"), u est Y —périodique}.
LE(Y)={uc LP (RY), westY—périodique }, 1 < p < +o0.
LE(Y;C (Q)) est ’espace des classes de fonctions mesurables v : Y — C(Q),y — u(y)
et [ullem) € LL(Y).
LP(€);C4(Y)) est 'espace des classes de fonctions mesurables u : @ — Cx(Y)),z —> u(x)
telles que /Q Hu(x)(.)HZ#(mdx < +o0.
D(;C(Y)) est Iespace des fonctions indéfiniment différentiable & support compact sur € x RY

telles que u(z,.) € Cx(Y).
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& Introduction &

Dans de nombreux problemes de mécanique, physique, ou d’ingénierie, on est amené a étu-
dier des probléemes aux limites dans les milieux ayant une structure périodique ou présentant des
hétérogénéités de petite taille par rapport a la dimension du domaine. C’est le cas notamment des
matériaux composites, qui sont de plus en plus utilisés en industrie tant pour leurs caractéristiques
que pour leurs composantes.

La modélisation de certains phénomenes comme 1’écoulement d’un fluide peut aboutir a cer-
taines équations aux dérivées partielles dont les coefficients sont fortement oscillants. Lorsqu’elles
sont nombreuses, ces oscillations peuvent générer des problemes dans leur résolution numérique.
La théorie mathématique de I’homogénéisation permet d’y remédier en remplagant les problemes
aux coefficients fortement oscillants par des problemes approchés dont les coefficients n’oscillent
plus, et donc beaucoup plus simple a traiter numériquement. L’ importance et la nécessité de cette
méthode découlent par exemple du fait que presque tous les milieux naturels sont hétérogenes et
I’estimation de leurs propriétés effectives est nécessaire et incontournable avant leur utilisation en
industrie. IL existe plusieurs méthodes d’homogénéisation des équations aux dérivées partielles (G-
convergence, H-convergence, I'-convergence, convergence deux échelles, éclatement périodique).
Dans ce travail, nous utilisons la méthode de la convergence deux échelles inventée par Nguetseng
[7] et développée par Allaire [2].

L’ objectif de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique (lorsque ¢ — 0) de la suite

des solutions du probleme suivant :

—div(A®(z)Vue) + ¢°[u.] = f dans €,
u, = 0 sur I =01,

ey

ou A° est une matrice elliptique , les fonctions f et g vérifient certaines conditions.

Dans un premier temps, nous montrons 1’existence et 1’unicité de la solution du probleme (1) ;
ceci pour tout € > (. La preuve utilise un théoreme du point fixe. Ensuite en utilisant la méthode
de convergence a deux-échelles, nous étudions I’homogénéisation du probleme (1). De facon plus

précise, nous montrons que la suite de solutions du probleme (1) converge vers la solution du

1 DIPES II 2018-2019
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probleme homogénéisé qui est une équation semi-linéaire du méme genre.

Ce travail est structuré en trois chapitres comme suit : le Chapitre 1 est consacré a quelques
résultats d’analyse fonctionnelle qui nous serons utiles dans la suite de ce travail. Le Chapitre 2
porte sur les rappels sur la notion de convergence a deux échelles. Au Chapitre 3, nous étudions le

comportement asymptotique de la solution faible du probléeme (1) quand ¢ — 0.
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QUELQUES RESULTATS D’ANALYSE

FONCTIONNELLE
L

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions d’analyse fonctionnelle qui nous aiderons dans la

suite de notre travail. Ces résultats peuvent étre consultés dans [4, 5, 9, 11].

1.1 Notions de convergence faible dans un espace de Banach

1.1.1 Convergence faible

Définition 1.1.1.
Soient E un espace de Banach, E' son dual et < -,- > le crochet de dualité entre E' et E.

On dit que la suite (x,,),en de E converge faiblement vers x € E si

lim < a2z, >=< 2,2 >, pour tout 2’ € F'.
n——+0o0o

Notation 1.1.1. .

On note ©,, — x faiblement dans E pour signifier que la suite (z,),cn converge faiblement

vers x € F dans E.

Proposition 1.1.1. /4, page 35]
Soient E un espace de Banach et (,,)nen une suite de E' qui converge faiblement vers x dans
E. Alorsona:
(i) (Tn)nen est une suite bornée dans E, c’est-a-dire il existe une constante C' indépendante
de n telle que pour tout n € N, ||z, ||p < C;

(ii) ||z||g < liminf ||z, &
n—>-+oo

3 DIPES II 2018-2019



1.1. Notions de convergence faible dans un espace de Banach

Théoreme 1.1.1. (Théoréeme de Eberlein-Smuljan) [5, page 15-16]
Soient E un espace de Banach réflexif, et (x,,)nen une suite bornée dans E. Alors on a :
(i) 1l existe une sous-suite (x,, )ken extraite de (,)nen et x € E telle que x,, — x faiblement
dans E.
(ii) Si toutes les sous-suites (x,, )ken convergent faiblement vers la méme limite x dans E,

alors la suite (x,,),en converge faiblement vers x dans E.

1.1.2 Convergence faible*

Définition 1.1.2.
Soient E un espace de Banach, E' son dual et < -,- > le crochet de dualité entre E' et F.

On dit que la suite (x)),en de E' converge faiblement* vers «' € E' dans E' si

lim <a,x>=<2',x >, pourtoutxr € E.
n——+00

Notation 1.1.2. .
On note x!, — 1z’ faiblement* dans E' pour signifier que la suite (z)),en de E' converge

faiblement* vers x' € E' dans F'.

Proposition 1.1.2. [4, page 40-41]
Soient E un espace de Banach, E' son dual et (z])),cn une suite de E' qui converge faiblement*
vers ' dans E'. Alors on a :
(i) (x))nen est une suite bornée dans E', c’est-a-dire il existe une constante C' indépendante
de n telle que pour toutn € N, ||z |z < C';

(ii) ||2'||p < liminf ||z, g
n—>-400

Théoreme 1.1.2. (Théoréme de compacité faible*) [5, page 17]
Soit E' un espace de Banach séparable et (x)),cn une suite bornée dans F', alors on a :
(i) Il existe une sous-suite (1, )ren extraite de (x;,)nen et o' € E telle que x;, — 1’ faible-
ment* dans E'.
(ii) Si toutes les sous-suites (), )ren convergent vers la méme limite ', alors la suite (},)nen

converge faiblement* vers ©' dans F'.

4 DIPES II 2018-2019



1.2. Convergence faible et faible* dans L?(2).

1.2 Convergence faible et faible* dans L?(Q2).

Dans cette section, 2 désigne un ouvert borné de RY (IV € N*).

Définition 1.2.1.

(i) La suite (u.).~o C L*(Q) est dite faiblement convergente dans L*(2) vers u € L*(Q) si

lim Qus(x)v(:c)da; = /Qu(a:)v(a:)dx, pour tout v € L*(9).

e—0

(ii) La suite (u.)e~o C L>(Q2) converge faiblement* dans L>°(2) vers
u € L>®(Q) si

lim ng(x)v(:c)dx = /Qu(:c)v(:c)dx, pour tout v € L'(9).

e—0

(iii) La suite (u.).>o C L*(Q2) converge faiblement dans L' (Q) vers u € L'(Q) si

e—0

lim [ w.(z)v(z)de = / u(z)v(z)dz, pourtout v € L>(2).
Q Q
Donnons quelques resultats caractérisant la convergence faible.

Proposition 1.2.1.
Soit (u:)eso C L*(Q) tel que u. — u faiblement dans L*(Q)) et u. — w faiblement dans L*(2),

alors u = w.
Preuve .

u. — u faiblement dans L*(Y) implique pour tout v € L*(Q),

e—0

lim Qus(x)v(x)dx:/Qu(:v)v(:c)dx.

De méme , u. — w faiblement dans L*()) implique pour tout v € L*(Q),

lim Qus(x)v(w)dx:/Qw(ac)v(a:)dx.

e—0

Ainsi, / uw(z)v(z)dz = [ w(z)v(z)dz, pour tout v € L*(Q)
0

c’est-a-dire /( w)(z)v(z)dx =0, pour tout v € L*(QY). Donc (u—w)(x) = 0 p.p. dans Q de
Q

S~

sorte que u = w dans L*(Q).

D’oun le résultat.

Proposition 1.2.2. (Inégalité de Young) [11, page 16]

Soient a et b deux réels. Alors,
a? b
ab < — + —.
2 + 2
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1.3. Les espaces H™({)).

Théoreme 1.2.1. (Inégalité de Holder) [4, page 56]
Sif € LX) etg € LX), alors fg € L' et [ |fglde < |fxollollocor
Q

1.3 Les espaces H({)).

Dans cette section, {2 désigne un ouvert borné de RY,

Définition 1.3.1.
Pour m € N, l’espace de Sobolev noté H™()) est constitué des fonctions de L*(Q)) dont les dé-

rivées partielles jusqu’a I’ordre m au sens des distributions s’identifient i des fonctions de L? ().

De facon explicite, on a :

H™(Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(), Va e NV, 0 < || < m}.

Proposition 1.3.1. [1, page 60]

L’espace H™(S)) muni de la norme définie par

(ST

lallzm@y = | > 1D%ul72q

0<|er|<m

est un espace de Banach.
Définition 1.3.2.

Soit Q un ouvert de RY borné. On note par H"(2), I’adhérence de I’espace D(Q2) dans H™ ()
au sens de la norme ||.|| gm(q).

Proposition 1.3.2. [1, page 61]

L’espace H™ () muni du produit scalaire
<Uu,v >= Z (Do‘u, Da’U)LZ(Q)
0<|ar|<m

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.3.3. [4, page 121]
(i) L’espace H™(2) est un espace réflexif.
(ii) L’espace H™(S)) est un espace séparable.

(iii) L’espace HJ'()) est un espace de Banach séparable ; il est de plus réflexif.
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1.4. Quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle

1.4 Quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle

Soit H un espace de Hilbert. Nous notons la norme de H par || - ||.

Définition 1.4.1. On dit qu’une forme bilinéaire a(-,-) : H x H — R est
(i) continue s’il existe une constante réelle C > 0 telle que :

|a(u, )] < Cllullfv

, pour tout u,v € H.
(ii) ceercive s’il existe une constante réelle o > 0 telle que :

2, pour toutv € H.

la(v, v)] = allv

Définition 1.4.2. Soient (E,d) et (F, ) deux espaces métriques.
On dit qu’une application [ :FE — F est une contraction stricte s’il existe

k€ [0,1]tel que 0 [f(x), f(y)] < kd(x,y), pour tout x,y € E.

Théoreme 1.4.1. (Lemme de Lax-Milgram) [4, page 84]
Soit a(-, ) une forme bilinéaire continue et ceercive sur H.

Alors pour tout | € H'(le dual topologique de H ), il existe une unique solution du probléme :

Trouver u € H
a(u,v) = l(v), (1.1)

pour tout v € H.

Théoreme 1.4.2. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) [4, page 81]
Etant donné f € H', il existe un unique g € H tel que : (f,v)y, ;= (g,v), pour toutv € H.
De plus :
gl = 11f ]l

Théoreme 1.4.3.
Soit (E, d) un espace métrique complet et soit [ : E — FE une contraction stricte. Alors, f

admet un unique point fixe.

Preuve . La preuve est constructive. On se donne un point xy € E et on considere la suite (x,,)nen

a valeur dans E et définie par
Tni1 = f(x,), pour tout n € N*.

On remarque que x,, = ™ (xq) et on montre que la suite (z,,)nen est de Cauchy dans (E, d), donc

converge (car (E,d) est complet ). Soit x = lim x,,; en utilisant la continuité de f, on a :
n——+00

flz) = f< lim xn) = lim f(z,) = lim z,,4 ==

n—-+o0o n—+00 n—-+o00
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1.4. Quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle

Si y est un autre point fixe de f, on a :

0 <d(z,y) <d(f(x), f(y)) < ad(z,y),

ou « est le coefficient de contraction stricte.

Avec o < 1, il vient que d(z,y) = 0 et ['unicité du point fixe est démontré. |

Théoreme 1.4.4.
Soient V' un espace de Hilbert, (-|-) le produit scalaire dans V et || - || la norme correspondante.
Soit T un opérateur de V' dans lui-méme tel que :

Tu—Tv|| < M|u—wv

’

a) pour tout u,v €V,

b) pour tout u,v € V, (Tu — Tvlu —v) > m||lu — v||* oit M et m sont des réels strictement
positifs.
Alors pour tout f € V donné, il existe un unique u € V tel que Tu = f.

Preuve . Soit f € V fixé. Soit ¢ > 0. Considérons [’application A, de V dans V donnée par
Acu=u—e(Tu— f), pourtoutu € V.
On a pour tout u,v € V,

|Acu — Al = (u—v—e(Tu—Tv)|u—v—e(Tu—Tv))
= lu—v|* = 2e(Tu — Tv|u — v) + &*||Tu — Tw|?

< =l = 2emllu — vl + &*M?||u — v|*

Donc || A.u — Av|)* < (1 — 2em + e2M?)||u — v||% pour tout u,v € V.

m
Notons déja que 1 — 2em + €2M? > 0 pour tout € > 0. Ainsi, si I’on suppose que 0 < € < e et

12 alors 0 < k < 1 et par suite A. est une contraction

si ’on pose ensuite k = (1 — 2em + 2 M?)
stricte. Il en résulte du Théoreme 1.4.3. qu’il existe un unique u € V tel que A.u = u, c’est-a-dire

Tu = f. |

Théoreme 1.4.5. (Inégalité de Poincaré) [5, page 52]

Soit Q un ouvert de RN . Si Q est borné dans au moins une direction, alors il existe une constante
C = C(Q) telle que ||ul| 12y < C||Vu| r2@~, pour tout w € H ().
De plus la semi-norme ||V - || 2~ définie une norme sur Hg(SY) équivalente & celle induite par

HY(Q).
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1.4. Quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle

Théoreme 1.4.6. [1, page 74]
Soitu € L .(Q) tel que

loc

/ u(x)o(x)dx = 0, pour tout ¢ € D(RQ).
0

Alors

u(z) = 0 p.p. sur €.
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Pl CiariTre DEUX R
RAPPELS SUR LA CONVERGENCE A DEUX

ECHELLES
e

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion de fonctions périodiques, la notion de valeurs moyenne
d’une fonction périodique, la notion de convergence a deux échelles, quelques théoremes de com-

pacité fondamentales pour notre travail. Ces résultats peuvent étre consultés dans [2, 3, 6, 7].

2.1 Fonctions périodiques

Soit Y une cellule de RY définie par :
Y :]O, ll[X S X]O, lN[,

ou ly,...,ly sont des entiers naturels.

Donnons une définition qui introduit la notion de fonction périodique presque partout.

Définition 2.1.1.
SoientY définie comme ci-dessus et f une fonction définie presque partout sur RY. La fonction
f est dite Y -périodique si :
f(z + klie;) = f(x) p.p. sur RY, pour tout k € Z et pour touti € {1,...,N};

ou{ey,...,en} est la base canonique de RY .

Dans le cas on N = 1, on dit simplement que f est l-périodique.

La valeur moyenne d’une fonction périodique est essentielle quand on étudie les fonctions pé-

riodiques. Rappelons sa définition.

Définition 2.1.2. (Valeur moyenne d’une fonction périodique)
Soient Q un ouvert borné de RY et f € LY(Q). La valeur moyenne de f sur ) est le nombre
réel Mq(f) défini par
Ma(P) = 7 [ F)dy
| 2] Jo
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2.1. Fonctions périodiques

Théoreme 2.1.1. [6, page 3]

Une fonction f € L*(Q;Cy(Y))si, et seulement si il existe un sous-ensemble E de Q) de mesure
nulle tel que :

i) pourtout x € Q\E, la fonction y — f(x,y) est continue et Y -périodique ;

ii) pourtouty €Y, la fonction x — f(x,y) est mesurable ;

iii) / | f(x, .)Hg#(y)dx < +o00.
Q

Théoreme 2.1.2. /6, page 5]
Soit 9, y) € LM C4(Y)).

Alors la fonction

est bien définie, mesurable et on a :

1951l 1) < 9l e, vy

lim/gb(x,g) dx://qb(a:,y)dydx.
e=0 Jq g aoJy
Théoreme 2.1.3. /6, page 6]

Soit p un entier tel que 1 < p < +oo. On dénote par B,(2;Y") l'un des espaces suivants
LP(;C4(Y)), LE(Y;C(Q)) ou C(Q; C4(Y)). Alors B,(Q,Y) possede les propriétés suivantes :

i) B,(Q,Y) est un espace de Banach séparable ;

ii) B,(Q,Y) est dense dans LP(Q2 X Y);

iii) pour tout ¢ € B,(Q2,Y"), la fonction

Q0 — R

T — () = oz, 2)

39

est bien définie, mesurable et on a :

16N e () < €113, v,

tim [ fota, D" ar = [ [ jote )l dyd
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2.2. La convergence a deux échelles

Introduisons a présent la notion de périodicité des fonctions de 1’espace de Sobolev H*(R™Y).

Définition 2.1.3.
Soit C3(Y') le sous espace de C>®°(RY) des fonctions Y -périodiques. On désigne par Hy(Y)
'adhérence de C°(Y') pour la norme de H'(R™).

Définition 2.1.4.
Lespace quotient H},(Y') /R, définit I'espace des classes d’équivalences de Hj,(Y') muni de la

relation d’équivalence suivante :
u~v & u— v estune constante, pour tout u,v € H;E(Y).

On désignera par u le représentant de w.

Proposition 2.1.1. /5, Proposition 3.52. page 59]

La quantité suivante :
| HL (vy) R = L2(Y)N, L, U )
||| L))/ |Vv|| L2y~ , pour tout v € 1, 1 € H#(Y)

définit une norme sur Hy (Y')/R.

2.2 La convergence a deux échelles

Nous donnons ici la définition de la notion de convergence a deux échelles faible et de conver-
gence a deux échelles forte ; puis nous donnerons quelques résultats importants concernant cette

notion. Dans ce paragraphe, Y est la cellule unité.

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. (Convergence a deux échelles faible)
Une suite de fonctions (u.).-o C L?(Q) converge faiblement a deux échelles vers u € L*(€) x

Y)(= L*(% L3(Y))) si pour tout & € L*(Q;C4(Y)), ona :

lim ua(x)@(x,g)dx:/Sz/yu(x,y)q)(x,y)dxdy. (2.1)

e—0 Q

Notation 2.2.1.

4o 2s
On pourra écrire u. = u dans L*(Q).
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2.2. La convergence a deux échelles

Définition 2.2.2. (Convergence a deux échelles forte)

Une suite de fonctions (u.).~o C L*(Q)) converge fortement a deux échelles vers u € L*(§) x
Y)(= L (Q; L(Y)) si :

(i) Elle converge faiblement a deux échelles vers u € L*(Q x Y).

(i) lii%HUsHB(Q) = [lullr2@xv)-

Notation 2.2.2.

. 2
On pourra écrire u. — u dans L*().

Remarque 2.2.1.
(i) Dans la suite quand on dira convergence a deux échelles, cela signifiera convergence faible

a deux échelles.

(ii) SiY =|0,11[x --- x]0, x|, alors la relation (2.1) devient

e—0

1
lim us(x)CD(a:,f)dx: —//u(az,y)fb(w,y)dydx,
Q € Y] JaJy

ou |Y'| désigne la mesure de Lebesgue de Y .
(iii) La limite de la convergence a deux échelles est unique. En effet soit (u.).~o une suite de

L2(Q) telle que u. 22 w et u. 22 v avec u,v € LH(Q x Y).

On a u, 22 u dans L*() implique

lim ug(x)i)(x,g)dw://u(a:,y)@(x,y)dydx,pourtoutq)ELZ(Q;C#(Y)).
aJy

e=0 /o
5 23 2
De méme, u. = v dans L*(Q)

lim | u.(x)P(x, g) dx = / / v(z,y)®(z, y)dydz, pour tout ® € L*(;C4(Y));
aJy

e—0 Q

donc

/Q/Yu(x,y)@(:c,y)dydx:/g/YU(:L‘,y)@(x,y)dydx,pourtoutfbeLQ(Q;C#(Y));

c’est-a-dire

/Q/Y[u(x,y) —v(z,9)]®(z, y)dydz = 0, pour tout ® € L*(Q;Cx(Y));

d’ot u(x,y) — v(x,y) = 0 p.p. dans Q X Y de sorte que u = v dans L*( X Y').
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2.2. La convergence a deux échelles

Donnons a présent quelques exemples de suites convergeant a deux échelles :

Exemple 2.2.1.

(i) Pour toute fonction réguliere uy(z,y), Y —périodique en vy, la suite définie par u.(x) =

r\ 28
uo(z, 2) = uo(z,y).

(ii) Toute suite (u.)e~o qui converge fortement dans L*()) vers une limite u converge a deux

échelles vers la méme limite.

2.2.2 Relations entre convergence forte, a deux échelles et faible

Pour toute suite (u.).~o de L?(2), nous avons trois notions de convergence qui nous s’inté-
ressent : forte, a deux échelles et faible. Dans cette section nous explorons les différentes relations

qui existent entre elles.

Théoreme 2.2.1. (Relation entre convergence forte et a deux échelles) [6]

Si (u2)eso converge fortement vers u dans L2(Q), alors u. 22 uy(z,y) = u(x).

Preuve .

Soit & € L*(Q;Cx(Y)), alors on a

ue () x—dx—//ulxy (z,y)dydx

/Q[ue(x) — u(z)]®(x, —)dzp (), dx—//ul z,y)®(z, y)dydz

e = ull 2y 1971 20 \ [ u@at Dae— [ [ oy
€ QJy

Comme u(x)®(z,y) € L'(Q;Cx(Y)) et (||| 12(q))e>0 est (Théoréme 2.1.3. ), alors en faisant

IN

IN

tendre ¢ vers O et en utilisant le Théoréme 2.1.2. , le terme de droite de cette inégalité tend vers 0.

Ainsi, lim/ ue(z)P(x, E)dm = / / uy(z, y)®(x, y)dydx et on a le résultat. [
e=0 /o £ oJy

Théoreme 2.2.2. (Relation entre convergence faible et a deux échelles) [6]

Soit (u.).>o une suite dans L*() telle que u, Ruye L*(Q x Y). Alors
u. — v(z) = / u(z,y)dy faiblement dans L* (),
Y

et la suite (u.).~o est bornée.
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2.2. La convergence a deux échelles

Preuve .

Par définition de la convergence a deux échelles, on a : pour tout € L*(;Cx(Y)),

e—0

lim ng(x)q)(x,g)dx—/Q/Yu(x,y)q)(x,y)dydx.

Pour ® indépendante de vy, on obtient

e—0

lim ng(x)q)(a:)dx:/Q/Yu(x,y)q)(x)dydx.

Puisque chaque fonction dans L*(Y) peut étre identifiée par ® € L*(Q;C4(Y')) indépendante de
y, alors on a le résultat c’est-a-dire u. — v(z) = / u(x,y)dy faiblement dans L*(S2). Par suite,
étant donné que toute suite convergeant faiblementYest bornée (Théoréme 1.1.1.), on déduit que
(ue)e=0 est bornée.

Ce qui acheve la preuve. [ |

Exemple 2.2.2. (La convergence a deux échelles n’implique pas la convergence forte)
Considérons la suite (u.) définie par u.(x) = sin(%). Cette suite admet une limite a deux

échelles notée sin(y) mais elle ne converge pas fortement.

Exemple 2.2.3. (La convergence faible n’implique pas la convergence a deux échelles)

sin(nx) si n est impair
Soit la suite (u,,) définie par u,(x) =

cos(nzx) si n est pair

Cette suite converge faiblement vers 0 dans LP(S)) mais n’admet pas de limite a deux échelles.
Notons tout de méme que toute suite convergeant faiblement admet une sous-suite qui converge a

deux échelles.

2.2.3 Quelques résultats pour la convergence a deux échelles

La proposition suivante est capitale quand nous utiliserons la méthode de convergence a deux

échelles pour passer a la limite dans notre probleme.

Proposition 2.2.1. [6]
Si la suite (u.).~q converge a deux échelles vers ug € L*(Q xY'), alors (2.1) est encore valable

pour ® € C(Q; L (Y)).

La proposition qui va suivre nous dit qu’il est possible de remplacer I’espace L?(£2;Cx(Y')) par
D(;C2(Y)) dans la définition de la convergence a deux échelles (2.1) a condition d’y ajouter

I’hypothése que la suite soit bornée dans L?((2).
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2.2. La convergence a deux échelles

Proposition 2.2.2. [6]

Soit (u.)e~o une suite bornée dans L*(Q) telle que

tin [ @t e = [ [ uteg)oteays

pour tout ¢ € D(Q;CE(Y)). Alors u, Rue LA (Q xY).

Preuve .

Soit ¢ € L*(Q;Cx(Y)). Montrons que

. X
ti [ wla)oe, ) do = / /Y u(, y)d(x,y) dy de.

Soit (Ym)m C D(Q;CL(Y)), tel que Yy, — ¢ dans L*(Q;C4(Y)) quand m — oo. Comme

(ue)e>0 est bornée c’est-a-dire il existe ¢ > 0 tel que ||u.|| 20y < ¢, alors pour € > 0 fixé on a :

() gdx—// w(z, y)o(x, y)dyda
- \/ue 2. 50 = [ el e+ [ wnle)in(e, D

—// xywmxydxdy+// (, )t (2, y)dzdy — // u(z,y)(z, y)dady |
| we@iote. D) = vt Dldr |+ [ wlopnte Do = [ [ aw)in(ededy

. / /Y wl(z, 1) om( y) — Bz, 9)]dzdy].

IN

Comme 1, — ¢ dans L*(Q;C4(Y)), alors pour tout § > 0, il existe my € N tel que

)
%o = BllL2e,0v)) < 35 Pour K = max(c, ||lul|z2(axy))-

Ainsi, d’apres l'inégalité de Holder, on a :

IN

[ ) [o6. D) =l D] o

e[ L2 |15, — @[l 2(0)

< HUEHLQ(Q)meo - (bHLQ(Q;C#(Y))
)
C——:.
3K

A\

De méme,

IN

[ @) [ot 5) = (. )] o

1wl L2 x|V, — O llL2@)

< lullzz@xy) 1me — @l 2@ie, o)
)

< K—=~
3K 3
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2.2. La convergence a deux échelles

De plus,
lim ug(x)wmo(x,g)dx://u(az,y)wmo(:ﬁ,y)dxdy
aJy

e—0 Q

donc, il existe ¢y > 0 tel que pour tout € > 0 tel que € > ¢, on ait

Wl >

[t D [ [ ute i iy | <

On déduit que pour tout 6 >, il existe £y > 0 tel que pour tout € > 0 tel que € > €, on ait

[ utarote Do~ [ [ oot asay| <o

ce qui conduit donc a dire que

iy [ wele)ote, e = [ [ uteg)ote.gands.

e—0

La preuve est ainsi achevée. |

Théoreme 2.2.3. [6, page 13]

Soit (u.)e~o une suite de L*(Q) telle que u. Rue L*(Q2 xY). Alors, on a :
liminf fJuc|2() 2 [[ull2(xv) 2 [[v]] 229,

ounv(x) = / u(zx,y)dy.
Y
Le théoréme qui va suivre montre que si une suite (u).~o converge a deux échelles, alors par

densité, on peut avoir

lim [ u.(z)®(x, z)dﬂl: = / / u(z,y)®(z,y)dyde
e—0 Jo g aoJy
pour toute fonction test appartenant a un espace autre que L*(Q; C4(Y)).

Théoreme 2.2.4. [6, page 11]
Soit (u.)eso C L*(Q) telle que u. Rue L2(2 xY). Alors

e—0

lim us(x)q)(x,z)dx://u(m,y)q)(x,y)dydx,
Q € oy
pour tout O € Li(Y;C(ﬁ)).

Théoreme 2.2.5. [6, page 16]

Toute fonction u € L*(Q2 x Y') atteint une limite a deux échelles.
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2.2. La convergence a deux échelles

2.2.4 Quelques théoremes de compacité

Les deux résultats suivants concernent deux théoremes de compacité faible qui seront tres utiles

dans la suite de notre travail. Le premier théoréme s’énonce comme suit :

Théoreme 2.2.6. [6]
Pour toute suite bornée (u.).~o C L*(Q), il existe une sous-suite de (u.).~o et w € L* (A x Y)

tels que cette sous-suite converge faiblement a deux échelles vers w.

Preuve .

D’apres l’inégalité de Holder, on a :

X

)

< el o || (e,

9

L2(Q)

[ w@)te 2o

g

et comme (u.) est bornée dans L*(XY), alors il existe ¢ > 0 telle que ||u.| r2@) < c.

De plus ¢z, )|z < [6(z.9) |2y vy dodona:

< cllo(z, y) | L2 ucn vy (2.2)

| wlarote Dy

On déduit de (2.2) que la suite (x = o ue(z)o(z, 2) dx) .~ €St une forme linéaire continue sur
L*(Q;Cx(Y)). D’apres le théoreme de représentation de Riesz (Théoréme 1.4.2.), il existe une
suite (v:)eso C [L2(Q;Cx(Y))] telle que :

<., ¢ >= / ug(x)¢(af7£)dx.
0

£

Ona :||v.|| = supyg|=1] < v, & > | = supgj=1 | [ ue(2)p(z, £)dz| < c.
Comme (v.).~o est bornée, il existe une sous-suite de (v.).~o que nous choisissons toujours notée

(Ve)eso et v € [L*(Q;Cx(Y))] tels que (v.).~o converge faiblement™ vers v de sorte que :
/ ue(z)o(x, E)d:zc =< v, ¢ >—< v,¢ >, pour tout ¢ € L*(2;C4(Y)). (2.3)
Q £
Pour achever la preuve, il est suffisant de montrer que :

< v, >—/ﬂ/yw(x,y)¢(x,y)dydx.

(2.3) entraine que < v., ¢ >< ¢ H(ﬁ(az, f)Hm(Q)'

(2.2) entraine que

<v,p> < ¢

x ‘

¢(xv _)

15
< cfon)

L2(Q)

: tout ¢ € L*(Q;Cx(Y)).
ey PO 0416 € L2(©:C4(Y)
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2.2. La convergence a deux échelles

Comme L*(Q;Cx(Y)) est dense dans L*(2 x Y), alors, pour tout ¢ € L*(Q2 x Y), il existe une
suite (¢n) € L*(;Cx(Y)) telle que ¢y, — ¢ dans L*(Q x Y'), ¢’est-a-dire qu’on peut définir un

prolongement v de v sur L*(2 x Y') tel que :
<v,¢ >=lim < w, ¢ >,
h—o
et d’apreés le théoreme de représentation de Riesz, il existe w € L*(Q2 x Y) tel que :

<V, P >= /Q/Yw(:x,y)gb(:v,y)dydx, pour tout ¢ € L*(Q2 x Y).

Plus particulierement, pour tout ¢ € L*(;Cx(Y)), ona:

<6 >= / /Y w(z,y)é(x, y)dydz.

La preuve est ainsi achevée. |

Avant énoncé le deuxieme résultat de compacité, nous allons d’abord une lemme qui nous

aiderons pour faire la preuve de ce résultat.

Lemme 2.2.1. [3, page 317]
Soit f € (L3(Y))" tel que / f().9(y)dy =0, pourtout g € (C3 (Y)Y avec divyg = 0.
Y

Alors il existe z € H;E(Y)/R unique a une constante additive pres tel que f = V2.

Théoreme 2.2.7. [6]
Soit (uc)eso une suite bornée de H'(Q). Alors il existe (ug,uy) € H' () x L*(; Hy(Q)) et

une sous-suite de (u.).~q encore notée (u.).~o tels que :
1. u.—ug dans H*(Q)-faible.

2. Vu 2 Vauo(z) + Vyui(x,y) dans (L*(2))N.

Preuve .

Par hypotheses, les suites (u.).-o et (Vu.).~q sont bornés dans L*(2) et (L*(Q))™ respective-
ment. D’apres le théoreme de compacité pour la convergence a deux échelles (Théoréme 2.2.6.),
il existe une sous-suite de (u.).~o(toujours notée (u.).>o), w € L*(Q x Y) et & € (L?(Q x V)N
tels que

2s 2s
u. — w et Vu, = &.
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2.2. La convergence a deux échelles

Etape 2.
D’apres le Théoréme 2.2.2., on obtient uy(r) = / w(zx,y)dy. Si nous réussissons a montrer
Y
que w ne dépend pas de y, alors avec l'unicité de la limite, on déduira que toute la suite (u.)

converge a deux échelles vers ug. Pour cela, soit ) € (D(Q;Cx(Y)))N. Ona :
. T 1 . T
/ Vue(z) - (x, —)dx = / ue(x)[divgp(x, —)]de — — / ue(x)divyp(z, —)dx (2.4)
Q g g Ja g
Multiplions I’équation (2.4) par ¢ et passons a la limite quand ¢ — 0, on obtient :
/ / w(z,y)divyy(z,y)dyde = 0. (2.5)
aly

On en déduit donc que w ne dépend pas de y. En effet prenons 1 sous la forme ¥(x,y) = o(z)d(y)
avec p € D(Q) et ¢ € (CF(Y))N. On déduit de (2.5) que

/Q ( /Y w(z,y) divy ¢(y)dy) o(z)dz = 0.

/ w(z,y) divy ¢(y)dydz = 0, pour tout ¢ € (C3(Y))".
Y

Prenons successivement ¢ = (¢1,0,0,...,0), o = (0, ¢2,0, ...,0), o = (0,0, ¢3,0, ..., 0)

D’on

avec ¢; € CX(Y'), on obtient

O,

/ w(m,y)ﬁ dy =0, pourtoutl <j < N.
Y ayj

D’oit 3—;@, ) =0 pourtout1 < j < N, ce qui justifie bien que uy ne dépend pas de y et ceci

acheve la preuve de 1. .

Etape 3.
Nous allons a présent montrer 2., c¢’est-a-dire que &(z,y) = Vyuo(x) + Vyui(z,y). Dans

I’équation (2.4), supposons que 1) satisfait div,2)(z,y) = 0, alors nous avons

/QVug(x) -z, g)dx = /ng(x)[divxﬂ}(x, g)]dx

Passons a la limite quand € — 0, nous obtenons :

/Q/on(xay)'¢($ay)dyd$:/Q/Yuo@)[di%?/)(x,y)]dydx,

/Q/y[&)(x’ y) — Vauo(z)] - (2, y)dydz = 0,

d’ou

20 DIPES II 2018-2019



2.2. La convergence a deux échelles

pour tout 1 tel que div,)(x,y) = 0.
Prenons (x,y) = @(x)¢(y) avec ¢ € D(Q) et ¢ € (CF(Y))N vérifiant divy¢ = 0, on obtient

finalement

/Y Eolasy) — Vauo(a)] - 6(y)dy = 0.

Soit L : (CE(Y))" — R définie par L(¢) = / [€o(,y) — Vauo(x)] - ¢(y)dy,
Y
pour tout g € (CF(Y))N.
Alors L est continue sur ((C%EO(Y))N et s’annule sur le noyau de la divergence par hypothese. Donc

d’aprés le Lemme2.2.1., il existe u, (z,.) € Hy(Y)/R tel que
So(x,.) — Vaue(z) = Vyuy(z, ).
Ceci définit une fonction uy : @ — H,(Y') /R mesurable telle que

uy € L*($; H#(Y)/]R) et & = Vyug + Vyu.
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HOMOGENEISATION D’UNE EQUATION

SEMI-LINEAIRE
e

Dans ce chapitre, nous nous contentons d’exposer la théorie de I’homogénéisation pour des
structures périodiques. Ces structures sont tres nombreuses dans la nature ou dans les applications
industrielles et on dispose d’une méthode tres simple et trés puissante pour les homogénéiser :
la méthode de convergences a deux échelles que nous présenterons ci-dessous. Dans une struc-
ture périodique, nous notons ¢ le rapport de la période sur la taille caractéristique de la structure.
En général, ce parametre ¢ est petit et I’homogénéisation mathématique consiste a effectuer une
analyse asymptotique lorsque ¢ tend vers zéro. La limite ainsi obtenue sera dite homogénéisée,
macroscopique ou effective. Dans le probleme homogénéisé, la forte hétérogénéité de la structure
périodique d’origine est moyennée et remplacée par 1’utilisation des coefficients effectifs. Dans ce
chapitre, nous présenterons le probleme aux limites d’ordre € ; ensuite le passage a la limite dans la

formulation variationnelle du probléme aux limites d’ordre ¢ ; et a la fin le probleme homogénéisé.

3.1 Probleme aux limites d’ordre ¢

Soit N entier (N > 1) et © un ouvert borné de R" de classe C''. On s’intéresse au comporte-

ment asymptotique (lorsque e — 0) du probleme elliptique semi-linéaire :

—div(A®(x)Vu.) + ¢°lus] = f dans €, A1)
u, = 0 sur I'= 01,
avec
A%(@) = (a5 (@))<igen tel que af(w) = ayy (D) ppo € RY
et

G lue)(z) = g(g, u.(z)) pour tout z € €.
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3.1. Probléme aux limites d’ordre ¢

Ou f un élément de L*(92), A = (ayj)1<i j<n une matrice dont les coefficients vérifient les condi-
tions suivantes :
i) aj; € LF(Y), pourtouti,j € {1,..., N},

ii) ilexiste 0 < a < 3 tels que pour tout y € RV,

N
al¢l’ <Y ai(y)&&; < BIEP, presque tout € € RY,

ij=1
et,
g: (y,\) — g(y, ) une fonction de R" x R dans R vérifiant :
iii) (g(y, \) — g(y, 1))(A — ) > 0, pour tout y € RY, pour tout \, u € R
iv) g est continue et Y -périodique par rapport 2 la premiére variable sur R et continue par
rapport a la deuxieme variable au sens suivant :

il existe une constante £ > 0 telle que
9(y, A) — g(y, )] < kX — pul, pour tout y € R, X, u € R.

v) ¢(y,0) =0, pour tout y € RY

La formulation variationnelle du probleme (3.1) est donnée par

Trouver u. € Hj () telque :
af (ugz, v) + Gelug, v] = l(v), (3.2)

pour tout v € H} ()

ac(u,v) = / A*VuVuvdz, pour tout u,v € Hy();
0
l(v) = / fvdz, pour tout v € Hy (9);
Q
Gelu,v] = / ¢°[u]vda. pour tout u,v € Hy(Q).
Q

Théoreme 3.1.1.
Sous les hypothéses (i), (ii), (iii), (iv) et (v), si [ est donné dans L*(Y) alors pour € > 0 fixé,

il existe un unique u. € H&(Q) solution (faible) de (3.1).

Preuve .

Soit € > 0 fixé. Soit f € L*(Q).
Notons d’abord que g € C(Q) x R) ; et comme g vérifie (iv) alors g[u] € L*(Q),
pour tout uw € H'(Q).

11 suffira de montrer que le probléme variationnel (3.2) admet une unique solution.
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3.1. Probléme aux limites d’ordre ¢

Soit w € HY(Q); alors Uapplication v — a°(u,v) + G®[u, v] est une forme linéaire continue
sur H} (). Il vient du théoréme de représentation de Riesz-Fréchet (Théoréme 1.4.2.) qu’il existe
un unique Tu € H}(Q) tel que a*(u,v) + G%[u,v] = (Tu,v) pour tout v € H} (). Ainsi pour

chaque u € H}(Q) correspond un unique Tu € H}(Q) tel que
a®(u,v) + G%[u,v] = (T, v) pour tout v € Hy (). (3.3)
Ce qui nous permet de définir une application

T:H)(Q) — H;(Q)

u — Tu.

De méme, I'application v — [(v) étant une forme linéaire sur HJ(SY), il existe un unique z; €
H}(Q) tel que
[(v) = (2¢|¢), pour tout ¢ € Hy(S2). (3.4)

On déduit de (3.3) et (3.4) que le probleme (3.2) est équivalent au probleme

Trouver u € H(Q) telque :
0( ) q (3.5)

Tu = z.

11 suffira donc de prouver I’existence et l'unicité de la solution du probleme (3.5).
Ona:

pour tout u,v € HL(Q),
(Tu —Tv|Tu — Tv) = a*(u — v, Tu — Tv) + G[u, Tu — Tv] — G°[v, Tu — T)]
ou encore

|Tu — Tv||* = a*(u — v, Tu — Tv) + /(ga[u] — ¢°[v])(2)(Tu — Tv)(x) du.
Q
Mais, pour tout u,v € H}(Q),
a*(u—v,Tu—Tv) < [lu—v|[gy @)l Tu — Tv| gy () (puisque a*(.,.) est une forme bilinéaire et

continue sur H}(Q) x H3(Q)) et

/Q(ga[u] — g ) (@) (Tu = T)(x)dr| < kllu = vl gyo)1Tw = Tol gyq)

(en utilisant (iv) et I'inégalité de Holder).
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3.2. Passage a la limite

Donc

[Tu — TUH}%IS(Q) < (A +k)llu—vllmolTe —Tollme),

pour tout u,v € H}(Q) et par suite,
|Tu —Tol|gq) < Mllu—vllgq), pourtout u,v € H;(Q) (avec M=1+k) (3.6)

D’autre part, pour tout u,v € H}(Q),

(Tu—Tvlu—v) = a(u—v,u—2)+[Gu,u—v] —Gv,u—v]
= cu—vu=0)+ [ @l =P ) o
> a°(u—v,u—v)(en utilisant (iii)).

Mais, af(u — v,u —v) > o|lu — UHJQLI&(Q)’ pour tout u,v € H}(Q) (en utilisant (ii)), donc
(Tu — Tv|lu —v) > m|u— U||§{3(Q), pour tout u,v € Hy () (avec m=a). 3.7

Les hypothéses du Théoréme 1.4.4 étant vérifiées (en (3.6) et (3.7) ), il vient qu’il existe un unique
Ue € H& (Q) solution du probléme (3.5) et par conséquent (3.2) admet une unique
solution u. € H}(Q). [

3.2 Passage a la limite

Dans cette section, nous nous intéressons au passage a la limite dans la formulation variation-

nelle du probleme (3.1)(voir le probleme (3.2)).

Lemme 3.2.1. (Estimation a priori)
La suite (u.).~o C H} () ainsi obtenue du probleme (3.2) est bornée dans H{ () ¢’est-a-dire,

il existe une constante v = y()) > 0 telle que :
||ve| |3y < v 5 pour tout € > 0. (3.8)

Preuve .

Pour tout € > (),
ol ey < 0% (e 1) < 0%, 10) + Gy = [ J(o)unla)da
Q
et

< [ fllze@llucllz2@) < CEOI fllr2) l[uell mp@)-

[ et < \ [ Fapuctos
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3.2. Passage a la limite

(o C(2) est une constante strictement positive de 1’inégalité de Poincaré)

Donc,
(22 ,
[uell g2 ) < E)z ) | fll2(q) i ue est non nulle.
(Y)]
Prendre v = =2 (|| fll 2@ + 1) pour conclure. [
Lemme 3.2.2.

Pour tout v € L*(Q2),g" € L*(;Cx(Y))

o g (z,y) = g(y,v(x)), pour tout (z,y) € N x RN,

Preuve .

Nous avons :
— pour tout x € S fixé, la fonction y — g°(x,y) est continue et Y -périodique
— et pour touty € Y fixé, la fonction x — g*(x,y) est mesurable.

D’apres le Théoréme 2.1.1. , il reste a montrer que
2
(s 19l ) do < o
Q \ yeRN

Puisque g est k-lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable,

l9(y, v(z)) — g(y,0)| < k[v(z) — 0] donc |g*(x,y)| < klv(x)| (car g(y,0) = 0).

On a donc, /( sup |g*(z,y)|)?dx < k2/ |v(x)|*dx; et comme v € L*(Q) alors il vient que
Q yeRN Q

9" € LA (;Cy(Y)).

D’ou le résultat. [ |

Soit (z,y) € Q x RV,

Lemme 3.2.3.

Si (uc)esoconverge vers uy dans H'(2)-faible, alors pour tout v € D(S2),
iy [ g lu)(@pooids = [ [ gty woo)o(oydedy,
e=0 /o aoJy

Preuve .

Soit v € D(Q). Soit e > 0 fixé, ona :

/Q [gé[us](@ - /Yg(y,uo(x))dy} v(z)dz
~ [9(;“8(1")) ) g(g’m)(x))] vy +/ﬂ {g(g,uo(w)) - /Yg(%uo(x))dy} v(z)dz
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3.2. Passage a la limite

D’une part,

2 196G
< [ ot et = ol wo@) o) do
b [ Juse) = wo(o)llo(o)lda

< kllue — uoll 2@ lvllz2e;

IN

mais, étant donné que Uinjection de H}(Q) dans L*(Q)) est compacte, il vient que donc

| te — uol|z2(0) — 0 quand e — 0. D’our

/Q [g(g,us(x)) - 9<§,U0(I))} v(@)dz —s 0

quand ¢ — 0.

D’autre part, on a g*° € L*(Q;C4(Y)) etv € L*(Q) donc g*ov € L (Q;Cx(Y)), et par suite

lim g(— uo(x da:—// 9(y, up(z))v(r)dyde
e—0 Q

en utilisant le Théoreme 2.1.2..

D’out le résultat. [ |

Théoreme 3.2.1.

De la suite (u.)e~o de solutions du probléeme (3.2), on peut extraire une sous-suite toujours
notée (u.)c~o telle que

u. — ug dans Hy () — faible,
Vue 2 Vug + Vyu, dans L*(Q)V.

De plus, (ug,uy) € Hg(Q) x L*(Q; H,(Y)/R) est I'unique solution du probléme variationnel
global suivante :
Trouver (uo,ur) € Hy(Q) x L*(Q; Hy(Y)/R) telque :
// )(Vuo(z) + Vyui(z,y)) - (Vo(z) + Vyoi (2, y)dyde

(3.9)
// 9y, uo)v dydﬂf—/f

| pour tout (v,v1) € Hy() x L*(Q; Hy(Y)/R).

Preuve .
La suite (u.).~qo des solutions du probléme (3.2) étant borné (Lemme 3.2.1.) dans [’espace de

Banach réflexif H}(Q)) , d’apres les Théorémes de compacité Théoréme 2.2.6. et
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3.2. Passage a la limite

Théoreme 2.2.7., il existe une sous-suite de (u.).~o que nous noterons toujours (U)o et

(uo,u1) € Hg(Q) x L*(Q; Hy(Y)/R) telle que
u. — ug dans Hy (Q) — faible

et

Vue 2 Vg + Vyuy dans L2 (Q)V.

Ensuite, posons

we(x) = v(x) 4 vy (z, g)

avec v € D(Q) et v; € D(Q;CE(Y)/R), on multiplie scalairement la premiére équation du pro-

bléme (3.1) par w.(x) et on intégre par partie sur §) pour avoir :
x x x x
/ A(E)Vug(x) (Vou(z) + Vyu (z, —))dx + 6/ A(—)Vus(x) (Vv (z, g))dx
Q Q
—l—/ g ue(z)](v(x) + 6@1(1‘ —))dx = / f(z )+ evi(x, g))dx (3.10)
Q

/QA(g)Vus(x) (Vo) + Ty, 2))de = /QVue(x) A (Vo) + Ty, D)) da,

b

/QA(—)Vug(m) (V1 (z, g))dx = /QVUE(ZL‘) -At(g)(vwvl(x, g))dx,

€
donc (3.10) devient
/QVug(x) <A (—) <VU( )+ Vi (x dx+5/QVu€ )(V vy (z, g))dw
+/Qgs[ug]( Y(v(x) + vy (x, = da:—/f v(z) + evq (x, )) . (3.11)

En passant a la limite dans (3.11) quand ¢ — 0 avec pour fonction test

AH(2) (Vo(z) + Vi (z, 2)) € (C( L;EO(Y)))N et utilisant le Lemme 3.2.3., il vient que

/ / ) (Vuo(z) + Vyui(z,y)) - (Vo(z) + Vyoi(z,y))dyde

+ /Q /Y oy, wo(a))o()dyda — /Q F(@)o(x)da, (3.12)

pour toutv € D(Q) etvy € D(Q;CF(Y)/R). Par densité de D(Q) dans Hy () et de D(Q;CF(Y)/R)
dans L*(€2; Hj,(Y')/R), on obtient que (3.12) reste vraie pour tout (v,v1) € Hy(Q)x L*(€; Hj,(Y)/R).
D’ou (ug, uy) vérifie (3.9).

Posons

W = Hy(Q) x L*(Q; Hy(Y)/R).
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3.3. Probleme homogénéisé

Muni de la norme
) ) 1/2
1)l = [T ey + 1(Vy00) oy |+ pour tout (v, 1) € W

W est un espace de Hilbert. Posons,

a(U,V) // ) (Vug(z) + Vyui (z, ) (Vo(z) + Vo (z,y))dyde,

GIU, V] = // 9(y, uo () v(z)dyde,
:/Qf(x)v(x)dx

on U = (ug,u),V = (v,v1) € W. Alors le probleme variationnel global est équivalent au pro-

et

bleme variationnel suivant :
Trouver U = (ug,uy) € W

a(U,V)+ G[U, V] =1(V), (3.13)
pour tout V= (v,vy) € W.
Le probleme (3.13) admet une unique solution en [’identifiant au probleme (3.2) (voir Théoréme
3.1.1.).

Par conséquent (ug, uy) est l'unique solution du probléeme (3.9). |

3.3 Probleme homogénéisé

3.3.1 Probleme microscopique

Enongons d’abord un résultat qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 3.3.1.

Soit 1 < j < N. Le probleme suivant admet une unique solution :

(

Trouver x’ € HL(Y)/R tel que

i) Tty — — S a2
/Y A(y)Vyx!(y) - Vyw(y)dy /Y ]; ki (Y) 8yk(y)dy, (3.14)

| pour tout w € Hy(Y)/R.

Preuve .

On utilise le théoréeme de Lax-Milgram ( Théoréme 1.4.1. ) avec

a(u,w) = / A(y)Vyu - Vyw(y)dy et l(w / Zak] y)dy, onu, we Hy(Y). B
Y Y

k=1
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3.3. Probleme homogénéisé

Proposition 3.3.2.

Pour presque tout (x,y) € Q x Y, ona

ui(z,y) = x(y) - Vuo(2), (3.15)
Vyu (2,y) = Vyx(y)Vuo(z), (3.16)
o (Vyx)ij = gzj (1 <i,j < N) et x est la solution du probléme (3.14).
Preuve .

Dans I’équation du probléeme (3.9), on prend v = 0 pour avoir
/ / )[Vug(x) + Vyui(z,y)] - [Vyoi(z, y)|dyde = 0. (3.17)
Posons v; = ¢ @ w avec ¢ € D(Q) et w € Dy (Y') alors, (3.17) implique que :
| 46T u0) + 9ysto0) - 9300 ] it =
Donc pour presque tout x € (), on a
/YA(y)(VuO(:L‘) + Vyui(z,y)) - Vyw(y)dy = 0, pour tout w € Dy(Y).
Ceci implique que pour presque tout x € € fixé,

[ A@T0(.9) - Vyslids = = [ A@)Tuolo) - 9y

pour tout w € Dy (Y).

(3.18)

Tout comme le probléme (3.14) , le probleme (3.18) admet une unique solution. Fixons x € €, alors

0
en multipliant scalairement I’équation du probléme (3.14) par 8i< z), 1 < j < N, on obtient
x

/YA@)vyx( )(ng( )) /YZ (Y 8“0 3;“;< )dy.

Ensuite en sommant sur j = 1, ..., N, on obtient :

/Y A)Vy [X(W) - Vuo(z)] - Vyw(y)dy = — /Y A(y)Vug(z) - Vyw(y)dy.

Donc la fonction (z,y) — x(y) - Vuo(x) est solution du probléeme (3.18). Par unicité de la solution

du probléme (3.18), on déduit que pour presque tout (x,y) € Q X Y,

Zgzj () = x(b) - Vuolz).

o
En posant (VX )ij = 8X (1 <1i,j < N), il suit que pour presque tout (z,y) € Q X Y,
Yi
vyul (l’, y) = VyX(y)VUO(x)
Ce qui achéve la preuve. |
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3.3. Probleme homogénéisé

Remarque 3.3.1.

Le probleme (3.14) est appelé probleme microscopique.

3.3.2 Probleme macroscopique

Théoreme 3.3.1.

Le probleme macroscopique est donné par

—div(A*Vug) + g*[ug] = f dans Q (3.19)
U = 0 sur  0f),
ou
A= [ AW+ Ty, (3.20)

et pour tout v € )

fmmw:gwmmwaém%m@wm

avec pour tout A € R, g*(\) = / g(y, \)dy
Y

La fonction x étant la solution du probléeme microscopique.

Preuve .
Dans I’équation du probléeme (3.9), on prend v, = 0 pour avoir
|, L A@T) + Vo) Vewavar s [ ] gy = [ repea
Q .

pour tout v € D().

D’apres (3.16) on a :
Vyu(z,y) = Vyx(y) Vue(z)

donc (3.21) devient :

// [ Vuo(x) + Vyx(y )Vuo(a:)]-Vv(x)dydx+//Yg(y,uo(a:))v(:r)dydx:/Qf(x)v(a:)dx,

Q
pour tout v € D(2).

D’ou on obtient le probleme :

Trouver ug Hj(Q) tel que

/ / )T + V() Vo () - Vo(a)dyda + / /Y (4, 10())0(2) dyda = / F(@)o(r)de(3.22)

Q
pour tout v € D().
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3.3. Probleme homogénéisé

En posant
= [ AW+ Vi)
et pour x € )
g (e, 00(@) = [ v un()a.
Le probleme (3.22) s’écrit
Trouver ug Hg () tel que
/A*Vuo(x) : Vv(x)dx+/g (2, up(z))v(z)de = / f(z (3.23)
pgur toutv € D(Q). '

Par densité de D(Y) dans H} () on obtient le probléme variationnel homogénéisé suivant :

Trouver ug € HY(QY) tel que

/QA*VUO(at)-Vv(m)dx+/g*(x,uo(x))v(x) de = /Qf(x)v(x)dx (3.24)

Q
pour tout v € Hg (),

qui est la formulation variationnelle du probleme macroscopique (3.19).

La preuve est ainsi achevée. u

Proposition 3.3.3.

La matrice A* définie par (3.20) est ceercive .

Preuve .

Puisque X’ est solution du probleme (3.14), on a :

/ A(y) V' ( / A(y)e; w(y)dy pour tout w € Hy(Y)/R.
En particulier pour w = X', on a
/Y A)(e; + VX’ (v) - Vox' (y)dy = 0.
Ainsi les coefficients a; ; de la matrice A* se réécrivent comme suit :
iy = [ AWl + VW) (e Vi
D’ou

N

Sl = [ AW Do+ V) 3ote+ Vo )y

ij=1 i=1

- [ Awe+ D26V (€4 6T s

> / |(€ + Z &EV,X () Pdy (d apres ii) de la section 3.1)

alé]? <car /Yvyxi(y)dy = 0) .

32 DIPES II 2018-2019

v




3.3. Probleme homogénéisé

D’ou le résultat. [ |

Proposition 3.3.4.

Le probleme macroscopique (3.19) admet une unique solution.

Preuve .

11 suffit de montrer que le probleme variationnel (3.24) admet une unique solution ug € H} ().
Puisque la matrice A* est ceercive; d’aprés le Théoréme 3.1.1., il suffira de montrer que la fonc-
tion g* est strictement monotone et lipschitzienne ; ce qui se déduit du fait que g est strictement

monotone et lipschitzienne. |

Remarque 3.3.2. On a ainsi montré qu’il existe une sous-suite de la suite (u.).~o (o1t u. est
solution du probleme (3.1) pour chaque ¢ > 0 fixé ) qui converge dans H} (Q)-faible vers la solution

ug du probleme homogénéisé (3.19).

Proposition 3.3.5.

Toute la suite (u.).~o converge vers I'unique solution uy du probleme (3.19).

Preuve .

Nous allons montrer que toutes les sous-suites convergent vers wy. Par I’absurde, supposons
que uq ne soit pas I'unique valeur d’adhérence de la suite (u.).~o. Alors il existe une sous-suite
(Up(e))es0 de (uz)eso qui converge mais pas vers ug. La suite (uy(e))eso est bornée car (ue)e>o
I’est; donc en reprenant le procédé d’homogénéisation avec la suite (U, ())->0, on obtient qu’elle
admet une sous-suite qui converge vers un uy, solution du probléeme (3.19). Mais par unicité de
la solution du probléme (3.19), vy = ug. On conclut que (uy())e>o converge vers ug. Ce qui est

absurde. |
Nous avons ainsi prouvé le théoreme suivant

Théoreme 3.3.2.

La suite (u.).~o ott pour tout € > 0, u. est solution du probléme

—div(A®(x)Vu.) + ¢°lus] = f dans €,
u, = 0 sur T =00

converge dans Hj()) — faible vers I'unique solution uy du probleme homogénéisé

—div(A*Vuy) + g*luwe) = f dans Q,
Ug = 0 sur 0.
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& Portée Pédagogique &

Dans le cadre de la rédaction du mémoire de D.I.LP.E.S 11, il nous a été demandé de donner
I’intérét pédagogique de notre travail : Rappelons que le theme soumis a notre étude s’intitule
Homogénéisation périodique d’un probléme semi-linéaire. C’est un sujet important tant chez
I’enseignant que chez 1’éleve. Ainsi, il permet de :

& de se rendre compte qu’il existe une théorie des EDPs plus générale qui prolonge la théorie

des équations différentielles ordinaires.

& de se familiariser avec les espaces de fonctions ayant de trés bonnes propriétés et permettant
de mieux dominer les fonctions classiques au Lycée.

& d’améliorer la qualité de nos rédactions et de nos démarches, ce qui nous permettra de
concevoir des cours compréhensibles, logiques et selon la regle de 1’art.

& d’étendre notre champ de connaissance des mathématiques, ce qui nous sera d’une grande
utilité dans la motivation de nos éleves.

& d’avoir une capacité élevée de synthése qui nous sera tres utile pour préparer un cours en
utilisant toutes les ressources actuelles telles que Internet, les livres de plusieurs collections,
les anciens cours et autres.

& de se familiariser avec le logiciel de programmation Latex qui fait une trés bonne mise en
page et une bonne lisibilité donc tres utile pour la rédaction des épreuves d’évaluation de
mathématiques.

& d’apprendre a concevoir et a présenter un document scientifique.
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& Conclusion &

Parvenu au terme de notre travail dans lequel il était question pour nous d’appliquer la mé-
thode de convergence a deux échelles pour ’homogénéisation d’un probleme semi-linéaire. Il res-
sort qu’on ne pourrait montrer celle-ci sans connaitre au préalable quelques résultats utiles portant
sur I’analyse fonctionnelle, sur les fonctions périodiques, sur la notion de convergence faible, de
convergence a deux échelles. Tout d’abord, nous avons montré 1’existence et 1’unicité de la solution
faible de notre e-probleme semi-linéaire ; la preuve utilise un théoreme du point fixe comme prin-
cipal résultat. Ensuite nous sommes passés au procédé d’homogénéisation de notre probleme en
utilisant la méthode de convergence a deux échelles pour obtenir le probleme homogénéisé. Enfin
nous avons prouvé un résultat de convergence de la suite de solutions du probléme initial vers la

solution du probleme homogénéisé.
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