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Introduction générale

Dans ce travail, on étudie la stabilisation d’un systéme de la thermo¢-
lasticité anisotrope et d’un systéme coupléypuis on établit des résultats de
controlablité exacte pour ’équation des o:?is avec des conditions initiales
dans des espaces de Sobolev a4 puissances fractionnaires.

Le chapitre 1 est consacré a ’étude de la décroissance de 'énergie du systéme
de la thermoélasticité suivant :

( v’ — divo(u) + aVe + f(u) = 0dans Q :=Q x R*,
& — A8 + Bdivd/ = (0 dans Q,
0 = Osur E=T xRt
(S1) 4
u = QOsur ¥, =T x RF,
o(u) - v+ au+ g(v) = Osur £, =T x RY,
u(-,0) = up, u'(-,0) =u; 6(-,0) =6 dans Q,

\

La stabilisation de ce systéme sans feedback a été analysée dans [13] et ne
peut étre garantie pour certains domaines car I'amortissement produit par
I’équation de la chaleur n’est pas suffisant. Dés lors il est naturel d’étudier la
stabilisation de ce systéme en ajoutant des termes additionnels d’amortisse-
ment. Ce cas a été étudié par plusieurs auteurs, notamment dans [16] et [17]
pour le cas isotrope mais avec des conditions au bord non naturelles, c’est a
dire en remplacant la condition

ou)-v+au+g(u')=0




par

1/@ + (A + pvdivu + g(u').
oy

Dans [16], Liu a considéré le cas f = 0 et le feedback linéraire g(z) = .
Récemment, Liu et Zuazua ont établi, toujours avec le cas f = 0, des décrois-
sance exponentielle, polynoniale ou logarithmique de ’énergie pour certaines
non linéarités de g.

On généralise ces résultats a une classe de non linéarité plus large et aux
cas de conditions aux limites naturelles, ce qui répond & une question posée
daus [17]. Pour cela, on établit dans le cas linéaire des inégalités intégrales
comme dans [2] et [16], ce qui permet d’obtenir une décroissance exponen-
tielle et d’utiliser les résultats théoriques établis dans [23].

Dans le chapitre 2, on étudie la stabilisation d’un modéle de couplage entre
un corps élastique et une poutre unidimensionnelle. Des modéles plus simples
ont étés traités dans [19] et [26] en considérant ’équation des ondes dans €.
On démontre la décroissance exponentielle de I’énergie pour un couplage de
systéme élastodynamique et de Euler-Bernoulli.

Le chapitre 3 traite de la contrdlablité exacte de ’équation des ondes. On éta-

blit d’abord des estimations de normes dans L2(0,T; H=%%(Q)), (6 € (0,1)
pour la solution de 1’équation des ondes homogéne

( u"—Au = 0 dans]0,T[xQ,
u = 0 surl,

u(0) = wp sur

w(0) = wu; sur Q,

puis on démontre la controlabilité exacte pour des donnée initiales dans
(H§(€) x H*~Y(Q)) avec un contrdle dans

L0, T; H*(Q)).




Chapitre 1

Stabilisation d’un systéme de
thermoélasticité anisotrope avec
feedbacks non linéaires

1.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert non vide de R*,n > 1, de frontiére I de classe C?. On
note par v = (1,---,V,)" le vecteur unitaire normal extérieur sur I". Pour
un point fixé o € R™ et z € R™, on introduit la fonction m(z) = z — z¢ et
on définit une partition de la frontiére I" de la maniére suivante (voir FIG
1.1) :

I ={zel:m(z) v(z) <0}, (1.1.1)

Iy ={z el :m(z) v(z) >0} (1.1.2)



Dans ce chapitre, on considére le systéme de thermoélasticité suivant

(' — divo(u) + aVi + f(v) = (Odans @ := x RY,
9 — A + Bdivy’ = 0 dans @,
9 = Osur Z=IxR",
u = 0Osur &, =TI x RY,
o(u) - v+ au+ g(u) = Osur &y =y x RY,
\ U(,O) = Uy, Ul(',O) =1Uu 9(70) = 90 dans Qv
(1.1.3)
ott u = u(z,t) = (ui(z,t), - ,un(z,t))" est le vecteur déplacement,

6 = 0(x,t) la temperature. Le tenseur de contraintes ¢ est défini par
Uij(u) = aijkIEkl(U)
(on adopte la convention des indices répétés), ou e(u) est le tenseur de dé-

formation qui est donné par

1
E,»j(u) = :2-(8ju,' + Biuj)

0 . . — .
— , les coefficients ay;; appartiennent & C?((2) et vérifient

avec 8; =
oz;

Qijkl = Qrli; = Qjikl
et la condition d’ellipticité
36 > 0/ aijueien > beijes, (1.1.4)
pour tout tenseur symétrique € = (sij).
Les composantes du champ de vecteur divo(u) sont données par
(dive(u)); = G045, 7= 1,...,n.

La fonction a est non négative et appartient & C*(I';); les fonctions
T

g(u) = (g1(u), ., gn(w)) " et f(u) = (fi(u), ..., fo(u))7 sont continues et sa-
tisfont

f(0) = ¢(0) =0, (1.1.5)
(9(z) = g(v)) - (z —y) 2 0,Vz,y € R", (1.1.6)
(f(z) = f(y)) - (z —y) 2 0,Va,y € R™. (L.1.7)
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Les paramétres de couplage o and [ sont supposés positifs.
Ces différentes hypothéses garantissent la décroissance de I'énergie du sys-

téme (1.1.3) définit par
. Nen

E(t) = %/ﬂ {]u'|2 +o(u) :e(u) + %}0[2}d$ + -21- /F2 alu)?dr. (1.1.8)

F1G. 1.1 — Un exemple d’ouvert

On établit dans ce chapitre, avec des hypothéses supplémentaires sur les
fonctions f et g‘divers types de décroissances de I’énergie F(t).
!

1.2 Existence et unicité

Dans ce chapitre, on supposera que
I'y # 6 ou a(z) > 0,Vz € T'y. (1.2.1)

De méme, pour éviter des problémes d’interface, on supposera (voir FIG 1.1)
que



En fin, on suppose l'existence de constantes positives Cy et C, telles que

|f(z)] < Ce(l + |z]),Vz € R, (1.2.3)
lg(z)| < Cy(1 + |z|),Vz € R™. (1.2.4)

On introduit les espaces de Hilbert suivant :
Hi () = {ue HY(Q);u=0 on I''},

W= (Hp, ()" x (L))",
H = W x L}Q).

L’espace W est munie de sa norme :
o)l = [ oF + otu) s ewlds + [ afuPdr,
Q I,

ol

o(u) : e(u) = oy5(u)ei;(w).
On note par < -,- > le crochet de dualité entre (H} ()™ et [(H} (€)' ou
entre H}(Q)) et H71(Q), et par (-,-) le produit scalaire dans (L2(£2))™.

On a le théoreme d’existence suivant :

Théoréme 1.2.1. Soit ') et 'y definis par (1.1.1)-(1.1.2) et satisfaisant
(1.2.1) et (1.2.2). Supposons que les fonctions f et g verifient (1.1.5), (1.1.6),
(1.1.7), (1.2.3) et (1.2.4). Alors, pour toutes données initiales
(uo,u1,8) € H, le systéme (1.1.8) a une unique solution (faible) (u,0) véri-
fiant

(u, v/, 8) € C([0,00); H). (1.2.5)

Preuve du Théoreme 1.2.1 : On raméme le systéme (1.1.3) & une
equation d’évolution du premier ordre. On définit les opérateurs

A (Hp, () — [(Hp, ()

et
Ag s HY Q) — H7HQ)



par
< Au,v> = /U(u) ce(v)dz, Vu,v € (Hp ()",
o)
< Aju,v > = /Vu-Vvdx Yu,v € Hy(Q).
Q

De méme, on introduit 'opétateur non linéaire By de (HE ()™ a [(Hp ()"
par

< Bou,v >= / g(u) -vdF+/f(u) -vdz,Yu,v € (Hp, ()"
I Q

Multiplions la premiére équation du systéme (1.1.3) par v € (Hp ()" et
intégrons par partie sur on §2. On obtient

0 /[ — div(o(u)) +aVo + f(u')] - vdz

= /Qu” cvdr — ’/F((a(u) -v)udl + /Q[U(u) ce(v)|dzx
+ /Q(aVB-v) d:c+/ﬂf(u’).vdx

= / de+/au.vdF+/Fg(u').vdF
+ /[a ]dz+/aV9 vd:z+/f ~vdz

= <uv>+<Au,v>+ < By, v >+ <aVh,v>.
Ce qui donne l'identité
v’ + Au+ Byu' + aV8 = 0.

De la méme maniére, on multiplit la deuxiéme équation du systéme (1.1.3)
par v € (Hp, ()™ et on intégre par partie sur (2. Il vient

6' + Ao + Beiv(x) = 0.

En posant
¢ = (u,, )



et »
AP = (=, Au + Bou' + V8, Agf + Bdiv(v)), (1.2.6)

le systéme (1.1.3) se réduit a

P+ AP =0,
(1.2.7)

@(0) = (’lto, Ui, 90)

Lemme 1.2.1. Sous les hypothéses (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7), (1.2.1), (1.2.3)
et (1.2.4), Popérateur A définit sur H par (1.2.6), et de domaine

D(A) = {(u,v,0) e H:v € (Hﬁl(Q))",Au—kBov € (LZ(Q))",() € HQ(Q)F‘IH&(Q)}
est mazimal monotone.

Preuve du Lemme 1.2.1 L’opérateur A est maximal. En effet, on a

(-A(Ulavlual) - A(U2,U2,‘92), (ul, U1,92) - (u2,v2,92))u
o .
= (’Ug -V, U — u2)(H%1(Q))n + B‘(Ao(el — 02 + ﬁdw(vl - 1)2),(91 - 02))

+ (A{wy —ug) + Bo(vy — v2) + aV (0, — 6,),v1 — v2)
= [ o) = gtun) o = w2l -+ G196 =60 + [ 1) = F)]n = valdz > 0
Il reste & montrer que (I + A)(D(A)) =H, cfest a dire que le systéme
uU—v= di, ‘
v+ Au+ Bov + aVl = 9, (1.2.8)
0+ Agf + Bdive = £
a une solution (u,v,6) € D(A) pour tout (p,9,&) € H.

Pour cela, il suffit de montrer que le probléme

v+ Au+ Bov + aVe = ¢ — Ay,
(1.2.9)

0 + Aol + Bdivy = ¢



a une solution (v,6) € (H} ()" x H*(Q) N Hy(Q) pour tout (p, . &) € K.
On considére 'opérateur A définie par

A(,8) = (v + Av + Bov + eV, 20 + < Agf + adivy).

B B
On a
(A(v1,01) — A(va,02), (v1,01) — (v2, 62))
= (v} ~ vy, U1 — V) + (A(v1 — v2),v; — 2} + (Bu; — Buy, vy — vg)
= <CYV(61 e 62), v — 'Ug) + %(91 - 02, 61 — 92)
+ %(AO((;1 — 65),8, — 65) + aldiv(v; — vs), 6, — 65)
> 0,

donc A est monotone.
De méme, A est coercive car

(A(v, 8), (v,0)) = (v,v) + (Av,v) + (Byv, v)

« 04
B<9>6> + B(AO(H)’ 6)

6]
> Iollu, @ + 5”9”31&(0)‘

+

Aussi, on a
%%(A[(vl,ﬁl) +t(v2, 02)], (v,0)) = (A(v1,6,), (v,0))

pour tout (v,0), (v1,60y), (v2,62) € (HE ()" x H(S2), ce qui veut dire que
A est semi continue.
On en déduit [1] que

A((Hy, (@)™ x Hy(Q)) = [(Hp, ()] x H™' ().
Donc, si ¢ — Ap € [(HE (Q))"] et £ € L), il existe
(v,0) € (HE ()" x HE(Q) tel que (1.2.9) soit verifié.

Avec
Aob = & — 0 — Bdivv € L*(Q),

onaf € H*(2) x H}(2). Dés lors, en posant u = v+, on a (u, v, §) solution
de (1.2.8). Par consequent,

Au+ By =y —v —aVi € (L*(Q))"
et donc (u,v,0) est dans D(A). "

10



Par la théorie des semi groupes non linéaire [32|, on a le Théoréme 1.2.1.

1.3 Quelques résultats théoriques

Dans ce paragraphe, on rappelle briévement les résultats établis dans (23]
(voir aussi [10]).

1.3.1 Controlabilité exacte

Soient H, V deux espaces de Hilbert séparables munis des produits sca-
laires (., ), (.,.)v et tels que V est dense dans H avec injection continue.
On identifie H avec son dual H’ et on a le diagramme suivant :

VoH=H <V.

Considérons un opérateur linéaire non borné A, de V dans V' et une forme
(nonlinéaire) B de V dans V'. On définit deux opérateurs (non linéaires) A*
et A~ de la maniére suivante :

D(A*) = {v € V|(£A, + B)v € H}, (1.3.1)
A*v = (£A, + B)v,Yv € D(A%). (1.3.2)

On fera les hypothéses suivantes :

A* est maximal monotone, ( )
A~ maximal monotone, ( )
D(A*) est dense H, (1.3.5)
D(A7) est dense H, (1.3.6)
(Aju,u) =0,Yu € V, ( )
(Bu,u) > 0,YVu e V, ( )

ot (.,.) désigne le crochet de dualité entre V' et V. En utilisant les semi
groupes non linéaires (32|, on montre que I’équation d’évolution

@+A1u+Bu=Oin H,t >0,
3t (1.3.9)
U(O) = Ug,

11



a une solution unique (faible) u € C(R,,H) pour tout ug € H. Si de plus
ug € D(A), le probléme (1.3.9) admet une unique solution (forte)

u € WHe(Ry, H) N L2(Ry, D(A))
et telle que u(t) € D(A), pour tout ¢ > 0.
L’énergie du systéme, définie par
1 2
£(t) = 3 lu(o)If (1310)

est décroissante et pour tout ug € D(.A), on a

T

5(5)—5(T)=/ (Bu(t), u(t)) dt, (1.3.11)

S

pour tout S, T tels que 0 < § < T < oo.

Ce résultat est encore valable pour A~ (avec la méme expression pour !'éner-
gie et la méme identité (1.3.11) pour uy € D(A7)).

On introduit la notion (inégalité intégrale) suivante :

Définition 1.3.1. On dit que la paire (A;, B) vérifie ’estimation de stabilité
s'il existe T > 0 et deux constantes positives C},C; (qui dépendent de T')
avec () < T telles que

/ ' £(t) dt < CLE(0) + C; / T(Bu(t),u(t)) dt, (1.3.12)

pour toute solution u de (1.3.9).
Cette définition est équivalente & la suivante :

Lemme 1.3.1. La paire (A;, B) vérifie ’estimation de stabilité si est seule-
ment st il existe T > O et une constante positive C (qui dépend de T) telle
que

T
E(T) < C/ (Bu(t), u(t)) dt, (1.3.13)
0
pour toute solution u de (1.3.9).

12



Preuve : = : Comme &£(t) est décroissante, estimation (1.3.12) implique

/ E)dt < CLE(O )+Cz/ (Bu(t),u(t)) dt.
Par I'identité (1.3.11) on a

TET) < CLE(T) + (Cy + Ca) /O T(Bu(t), u(t)) dt.

Ce qui donne (1.3.13) en faisant le choix C' = —1+—ng

< : Avec la monoticité de £ on peut écrire

/TE(t)dt < TE(0).

De méme, avec I'identité (1.3.11) on a

/0 Et)dt < %5(0)+ g(E(T)+ /0 (Bu(t), u(t)) dt).

En utilisant (1.3.13) on obtient

/ £(t)dt < TEO) + (1+C)/0T( u(t), u(t)) di),
qui n’est rien d’autre que (1.3.12). "

On a le théoréme suivant, qui donne la décroissance de I’énergie de (1.3.9) :

Théoréme 1.3.1. La paire (A,, B) satisfait l’estimation de stabilité si et
seulement st il existe deuzr constantes positives M et w telle que

E(t) < Me™'€(0), (1.3.14)

pour toute solution u de(1.8.9).

Preuve : Supposons que 'estimation de stabilité est vraie, c’est a dire, de
maniére équivalente (par le lemme 1.3.1), que (1.3.13) est verifié. L’identité
(1.3.11) implique

E(T) < C(£(0) - £(T)).

13



Cette estimation est équivalente a
E(T) < ~€(0),

avec v = HLC < 1. En appliquant cet argument sur [(m — 1)T,mT], pour
m=1,2,--- (ce qui est possible, le systéme étant invariant par translation),
on obtient

EMT) <vE((m—-1)T) < --- <A™E0), m=1,2,---
Par conséquent on a
E(mT) <e“™TE(0), m=1,2,---

avec w = %ln}y > 0.
Pour un ¢ positive quelconque, il existe m = 1,2, .-- tel que
(m — 1T <t <mT et avec la décroissance de I’énergie £, on conclut que

1
E(t) < E((m - 1)T) < emm-UTg(0) < ;e—wtg(O).
L’implication inverse est basée sur 'identité (1.3.11). L]

Par le principe de Russell, cette décroissance exponentielle permet de
controler exactement I’équation d’évolution associée & — A, avec des controles
dans L?(]0,T[; U), I'espace contréle U étant un espace de Hilbert donné conte-
nant V avec injection continue.

On note par Iy l'injection de V dans U et par Ty la forme identifiant U a un
sous espace de V', c’est & dire., :

(Tyu, v) = (Iyu, [yv)y, Yu,v € V.

La controlabilité exacte peut étre formulée de la maniére suivante : pour tout
ug € H, on cherche un temps T > 0 et un contrdle J € L%(J0,T[; U) tels que
la solution u de

Ou — Ayu = J dans V' |t > 0,
ot
(1.3.15)
u(0) = uy,
satisfasse
u(T) =0. (1.3.16)

On a le théoréme suivant :

14




Théoréme 1.3.2. Si les hyphotheéses (1.3.3) a (1.3.8) sont vérifiées pour
(A1, Iy) et si la paire (Ay,Ly) vérifit estimation de stabilité, alors pour tout
T > 0 suffisemment grand, et tout uy € H il eziste un contréle

J € L*]0,T[;U) tel que la solution v € C([0,T),H) de (1.5.15) vérifit
(1.3.16).

Preuve: On applique le principe de Liu[16| en résolvant le probléme in-
verse (on remplace 'hypothése “(A;, Zy/) vérifie 1.3.12" par “(—A,, Zy) verifie

1.3.12").
Pour py € H, on cherche K € L*(]0, T[; U) tel que la solution p € C([0, T, H)
de
% + Ap= K dans V';t > 0,
(1.3.17)
p(T) = po,
satisfasse
p(0) = 0. (1.3.18)
On choisit d’abord hq dans H et on considére h € C([0,7T],H) l'unique
solution de o1
a—; + Arh — Tyh = 0 dans H, ¢ > 0,
(1.3.19)
h(T) = ho.
En appliquant le Théoréme 1.3.1 on obtient
E(h(2)) < Me~ T (hy). (1.3.20)
Ensuite on considére la fonction ¢ € C([0,T], H) la solution unique de
%9 | Mg+ Tyg=0inH, t >0
= =0inH, t >0,
ot AT e (1.3.21)
4(0) = h(0).

On pose maintenant p = q¢ — h. De (1.3.19) et (1.3.21), on a p qui vérifie
(1.3.17) avec
K = -Tyq - Iyh. (1.3.22)

Soit I'application A de H vers H définie par
A(ho) = q(T).

15




Avec D'estimation (1.3.20), on a ||Allzp) = Vd (ot d := Me™7T) et donc,
pour tout 7" > 0 tel que d < 1, 'application A — I est inversible. Dés lors,
pour tout py € H, il existe une donnée initiale unique ho € H telle que

po = p(T) = q(T) = h(T) = (A — Dho. (1.3.23)

On termine la preuve en montrant que K € L*(]0,T[;U). Pour cela, on
remarque qu’avec l'identité (1.3.11) on a

ET)) - E40) = [ 1A et
£G0) - €M) = | Nva(t de.

En sommant ces deux identités et en considérant la condition initiale du
probléme (1.3.21) et la condition finale de (1.3.19), on obtient

/0 (Hrh®IF + Hua@5) dt = E(MT)) = E(a(T)) < 2 ol

En utilisant (1.3.23) et le fait que (/ —A)~! soit borné, on arrive a I’estimation

T
| b1 + oal e < 510 = Aol < s ol

(1.3.24)
Ce qui prouve que K donné par (1.3.22) est dans L2(]0,T[; U). "
1.3.2 Stabilisation non linéaire
On suppose que l'espace contréle U est de la forme
v=1]us. (1.3.25)
j=1
ou, pour tout j =1,---,J € N* := N\ {0}, U; est un sous espace fermé de
L3(X;, )™, avec (X, Aj, 1t;) un espace mesurable tel que p;(X;) < oo et
N; € N*. Pour tout 7 =1,---,J, on suppose donnée une fonction
g; - RYi — RN
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verifiant

(9;(z) — 9;(¥)) - (z —y) > 0,Vz,y € R (monotonie), (1.3.26)
9;(0) =0, (1.3.27)
lg;(2)] € M(1 + |z]),Vz € RY, (1.3.28)

o M est une constante positive. En fin, on suppose que B est donné par
: J
(Bu) = [ o) toh(e) (), (1329
j=1 Y X;

On rappelle que Iy U'injection de V dans U et donc (Iyu); est la 7™ com-
posante de Iyu. On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.3. On suppose que les hypothéses (1.3.83) a (1.3.8) sont véri-
fiées pour les paires (A, B) et (A}, Iy). Soient g;, j = 1,--- ,J satisfaisant
(1.8.26), (1.3.27) ainsi que

g;(z) -z >m|z|*, vz € RY : |z| > 1, (1.3.30)
|z? + |g;(2)[* < Glg;(z) - 2), Ve € R |z <1, (1.3.31)

ot m est une constante positive et G : [0,00) — [0,00) est une fonction
concave strictement croissante telle que G(0) = 0. Si (—A,,Zy) vérifie l'es-
timation de stabilité, alors il existe des constantes cp,c3 > 0 et Ty > 0 (de-
pendant de T, £(0), pi(X;), j =1, --,J) telles que

-1
E(t) < G (¢c (Czt)) V> T, (1.3.32)
2
pour toute solution u de (1.3.9), ot ¢ est donné par
* 1
W(t) = | ——ds, V¢t > 0. 1.3.33
( ¢ B(s) ( )
pour ¢ defini par
8(s) = TuG™'(>), (1.3.34)
3

ol H = minj=1,..._J ﬂJ(XJ)
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La preuve de ce théoréme est basée sur 'inégalité intégrale suivante, éta-
blie dans |6]

Lemme 1.3.2. Soit £ : [0, +00) — [0, +00) une fonction vérifiant l'inégalité
/ H(E())dt <TE(S),VS >0, (1.3.35)
s

pour un T > 0 et une fonction ¢ conveze et strictement croissante de [0, +00)
a [0, +00) telle que ¢(0) = 0. Alors, il existe un temps t; > 0 et un réel ¢;
dependant de T et £(0) tels que

—~1 w—l(clt)
E)< o (W) V>, (1.3.36)

ot 9 est definie par (1.8.93)

Preuve du Théoréme 1.3.3 : Le domaine D(A) étant dense dans H,
il suffit d’établir (1.3.32) pour des données dans D(A). Dans ce cas, u est
solution (forte) de (1.3.9) et on considére p la solution du probléme (1.3.17)
et (1.3.18) avec po = uw(T) € D(A), T > 0 assez grand ( l'existence est
assurée par le Théoréme 1.3.2). A partir de (1.3.9) et (1.3.17) on peut écrire

(Gu+ Ayu+ Bu,p)ury + (0 + Arp — K upyry =0
ou de maniére équivalente

(Osu,p)re +  (Oep,u)y + (Aru, phvry + (Aip, u)vry
+ <Bu’p)V',V - <K1 U)V’,V =0.

L’hypotése (1.3.7) entraine
(A1u, p)vy + (Aip,u)vy = 0,
et donc on a
(e, p)r + (0, W + (Bu, p)vry — (K, uhvry = 0.

En intégrant cette identité par partie pour ¢ € (0,7), on obtient
T
(uT) pT)) = (w0, PO+ [ (B phny = (uhor)dt = 0.
0
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Avec les définitions de K et de B on arrive a

()T = (0O = [ (Tl
J
Z/ o (L) (2,)) - Low), (a,) dis(,))
En utilisant les conditions initiale et finale sur p, on obtient
T J
26(T) =/0 ((K Iyu)y - Z/X 9; (({vw);(z;)) - (IUP)j(xj)duz‘(-'l'j)) dt.

Une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

28(T) < | K220,y vl L20,m0) (1.3.37)

J T 1/2
+HIUZ7“L2(0,T;U) (Z/O /x |gj((fuu)j($j))|2dﬂj(%‘)dt) .

Remarquons que 'estimation (1.3.24) et la condition finale sur p entraine

[ s @1 + ooy < w = e )

Avec cette estimation, la définition de K et p = g — f on obtient

T , 9

[ e < e
T ) 2
[ e < e

Si on insére cette estimation dans (1.3.37) on obtient

1 T \ )
E(T) < 1 var <;/0 /Xj{l(fuu)j(l‘j)’ + lgj((fuu)j(xj)ﬂ'}dﬂj(%’)dt> :

Avec les propriétés des g; on estime le membre de droite et on obtient

£(0) — £(T)

£(0) < e3G( Th

):
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pour une constante ¢z > 0 (dependant de T, £(0), max; p;(X;), et min; 12;(X;)).
En appliquant cet argument sur [t,t + T (au lieu de [0,T] ) on obtient

E(t) — EX+T)

E(t) < e3G( Th

)=¢ N (E@E) - EE+T)),Vt >0,

ol ¢ est défini par (1.3.34). Comme ¢ est décroissante, cette estimation im-
plique que , pour tout 0 < .S < N avec N assez grand,

/N H(E(t)dt < /N((S'(t) —-E@t+T))dt
’ < TSE(S) — TE(N +T)).
En faisant tendre N on arrive & I’estimation (1.3.35) ( voir lemme 5.1 de [6])
et on conclut par le Théoréme 1.3.2. .
1.4 Décroissance de I’énergie
On suppose qu’il existe v, €]0,2] tel que

|mp (aljkl)s‘l._’jskll < '7ma1_7kls1._1€kl) (141)

pour tout tenseur symétrique €;;.
e (1.1.8), un calcul simple montre que

E'(t)z—%/ﬂ|v0(z,t)|2dr—/rz o/ (£)) - o/ (£)dT — /f(u () dz

et dés lors,

E(T) - E(S) = _% /S /Q V6|2 dzdt (1.4.2)

/T /F2 g(d'(t)) - ' (t)dl dt
/ /f u'(t) dzdt,

pour tout 5 et T vérifiant 0 < .S < T < oo. Les hypothéses (1.1.5), (1.1.6)
et (1.1.7) conduisent a une décroissance de 1’énergie.
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Avec des hypothéses supplémentaires sur les fonctions f et g, nous allons
préciser différents types de décroissance. On a le résultat de stabilisation

suivant :

Théoréme 1.4.1. Soient Ty et Ty donnés par (1.1.1), (1.1.2) et vérifiant
(1.2.1) et (1.2.2). On suppose que les coefficients a;;x satisfont les conditions
(1.1.4) et (1.4.1) et que les fonctions f et g vérifient (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7),
(1.2.8), (1.2.4), ainst que les inégalités

g(z) -z > dJz|* Vz € R™ [z| > 1, (1.4.3)
lz|* + |g(x)]* < G(g(z) - z) Yz € R™ |z| < 1, (1.4.4)
2+ [f(@)F < G(f(z)-2) V€ R 2] <1, (145)

ot d est une constante positive et G une fonction concave definie sur R, telle
que G(0) = 0.

Alors, il eziste des constantes positives 7, r1, 72 et un temps Ty > 0 (depen-
dant de 7, E(0), 2|, |2|) telle que l’énergie de la solution de (1.1.8) satisfasse

UL(rt)

Tth

E(t) < r2G( ), Vt > T, (1.4.6)

ou W est donné par

J/(t)=/t mqs—(ls—)ds, (1.4.7)

avec s
&(s) = TR, G (=)
T2

et Ry = min(|T,; ).

Des décroissances explicites seront données au paragraphe suivant,.

Remarque 1.4.2. Ce Théoréme reste valable pour f = 0 et g vérifiant les
hypothéses précédentes (cas d’un seul feedback frontiére). Il en est de méme
pour un seul feedback distribué, c’est a dire Ty = @ et f satisfaisant les
hypothéses précédentes.

Introduisons les constantes suivantes :

n

Ry = max(} (zx —zo)’)'/?,

e} =1
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n

~ et Ag les plus petits nombres réels positifs tels que, pour tout u € (Hp (2))

on ait
/ |u|?dT < 7 (/ o(u) : e(u)dr +/ a]ul%if‘) , (1.4.8)
I Q Iy
et
||u||?L2(Q))n < A (/ o(u) : e(u)dr +/ a|u]2df> (1.4.9)
0 Ty
respectivement.

Pour démontrer le Théoréme 1.4.1, il nous suffit de vérifier les conditions
suffisantes du Théoréme 1.3.3, autrement dit que le systéme linéaire associé
a (1.1.3) est exponentiellement stable. Ce systéme a la forme :

(v — divo(u) + aVe + u' = 0 dans @,
0" — A0 + Bdivu’ = 0 dans@,
7} = 0 surk,
(1.4.10)
U = 0 osur Xy,
o(u) v+au+u = 0 sur X,
L u(.,0) = ug, v(,,0) =uy, 6(,0) =06 dans .

On rappelle que ce systéme est dissipatif, son énergie définie par (1.1.8)
satisfaisant

E(T) - E(S) = —%/ST/Qwo\?d:Edt (1.4.11)

T
- / |/ (t)|* d Tdt
S o

T
- / / [ (¢)]? dzdt < 0,
S Q

pour tout S et T avec 0 < 5§ < T < o0.
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Pour utiliser les résultats du paragraphe 1.3, nous allons introduire les
opérateurs A, et Iy associés & notre systéme (1.4.10). L'opérateur A, sera

défini sur
V= (HL ) % (HE)" x HY(©)

par
A1® = (—v, Au + aV0, fdivv).

De méme, eu égard aux feedbacks utilisés dans (1.4.10) et aux identités
(1.3.11) et (1.4.11), nous allons faire le choix

U = (LX(T2))" x (L*(Q))" x (L))"

et définire les formes
Iy :V—U

(u,v,0) — (yjry, v, V)
et Ty de V dans V' par

< Ty(u,v,0), (u*,v*,0%) >= (Iy(u,v,0), Iy(u*,v*,67))

= / v-v‘dF+/v-v‘dx+g/VG-V@*dw.
Iy 9] /8 Q2

Pour établir la stabilissation exponentielle du systéme (1.4.10), nous allons
montrer que la paire (—A;,Zy) vérifie I'estimation de stabilité (voir Théo-
réme 1.3.1).

Commengons par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 1.4.1. Soit (u,0) une solution forte de (1.4.10) et la fonction M
définie par
M(u) =2(m-V)u+ (n—1)u.

Alors, pour tout t > 0, il eziste une constante positive 7 telle que

HM(U)H?L?(Q))n <nE(t).
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Preuve du Lemme 1.4.1 : Par une intégration par partie, on a

1M @)y = / [120m - V)uf? + (r = 1)l + 4ln — Du - (m - Vuldz

/QHZ(m Vu* + (n = D¥ul* + 2(n - I)m - V(|ul*)]dz

- /[|2(m-V)u12+(1—n2)1u|2]dz+2(n—1) m - v[ul?dl
0 s

< 4R§/ |Vul*dz + 2(n — 1)/ m - v|u|*dl.
0 s

On conclut avec 'inégalité de Korn . n

Lemme 1.4.2. I eziste une constante strictement positive constant C telle
que pour tout € € (0,1) et tout T > 0, on ait

T C T
/ / afuPdrdt < SB(0) + ¢ / E(t)dt.
0 JIy € 0

Preuve du Lemme 1.4.2 : On procéde comme dans [2]. Pour ¢ > 0, on
considére la solution z = z(t) de

div(o(z)) = 0 dans £,
(1.4.12)
z=mu surl.

Cette solution est caractérisée par z = w + u ot w € (H}{Q2))™ est "'unique
solution de

/a(w) te(v)dz = —/o(u) ce(v)dzs Vv € (Hy(Q)™
Q Q

Cette identité implique

/ o(2) : e(w)dz =0 Vo € (H(Q)™ (1.4.13)
Q
En posant v = z — u dans ’identité précédente, on a
/U(z)  e(w) dz = / o(2) : e(z) dz > 0. (1.4.14)
Q Q
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Montrons maintenant que z vérifie
/Qf czdr = — /F z-(o(vp)v)dl, Yf e (LEHQ))", (1.4.15)
avec vy € (Hy(Q))" 'unique solution de
/Qa(vf) ce(w)dr = /Qf -wdz,Yw € (Hy ()™

A partir (1.4.13) et de la propriété o(2) : e(v) = o(v) : €(z) (conséquence de
I'hypothése a;jx = axs;), on peut écrire

/Qa(vf) ce(z)dr = 0.

Par la formule de Green, on déduit que

- / divo(vy) - zdz + /z (o(vf)v)dl' =0,
Q r
ce qui prouve ’égalité (1.4.15) avec divo(vs) = —f.

Si on pose f = 2 dans I'identité (1.4.15), on peut écrire

A |z|%dx = - /Fz - (o(v,)v)dr.

Avec les conditions z = u sur I" et u = 0 sur [';, on obtient par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

/Q |22dz < [lull sy llo @)Vl (1.4.16)

La frontiere " étant de classe C? on a, par un résultat de régularité classique,
v, € (H%(2))" et 'estimation

lvellmzeae < Kllzllzey,

avec K une constante positive. Cette estimation et les propriétés des traces
donnent

llo(v:)vlieeamy < Killzlliz@yns
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ot K, est une constante positive. Si on insére cette estimation dans (1.4.16)

on arrive a
/ |z|%dr < Co/ |u|?dT, (1.4.17)
23 Y

C, étant une constante positive. En remplagant u par v/, on a 2’ solution de
(1.4.12) et 'estimation

/|z < G [ fulfar (1.4.18)

Pour 0 < 7" < o0, on pose

QT = Q X [07T]7
ZT =T x [O,T], ZlT = Fl X [O,TJ, EQT = ET \ EIT-

On multiplit la premiére identité du systéme (1.4.10) par z et on intégre par
partie sur Q7. On obtient

/ z2(u" — div(o(u)) + aVl + u') dzdt = 0.
Qr

En appliquant la formule de Green et en tenant compte des conditions aux
bords dans (1.4.10) et dans (1.4.12), on a

/ (2u" +0(2) : e(u) + @2V + u'z) dzdt
Qr

+/ u(au + u')dE = 0.
or

On intégre par partie par rapport a la variable ¢ puis on utilise (1.4.14), pour
obtenir (on tient compte de la propriété o(z) : €(u) = a(u) : €(2))

/ alul’dy < —/ uu’dZ-l-/ 2'u' dzdt
ar Lor Qr

— a/ zVHd:z:dt——/ u’zdmdt—/zu'ﬁ;.
Qr Qr Q
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Soit €y > 0 fixé. En utilisant I'inégalité de Young et (1.4.11), (1.4.17), (1.4.18)
on peut estimer les différents termes du membre de droite de 'inégalité pré-

cédente de la maniére suivante :

1
—/ uw'dY < 50/ |u|2d2+—/ [u'|* ds
Zor ot 4eg Zor

T
1

260'72/ E(t)dt + 4—E(O),
0 €0

IA

1
—/ Zu dzdt < 50/ || drdt + —/ |2'|? dxdt
Qr QT g0 Jor

T CO
< 2%, / B(t)dt + £ E(),
0 €0

a2

—/ aVl.zdrdt < — |V6|2dmdt+60/ |22 42
Qr g0 Jor Qr

IN

af . [T
— E(0) + 26¢Cyy / E(t) dt,
4eo 0

1
/ Wzdrdt < 60/ |2|? dzdt + — |u'|* d%
Qr Qr deo Jor

A

T
1
£oCor? / E(t)dt + — E(0),
0 450

/zu'|OTd:z: < 4(1 + Cyy?) E(0).
Q

En regroupant ces différentes estimations, on achéve la preuve du lemme en
posant

(3
T T2+ 30
et s 3
(8%
C= (5 + 70 + HAL+ Cov*))(27* + 2+ 3C?).
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Preuve du Théoréme 1.4.1 : On multiplit d’abord la premiére identité de
(1.4.10) par

M(u) =2(m-V)u+ (n—-1)u

et on intégre par partie sur Q7. Il vient :

/ u' - M(u)dzdt = (v, M(w))|3 — / m - vju'|2dE + / [u'|? dzdt,
Qr ar Qr

/ divo(u) - M(u)dzdt = / [(o(w) -v)  M(u) — (m-v)o(u) : e(u)]dE
Qr Zr
_ / o(w)  e(u)dzdt
Qr
+ mpap(aijk,)e,-j(u)ekl(u)dxdt.
Qr

En combinant ces deux identités et en tenant compte des conditions aux

limites dans (1.4.10) ( qui impliquent en particulier gu gt
BIk 81/

Vi sur ElT);
on obtient

2/OT E(t)dt = -(u’,M(u))|§+/E

— o VOM@dzdt+S [ 6 drdt
Qr 'B Qr

+ /E [(c(u)v)M(u) — mwvo(u) : e(u)]dS

(m - v |? + alul?)dE — / u'M(u) dzdt

2T Qr

+ mpép(aijk[)si,~(u)5k[(u)d:z:dt.
Qr

Cette identité sera reécrite
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ol

Il = —(UI,M(U))’g,
I, = / (m - v||* + alu|?)dZ,
Eor
I; = —/ ' - M(u) dzdt,
Qr

L = o [VO-Mwdzdt+ %6 dxdt,
Qr '8

. [(o(w)v) - M(u) —m - vo(u) : e(u)]dE,

o
1

Iy = MpOp (@it )€:5 (w)eri (w)dzdt.
Qr i

Nous allons maintenant estimer les différents termes /.

Pour t > 0 et € > 0 fixés, on a
! ]' / E
/QU (t) - M(u)(t)dx < %HU ON7zagayn + §||M(U(t))”?m(n))n-

Par le lemme 1.4.1 et I'identité (1.4.11), on a l'existence de deux constantes
positives k; et k3 telles que

I <k E(0)
et T |
k
13 S —3' fu’|2 d.’):dt + k3€/ E(t)dt
€ Joy 0
De la méme maniére, par le lemme 1.4.2, il existe une constante positive kj
telle que

T
L<Ry| [P+ / auPdS < Ry | |fHdE + %E(O) be / E(t)dt.
Yot Zor 0

Lor

En appliquant la formule de Young et en tenant compte de (1.4.2) on a, de
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par la définition des constantes Ry et A,

20 132 22
L < a—(li/ |V9;2+e/ (u|2+0‘——°/ |V0|2+e/ Vu?
4e Qr Qr € Jor Qr

a
+ = 0 dzdt,
5 QTV |
—1)2 2 : 2
< (2L Ty [ SvoP e [ [ + 1Vl dea
4e € QT/B Qr
< [aﬁ(n 1) +aﬁR0 + 2 g|v9|2+gk4/ E(t)dt
4e € QT’B 0

T
< KE@©) + ks / Et)dt,
0
ol k4 et kj sont des constantes positives.

Nous allons estimer le terme I avec I'utilisation de coordonnées locales [2).
En tout point z € T', on considére la projection orthogonale m(z) sur I’hy-
perplan tangent T,(I"). Tout vecteur v :  — R™ se décompose en

v(z) = vr(z) + v (z)v(z),
ot vr(x) = w(x)v(z) est la composante tangentielle de v et v, (z) = v(z)-v(z).
En notant Or(resp. d, la dérivation tangentielle (resp. normale) a T', on écrit
la différentielle de v :

dv = n(0rv)m + v,(0rv) + (Brvr)V + V(Orv,) + 7 (Orv) + (O,v,)T

sur I', ot T désigne le vecteur transposé de v.
Le tenseur de déformation se décompose de la maniére suivante :

e(v) = er(v) + veg(v) + es(V)T + €, (V)vw  sur T,
avec

er(v) = n(8rvr)m + wOrvrm + 20,071,
es(v) O,vr + Vru, — (Orv)ur,
e(v) = 0Ou,.
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De la méme maniére le tenseur de contraintes se décompose en

o(v) = or(v) + vos(v) + os(v)T+ o, (v)vv  sur T,

ot or(v) est un endomorphisme sur 'hyperplan tangent, og(v) un vecteur
tangent et 0,(v) un scalaire.

En définitive, on peut écrire

e(v): e(w) = ep(v): er(v) + 2les(v))* + e, (v)|*? sur T,

o(v): e(v) = or(v): er(v) + 205(v)es(v) + o, (v)e,(v) sur T.

On rappelle que la proposition 1 de [2] établit P’existence d’une constante
C > 0 telle que

/,VTUTf2dF S C/(IUTl2+ET(UT): ET(’UT)) dF,V’UT S HI(F)H_I. (1419)
r r

La condition de Dirichlet sur I'; donne

M(u)=2(m -V)u=2m-vdu, er(u)=0, 2es(u)=20,ur,
et par conséquent

(o(wv) - M(u) = 2m-v(os(u)dur +o,(u)du,) sur Ty,

et

o(u): e(u) = os(u)dur +o0,(u)du, sur T.

ces deux inégalités conduisent &

A ((e(u)r) - M(u) —m-vo(u): e(u)) dl’ = i m-vo(u): e(u)dl.

Comme m - v < 0sur I'y et o(u): e(u) > 0, on déduit que

/ ((o(w)v)M(u) —m-vo(u): e(u)) dI < 0. (1.4.20)

'y
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En vertu des conditions au bord sur I'y, on peut écrire

/Fz(d(u)V)-M(U) dl' = — /r; 2(au+u')-(m-V)u dF—(n—l)/ u-(au+u')dl .

Iy

Cette identité, combinée a 'estimation (1.4.20) et I’hypothése (1.1.4) donne

I5

IA

C A (Jul* + |v'|?)d) (1.4.21)
- /T/ 2(au + ') - (m - V)udl dt
- k5/0 /r (er(w): er(u) + 2les(w)|* + |e.(u)|?) dT dt.

ou C est une constante positive suffisament grande et k£ une constante positive
telle que m - v > k > 0 sur I'5. On estime d’abord le terme

T
Ilz/ /2au-(m-V)udth.
s Jr,

On remarque que u-(m-V)u = im-V(|u|?) et en écrivant Vu = Vyu+v(d,u),
on obtient

1
u-(m-V)u= §VT(|u|2) -mr + myur - (Byur) + myu,(d,u,) sur [y.

Par la formule de Green, on a

[ @y mrar = — [ uldivr(ame) ar,
Iy T

et par conséquent
|/ aVT(|u|2)-deI‘| SC/ ]u}2dF.
s I,

En utilisant I'expression de eg(u), on peut écrire
m, ur - Qur = myur - (2e5(u) + (Orv)ur — Voru,) sur [s.

Par I'inégalité de Young, on a

| [ dam, ur-es@ar| <0 [ Jes@dr+ S [ furfar.
2 Iy 9 r;
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T

pour tout & € (0,1) (qui sera choisi ultérieurement). De méme, une applica-
tion de la formule de Green donne

/ am,ur - Veu, dll = -/ u,divy(am,ur) dl’
FQ PZ

= —/ am, u,divpur dl’ — / u, Vo(am,) - urdl.
FQ FZ

Par l'estimation (1.4.19) et une réapplication de l'inégalité de Young, on
obtient

C .
| 2am, ur - Voru, dF‘ < 9/ er(ur): er(ur)dl’ + rl |u|”dI.
Iy | s

Les termes restant sont aussi estimeés a I'aide de I'inégalité de Young et on a
T
nl < 6 / / (18,1, + er(ur): er(ur) + les(u)[?) dT di1.4.22)
0 Jry
C T
+ = / |u|? dT" dt .
0 Jo Jr,
Ensuite on estime le terme

T
T, =/ / 2u' - (m - V)udl dt.
0 |

L’expression du gradient en coordonnées locales donne

u-(m-Viu = up- (Orur)mr + (woup — ulur) - (drv)myr
+ u,mr-Vru, + m,(up - dur +u,(d,u,)) sur Ty.
Les seules difficultés sont pour les termes u,mr - Vru, et m,uf - ,ur, les
autres sont estimés avec |'inégalité de Young.

Pour le premier, en utilisant les cartes locales, la partition de I'unité et ’ana-
lyse de Fourier (voir [2] pour les détails) , on montre que

T T
|/ / u:,mT . VT'LL,, dth‘ S C [”uu“?{)/2(I‘2):| .
0 2 0
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Par la formule définissant I'énergie, on obtient
T
| / / iy - Vo, dU dt| < CE(0).
0 Jre

Pour le second terme, on utilise 'expression de €g(u) et on a
myur - ur = muuy - (2¢s(u) + (Orv)ur — Vru,)  sur Ty

Les deux premiers termes sont estirnés par 'inégalité de Young. Pour le
dernier, une intégration par partie donne

T T
/ m, up - Vou,dldt = { m, ur - Vru, dI‘}
0o Jr, Ts

0
T
+ / / di’UT (ml, ’LLT)UL dl’ dt.
0 2

Pour le dernier terme, avec I’estimation (1.4.19), on a

T T
’/ / divy{m, ur)ul, dI‘dt’ < 0/ / er(ur): ep(ur)dl dt
o Jr, 0 Jr,

C T 2 12
+ = (Jul? + |u/|*) dT dt.
0 Jo Jr,
Il reste & estimer frz myup(t) - Vou,(8)dl & ¢ = 0 ou T. Pour cela, on
considére ¢ € H'(T';) solution de
C - AT< = di’UTUT(t) on FQ.

Comme divpur(t) est dans H~Y2(T;), ¢ est dans H3/2(T,), et en plus on a
I’estimation

(<l 72 0y < Clldivrur)| g-1/2ryy < Cllur ()l grirery)- (1.4.23)

Notons qu’avec formulation variationnelle de ce probléme on a

<N (ray < Cllur @) || L2ry)- (1.4.24)
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Par la formule de Green et la définition de ¢ il vient

myur(t) - Vru,(t)dl = /Fu,,(t)divT(m,,uT(t))dF

2

/ u,,(t)uT(t) : vau dar’
P
- / (), C T + / wy (£)my A dT.
I Iy
En utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz et estimation (1.4.24), on obtient

’/ u,(t)Vrm, - uT()dF+/ u, (t) m,,(dF‘<C’ [u(t)|*dr.
T2 I'2

Iy

Finalement, avec le fait que 'opérateur —Ar est non négatif et auto adjoint,
on peut écrire

—/ uu(t)muATCdF=/ (= A7) Y4 (u, ()m, ) (~Ar)¥4¢ dT,
Ty r,

et par I'inégalité Cauchy-Schwarz et I’estimation (1.4.23), on a

| [ wtmsacar| < Clutgmlmmeal€lasnes
13

IA

C“U”fql/:’(m)-

Par les propriétés des traces et la définition de I’énergie, on obtient

| m, up(t) - Vo () dU| < CE(t).
I

Finalement on arrive a

T
| < 9/0 /F (er(ur): er(ur) + les(w)]® + [O,w|?) dT d¢1.4.25)

9 T 2 12
+ 5 [ [+ wrara o),
0 I's
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pour tout 6 € (0,1). Les estimations (1.4.22), (1.4.25) et (1.4.21) conduisent
a

Is

IA

; uf* + fu'f? 4.26
k (E(0)+/22T(| >+ |)dth> (1.4.26)
+ 20/ / (er(ur): er(ur) + |es(w)* + |Byuy|*) dT dt

0o Jr,
— ké/ / (€T(u): ET(U)+2|55(U)|2+|aVuV|2) dCdt .

pour tout # € (0, 1) et pour une certaine constante ks > 0.
En faisant le choix 8 < kd/2, on arrive & I'estimation

Iy < ks(E(0) + / (Juf? + [/ P)ds).

Zor

Avec le Lemme 2.3.2, on obtient
kG 12 T
€ Sar 0
avec kg > 0. En tenant compte de la definition de +,,, on a
T
o< [ E()at
0

En regroupant le tout, il vient

ks + kg

T
2/ Et)dt < (k;+ + ks + k3 ) E(0)
0

+ (E;Jrks‘i‘Ro)[/

Zor

T T
+ s(2+k3+k4)/ E(t)dt+fym/ E(t)dt.
4} 4}

|u'|2d2+/ |v'|? dzdt]
Qr

Finalement, en choisissant

€ €]0,(2 — vm)/(2 + k3 + kq)|
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et en posant
B 4 ks + Ry kR 4k
2~ Ym — €2+ k3 +ky)’ 2 — Ym —(2+ ks + ky)’

Clz 2 =

on conclut que

/TE(t) < CoE(0) + Cy( |u'|2dz+/ [u/|? dzdt). (1.4.27)
0 Qr

Zor

Cette estimation peut étre étendue aux solutions faibles par un argument de
densité. Dans le formalisme du paragraphe 1.3, 'estimation (1.4.27) signifie
que la paire (—A;,Zy) vérifie estimation de stabilité. On conclut donc par
le Théoréme 1.3.3 (Voir aussi Théoréme 5.3 de [23] et tThéoréme 2.1 de [10]).

1.5 Exemples

1. Si f = 0 et g satisfait (1.1.5), (1.1.6), (1.2.4), (1.4.3), (1.4.4), ainsi que

z-g(z) 2 colzP*, Viz| < 1, (1.5.1)
l9(z)| < Colz|*, Viz| < 1, (1.5.2)

ol ¢y, Cy sont des constantes positives, a € (0,1] et p > a. Alors g vérifie
(1.4.5) avec

ptl

G(z) = 2T et qg= 1.

Si p = a = 1 on obtient les mémes décroissance que dans le Théoréme 2.3 de
117].
Sip+12>2a,alors¥~(t) =t

T=¢ et on obtient une décroissance de ’ordre

2
t p+1-2a

2.81 f =0et g(é) = exp(—m%p),—fﬁ pour |£| assez petit et p > 0, alors
par 2.4 de [6], (1.4.4) est vrai avec

C
|log |7

G(z) =
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et C une constante positive. On obtient

C
E(t) < -
| log ¢[»

3.51 f =0 et g(§) = exp(— exp(1/|§|2”))|—€% pour |£| assez petit et p > 0.
on prend

G(x)=—c—7
|log [ log z||?
C>0etona o
E(t) <

~ | log|logt(]*
Remarque 1.5.1. Le Théoréme 1.4.1 est aussi valable pour le cas isotrope (voir

[24])

(u” — pAu — (A + p)Vdivu +aVé + f(u') = 0 dans Q := Q x RY,
0" — A6 + Bdive’ = 0 dans Q,
6 = QsurX =TI xR*T,
u = QsurX; =T xR*,
Ju .
ua + (A + p)vdivu + g(u') = 0 sur &, = [y x RY,
u(+,0) = ug, v'(-,0) =1, 6(-,0) =6 sur §2,

\

ce qui étend les résultats de [17].
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Chapitre 2

Structure vibrante
pluridimensionnelle

2.1 Modéle de couplage

Dans ce chapitre, €2 désigne un ouvert borné non vide de R*,n > 1, avec
une frontiére I" de classe C?. Comme dans le chapitre 1, on fixe £ € R™ et on
définit la fonction m(z) = z — xp; ot z € R™ et les sous ensembles suivants
de la frontiére I" (voir figures FIG.2.1 et FIG.2.2) :

Fo={z €l :m(z) v(z) <0}, (2.1.1)
I'v={z el :m(z) v(z)> 0} (2.1.2)
On fixe un sous ensemble ouvert ~ de I'y définis par
7= {ueT/m(z) vz) < ~ag <0}

ou ap > 0 et on note

Dans tout ce chapitre, on suppose que mes(I'p > 0), mes(I'y > 0) et

mes(y > 0).

On considére une poutre unidimensionnelle w de longueur ! attachée a Q
en un point a € <y et orthogonale & I". On représente chaque point de w par
son abscisse s de telle sorte que ’on puisse écrire

w={a+sv(a):0<s<l}
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F1G. 2.1 - Un exemple de couplage pour n= 2

La dérivation suivant le paramétre s sera notée O. En fin, on introduit un
nombre réel positif « et une fonction @ définie de y vers R™ de classe C* a
support compact et telle que 8 # 0.
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2.2 Existence de solution
On définit les espaces de Hilbert suivant :

H o= (LAQ)" x L*w),

i

H}D(Q) {ue HY(Q); u =0 on [p},

V = {(u,v) € (H}, ()" x H*(w); u = 0v(0) sur v et Sv(0) = 0}.

L’espace V est munie de la norme :

I v)ll? = / o(u) : e(u)dz + / p(0%v)%ds,

w

ou
o(u) : e(u) = oij(u)ey;(u)

Théoréme 2.2.1. Pour des données initiales ((ug, o), (u1,v1)) € V X H, le
systéme (2.1.4) a une unique solution (faible) (u,v) vérifiant

(u,v) € C*([0, 00); H) N C([0, 00); V). (2.2.1)

Preuve : On réduit le systéme (2.1.4) a une équation d’évolution du
premier ordre. On définit les opérateurs

A:V—V et B:V+—V

par

< A(u,v), (u*,v*) >y = /a(u) :s(u*)dw+/p821)82v‘ds,
Q

w

< B(u,v), (u*,v") >yy = m - vu - u'dl + av(0)v*(0).
Y

Soit (u*,v*) un élément de V. On multiplit la premiére équation du systéme
(2.1.4) par u* et on intégre par partie sur 2. Avec les conditions aux bords
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sur I'p et T'y, on obtient
0 = /[u” — div(o(u))] - u*dz
Q
= /u" ‘utdr — /(U(u) ‘v)-utdl + / o(u): e(u*)dr
Q r Q

= /u” ~utdr + / o(u) : e(u)dz + m - vy - utdl
2 I'n

Q
- [[o(u) v} -u*dl.

5

De la méme maniére, on multipl@a seconde équation de (2.1.4) par v* et on
intégre par partie sur w. [l vient

0 =/[v”+pa4v]v‘d3 = /v”v*ds +/p52v82v‘ds
+ [pP0v’o + [p8*0dv’]
= /v”v'ds + / pd*v0*v*ds — pd3v(0)v*(0).

En sommant ces deux identités et en tenant compte des conditions de trans-
mission sur <y, on obtient

(v, v)" + A(u,v) + B(u/,v") = (0,0) dans V',
On introduit maintenant les opérateurs définis sur V' x V par

A((U,U), (utfvt)) = (('—ut’ —’U*), A(ua v)),

B((w,v), (w',v")) = ((0,0), B(u",v")).

En posant
X = ((u,v), (u',v"))
et
A=A+ B, (2.2.2)
on réduit le systéme (2.1.4) a
X + AX =0,
(2.2.3)

X(O) = ((U07 UO)v (uh vl))'
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Lemme 2.2.1. Sous les hypothéses précedentes, l'opérateur A défini sur
H x H par (2.2.2), de domaine

D(A) = {((»,v), (u*,v")) € V x H : (—div(c(u)),d"'v) € H,
o(u) - v+m-vu" =0 sur [y,

pd*u(0) + av” /[a - 8dl’ = 0,
0v(0) = 0°v(l) = &%v(l) = 0}
est mazimal dissipative. De plus D(A) est dense dans H x 'H.

La preuve de ce lemme est identique & celle du lemme 1.2.1 du chapitre
1 (voir aussi lemme 3.2 de [17]).
Par la théorie des semi groupes [?] et [32], on a le Théoréme 2.2.1 n
R

Remarque 2.2.2. Pour des données initiales ((ug,vo), (w1,v1)) € D(A), le
systéme (2.1.4) a une solution unique forte (u,v) vérifiant

(u,v) € C*([0,00); H) N C([0, 00); V) N C([0, 00); D(A)). (2.2.4)

2.3 Stabilisation

L’énergie du systéme (2.1.4), définie par

= -;-/Q {|u’|2 +o(u): s(u)}d:c + %/w {Iv'l2 + p|32v(2}d$- (2.3.1)

est décroissante. En effet, un calcul simple montre que

E'(t) = - m - vu' ()]2dl — v’ (0, )2 (2.3.2)

'n

Si [y NTp # B, on supposera que le systéme élastodynamique dans §2 est
réduit au cas isotrope, précisement on a

o(u) = 2ue(u) + Mdivul,,

ol A, 1 > 0 sont les coefficients de Lamé et I, la matrice identité de R™.
On aura besoin de supposer que (cf. [4]) C := CxyNTp est une (n —2) variété
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de classe C? telle qu’il existe un voisinage €' de C tel que [' N Q' soit une
(n — 1)-variété de classe C3.
Si 7(z) est le vecteur unitaire normal le long de C, on fait I'hypothése

m(z) - 7(z) < 0,Vz € C.

On fera en outre I’hypothése suivante :

(H) : St le paramétre o est nul, la fonction 8 vérifie
(é + /m V|0(z)]dr) < 0 (2.3.3)
v

et que la propriété de prolongement unique est vraie pour l'élasticité aniso-
trope dans Q ( st a est différent de zéro, il y a pas d’hypotéses supplémen-
taires).

On a le théoréme suivant, qui donne le type de décroissance de |'énergie
du systéme (2.1.4) :

Théoréme 2.3.1. On suppose que 'hypothése (H) est vraie. Alors il eziste
deuz constantes positives M et § telles que I’énergie de la solution de (2.1.4)

satisfasse
E(t) < Me™, Vvt > 0. (2.3.4)

On déduit de (2.3.2) que

T
E(S)—E(T):/S [ A m - v|u'(t)2dz + av'(0, )] dt, (2.3.5)

pour tous S et 7T tels que 0 < S < T < oo.

On introduit u la plus petite constante positive telle que, pour tout
u € (HE, ()" on ait

/1" |u|*dT SMQ/QU(U) s e(u)dz. (2.3.6)

De méme, pour un réel T positif, on pose
Q = Ox(0,T)¢g=wx(0,7)
Y = I'x (O,T), ZD = FD X (O,T), EN = FN X (OT)

On démontre d’abord les lemmes suivants :
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Lemme 2.3.1. Soient (u,v) une solution forte de (2.1.4), M et N les fonc-
tions définies par

M(u)=2(m-V)u+ (n - 1l)u

et
N(w) =2(s —1)0v — v.

On a les estimations suwantes .

M @) 2@y < CE(),Vt >0,
et

INW)(t)32y < CE(t),Vt >0,
ot C > 0 est une constante independante de (u,v).

Preuve du Lemme 2.3.1 : Par integration par partie, on a
||M(u:|||?L2(Q))n = /Q[IQ(m Vul2 + (n—1Dulf +4(n - Vu - (m- V)u]dr
= /[|2(m -V)ul? + (n = 1)ul> + 2(n - 1)m - V(|u|?)]dz
Q

= /[|2(m V)ul2 + (1 = n?)|u)fldz + 2(n — 1) / m - v|u|*dl
Q r

IN

433/ Vul2dz +2(n — 1)/m~z/|u|2dI‘.

Q r

On conclut avec 'inégalité de Korn, I'p étant non vide.

De méme, pour la seconde estimation, une intégration par partie donne
||N(v)(t)||ig(w) < 4/(5 - 1)%(0v(s, t))?ds + 3/ v (s, t)ds — 21v%(0, t).

Par l'inégalité de Poincaré, on a

/(av(s,t))zds + / v?(s,t)ds < C'(/(@%(s,t))2 ds +v*(0, t)).

w w

Ces deux inégalités donnent

|(N(v)(t)|(ig<w) < C(E(t) +v*(0,1)). (2.3.7)
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L’hypothése 6 # 0 et la condition de transmission u = ¢v sur v impliquent

1
/ g%dr 7
N

et par l'inégalité de Korn on obtient

Juf%dT,

v?(0,¢) <

v%(0,1) < c/ o(u) : e(u)dl’ < CE(t).
Q

Cette estimation et (2.3.7) achévent la preuve du lemme. "

Lemme 2.3.2. 57 a > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
e €(0,1) et tout T > 0, on ait

T T C T
// |u|2drdt+/ Iv(O,t)|2dt§—E(0)+E/ E(t)dt.
0 Jry 0 € 0

Preuve du Lemme 2.3.2 : La démarche est la méme que dans le lemme
1.4.2. Pour t > 0, on considére la solution z = z(t) de

div(o(z)) =0 dans Q,
(2.3.8)
z=1u surl.

Cette solution est caractérisée par z = w + u ot w € (H}(Q2))™ est l'unique
solution de

/ o(w) : e(v)dz = — / o(u)  e()ds VYo € (HAQ))"
Q Q

Cette égalité veut dire aussi que

/ o(z)  e(w)dz =0 W € (HAQ))™. (2.3.9)
Q
En prenant v = z — u dans cette identité, on déduit que
/o(z) ce(u)dr = / o(z) :e(z)dz > 0. (2.3.10)
Q Q
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I1 est claire que z vérifie (voir Lemme 5.2 de [10])
/Qf - zdr = — /Fz (o(vp)v)dl, Yf e (L), (2.3.11)
ou vy € (HJ(£2))™ est la solution unique de
/Qa(vf) e(w)dz = / f-wdz,Yw € (Hg(Q))™.

Dans l'identité, (2.3.11) en prenant f = z, on peut écrire

/|z| d:c——/ (o(v)v)dT"

Avec les conditions aux limites 2 = usur 'y, 2 =u=0surT'pet z =u = 6v
sur v, on obtient par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

| s < Gl + 100 0Dl @l (2312

La frontiére I" étant C?, on a v, € (H%(Q2))" et de plus
vzl a2 < Kllzllz2@)»

pour une constante positive K.
Cette estimation, combinée aux propriétés classiques des traces donne

llo(v)vll 2y < Killzll 2

K, étant ure constante positive. Si on insére cette estimation dans (2.3.12),
il vient

/ 122z < C(/ u[2dT + [v(0, )|?). (2.3.13)
Q

Y
Comme 2’ est solution du probléme (2.3.8) avec condition au bord ' ( au
lieu de u), les arguments précédants donnent

/ |2/2dz < C( / |/ |2dT + |0/(0, ) |2). (2.3.14)
Q Iy

De la méme maniére, pour ¢ > 0, on considére la solution w = w(t) de

d*w =0 dans w,
(2.3.15)
w(0) = v(0), dw(0) = dv(0) = 0,0*w(l) = Bw((l) =0
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Cette solution w se décompose en w = w; + v ol wy € W et est la solution
unique de

/82w182kds = —/82v82kds, Vk e W, (2.3.16)
I’espace de Hilbert W (avec sa norme naturelle ) étant défini par
W = {k € H*(w) : k(0) = 9k(0) = 8%k(l) = 8*k(l) = 0}.

Cette identité entraine

/6‘2w82kds =0 VkeW, (2.3.17)
et en prenant £ = w — v on déduit que
/ 0*v0*w = / (0*w)*ds > 0. (2.3.18)
Notons que w vérifie
/gw ds = —w(0)8%k,(0), Vg€ L*(w), (2.3.19)

ol k, € W est 'unique solution de
/azkgazk ds = /gk ds, vk € W.
Dans l'identité (2.3.19), si on prend g = w, on peut écrire
/(wlzds = —w(0)3*k,(0),
et comme w(0) = v(0), on obtient
/|w|2ds < v(0,1)]]8%k (0)[. (2.3.20)

Etant donné que k,, appartient & H*(w) avec I’estimation

“kw”H“(w) S I(*”w||L2(w)a
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pour une certaine constante positive K*, on obtient par les injections de

Sobolev
6%k, (0)] < K} llwl|2(w),

K7} étant une constante positive. Si on insére cette estimation dans (2.3.20)
on obtient

/|w|2ds < Clu(0,2)]. (2.3.21)
w' étant solution (2.3.8) ( on a remplacé v par v'), donc
/ lw'|*ds < C|v'(0,t)]. (2.3.22)

En utilisant I'inégalité de Korn et les Théorémes standards des traces ( ici

Ip#0)ona
/ |z|?dl" < C/ o(z) : e(z)dz.
Cyuy Q
Rappelons que z = u sur I'y et z = u = fv sur =, et donc
/ |u|2dT + |v(0,)]* < C/ o(z) : e(z)dz.
I'n Q
Ceci implique que

/r |u?dT" + |v(0,t)]* < C(/Q o(z) : e(z)dz + p/(azw)"’ds).
N w
En utilisant (2.3.10) et (2.3.18) on obtient
/F [uf2dT + [0(0, £)]% < O /Q o(2) : e(u)dz + p / o).
N w
Si on intégre cette identité pour ¢ € (0,7T), on trouve

T
/ |u|*dldt +/ [v(0,t)>dt < C(/ o(u) : e(z) dzdt + p/82v82w dsdt).
N 0 Q q

De méme, en intégrant par partie par rapport & la variable d’espace, on
obtient

T
/ |u|2dTdt +/ [v(0,¢)|* dt < C(—/ divo(u) - z dzdt + p/84vw dsdt
N 0 Q q
T
+/a(u)1/~zdf‘dt+p/ w(0,t)8%v(0,t) dt).
by 0
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Comme z = u sur Ly, z = 0 sur Zp, 2 = 6v(0,t) sur v x (0,T), et
w(0) = v(0,1), les conditions aux limites sur Ly et sur v x (0,T) pour u
nous permettent d’écrire

/ o(u)y - zdl'dt = m - vu'udldt
z

En

— /TU(O, t)(pd*v(0, t) + av'(0,1)) dt.

Cette identité, combinée a (2.1.4), donne

T
/ |u|?dl’ +/ [v(0,8)|* dt < C(—/ u" -z dzdt — /v”w dsdt
Sn 0 Q q

T
+ [ mvudldt - a / 0(0, )0/ (0, t) dt).
Y ]

On intégre maintenant par partie par rapport au temps, il vient

T
/ |u|?dl +/ [v(0,t)|* dt < C(/ u' - 2 dzdt + /v'w' ds(2.3.23)
SN 0 Q

q
—/zu'|g—/wv'|0T
Q w

T
+ m - vu'udldt — a/ v(0,£)v'(0, t) dt).
0

N

On fixe un réel g5 > 0. Si on utilise plusieurs fois (2.3.5), (2.3.13), (2.3.14),
(2.3.21), (2.3.22) et 'inégalité de Young, on peut estimer les différentes inté-
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grales du terme de droite de I'inégalité précédentes de la maniére suivante :

1
m-vud'dy < Eo/ [u|?dZ + — m - v |*dE
N

Y 4eq SN

460
1
/z'u’dxdt < Eg/| ’|2dxdt+——/ || dzdt
Q Q deo Jo

u
T C
20 / E(t)dt + — E(0),
0 460

T
< QeO;B/ E(t)dt+—1——E(0),
0

<
T o
/w’v’dxdt < 260/ E(t)dt + —E(0),
q 0 450
- [l < a0+ i)
Q
- / wr'ly < CE(0),

A

€p

T 1 T T
_a/ (0, 1)v'(0, t) dt —a/ |v’(0,t)|2dt+so/ [v(0,1)|? dt.
0 0 0
1 T 2
< —E(0)+eo [ [v(0,8)]"dt.
€o 0

En utilisant ces differentes estimations dans (2.3.23), on a ’estimation voulue
par un choix approprié de ¢ . L]

Preuve du Théoréme 2.3.1 : Supposons d’abord que (u, v) est une solution
forte de (2.1.4). Si I'p NIy = 0, alors en multipliant la premiére identité de
(2.1.4) par

M) =2(m -V)u+(n—-1u
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et en intégrant par partie sur () on obtient :
0 = (u',M(u))lg—i—/ |/ dzdt — m - v|u/|*dZ
Q In
- / m - v|u'|Pds(z)dt
¥x[0,T]
+ /o(u) s e(u)dzdt
Q
— /[(o(u)u) “M(u) — (m-v)o(u) : e(u)|dX.
z
Si I'p Ny # 0, une application du Théoréme 4.1 de [4] donne
0 > (u,M@)F+ / |u/|? dzdt — m - v|u|2d%
Q
— / m - v|u[*ds(z)dt
'YX[O!T]
+ /a(u) : e(u)dzdt
Q
- /}:[(O(U)U) - M{u) — (m-v)o(u) : e(u)|dX.

De la méme maniére, on multiplit la seconde identité de (2.1.4) par N(v) et
on intégre par partie sur q. 1l vient :

T T
0 = 2/ /|v'|2—l/ 10/(0, ¢) Pt
0 w 0
+ /U'N(v)|g ds
? T T
+ 2/7/ /(azv)zdt+21p/ 330 (0,1)0v(0,t) dt
0 0 0
T
+ p/ %v(0, t)v(0, t)dt.
0
Ces deux identités (ou inégalitiés si [p N Ty # @) nous permettent d’écrire
T 4
E(t)dt < m-vid P+ Y I
| Bode< [ mow >
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ol

L = —/Q(u',M(umg—%/WN(U)U'IS,

L = /E . llo@w) - M@ - (m 1ol - elulas,

I = /7 X(O)T)m-ulu'IQdth—ké /O e

I - X;&ﬂuduW%ANUW-W%VWﬁﬂrdWWE—%PATWUWJWWJMt
Par le lemme 2.3.1 , on a

I, < CE(0).

Comme dans [2, 10] (voir aussi chapitre 1), le systéme de coordonnées locales
nous permet d’estimer I, par

bsﬂﬂ®+/UW+Wﬁ@)

Zn

La condition u = 6v sur v x (0,7T) dans le systéme (2.1.4) et ’hypothése
(2.3.3) nous permettent d’écrire

I = (é +/m . u|0(x)|2)/0Tv'2(O,t)dt <0

sia=0
l 2 T r T ”
I3 = (§+ m - v|6(z)|*) v°(0,t)dt < Ca v™(0, t)dt
¥ 0 0
sia > 0.

Aussi, avec la condition aux limites v x (0,7) dans le systéme (2.1.4) on
obtient

L = / (o()v) - M) = (m- Vo) : cw)ds  (2.3.24)
x(0,T)

/ - (o (u)v) - (0, t)dS

T
v'(0, t)v(0, t)dt.
0

N|R N+
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On estime I; de la méme maniére que [5 du chapitre 1. En utilisant les
systémes de coordonnées locales et les conditions aux limites sur v x (0,7)
dans le systéme (2.1.4) on a

o(u)v = os(u) + o, (u)v sur v x (0,7),

M(u) =2(m - v)0,u+ v (0)v(0,¢) sur v x (0,7,
pour une fonction vectorielle v;(6) (dependant 6 et du gradient tangentiel).

On a donc

a(u)v-M(u) = o(uw)vM(u)

= 2(m-v)(Gs(u) + o, (u)P)0,u + o(uw)v - v1(0)v(0,t)

]

2(m - v)(ds(w)d,ur + o, (w)Pd,u,)

+ o(u) : C1(0)v(0,t) sur v x (0,7,
pour une matrice Cy(8) (qui dépend aussi de 6 ). En d’autres termes, on a
o(u): e(u) = or(u): er(u) + 20s(uw)es(u) + o, (u)e, (u) sur v x (0, T),

et avec les conditions aux limites

o(u): e(u) = (ds(w)dur + o,(u)vd,u,)

+ o(u) : Co(6)v(0,t) on vy x (0,T).
Dés lors, on a

(c(w)v) - M(u) — (m-v)o(u) :e(u) = (m-v)o(u): e(u)

+ o(u) : C3(0)v(0,¢) sur v x (0,7).
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Si on insére cette identité dans (2.3.24), on obtient
I, = / (m-v)o(u): e(u)dL
¥x(0,T)
1
+ / [o(u) : C3(8) + =(o(u)v) - 6]v(0,t)dE
1x(0.T) 2
o [T
+ —/ v'(0, t)v(0, t)dt.
2 Jo
Par l'inégalité de Young, on a
I, < / (m-v)o(u): e(u)didt
vx(0,T)
C T
+ 6/ |a(u)|2d2dt+—/ [u(0,t)|? dt
¥x{0,T) € Jo
T
+ a/ [v'(0, t)|*dt, Ve € (0,1).
0

L’hypothése (1.1.4) nous permet décrire
lo(w)? < Cle(w)? < Colu): e(u).

Par conséquent, comme m - v < —ap < 0 on 4, en fixant € < C—;’Q, on obtient

I, < / m'ya(u):e(u)dzdt
OT) 2

T T
+ C/ |v(0,t:||2dt+a/ |v'(0,¢)|*dt.
0 0

Du fait que m - v < 0 sur +, on conclut que

T T
I, < C/ [v(0,8))* dt + a/ [v'(0, t)|2dk.
0 0
Ces estimations des termes I;,7 = 1,--- ,4 donnent

2/T E(t)dt < C(E(0)+ m - v/ |2dE + a/T [v'(0, t)|%d¢2.3.25)

ZN

T
+ [ upas+ce / 220, £)dt.
0

Iy
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Maintenant, on distingue le cas a > 0 et le cas a = 0.

Si a > 0, par le lemme 2.3.2 I'estimation précédente (2.3.25) devient

T T
2/ E(t)dt < C(E(0)+ m - v |dY + a/ |v'(0, t)|*dt)
0 e 0

C T
+ —E(0) + s/ E(t)dt,
€ 0

pour tout € > 0. En choisissant € assez petit, on arrive a l'inégalité d’obser-
vabilité

T T
/ E@®)dt < CEOQ)+ [ m-vp/dS+a / 100, £)]2d1)2.3.26)
0 0

En

Cette estimation reste vraie pour des solutions faibles grace & un argument
de densité. Dés lors, on peut conclure avec le paragraphe 1.3.1 du chapitre 1
( voir aussi le Théoréme 3.3 de [23]).

Si @ = 0, on va utiliser un argument de compacité.
Remarquons d’abord que l'estimation (2.3.25) et 'identité (2.3.5) donnent,
pour T > 0 assez grand

o[ m-vp2ds (2.3.27)
En

T
+ / |u|2d2+/ v?(0,t)dt).
Y 0

On fixe T' > 0 de sorte que (2.3.27) soit vraie. Nous établirons dans le lemme
2.3.3 l'existence d’une constante positice C(T") > 0 (qui dépend de T) telle
que

E(0)

IA

T
/ |u|?d% +/ v3(0,t)dt < C(T) m - v/ [2dZ. (2.3.28)
En 0 En

En fin, si cette estimation est vraie, I’estimation (2.3.27) devient

EO)<CT) [ m-v]ds,
En
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et par conséquent on a l'inégalité d’observabilité

E(T) < C(T) m - v[u'|*dx,
En

ce qui donne la décroissance exponentielle ( voir paragraphe 1.2.1 .

Il reste a prouver I'estimation (2.3.28) :

Lemme 2.3.3. Toute solution faible (u,v) de (2.1.4) vérifit (2.3.28) pour
une constante C(T') > 0.

Preuve du Lemme 2.3.3 : Supposons que (2.3.28) soit faux. Alors il
existe une suite (un, v,) de solution de (2.1.4) telle que

T
/ Iun|2d2+/ v2(0,t)dt = 1, (2.3.29)
EN 0

1
m - vju,|?dZ = ;,Vn e N. (2.3.30)
En

Avec Pestimation (2.3.27), cela veut dire que
En(0) < 2C(T),¥n € N,

ou E,(t) est 'énergie de la solution (u,,v,) au temps t. Comme 1’énergie est
décroissante, on a

T
./ Ea(t)dt < 2TC(T),¥n €N,
0

donc la suite (u,,v,) est bornée dans H'(Q)" x H?(q). Avec 'injection com-
pacte de H(Q)™ x H%(q) dans L*(Zy) x L*(0,T), on peut extraire une sous
suite ( qu'on notera aussi (u,,v,)) telle que

(tn, v,) — (u,v) faiblement dans H*(Q)" x H*(w), si n — of2.3.31)
(Un, v (0)) = (u,v(0)) fortement dans L*(Zy) x L*(0,T), si n — d.3.32)

Ce qui implique, avec (2.3.29) et (2.3.30) que (u, v) est une solution faible de
(2.1.4) et vérifie

T
/lW@+/v%ﬂﬁ=L (2.3.33)
N 0
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et
/ m - v|u'|2dE = 0,
N

ou de maniére équivalente
u =0 sur Zy. (2.3.34)

En procédant de la méme maniére que dans la Proposition 4.1 de [11], et
en utilisant Pestimation (2.3.27), on vérifit que I'espace Hr des solutions

faibles de (2.1.4) vérifiant (2.3.34) est de dimension finie. par conséquent,
2

avec I'invariance de Hyp suivant — si Hr n’est pas réduit & {0}, il existe un

nombre complexe A et une solution (u,v) # (0,0) de

( divo(u) = Au dans Q,
pdt = v dans w,
u = 0 sur ['p,
o(u) v = 0sur 'y,
J (2.3.35)
u’ = Osur [y,
u(z) = v(0)6(z) sur 7,
p6*0(0) + . [o(w) - ] - 6(z)ds(z) = 0,
Iv(0) = 0%v(l) = 8%(l) = 0.

\
En posant & = ¢/, on a

divo(d) = Aidans Q,
u = 0surly,

o(@)-v = 0sur [y,
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et donc, par les Théorémes d’unicité (voir par exemple Théoréme 1.2 de [5]
pour I'élasticité isotrope ), 4 = 0 in (2. En revenant au probléme (2.1.4), u

vérifie
divo(u) = 0 dans (,
= 0 sur ['p,

u
o(u)-v = Osur Ly,

et comme I'p est non vide, on obtient v = 0. A ce niveau, on revient a
(2.3.35) pour v et on a

pd*v = v in w, (2.3.36)
&*v(0) =0, (2.3.37)
v(0) = v(0) = 8%v(l) = 8*v(l) = 0. (2.3.38)

En d’autres termes, v est une valeur propre de I'opérateur pd* avec conditions
aux limites (2.3.38) et (2.3.37). Or la seule solution de ce probléme est v = 0.
Donc (u,v) = (0,0) ce qui est impossible et montre que Hr = {0}.

Revenant a la limite (u,v) de la suite (u,,v,), on voit qu’elle est dans Hr,
et est égale & (0,0), ce qui contredit (2.3.33). "

Remarque 2.3.2. On a les mémes résultats st on remplace dans le systéme

(2.1.4) la condition
ow)-v+m-vu' =0 sur 'y x RY

par
o) -v+m-vg(u') =0 sur Iy x Rt

ot g est une fonction non linéaire vérifiant des hypothéses appropirés. En
fait il suffit d’appliquer le Théoréme 1.8.3 du chapitre 1, le systéme linéaire
associé étant exponentiellement stable.
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Chapitre 3

Controlabilité exacte de
I’équation des ondes dans des
espaces de Sobolev d’ordres
fractionnaires

On considére 2 un ouvert régulier de R? et T un réel strictement positif.
La controlabilité exacte de I’équation des ondes consiste pour tous couples
(yo, y1) et (29, 21) appartenant & un espace & determiner, & trouver un controle
u tel que si y est solution du probléme

(¥ —Ay = 0 dans Qx]0,T],
y = u sur O0x]0,T7,
(P)
y(0) = yp dans Q,
L ¥'(0) = y; dans
Alors a l'instant T, on a
y(T) = =z
(E)
y(T) = 2

Etant donné la linéarité des problémes (P) et (E), il suffit de prendre
2o =2 = 0.
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Dans [15] il a été établi, pour certains types de données initiales des équi-
valences de normes ( qui sont & la base de sa méthode H.U.M de J.L.-Lions)
donnant la contrdlabilité exacte & partir d’un temps 7" supérieur & une valeur
To.

Dans ce chapitre, on définit les mémes types d’estimations de normes avec
des conditions initiales dans des espaces peu réguliers. On donne ensuite,
par interpolation les mémes estimations dans les espaces intermédiares et les
résultats de controlabilité exactes correspondants.

3.1 Rappels

On suppose que la frontiére I’ = 90 de ) est de classe C2.
Soit ¥ =]0,T[x09 et v(x) le vecteur unitaire normal extérieur en un point
z € I'. pour un vecteur z° € R? avec z° = (29, z3), on adoptera les notations
suivantes :

m(z) = rz-12° (z €R?),
Ty {z e T :m(z) - v(z) > 0},
I's = {zel:m(z) v(z) <0},

I

et

20 = ]O,T[XF(),
T = 0, T[T}

On introduit aussi les constantes

et
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On considére maintenant le systéme

u"—Au = 0 dans]0,T[xQ,
u = 0 surl,

u(0) = wuy sur Q,

u'(0) = wu; sur Q,
Pour des données initiales (ug, u;) € H () x L*(Q), ce probléme a une
solution unique et son énergie est défini par,
1
by = 5(”“0“?{5(9) + [[ur [ Z2gy)-

On rappelle [15] I'inégalité directe

[ ], (G) wesome a1

et, pour tout T > Tj, l'ingalité inverse

/oT /po (’g—:j) ot 2 ai(T)Eo (3.1.2)

ot co(T), ci(T) sont des constantes positives. Une conséquence de (3.1.1) et
(3.1.2) est le théoréme de controlabilité excate suivant [15] :

Théoréme 3.1.1. Pour des données initiales (yo,y1) € L*(2) x H™Y(Q) il
eziste un controle v € L*(0,T; L*(T'y)) tel que la solution y du systéme

( y — Ay = 0 dans Qx]0,T],
Yy = 0 sur I}
J Y = v sur [y
y(0) = y dans Q,
L ¥'(0) = y dans Q,

satisfasse, au temps T, y(T)=y’(T)=0.
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3.2 Nouvelles estimations de normes

Soit @ € [0, 1]. Pour (¢g,¢1) € D(Q) x D(R), on pose

lowoll, = [ |52

12

2

dt
H=9/2(Ty)

ou o est la solution de ’équation des ondes homogéne (E) correspondant aux
données initiales (yg,©1).

On note par Fy le completé de D(Q2) x D(Q) pour la norme ((Hf,a On ale
théoréme suivant

Théoréme 3.2.1. Il eriste une constante positive Cp telle que, pour tout
6 € (0,1] et T > Ty, la solution ¢ de ’équation des ondes homogéne (E) avec
les données initiales (po, 1) € Fy vérifie Uestimation suivante :

r

Pour prouver le théoréme (3.2.1), on démontre d’abord le lemme suivant :

2

dp

EM dt > Cr {”%H?{g—"(n) + ”4/91“?{—9(9)} : (3:2.1)

H=%/%(Tg)

Lemme 3.2.1. Soit u la solution de l’équation des ondes homogéne (E)
avec données initiales vy € H*> N HY(Q) et vy, € HY(Q). On a lestimation

/T
0

ot Ey = §([|Au||Z2q) + IVt [f22(q)) et Cr une constante positive .

2

ou”

gu dt > CrE, (3.2.2)
Ov

H—-)/Z(FO)

Preuve du Lemme 3.2.1 : Si ug € H*(Q) N HA () et u; € HA(R), en
posant
v=1'; v(0) := uy; v'(0) := Auy,

on a une solution v de (F) avec des données initiales u; et Aug. En appliquant
I'inégalité (3.1.2), on obtient

/OT /Fo(a — 2% (o) (%)zdadt > ¢(T)E,, (3.2.3)

ot ¢(T) est une constante positive.
Pour un réel € > 0 suffisamment petit ( tel que T — 2¢e — Tp > 0), on définit
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la fonction ¢, € D(R) de la maniére suivante :
) 0<p. <1,

if) supp (i) C J0,T7,

i) Wele,r—g = 1.

Sachant que

/oT we(t) FO(J — z°%v(0) (%:)2 dodt /ET‘E /ro(o - xo)y(g) (%)2 dod:

alors, en multipliant membre a membre I'inégalité (3.2.3) par ¢, et en inté-
grant par partie, on a

[ (G35 + ptomionto) 3 5 ) ot > or)24)

Etant donné que

Ou Ou' d [ou)’
=7 = (= t
/ /Focps )a daa’t / /Fonpe a)l/ )d <8) dodt,

alors (3.2.4) peut &tre reécrit

Ou Ou ou”
// - >
/ /FO (o) (——V) dodt — / /FO et )811 5, dodt > ¢(T)E).

En utilisant (3.1.1), on a

/ /I‘o [(tym(a)v(a) (%)2d0dt < e Ey.

De méme, par dualité, on a

Ou ou” Tl ou ou”
/ / we(m(o)v(o)) ——dadt < cz/ — el dt.
To 0 v H/2(To) v H-1/%(To)
ol ¢y est une constante positive. Ainsi, on a 'inégalité
T
Ou ou”
coEo + Cg/ 8— dt > C(T)E1
0 v H/2(Tg) v H~1/2(Ty)

66

i
&
H




Une application de I'inégalité de Young entraine, pour toute constante posi-

tive 6 > 0,
T 2 T
coBo + = 1/ dt+5/
2 0 0 H-1/2(T) 0
Ju

En utilisant I'estimation
v

aull

%
ov v

) > c(T)E;.

2
dt
Hl/Z(FO)

< cfull z2ey
H/2(Tg)

( c étant une constante positive) , on a

T

Co 1

Eo+ = -
coo+2</05

Pour un choix particulier de §, il existe une constante positive Cp telle que

T
CQEO+03/
0

Pour achever la preuve du lemme 3.2.1, il suffit de montrer ’existence d’une
constante positive « telle que

2

8“”

T
% dt + 602/0 Hu”ip(g)dt> > ¢(T)E;.

H-Y2(Tg)

2

auﬂ

el dt > CrEy. (3.2.5)
dv

H—1/2(r0)

"

Fy < 0”751/_”31—1/2(1‘0)-

On raisonne par I’absurde en supposant P’existence d’une suite (¢, ), de so-
lutions

on — Ap, =0 dans |0, T[x1,

‘1011.(0) = Po,n,
©,(0) = 1.1,
ol
(900,11,901,71) € (HQ(Q) N H(%(Q)) X Hé(Q),
satisfaisant

|W<)00,n||?L2(Q))2 + “901,11”22(9) =1
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et

=0.
H—l/2(r‘0)

i || 25
m ov

Avec 'inégalité 3.2.3, on déduit que (o, p1n) st borné dans
(H*(Q) N Hy(Q)) x Hy ().

On peut donc y extraire une sous suite (qu’on notera aussi ((@on,¥1.,)) qui
converge faiblement dans (H?(Q) N H} () x H} () vers (o, /1) et donc par
compacité, fortement dans H}(Q) x L%(Q).

En notant ¢ la solution correspondante aux données initiales (g, 1), on

obtient

”%“iz(;(n) + [[@11 2y = 1

et
a ~t
o o,
O W-172(ro)
ce qui est impossible par un théoréme classique d’unicité [15]. [

Preuve de Théoréme 3.2.1 : Soit (i, 1) € L2(Q) x H}(Q) et ¢ la
solution correspondante de (E). On introduit la fonction définit par

// T)drds —ty — z

avec y et z appartenant & H}(Q) et vérifiant —Ay = ¢, et —~Az = ¢y,
respectivement.
En appliquant le lemme 3.2.1 4 u, on a

T
J
Les inégalités (3.1.2 et (3.2.6) donnent par interpolation le Théoréme (3.2.1)
-

dpl?

3 dt > Cr {“900”%2(9) + ||901“iz—1(n)} - (3.2.6)

H—I/Z(FO)
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3.3 Controlabilité exacte

On note par Ar 'opérateur de Laplace-Beltrami .
Une conséquence de 'inégalité (3.2.1) est le Théoréme de controlabilité exacte

suivant :

Théoréme 3.3.1. Il existe un temps Ty tel que, si T > Ty, alors pour tout
0 € [0,1] et des données initiales (yo,y1) € (HG(Q) x H7(Q)) , il eziste
v e L0, T; H92(Ty)) tel que , si y est la solution du probleme

y'-Ay =0 dans |0, T[xQ,
Yy =0 sur [,
vy = (-Ap)% sur Ty,
y(0) = dans €,
y(0) = um dans Q.

\

alors, au temps T, y(T) = y/(T) = 0.

Preuve du Théoréme 3.3.1 On applique la méthode d’unicité Hilber-
tienne (HUM [15]). On part de ¢y € HA (), v1 € H9(Q).
Soit ¢ € C (0,T; Hy?()) n C* (0,T; H~%(2)) la solution unique du pro-

bléme
(" —Ap = 0 dans |0,T[xQ,

J ©(0) = o dans Q,

¢'(0) = ¢ dans Q,

Yo = 0 sur [0,T[xI.
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Soit € P'unique solution definie par transposition de 'équation

¢ —Af = 0 dans [0,T[xQ,
&T) = 0 dans,

g(T) = 0 dans Q

v¢ = n sur |0,T[xT,
ot p € LX0,T; HY*(Ty)).
0 ) . _ —6/2
En posant v = 73—90 et en faisant le choix n = (—Ar) v, 0on a
1%

£ € C(0,T; HY(Q)) N CH(0,T; H*~(Q2))

et
£(0) € HY(Q), £(0) € HH(Q).

Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.1, on a Fy C Hy~%(Q) x H%(Q) et
donc H%! x Hf C F,.
On définit Papplication

/\ZFg — Fel
(po, 1) +— (£'(0);-£(0)).

On a
(A(QOOaQOl)a (WO;@I))F};,F‘; = A((—AF)_G/ZU)U>Hg/2(F0),H-9/2(FO)dadt = ||U”iz(0,T;H—3/2(FO)

et A est un isomorphisme. Ainsi, pour tout T > T} et tout (o, 1) € Fy, il
existe un élément (g, 1) € Fy tel que

Nwo, 1) = (Y1, —Y0)-
Soient ¢ et £ les fonctions définies précédement avec & = yo et & = y;.

grace a |'unicité de la solution, on a y = £. Ainsi y(7T') = ¢/(T") = 0. Ce qui
achéve la preuve du Théoréme.
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Conclusion

La méthode du chapitre 1 pourrait &tre appliquée au systéme de thermoé-
lasticité avec une troisiéme variable potentielle. Il faudrait d’abord établir la
décroissance exponentielle du systéme linéaire associé. Ce qui est fait par
certains auteurs dont R. Racke mais avec une forte hypothése de symétrie
radiale. 1] serait intéressant de voir si une telle hypothése peut étre affaiblie.

De méme, nous envisageons d’étendre les résultats de contrélabilité exacte
du chapitre 3 au cas des ouverts polygonaux et aux cas non lindire.
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