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Introduction gé11érale

Dans ce travail, on étudie la stabilisation d'un système de la thermoé­
lasticité anisotrope et d'un système COUPlt' uis on établit des résultats de
côntrolablité exacte pour l'équation des on es avec des conditions initiales
dans des espaces de Sobolev à puissances actionnaires.

Le chapitre 1 est consacré à l'étude de la décroissance de l'énergie du système
de la thermoélasticité suivant:

(SI)

U" - diva(u) + a\lB + f(u' )

BI - b.B + f3divu'

B

u

a(u) . l/ + au + g(ul
)

u(·,O) = UO, ul(·,O) = Ul B(·,O) = Bo

odans Q ;= D X ffi?+,

= 0 dans Q,

osur L: = r x ffi?+,

dans D,

La stabilisation de ce système sans feedback a été analysée dans [13] et ne
peut être garantie pour certains domaines car l'amortissement produit par
l'équation de la chaleur n'est pas suffisant. Dès lors il est naturel d'étudier la
stabilisation de ce système en ajoutant des termes additionnels d'amortisse­
ment. Ce cas a été étudié par plusieurs auteurs, notamment dans [161 et [17]
pour le cas isotrope mais avec des conditions au bord non naturelles, c'est à
dire en remplaçant la condition

a(u) . l/ + au + g(u l
) = 0
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par

/Ju + P, + J.L)vd'ivu + g(u'),
OJ.L

Dans [16/, Liu a considéré le cas f = 0 et le feedback linéraire g(x) = x.
Récemment, Liu et Zuazua ont établi, toujours avec le cas f = 0, des décrois­
sance exponentielle, polynoniale ou logarithmique de l'énergie pour certaines
non linéarités de g.

On généralise ces résultats à une classe de non linéarité plus large et aux
cas de conditions aux limites naturelles, ce qui répond à une question posée
dans [17]. Pour cela, on établit dans le cas linéaire des inégalités intégrales
comme dans [2] et [16/, ce qui permet d'obtenir une décroissance exponen­
tielle et d'utiliser les résultats théoriques établis dans [23].

Dans le chapitre 2, on étudie la stabilisation d'un modèle de couplage entre
un corps élastique et une poutre unidimensionnelle. Des modèles plus simples
ont étés traités dans [19] et [26] en considérant l'équation des ondes dans D.
On démontre la décroissance exponentielle de l'énergie pour un couplage de
système élastodynamique et de Euler-Bernoulli.

Le chapitre 3 traite de la contrôlablité exacte de l'équation des ondes. On éta­
blit d'abord des estimations de normes dans L2(0, T; H-()/2(D)), (0 E (0,1)
pour la solution de l'équation des ondes homogène

u" - fJ.u 0 dans 10, T[xD,

u 0 sur r,
(83)

u(O) Ua sur D,

u'(O) Ul sur D,

puis on démontre la contrôlabilité exacte pour des donnée initiales dans
(Hg(D) x H()-l(D)) avec un contrôle dans
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Chapitre 1

Stabilisation d'un système de
thernl0élasticité anisotrope avec
feedbacks non linéaires

1.1 Position du problème

Soit n un ouvert non vide de ]Rn, n 2: 1, de frontière f de classe C2 . On
note par v = (VI,'" , Vn)T le vecteur unitaire normal extérieur sur f. Pour
un point fixé Xa E ]Rn et x E ]Rn, on introduit la fonction m(x) = x - Xa et
on définit une partition de la frontière f de la manière suivante (voir FIG
1.1) :

fI = {x E f : m(x) . v(x) S Ü},

f 2 = {x E f : m(x) . v(x) > ü}.

4
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(1.1.4)

Dans ce chapitre, on considère le système de thermoélasticité suivant

u" - diva(u) + CiVe + f(u') 0 dans Q := D x IR.+,

e' - b..e + (3divu' 0 dans Q,

e 0 sur I: = f x IR.+,

a(u) . v + au + g(u') 0 sur I:2 = f 2 x IR.+,

u(·,O) = Uo, u'(-, 0) = Ul e(·,O) = eo dans D,
(1.1.3)

où u = u(x, t) = (Ul(X, t),··· ,un(x, t))T est le vecteur déplacement,
e = e(x, t) la temperature. Le tenseur de contraintes a est défini par

aij(u) = ai]klékl(U)

(on adopte la convention des indices répétés), où t:(u) est le tenseur de dé­
formation qui est donné par

1
éij(U) = 2(ajUi + aiUj)

a -
avec ai = -a ' les coefficients aijkl appartiennent à C 2 (D) et vérifient

Xi

et la condition d'ellipticité

:30 > 0/ aijkléijékl ~ Oéijéij,

pour tout tenseur symétrique é = (éij).
Les composantes du champ de vecteur diva(u) sont données par

(diva(u))i = ajaij, j = l, ... ,n.

La fonction a est non négative et appartient à C 1(f2 ); les fonctions
g(u) = (gl(U), ... ,gn(u)f et f(u) = (h(u), ... , fnCu))T sont continues et sa­
tisfont

f(O) = g(O) = 0,

(g(x) - g(y)) . (.1: - y) ~ 0, Vx, Y E IR.n ,

(1(X) - f(y)) . (.1: - y) ~ 0, V.1:, Y E IR.n .
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Les paramètres de couplage ex and (3 sont supposés positifs.
Ces différentes hypothèses garantissent la décroissance de l'énergie du sys-

\)
tème (1.1.3) définit par

. ,-..

E(t) = ~1{Iu'1 2 + a(u) : l':(u) + ~lel2 }dx + ~ 12 alul
2
df.

FIG. 1.1 - Un exemple d'ouvert n

(1.1.8)

On établit dans ce chapitre, avec des hypothèses supplémentaires sur les
fonctions f et 9\divers types de décroissances de l'énergie E(t).

1

1.2 Existence et unicité

Dans ce chapitre, on supposera que

fI f. 0 ou a(x) > O,Vx E f 2. (1.2.1)

De même, pour éviter des problèmes d'interface, on supposera ("oir FIG 1.1)
que

(1.2.2)
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En fin, on suppose l'existence de constantes positives Cf et Cg telles que

If(x)1 'S Cf (1 + Ixl), 't/x E !Rn,

Ig(x)1 'S Cg (1 + Ixl), 't/x E !Rn.

On introduit les espaces de Hilbert suivant:

(1.2.3)

(1.2.4)

{u E H1(n); u = a on fd,
(H~! (n)r x (L2(n)r,
W x L2(n).

L'espace West munie de sa norme:

où
o-(u) : E(u) = O"ij(U)Eij(U).

On note par < ',' > le crochet de dualité entre (Hf! (n))n et [(Hf! (n))n]' ou
entre HJ(n) et H-1(n), et par (".) le produit scalaire dans (L 2 (n))n.

On a le thèoreme d'existence suivant:

Théorème 1.2.1. Soit fI et f 2 definis par (1.1.1)-{1.1.2) et satisfaisant
(1.2.1) et (1.2.2). Supposons que les fonctions f etg verifient (1.1.5), (1.1.6),
(1.1.7), (1.2.3) et (1.2.4). Alors, pour toutes données initiales
(uo, Ul, eo) E 'H, le système (1.1.3) a une unique solution (faible) (u, e) véri­
fiant

(u,u',e) E C([O, 00); 'H). (1.2.5)

Preuve du Thèoreme 1.2.1 : On ramème le système (1.1.3) à une
equation d'évolution du premier ordre. On définit les opérateurs

et
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< Au,v >

< Aou,v >

par

1u(u) : E(V) dx, Vu, v E (Hf! (O)t,

1Vu· Vvdx Vu,v E Hci(O).

De même, on introduit l'opétateur non linéaire Ba de (Hf! (o))n à [(HL (0))"]'
par

< Bou, v >= 1g(u)· v df + r f(u)· v dx, Vu, v E (Hf! (0))".
r2 ln

Multiplions la première équation du système (1.1.3) par v E (Hf! (0))" et
intégrons par partie sur on o. On obtient

o 1[u" - div(u(u)) + aVO + f(u')] . v dx

1u" . v dx - i((u(u) . v)v df +1[u(u) : E(v)]dx

+ 1(aVO· v) dx +1f(u').vdx

1u"· v dx +i a.u.vdf +i g(u').vdf

+ l[u(u): dv)]dx +1aVO· vdx +1f(u') . vdx

< u",v > + < Au,v > + < Bou', v > + < aVO,v > .

Ce qui donne l'identité

u" + Au + Bou' + aVO = O.

De la même manière, on multiplit la deuxième équation du système (1.1.3)
par v E (Hf! (0))" et on intègre par partie sur o. II vient

0' + AoO + (3div(u') = o.

En posant
<P = (u, u', 0)
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et
A<P = (-u', Au + Bou' + aV'B, AoB + ,Bdiv(u')), (1.2.6)

le système (1.1.3) se réduit à

{ <P' + A<P = 0,
(1.2.7)

Lemme 1.2.1. Sous les hypothèses (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7), (1.2.1), (1.2.3)
et (1.2.4), l'opérateur A définit sur H par (1.2.6), et de domaine

est maximal monotone.

Preuve du Lemme 1.2.1 L'opérateur A est maximal. En effet, on a

(A(U1, VI, BI) - A(U2, V2, B2), (U1, VI, B2) - (U2, V2, B2)hi
a .

(V2 - V1,U1 - U2)(Hf1(o))n + .e(Ao(Bl - B2+ ,BdW(Vl - v2),B1 - B2))

+ (A(u1 - U2) + BO(V1 - V2) + aV'(Bl - B2), VI - V2)

= i2 [g(V1) - g(V2)],(Vl - v2)df + ~"V'(B1 - B2)11 2 +1[j(vd - 1(V2)](V1 - v2)dx ~ O.

Il reste à montrer que (I + A)(D(A)) = H, c'est à dire que le système

u - V = <P,
"

V+ Au + Bol' + aV'B = 7jJ,

B+ AoB + ,Bdivv = ç

a une solution (u,v,B) E D(A) pour tout (<p,7jJ,ç) EH.
Pour cela, il suffit de montrer que le problème

(1.2.8)

{ V+ Au + Bol' + aV'B = 7jJ - A<p,

B+ AoB + ,Bdivv = ç

9
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a une solution (v, B) E (Hf, (n))n x H2(n) n HJ(n) pour tout (rp,~)J,) EH.
On considère l'opérateur A définie par

A(v, B) = (v + Av + Bov + o:\7B, ~B + ~AoB + o:divv).

On a

(A(VI,Bd - A(V2,B2), (vI,Bd - (v2,B2))
(VI - V2, VI - V2) + (A(vi - V2), VI - V2) + (BVI - BV2, VI - V2)

0:
(o:\7(B I - (2), VI - V2) + fj(B I - B2,BI - ( 2)

+ ~ (Ao(B I - (2), BI - ( 2) + 0: (div(VI - V2), BI - ( 2)

~ 0,

donc A est monotone.
De même, A est coercive car

(A(v,B), (v,B)) = (v,v) + (Av,v) + (Bov,v)
0: 0:

+ fj(B, B) + fj(Ao(B), B)

> Ilvll(Hr\ (f2))n + ~ IIBII1J(f2)"
Aussi, on a

lim(A[(vh Bd + t(V2, ( 2 )], (v, B)) = (A(VI, BI)' (v, B))
t-+O

pour tout (v, B), (VI, BI)' (V2, ( 2 ) E (Hf, (n))n x HJ(n), ce qui veut dire que
A est semi continue.
On en déduit [lJ que

A((Hf! (n)t x HJ(n)) = [(Hf! (n)tl' x H-I(n).

Donc, si 'IjJ - Arp E [(Hf! (n))nj' et ç E L2(n), il existe
(v,B) E (Hf, (n)t x HJ(n) tel que (1.2.9) soit verifié.
Avec

AoB = ç - B- {3divv E L2(n),

on aB E H2(n) x HJ(n). Dès lors, en posant u = v+rp, on a (u,v,B) solution
de (1.2.8). Par consequent,

Au + Bov = 'IjJ - v - o:\7B E (L2 (n))n

et donc (u, v, B) est dans D(A). •
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Par la théorie des semi groupes non linéaire [32], on a le Théorème 1.2.1.

1.3 Quelques résultats théoriques

Dans ce paragraphe, on rappelle brièvement les résultats établis dans [23]
(voir aussi [10]).

1.3.1 Contrôlabilité exacte

Soient H, V deux espaces de Hilbert séparables munis des produits sca­
laires (., ')-H, (., .)v et tels que V est dense dans H avec injection continue.
On identifie H avec son dual H' et on a le diagramme suivant:

V "-' H = H' "-' V'.

Considérons un opérateur linéaire non borné Al de V dans V' et une forme
(nonlinéaire) B de V dans V'. On définit deux opérateurs (non linéaires) A+
et A- de la manière suivante:

D(A±) = {v E VI(±AI + B)v EH},

A±v = (±AI + B)v, Vv E D(A±).

On fera les hypothèses suivantes:

A+ est maximal monotone,

A - maximal monotone,

D(A+) est dense H,

D(A-) est dense H,

(Alu, u) = 0, Vu E V,

(Bu, u) 2' 0, Vu E V,

(1.3.1 )

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

où (.,.) désigne le crochet de dualité entre V' et V. En utilisant les semi
groupes non linéaires [32], on montre que l'équation d'évolution

{ Bu
Bt + Al u + Bu = °in H, t 2' 0,

u(o) = Ua,

11
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a une solution unique (faible) U E C(IR+ 1 'H) pour tout Ua E 'H. Si de plus
Ua E D(A), le problème (1.3.9) admet une unique solution (forte)

et telle que u(t) E D(A), pour tout t 2: o.

L'énergie du système, définie par

1
E(t) = 21Iu(t)II~,

est décroissante et pour tout Ua E D(A), on a

E(5) - E(T) = lT

(Bu(t), u(t)) dt,

pour tout 5, T tels que 0 S 5 < T < 00.

(1.3.10)

(1.3.11)

Ce résultat est encore valable pour A- (avec la même expression pour l'éner­
gie et la même identité (1.3.11) pour Ua E D(A-)).

On introduit la notion (inégalité intégrale) suivante:

Définition 1.3.1. On dit que la paire (Al, B) vérifie l'estimation de stabilité
s'il existe T > 0 et deux constantes positives Cl, C2 (qui dépendent de T)
avec Cl < T telles que

l T
E(t) dt ~ C1E(0) + C21T(Bu(t), u(t)) dt,

pour toute solution u de (1.3.9).

Cette définition est équivalente à la suivante:

(1.3.12)

Lemme 1.3.1. La paire (Al, B) vérifie l'estimation de stabilité si est seule­
ment si il existe T > 0 et une constante positive C (qui dépend de T) telle
que

E(T) S ClT

(Bu(t), u(t)) dt,

pour toute solution u de (1.3.9).

12
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Preuve: :::::} : Comme E(t) est décroissante, l'estimation (1.3.12) implique

TE(T) ::::; lTE(t) dt ::::; CIE(O) + CzlT(Bu(t), u(t)) dt.

Par l'identité (1.3.11) on a

TE(T) ::::; CIE(T) + (Cl + Cz)lT

(Bu(t), u(t)) dt.

Ce qui donne (1.3.13) en faisant le choix C = ?f~g2.

'*= : Avec la monoticité de E on peut écrire

l T

E(t) dt ::::; TE(O).

De même, avec l'identité (1.3.11) on a

fT E(t) dt ::::; T E(O) + '!-(E(T) + fT (Bu(t), u(t)) dt).
Jo 2 2 Jo

En utilisant (1.3.13) on obtient

l
T

T T l T

E(t) dt::::; -E(O) + -(1 + C) (Bu(t), u(t)) dt),
0 22 a

qui n'est rien d'autre que (1.3.12). •
On a le théorème suivant, qui donne la décroissance de l'énergie de (1.3.9) :

Théorème 1.3.1. La paire (Al' B) satisfait l'estimation de stabilité si et
seulement si il existe deux constantes positives M et w telle que

pour toute solution u der1.3.9).

(1.3.14)

Preuve: Supposons que l'estimation de stabilité est vraie, c'est à dire, de
manière équivalente (par le lemme 1.3.1), que (1.3.13) est verifié. L'identité
(1.3.11) implique

E(T) ::::; C(E(O) - E(T)).

13



Cette estimation est équivalente à

E(T) ~ ,E(O),

avec, = I~C < 1. En appliquant cet argument sur [(m - I)T, mTJ, pour
m = 1,2,'" (ce qui est possible, le système étant invariant par translation),
on obtient

E(mT) ~ ,E((m - I)T) ~ ... ~ ,mE(ü), m = 1,2,' ..

Par conséquent on a

E(mT) ~ e-wmTE(O), m = 1,2,'"

avec w = ~ ln ~ > O.
Pour un t positive quelconque, il existe m = 1,2, .. , tel que
(m - I)T < t ~ mT et avec la décroissance de l'énergie E, on conclut que

1
E(t) ~ E((m - I)T) ~ e-w(m-l)TE(O) ~ -e-wtE(O).,

L'implication inverse est basée sur l'identité (1.3.11). •
Par le principe de Russell, cette décroissance exponentielle permet de

contrôler exactement l'équation d'évolution associée à -Al avec des contrôles
dans L2 (]0, T[; U), l'espace contrôle U étant un espace de Hilbert donné conte­
nant V avec injection continue.
On note par lu l'injection de V dans U et par I u la forme identifiant U a un
sous espace de V', c'est à dire.,

(Iuu, v) := (Iuu, Iuv)u, Vu, v E V.

La controlabilité exacte peut être formulée de la manière suivante: pour tout
Uo E 'H, on cherche un temps T > 0 et un contrôle J E L2(]0, T[; U) tels que
la solution u de

satisfasse

{
au A d 1at - lU = J ans V , t 2: 0,

u(O) = uo,

u(T) = O.

(1.3.15)

(1.3.16)

On a le théorème suivant :

14



Théorème 1.3.2. Si les hyphothèses (1.3.3) à (1.3.8) sont vérifiées pour
(AI,Iu ) et si la paire (AI,Iu ) vérifit estimation de stabilité, alors pour tout
T > 0 suffisemment grand, et tout ua E 'H il existe un contrôle
J E L2 (]0, T[; U) tel que la solution u E C([O, Tl, 'H) de (1.3.15) vérifit
(1.3. 16}.

Preuve: On applique le principe de Liu!16] en résolvant le problème in­
verse (on remplace l'hypothèse" (A l, I u ) vérifie 1.3.12" par" (- AI, I u ) verifie
1.3.12").
Pour Po E 'H, on cherche K E L2(]0, T[; U) tel que la solution p E C([O, Tl, 'H)
de

satisfasse

{
ap
at + AIP = K dans V/,t 2: 0,

p(T) = Po,

p(O) = O.

(1.3.17)

(1.3.18)

On choisit d'abord ho dans 'H et on considère h E C([O, Tl, 'H) l'unique
solution de

{
ah
7ft + Alh - Iuh = 0 dans 'H,t 2: 0,

h(T) = ho.

(1.3.19)

En appliquant le Théorème 1.3.1 on obtient

t:(h(t)) ::; Me-w(T-t)t:(ho). (1.3.20)

Ensuite on considère la fonction q E C([O, Tl, 'H) la solution unique de

{
ag
at + AIq + Iuq = 0 in 'H, t 2: 0,

q(O) = h(O).
(1.3.21)

On pose maintenant P = q - h. De (1.3.19) et (1.3.21), on a p qui vérifie
(1.3.17) avec

K = -Iuq - Iuh.

Soit l'application A de 'H vers 'H définie par

A(ho) = q(T).

15
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Avec l'estimation (1.3.20), on a IIAII.c('H,'H) = Jd (où d := Me-wT
) et donc,

pour tout T > 0 tel que d < 1, l'application A - 1 est inversible. Dès lors,
pour tout Po E H, il existe une donnée initiale unique ho E H telle que

Po = p(T) = q(T) - h(T) = (A - I)ho· (1.3.23)

On termine la preuve en montrant que I< E L2 (]0, T[; U). Pour cela, on
remarque qu'avec l'identité (1.3.11) on a

f(h(T)) - f(h(O)) = l T

IIIuh(t)ll~ dt,

f(q(O)) - f(q(T)) = l T

//Iuq(t)//~dt.

En sommant ces deux identités et en considérant la condition initiale du
problème (1.3.21) et la condition finale de (1.3.19), on obtient

I
T 1

o (1IIuh(t)ll~ + IIIuq(t)II~) dt = f(h(T)) - f(q(T)) S 21Iholl~.

En utilisant (1.3.23) et le fait que (1 _A)-l soit borné, on arrive à l'estimation

I
T 1 1
(//Iuh(t)//~ + IIIuq(t)//~)dt S -2//(1 - A)-lpoll~ S Jd //Poll~·

o 2(1 - d)2
(1.3.24)

Ce qui prouve que I< donné par (1.3.22) est dans L2 (]D, T[; U).

1.3.2 Stabilisation non linéaire

On suppose que l'espace contrôle U est de la forme

•

(1.3.25)

où, pour tout j = 1, ... ,J E N* := N \ {D}, Uj est un sous espace fermé de
L 2 (Xj ,Jij)Nj

, avec (Xj , A j , Jij) un espace mesurable tel que Jij(Xj ) < 00 et
N j E N*. Pour tout j = 1,'" ,J, on suppose donnée une fonction
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verifiant

(gj(X) - gj(Y)) . (x - y) 2: 0, VX, y E ]RN
j (monotonie),

gj(O) = 0,

Igj(x)1 S M(1 + Ixl), Vx E ]RN
j

,

(1.3.26)

(1.3.27)

(1.3.28)

où M est une constante positive. En fin, on suppose que B est donné par

. J

(Bu, v) = L1gj((fuU)j(Xj))' (luv)j(Xj) djLJ(XJ),
j=l X j

(1.3.29)

On rappelle que lu l'injection de V dans U et donc (fuu)j est la jierne com­
posante de luu. On a le théorème suivant:

Théorème 1.3.3. On suppose que les hypothèses (1.3.3) à (1.3.8) sont véri­
fiées pour les paires (Al' B) et (Al' Tu)· Soient gj, j = 1,'" , J satisfaisant
(1.3.26), (1.3.27) ainsi que

gj(X) . x 2: mlxl 2
, Vx E ]RN

j
: Ixi 2: 1,

IxI 2 + Igj(xW S G(gj(x) . x), Vx E ]RNj : Ixi S 1,

(1.3.30)

(1.3.31 )

où m est une constante positive et G : [0, ()Q) --> [0, ()Q) est une fonction
concave strictement croissante telle que G(O) = O. Si (-Al, Tu) vérifie l'es­
timation de stabilité, alors il existe des constantes C2, C3 > 0 et Tl > 0 (de­
pendant de T, &(0), /-lAXj ), j = 1,'" , J) telles que

pour toute solution U de (1.3.9), où'l/J est donné par

1
00 1

'l/J(t) = t <jJ(s) ds, Vt > O.

pour <jJ defini par
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La preuve de ce théorème est basée sur l'inégalité intégrale suivante, éta­
blie dans [6/

Lemme 1.3.2. Soit E : [0, +(0) -+ [0, +(0) une fonction vérifiant l'inégalité

i OO

<jJ(E(t)) dt ~ TE(S), VS? 0, (1.3.35)

pour un T > 0 et une fonction <jJ convexe et strictement croissante de [0, +(0)
à [0, +(0) telle que <jJ(0) = O. Alors, il existe un temps t l > 0 et un réel Cl

dependant de T et E(O) tels que

(1.3.36)

où'ljJ est definie par (1.3.33)

Preuve du Théorème 1.3.3 : Le domaine D(.A) étant dense dans 'H,
il suffit d'établir (1.3.32) pour des données dans D(.A). Dans ce cas, U est
solution (forte) de (1.3.9) et on considère p la solution du problème (1.3.17)
et (1.3.18) avec Po = u(T) E D(.A), T > 0 assez grand ( l'existence est
assurée par le Théorème 1.3.2). A partir de (1.3.9) et (1.3.17) on peut écrire

ou de manière équivalente

(8tu,p)7-( + (8tp,u)7-( + (Alu,p)v',v + (AlP,u)v',v

+ (Bu,p)v',v - (K,u)v',v = O.

L'hypotèse (1.3.7) entraine

(Al u, p)v',v + (AlP, u)v',v = 0,

et donc on a

En intégrant cette identité par partie pour t E (0, T), on obtient

(u(T),p(T))7-( - (u(O),p(O))7-( +lT

((Bu'P)vI,v - (K,lI)V',v)dt = O.

18



Avec les définitions de K et de B on arrive à

(u(T),p(T)),t - (u(ü),p(ü)),t = lT

((K,Iuu)u

J- Li, gj((IuuMXj)) . (IupMXj) d{1j(x))) dt.
j=1 x)

En utilisant les conditions initiale et finale sur p, on obtient

Une application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

Remarquons que l'estimation (1.3.24) et la condition finale sur p entraine

1
T 1
(IIIuf(t)ll~ + IIIug(t)II~)dt:S Vd E(T).

o (1 - d)2

Avec cette estimation, la définition de K et p = 9 - f on obtient

lT

IIK(t)ll~ dt <

l T

IIIup(t)lI~ dt <

2 E(T)
(1 - Vd)2

2 E(T)
(1 - Vd)2 .

Si on insère cette estimation dans (1.3.37) on obtient

Avec les propriétés des g) on estime le membre de droite et on obtient
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pour une constante C3 > °(dependant de T, E(O), maxj fLj(Xj ), et minj fLj(Xj )).
En appliquant cet argument sur [t, t + Tl (au lieu de [0, T] ) on obtient

où c/J est défini par (1.3.34). Comme c/J est décroissante, cette estimation im­
plique que, pour tout °~ S < N avec N assez grand,

iN c/J(E(t)) dt ~ iN (E(t) - E(t + T)) dt

~ TE(S) - TE(N + T)).

En faisant tendre N on arrive à l'estimation (1.3.35) ( voir lemme 5.1 de [6])
et on conclut par le Théorème 1.3.2. •

1.4 Décroissance de l'énergie

On suppose qu'il existe lm EJO, 2[ tel que

(1.4.1)

(1.4.2)

pour tout tenseur symétrique Cij'

De (1.1.8), un calcul simple montre que

E'(t) = -~11\70(x, tW dx -12 g(u'(t)) . u'(t)df -1 f(u'(t)) . u'(t)dx,

et dès lors,

E(T) - E(S) -~ i T11\70 12 dxdt

- [T [ g(u'(t)). u'(t) df dt
Js Jr 2

- i T1f(u'(t)) . u'(t) dxdt,

pour tout S et T vérifiant °~ S ~ T < 00. Les hypothèses (1.1.5), (1.1.6)
et (1.1.7) conduisent à une décroissance de l'énergie.
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Avec des hypothèses supplémentaires sur les fonctions f et g, nous allons
préciser différents types de décroissance. On a le résultat de stabilisation
suivant:

Théorème 1.4.1. Soient fI et f 2 donnés par (1.1.1), (1.1.2) et vérifiant
(1.2.1) et (1.2.2). On suppose que les coefficients aijkl satisfont les conditions
(1.1.4) et (1.4.1) et que les fonctions f et 9 vérifient (J.l.S), (1.1.6), (1.1.7),
(1.2.3), (1.2.4), ainsi que les inégalités

g(x) . x 2: dlxl 2 \:Ix E iRn Ixl 2: 1,

Ixl 2 + Ig(xW ::; G(g(x) . x) \:Ix E iRn Ixl ::; 1,

Ixl 2+ If(xW ::; G(J(x) . x) \:Ix E iRn Ixl ::; 1,

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

où d est une constante positive et G une fonction concave definie sur iR+ telle
que G(O) = O.
Alors, il existe des constantes positives T, rI, r2 et un temps Tl > 0 (depen­
dant de T, E(O), If2 1, Inl) telle que l'énergie de la solution de (J.l.3) satisfasse

lJt-l(rl t)
E(t) ::; r2G( ), \:It 2: Tl,

rlTt

où lJt est donné par

1
+00 1

1Jt(t) = t cP(s) ds,

avec

(1.4.7)

Des décroissances explicites seront données au paragraphe suivant.

Remarque 1.4.2. Ce Théorème reste valable pour f = 0 et 9 vérifiant les
hypothèses précédentes (cas d'un seul feedback frontière). Il en est de même
pour un seul feedback distribué, c'est à dire f 2 = 0 et f satisfaisant les
hypothèses précédentes.

Introduisons les constantes suivantes:
n
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r et '\0 les plus petits nombres réels positifs tels que, pour tout u E (Hf! (o))n
on ait

(1.4.8)

et

Il u ll(L2(f1))n ~ '\6 (1 a(u) : c(u)dx + i2 a1u l2df)

respectivement.

(1.4.9)

Pour démontrer le Théorème 1.4.1, il nous suffit de vérifier les conditions
suffisantes du Théorème 1.3.3, autrement dit que le système linéaire associé
à (1.1.3) est exponentiellement stable. Ce système a la forme:

u" - diva(u) + a'V(J + u' = o dansQ,

(J' - D,,(J + {3divu' o dansQ,

(J o sur 2:,
(1.4.10)

u o osur 2: 1,

a(u) . v + au + u' o sur 2:2 ,

u(.,O) = ua, u'(.,O) = Ul, (J(.,O) = (Jo dans O.

On rappelle que ce système est dissipatif, son énergie définie par (1.1.8)
satisfaisant

E(T) - E(S) -~ l T11'V(J1 2 dxdt

rT r lu'(tWdfdt
ls lr2

- l T

1Iu'(t)'2 dxdt ~ 0,

pour tout Set T avec 0 ~ S ~ T < 00.
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Pour utiliser les résultats du paragraphe 1.3, nous allons introduire les
opérateurs Al et I u associés à notre système (1.4.10). L'opérateur Al sera
défini sur

par
Alti> = (-v, Au + a\J(J, {3divv).

De même, eu égard aux feedbacks utilisés dans (1.4.10) et aux identités
(1.3.11) et (1.4.11), nous allons faire le choix

et définire les formes
lu: Vf--------+ U

(u, v, (J) f--------+ (VW2' v, \J(J)

et I u de V dans V' par

< Iu(u, v, (J), (u*, v*, (J*) >= (Iu(u, v, (J),!u(u*, v*, (J*))

12 V . v*df +1v . v*dx + ~1\l(J. \J(J*dx.

Pour établir la stabilissation exponentielle du système (1.4.10), nous allons
montrer que la paire (-Al' I u ) vérifie l'estimation de stabilité (voir Théo­
rème 1.3.1).

Commençons par démontrer les lemmes suivants:

Lemme 1.4.1. Soit (u, (J) une solution forte de (J.4.10) et la fonction M
définie par

M(u) = 2(m· \l)u + (n - l)u.

Alors, pour tout t 2 0, il existe une constante positive 1] telle que
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Preuve du Lemme 1.4.1 : Par une intégration par partie, on a

IIM(u)II(L2(n))n 1112(m. V)u12+ (n - 1)21u12 + 4(n - l)u . (m· V)u]dx .

1[/2(m· V)u/ 2 + (n - 1)21u 1

2+ 2(n - l)m . V(luI 2 )]dx

[[12(m. V)uj2 + (1 - n2 )/uI 2 ]dx + 2(n - 1) [ m· vluj 2df
.In .Ir2

< 4R6 [IVul 2dx + 2(n - 1) [ m· vlul 2df .
.In .Ir2

On conclut avec l'inégalité de Korn . •
Lemme 1.4.2. Il existe une constante strictement positive constant C telle
que pour tout E E (0,1) et tout T > 0, on ait

[T [ alul2dfdt:s; C E(O) + E [T E(t)dt.h J~ E h
Preuve du Lemme 1.4.2 : On procède comme dans [2]. Pour t 2 0, on
considère la solution z = z(t) de

{ div(a(z)) = 0 dans 0,

z = u sur f.
(1.4.12)

Cette solution est caractérisée par z = w + u où w E (HJ(o))n est l'unique
solution de

1a(w): E(v)dx = -1 a(u): E(v)dx Vv E (HJ(O)t·

Cette identité implique

1a(z) : E(V) dx = 0 Vv E (HJ(O)t·

En posant v = z - u dans l'identité précédente, on a

1a(z) : E(U) dx = 1a(z) : E(Z) dx 2=: O.
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Montrons maintenant que z vérifie

1f· z dx = - i Z· (a(vf )//) df, \/f E (L 2(O)t,

avec vf E (HJ(O))" l'unique solution de

(1.4.15)

1a(vf) : E(w)dx = 1f· wdx, \/w E (H~(O)t·

A partir (1.4.13) et de la propriété a(z) : E(V) = a(v) : E(Z) (conséquence de
l'hypothèse aijkl = akltj), on peut écrire

Par la formule de Green, on déduit que

-1 diva(vf)·zdx+ l z .(a(vf)//)df=O,

ce qui prouve l'égalité (1.4.15) avec diva(vf) = - f.

Si on pose f = z dans l'identité (1.4.15), on peut écrire

Avec les conditions z = u sur f et u = 0 sur fI, on obtient par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz

(1.4.16)

La frontière f étant de classe C2 on a, par un résultat de régularité classique,
V z E (H2 (O))" et l'estimation

avec K une constante positive. Cette estimation et les propriétés des traces
donnent

25



OÙ KI est une constante positive. Si on insère cette estimation dans (1.4.16)
on arrive à

(1.4.17)

Co étant une constante positive. En remplaçant u par u', on a z' solution de
(1.4.12) et l'estimation

(1.4.18)

Pour 0 < T < 00, on pose

QT = n x [0, Tl,
I::T = r x [0, T]; I::IT = ri x [0, T]; I:: 2T = I::T \ I::IT'

On multiplit la première identité du système (1.4.10) par z et on intégre par
partie sur QT' On obtient

( z(u" - div(a(u)) + a\1e + u') dxdt = O.
lQT

En appliquant la formule de Green et en tenant compte des conditions aux
bords dans (1.4.10) et dans (1.4.12), on a

( (zu" + a(z) : du) + az\1e + u'z) dxdt
lQT

+ r u(au + u')dI:: = O.
lL,2T

On intégre par partie par rapport à la variable t puis on utilise (1.4.14), pour
obtenir (on tient compte de la propriété a(z) : E(U) = a(u) : E(Z))

- ( uu'dI:: + r z'u' dxdt
lL,2T lQT

a ( z\1edxdt - ( u'zdxdt - ( zu'I6'.
lQT lQT ln
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- { z'u' dxdt <
JQT

- { ave.z dxdt <JQT

{ u'zdxdt <
JQT

Soit Eo > 0 fixé. En utilisant l'inégalité de Young et (1.4.11), (L4.17), (L4.18)
on peut estimer les différents termes du membre de droite de l'inégalité pré­
cèdente de la manière suivante:

- { uu' d'E <
JE2T

EO { lu'I 2 dxdt + _1_ ( Iz'I 2 dxdt
JQT 4Eo JQT

< 2Eo l T

E(t) dt + Co E(O),
o 4Eo

~ { Ivel2 dxdt + Eo ( Izl 2 d'E
4Eo JQT JQT

a{3 l T

< -E(O) + 2EOCO/
2 E(t) dt,

4Eo 0

EO { Izl2 dxdt + _1_ { lu'I 2 d'E
JQT 4Eo JQT

< EoCO/ 2 (T E(t) dt + _1_ E (O),
Jo 4Eo

l zu'l&' dx ::; 4(1 +Co/ 2 )E(O).

En regroupant ces différentes estimations, on achève la preuve du lemme en
posant

et

•
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Preuve du Théorème 1.4.1 : On multiplit d'abord la première identité de
(1.4.10) par

M(u) = 2(m' 'V)u + (n - l)u

et on intégre par partie sur QT' Il vient :

r u", M(u) dxdt = (u', M(u))lif - r m, viu'j 2dE + r lu'I 2 dxdt,
J QT IL.2T J QT

r div(J(u), M(u) dxdt = r [(du), v) . M(u) - (m· v)(J(u) : s(u)]dE
J QT JET

- r (J(u): E(u)dxdt
JQT

+ r mi3p(aijkl)Eij(U)Ekl(U)dxdt.JQT

En combinant ces deux identités et en tenant compte des conditions aux

1·, d (1 4 10) ( ., l' . l' aUi aUi ")ImItes ans .. qUI Imp Iquent en parttcu 1er - = -Vk sur wiT ,
aXk av

on obtient

2 rT

E(t)dt = -(u', M(u))lif + r (m· v/u'1 2 + alul 2)dE - r u'M(u) dxdt
h kIT ~T

- Œ r 'VO.M(u)dxdt + _(3Œ r 02 dxdt
J QT J QT

+ r [((J(u)v)M(u) - m.vdu) : E(u)]dE
JET

+ r mpàp(aijkl)Eij(U)ckl(U)dxdt.JQT

Cette identité sera reécrite

T 621 E(t)dt =~ 1;,
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OÙ

Il .- -(U', M(u))IL

12 '- 1 (m· vlu'I 2 + aluI
2
)dI:,

E2T

13
'- -1 u'· M(u) dxdt,

QT

14 '- a1 ["'\le· M(u)dxdt + ~e2] dxdt,
QT

Is - 1[(O"(u)v), M(u) - m . vO"(u) : c(u)]dI:,
ET

h - 1 mp8p (aijkl)éij (U)ékl (u)dxdt.
QT

Nous allons maintenant estimer les différents termes h

Pour t 2 0 et é > 0 fixés, on a

ru'(t)· M(u)(t)dx:S: ~llu'(t)II(L2(n))n + :'21IM(u(t))II(L2(n))n.ln 2é

Par le lemme 1.4.1 et l'identité (1.4.11), on a l'existence de deux constantes
positives kl et k3 telles que

et

13 :s: k
3 r lu'I 2 dxdt + k3éIT E(t)dt.

é lQT 0

De la même manière, par le lemme 1.4.2, il existe une constante positive k2

telle que

En appliquant la formule de Young et en tenant compte de (1.4.2) on a, de
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par la définition des constantes Ro et >'0,

où k4 et k~ sont des constantes positives.

Nous allons estimer le terme h avec l'utilisation de coordonnées locales [21·
En tout point x E r, on considère la projection orthogonale 7l"(x) sur l'hy­
perplan tangent TAr). Tout vecteur v : n --+ ]Rn se décompose en

V(X) = VT(X) + Vv(X)v(x),

où VT(X) = 7l"(x)v(x) est la composante tangentielle de v et vv(x) = v(x)·v(x).
En notant Ôr(resp. av la dérivation tangentielle (resp. normale) à r, on écrit
la différentielle de v :

sur r, où 11 désigne le vecteur transposé de v.
Le tenseur de déformation se décompose de la manière suivante:

é(V) = éT(V) + Vés(v) + éS(V)V + év(V)VV sur r,

avec

éT(v) 7l"(ÔrVT)7l" + 7l"ÔrVT7l" + 2VvaTV ,

éS(V) avVT + 'VTvv - (aTV)VT,

év(V) avvv·
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De la même manière le tenseur de contraintes se décompose en

a(v) = aT(V) + vaS(V) + aS(v)v + a,Av)vv sur r,

où aT(V) est un endomorphisme sur l'hyperplan tangent, as(v) uu vecteur
tangent et av(v) un scalaire.

En définitive, on peut écrire

On rappelle que la proposition 1 de [2] établit l'existence d'une constante
C > 0 telle que

La condition de Dirichlet sur ri donne

M(u) = 2(m· 'V)u = 2m· vOvu, ET(U) = 0, 2Es(u) = OvUT'

et par conséquent

(a(u)v) . M(u)

et

ces deux inégalités conduisent à

r ((a (u) v) . M (u) - m . v a(u): E(u)) dr = r m· v a (u): E (u) dr .
ir l ir l

Comme m· v ::; 0 sur ri et a(u): E(U) ~ 0, on déduit que

r ((a(u)v)M(u) - m· v a(u): E(U)) dr ::; o.ir l
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En vertu des conditions au bord sur f 2 , on peut écrire

[ (a(u)v)·M(u) df = - [ 2(au+u')·(m·V')udf-(n-l) [ u·(au-i-u') df.
~ ~ ~
Cette identité, combinée à l'estimation (1.4.20) et l'hypothèse (1.1.4) donne

Is ~ C [ (lul2+ luT)dI:) (1.4.21)
JL.2T

- [T [ 2(au + u') . (m . V')u df dt
Jo Jï2

- k8 [T [ (éT(U): éT(U) + 2lés(uW + lév(UW) df dt.
Jo Jï2

où C est une constante positive suffisament grande et k une constante positive
telle que m· v ~ k> 0 sur f 2 . On estime d'abord le terme

Il = [T [ 2au. (m. V')udfdt.
Js Jï2

On remarque que u·(m· \7)u = ~m'\7(luI2) et en écrivant V'u = V'Tu+v(avu),
on obtient

1 2
U· (m· \7)u = 2" V'T(lul ). mT + mvuT . (avuT) + mvuv(avuv) sur f 2 .

Par la formule de Green, on a

et par conséquent

En utilisant l'expression de éS(U), on peut écrire

mvUT' avuT = mvUT' (2és(u) + (aTv)uT - V'TUv) sur f::?

Par l'inégalité de Young, on a
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pour tout () E (0, 1) (qui sera choisi ultérieurement). De même, une applica­
tion de la formule de Green donne

- r uvdivT(amvuT)dfJr2
- ramv uvdivTUT df - rUv \7T(arnv) . UT df.

Jr2 Jr2

Par l'estimation (1.4.19) et une réapplication de l'inégalité de Young, on
obtient

Les termes restant sont aussi estimés à l'aide de l'inégalité de Young et on a

Ensuite on estime le terme

I 2 =1T r 2u'· (m· \7)udf dt.
o Jr2

L'expression du gradient en coordonnées locales donne

Les seules difficultés sont pour les termes u~mT . \7TUv et m vu~ . avUT, les
autres sont estimés avec l'inégalité de Young.
Pour le premier, en utilisant les cartes locales, la partition de l'unité et l'ana­
lyse de Fourier (voir [21 pour les détails) , on montre que
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Par la formule définissant l'énergie, on obtient

Pour le second terme, on utilise l'expression de éS(U) et on a

Les deux premiers termes sont estimés par l'inégalité de Young. Pour le
dernier, une intégration par partie donne

Pour le dernier terme, avec l'estimation (1.4.19), on a

Il reste à estimer fr2 mvuT(t) . V'Tuv(t)df à t = 0 ou T. Pour cela, on
considère ( E Hl (f2) solution de

( - 6.T( = divTUT(t) on f 2 .

Comme divTUT(t) est dans H- l / 2(f2), ( est dans H 3/2(f2), et en plus on a
l'estimation

(1.4.23)

Notons qu'avec formulation variationnelle de ce problème on a

(1.4.24)
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Par la formule de Green et la définition de ( il vient

ruv(t)divT(mvUT(t)) dr
Jr2

rUv(t)UT(t)· \lTmv dr
Jr2

- r UV(t)mV( dr + r uv(t)mvÊlT( dr.
Jr2 Jr2

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et estimation (1.4.24), on obtient

Finalement, avec le fait que l'opérateur -ÊlT est non négatif et auto adjoint,
on peut écrire

et par l'inégalité Cauchy-Schwarz et l'estimation (1.4.23), on a

112 uv(t)mvÊlT( drl < Clluv (t)mv IIHI/2(r2)//(IIH3/2(r2)

< Cllull~I/2(r2)"

Par les propriétés des traces et la définition de l'énergie, on obtient

Finalement on arrive à
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21T

E(t)dt <

pour tout 8 E (0,1). Les estimations (1.4.22), (1.4.25) et (1.4.21) conduisent
à

/5 < k5 ( E(O) + 12T (lul 2 + lu'1 2
) df dt) (1.4.26)

+ 28 rT r (ET(UT): ET(UT) + IEs(uW + 18vuv12) dfdtJo Jr2
- ko rT r (ET(U): ET(U) + 2IEs(u)12 + 18vuvn dfdt.Jo Jr2

pour tout 8 E (0,1) et pour une certaine constante k5 > O.
En faisant le choix 8 < ko /2, on arrive à l'estimation

/5 ::; k5 (E(0) + r (lul2 + lu'1 2 )dE).
JE2T

Avec le Lemme 2.3.2, on obtient

avec k6 > O. En tenant compte de la definition de lm, on a

h ::; lm l T

E(t)dt.

En regroupant le tout, il vient

(k 1 + k2 + k6 + k5 + k~)E(O)
E

+ (k3 + k5 + RoH r ju'I 2dE + r lu'I 2 dxdt]E JE2T JQT

+ E(2 + k3 + k4 ) l T

E(t) dt + lm l T

E(t) dt.

Finalement, en choisissant
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et en posant

on conclut que

(1.4.27)

Cette estimation peut être étendue aux solutions faibles par un argument de
densité. Dans le formalisme du paragraphe 1.3, l'estimation (1.4.27) signifie
que la paire (-Al, Iv) vérifie l'estimation de stabilité. On conclut donc par
le Théorème 1.3.3 (Voir aussi Théorème 5.3 de [231 et tThéorème 2.1 de [10]) .

•

1.5 Exemples

1. Si f = 0 et 9 satisfait (1.1.5), (1.1.6), (1.2.4), (1.4.3), (1.4.4), ainsi que

x .g(x) ~ Colxl p+l
, Vlxl S 1, (1.5.1)

Ig(x)1 S Colxl a
, Vlxl S 1, (1.5.2)

où Co, Co sont des constantes positives, a E (0,1] et p ~ a. Alors 9 vérifie
(1.4.5) avec

2 P + 1
G(x) = xq+l et q = -- - 1.

a
Si p = a = 1 on obtient les mêmes décroissance que dans le Théorème 2.3 de
[171·

2

Si p + 1 ~ 2a, alors lji-l(t) = t1-q et on obtient une décroissance de l'ordre

20
t-p+1-20.

2. Si f = 0 et g(O = exp( -lçr2P)~ pour I~I assez petit et p > 0, alors
par 2.4 de [6], (1.4.4) est vrai avec

C
G(x) = 1

/logxl p
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C > 0 et on a

et C une constante positive. On obtient

C
E(t) S 1 •

1 log tl;;

3.Si f = 0 et g(ç) = exp( - exp(1/lçI2P))~ pour lçl assez petit et p > O.
on prend

C
G(x) = 1

1log [log x Il p

C
E(t) S 1 •

1 log Ilogtl[;;

Remarque 1.5.1. Le Théorème 1.4.1 est aussi valable pour le cas isotrope (voir

[24J)

u" - fJ,b.u - (), + fJ,)\ldivu + a\lB + f(u')

B' - b.B + {3divu'

B

u

v ~~ + (), + fJ, )vdivu + g(u')

u(·,O) = Ua, u'(·,O) = Ul B(-,O) = Ba

ce qui étend les résultats de [17].
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Chapitre 2

Structure vibrante
pluridimensionnelle

2.1 Modèle de couplage

Dans ce chapitre, n désigne un ouvert borné non vide de ]Rn, n 2: 1, avec
une frontière f de classe C2. Comme dans le chapitre 1, on fixe Xo E ]Rn et on
définit la fonction m(x) = x - Xo; où x E ]Rn et les sous ensembles suivants
de la frontière f (voir figures FIG.2.1 et FIG.2.2) :

f o = {x E f : m(x) . v(x) :S O},

f N = {x E f : m(x) . v(x) > O}.

On fixe un sous ensemble ouvert , de f 0 définis par

,= {u E f/m(x)· v(x):s -aD < O}-"-r---
où ao > 0 et on note

(2.1.1)

(2.1.2)

f D = f o \ ,. (2.1.3)

Dans tout ce chapitre, on suppose que mes(fD > 0), mes(fN > 0) et
mes(t > 0).

On considère une poutre unidimensionnelle w de longueur L attachée à n
en un point a E , et orthogonale à f. On représente chaque point de w par
son abscisse s de telle sorte que l'on puisse écrire

w = {a + sv(a) : 0 < s < L}.
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FIG. 2.1 - Un exemple de couplage pour n= 2

La dérivation suivant le paramètre s sera notée o. En fin, on introduit un
nombre réel positif a et une fonction edéfinie de 1 vers ]Rn de classe Cl à
support compact et telle que ei' o.

40 1



2.2 Existence de solution

On définit les espaces de Hilbert suivant :

v = {(u,v) E (HfD(O)t X H 2(w);u = ev(Ü) sur Î et av(ü) = ü}.

L'espace V est munie de la norme:

où

Théorème 2.2.1. Pour des données initiales ((ua, va), (UI, VI)) E V x Ji, le
système (2.1.4) a une unique solution (faible) (u, v) vérifiant

(u, v) E C1([O, 00); Ji) n CUO, 00); V). (2.2.1)

Preuve: On réduit le système (2.1.4) a une équation d'évolution du
premier ordre. On définit les opérateurs

A : V f------+ V' et B : V f------+ V'

par

< A(u,v), (u*,v*) >v',v

< B(u,v), (u*,v*) >V',v

lo-(u) : E(u*)dx +1pa2va2v*ds,

r m· vu· u*df + ŒV(O)V*(Ü).
JrN

Soit (u*, v*) un élément de v. On multiplit la première équation du système
(2.1.4) par u* et on intégre par partie sur O. Avec les conditions aux bords
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sur f D et f N, on obtient

a l[u" - div(o-(u))]· u*dx

1u" .u*dx -1 (IT(U) . v) . u*df + l lT (u) : é(u*)dx

= {u". u*dx + ( IT(U) : é(u*)dx + ( m· vu' . u*df
ln ln lr N1[IT(U) . v] . u*df.

~ De la même manière, on multiplitTa seconde équation de (2.1.4) par v* et on-intégre par partie sur w. Il vient

0=1[v" + p84v]v*ds 1v"v*ds +1p82v82v*ds

+ [p83vv*n + [p82V8v*]~

1v"v*ds +1p82v82v*ds - p83v(0)v*(0).

En sommant ces deux identités et en tenant compte des conditions de trans­
mission sur " on obtient

(u, V)" + A(u, v) + B(u' ,v') = (0, 0) dans V'.

On introduit maintenant les opérateurs définis sur V x V par

A((u, v), (u*, v*)) = (( -u*, -v*), A(u, v)),

lffi((u, v), (u*, v*)) = ((0, 0), B(u*, v*)).

En posant
x = ((u,v), (U',V'))

et
A=A+lffi,

on réduit le système (2.1.4) à

(2.2.2)

{ X' +AX = 0,
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Lemme 2.2.1. Sous les hypothèses précedentes, l'opérateur A défini sur
H x H par (2.2.2), de domaine

V(A) = {((u, v), (u', v')) E V x H: (-div(a(u)), a4v) EH,

a(u) . v + m· vu' = 0 sur rN,

pa3v(0) + av*(O) + l[a(u)v] . 8dr = 0,

av(O) = [Pv(l) = a3v(l) = O}

est maximal dissipative. De plus D(A) est dense dans H x H.

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme 1.2.1 du chapitre
1 (voir aussi lemme 3.2 de [17]).
Par la théorie des semi groupes [?] et [32], on a le Théorème 2.2.1 •

~-

Remarque 2.2.2. Pour des données initiales ((uo, vo), (Ul, vd) E D(A), le
système (2.1.4) a une solution unique forte (u, v) vérifiant

(u, v) E C2 ([0, 00); H) n C1([0, 00); V) n C([O, 00); D(A)).

2.3 Stabilisation

L'énergie du système (2.1.4), définie par

(2.2.4)

est décroissante. En effet, un calcul simple montre que

E'(t) = - r m· vlu'(tWdf - av'(O, t?
JïN

(2.3.2)

Si rN n rD =1=- 0, on supposera que le système élastodynamique dans S1 est
réduit au cas isotrope, précisement on a

a(u) = 2f-lé(u) + Àdivuln ,

où À, JL > 0 sont les coefficients de Lamé et In la matrice identité de ]RTl.

On aura besoin de supposer que (cf. [41) C := rN n f D est une (n - 2) variété
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(2.3.3)

de classe C3 telle qu'il existe un voisinage D' de C tel que f n D' soit une
(n - l)-variété de classe C3 .

Si T(X) est le vecteur unitaire normal le long de C, on fait l'hypothèse

m(x) . T(X) :S 0, '<Ix E C.

On fera en outre l'hypothèse suivante:

(H) ; Si le paramétre ex est nul, la fonction () vérifie

(~+ i m· vl()(x)ldf) :S °
et que la propriété de prolongement unique est vraie pour l'élasticité aniso­
trope dans D ( si ex est différent de zéro, il y a pas d'hypotèses supplémen­
taires).

On a le théorème suivant, qui donne le type de décroissance de l'énergie
du système (2.1.4) ;

Théorème 2.3.1. On suppose que l'hypothèse (H) est vraie. Alors il existe
deux constantes positives M et 6 telles que l'énergie de la solution de (2.1.4)
satisfasse

On déduit de (2.3.2) que

E(S) - E(T) = (T[ ( m. vlu'(tWdx + exv'(O, tf] dt, (2.3.5)
ls lrN

pour tous Set T tels que °:S S :S T < 00.

On introduit fJ, la plus petite constante positive telle que, pour tout
u E (Hf

D
(D))n on ait

( iul2df:S fJ,2 ( u(u) : é(u)dx. (2.3.6)
lrN . ln

De même, pour un réel T positif, on pose

Q = D x (0, T); q = w x (0, T)

l:: = f x (0, T); l::D = f D X (0, T); l::N = f N X (0, T).

On démontre d'abord les lemmes suivants;
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Lemme 2.3.1. Soient (u, v) une solution forte de (2.1.4), M et N les fonc­
tions définies par

M(u) = 2(m . \7)u + (n - l)u

et
N(v) = 2(s -l)8v - v.

On a les estimations suivantes:

IIM(u)(t)II(L2(o))n < CE(t), Vt 2:: 0,

et

IIN(v)(t)lli2(w) < CE(t), Vt 2:: 0,

où C > 0 est une constante independante de (u, v).

Preuve du Lemme 2.3.1 : Par integration par partie, on a

IIM(u)II(L2(Onn 1[12(m. \7)uI2+ (n - 1)21u12+ 4(n - l)u· (m· \7)u]dx

1 [12(m· \7)uI2+ (n - 1)21u12+ 2(n - l)m . \7(luI
2)]dx

l[12(m. \7)uI2+ (1 - n2)luJ2]dx + 2(n - 1) i m· vlul2dr

< 4R611\7u\2dx + 2(n - 1)im· vlul2dr.

On conclut avec l'inégalité de Korn, rD étant non vide.

De même, pour la seconde estimation, une intégration par partie donne

IIN(v)(t)lli2(W) ::; 41 (s -l?(8v(s, t))2 ds + 31 v2(S, t)ds - 2lv2(0, t).

Par l'inégalité de Poincaré, on a

Ces deux inégalités donnent

IIN(v)(t)lli2(W) ::; C(E(t) + v2(0, t)).
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L'hypothèse e=1 0 et la condition de transmission u = ev sur 'Y impliquent

v'(O, t):s Il j 1u l2dr,
e2dr "1

"1

et par l'inégalité de Korn on obtient

v2 (0, t) ~ C1a(u) : E(u)dr ~ CE(t).

Cette estimation et (2.3.7) achèvent la preuve du lemme. •

Lemme 2.3.2. Si ct > 0, il existe une constante C 2: 0 telle que pour tout
E E (0,1) et tout T 2: 0, on ait

fT f /ul2drdt + fT Iv(O, tW dt ~ C E(O) + E fT E(t)dt.
Jo Jr N Jo E Jo

Preuve du Lemme 2.3.2 : La démarche est la même que dans le lemme
1.4.2. Pour t 2: 0, on considère la solution z = z(t) de

{

div(a(z)) = 0 dans 0,

z = u sur r.
(2.3.8)

Cette solution est caractérisée par z = w + u où w E (HJ (o))n est l'unique
solution de

1a(w) : E(v)dx = -1 a(u) : E(v)dx "Iv E (HJ(O)t·

Cette égalité veut dire aussi que

1a(z) : E(v)dx = 0 "Iv E (HJ(o))n.

En prenant v = z - u dans cette identité, on déduit que

1a(z) : E(u)dx =1a(z) : E(z)dx 2: O.
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(2.3.11)

Il est claire que z vérifie (voir Lemme 5.2 de [10])

1f· zdx = -1 z· (a(vj)v)df, Vf E (L2(f2)r,

où Vj E (HJ(f2))n est la solution unique de

1a(Vj) : E(w)dx =1f· wdx, Vw E (Hci(f2)r·

Dans l'identité, (2.3.11) en prenant f = z, on peut écrire

llz,2dx = -1 z . (a(vz)v)df.

Avec les conditions aux limites z = u sur f N , Z = U = 0 sur f D et z = u = ev
sur {, on obtient par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

llz'2dx :S C(llull(u(rN))n + Iv(O, t)I)lla(vz)vll(L2(r))n.

La frontière f étant C2
, on a V z E (H2 (f2))n et de plus

Ilvzll(H2(n))n :S Kll zll(L2(n))n,

(2.3.12)

pour une constante positive K.
Cette estimation, combinée aux propriétés classiques des traces donne

KI étant urie constante positive. Si on insère cette estimation dans (2.3.12),
il vient

r Izl 2dx :S C( r lul 2df + Iv(O, tW). (2.3.13)ln lrN

Comme z' est solution du problème (2.3.8) avec condition au bord u' ( au
lieu de u), les arguments précédants donnent

(2.3.14)

(2.3.15)

De la même manière, pour t 2 0, on considère la solution w = w(t) de

{

84w = 0 dans w,

w(O) = v(O), 8w(0) = 8v(0) = 0, 82w(l) = 83w(l) = O.
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Cette solution w se décompose en w = Wl + v où Wl E W et est la solution
unique de

(2.3.16)

l'espace de Hilbert W (avec sa norme naturelle) étant défini par

Cette identité entraine

(2.3.17)

et en prenant k = W - v on déduit que

(2.3.18)

Notons que W vérifie

(2.3.19)

où kg E West l'unique solution de

Dans l'identité (2.3.19), si on prend 9 = w, on peut écrire

et comme w(D) = v(D), on obtient

(2.3.20)

Etant donné que kw appartient à H 4 (w) avec l'estimation
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pour une certaine constante positive K*, on obtient par les injections de
Sobolev

183kw (0)1 ~ K;llwllu(w),

Ki étant une constante positive. Si on insère cette estimation dans (2.3.20)
on obtient

llw,2ds ~ Clv(O, t)l·

w' étant solution (2.3.8) ( on a remplacé v par v'), donc

llw,,2ds ~ Clv'(O, t)l·

(2.3.21)

(2.3.22)

En utilisant l'inégalité de Korn et les Théorèmes standards des traces ( ici
f D 1= 0) on a

r Izl 2df ~ C r a(z) : é(z)dx.
JrNu, Jn

Rappelons que z = u sur f N et z = u = ev sur 'Y, et donc

r lul 2df + Iv(O, tW ~ C ra(z) : é(z)dx.
JrN Jn

Ceci implique que

r lul 2df + Iv(O, tW ~ C( ra(z) : é(z)dx + pl(82w)2ds).
JrN Jn w

En utilisant (2.3.10) et (2.3.18) on obtient

r lul 2df + Iv(O, tW ~ C( ra(z) : é(u)dx + pl 82v82w).
JrN Jn w

Si on intégre cette identité pour t E (0, T), on trouve

r lul 2dfdt + I
T

Iv(ü, tWdt ~ C( r a(u) : é(Z) dxdt + p182v82wdSdt).
J'EN 0 JQ q

De même, en intégrant par partie par rapport à la variable d'espace, on
obtient

r luI2dfdt+ITlv(0,tWdt~C(- rdiva(u).zdxdt+P184Vwdsdt
J'EN 0 JQ q

+ha(u)v· zdfdt+plT
w(ü,t)83v(O,t) dt).
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Comme z = U sur L,N, Z = °sur L,D, Z = Bv(O, t) sur 1 x (0, T), et
w(O) = v(O, t), les conditions aux limites sur L,N et sur 1 x (0, T) pour U

nous permettent d'écrire

1CT(U)IJ' zdfdt = lN m· lJu'udfdt

- l T
v(ü, t)(pa3v(0, t) + o:v'(O, t)) dt.

Cette identité, combinée à (2.1.4), donne

r iul 2df + lT
Iv(O, t) 12 dt :=:; C( - ru"· z dxdt -lvllw dsdt

JEN 0 JQ q

+ r m'lJu'udfdt-o:1
Tv

(0,t)V'(0,t)dt).
JEN 0

On intégre maintenant par partie par rapport au temps, il vient

r lul 2df + l T
Iv(O, t)1 2 dt :s; C( r u'· z' dxdt + Iv'W' dsQ2.3.23)

JEN 0 JQ q

-1 zu'l5' - 1wv'l5'

+ r m,vu'udfdt-o:1Tv (0,t)V'(0,t)dt).
JEN 0

On fixe un réel co 2: O. Si on utilise plusieurs fois (2.3.5), (2.3.13), (2.3.14),
(2.3.21), (2.3.22) et l'inégalité de Young, on peut estimer les différentes inté-
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grales du terme de droite de l'inégalité précédentes de la manière. suivante:

i m· vuu'd'E < éol lul 2d'E + _1_ i m· vlu'12d'E
EN EN 4éo EN

l T

1< 2éoj12 E(t)dt + 4E(O),
o éo

~ z'u' dxdt < éo llu'12 dxdt + -1-1Iz'12 dxdt
Q 4éo Q

l T

C< 2éo E(t)dt + -E(O),
o 4éo

1w'v' dxdt l T

C< 2éo E(t)dt + 4E(O),
o éo

-1 zu'16 < 4(1 + Cj12)E(O),

-1 wv'16 < CE(O),

-ŒlT

v(O, t)v'(O, t) dt 1 l T l T

< -Œ Iv'(O, tW dt + éo Iv(O, tW dt.
éo 0 0

1 l T

< -E(O) + éo Iv(O, tW dt.
éo 0

En utilisant ces differentes estimations dans (2.3.23), on a l'estimation voulue
par un choix approprié de éo . •

Preuve du Théorème 2.3.1 : Supposons d'abord que (u, v) est une solution
forte de (2.1.4). Si rD n rN = 0, alors en multipliant la première identité de
(2.1.4) par

M(u) = 2(m . \7)u + (n - l)u
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et en intégrant par partie sur Q on obtient :

Ü = (u', M(u)) 16' + r lu'I 2dxdt - r m· vlu'I 2dEJQ JEN
- 1 m· vlu'12ds(x)dt

-y x fO,T]

+ ~ a(u) : é(u)dxdt

- h[(a(u)v). M(u) - (m· v)a(u) : c(u)]dE.

Si rD n r N i- 0, une application du Théorème 4.1 de [41 donne

ü > (u', M(u))I6' + rIU'/2 dxdt - r m· vlu'I2dEJQ JEN
-1 m· vlu'12ds(x)dt

-yx[O,TJ

+ ~ a(u) : é(u)dxdt

- h[(a(u)v). M(u) - (m· v)a(u) : é(u)ldE.

De la même manière, on multiplit la seconde identité de (2.1.4) par N(v) et
on intégre par partie sur q. Il vient:

o 21T
l1v'I2 -LiT Iv'(ü, tWdt

+ 1v'N(v) 16' ds

+ 2pl T 1/(82v)2dt + 2Lpl T

83v(O, t)8v(O, t) dt

+ Pl T

83v(ü, t)v(ü, t)dt.

Ces deux identités (ou inégalitiés si rD n rNi- 0) nous permettent d'écrire

T 41 E(t)dt::; 1m· vlu'I 2 + L Ii
o EN i=l
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où

fi - [(u', M(u))16 - ~1N(v)v'16,Jo 2 w

I2 = [ [(a(u)v) . M(u) - (m· v)a(u) : c(u)] dI:,
JENUED

h 1 m . vlu'12dfdt + ~ [T V'2(0, t)dt,
-yx(O,T) 2 Jo

I4 1 [(a(u)v) . M(u) - (m· v)a(u) : c(u)]dI: - ~P [T éPv(O, t)v(O, t)dt.
-yx(O,T) Jo

Par le lemme 2.3.1 , on a
Il ~ CE(O).

Comme dans [2,101 (voir aussi chapitre 1), le système de coordonnées locales
nous permet d'estimer I 2 par

I2 ~ C(E(O) + [ (lul 2 + lu'1 2 )dI:).
IBN

La condition u = ()v sur 'Y x (0, T) dans le système (2.1.4) et l'hypothèse
(2.3.3) nous permettent d'écrire

si a = 0

I3 = (~+1m . vl()(xW) l T

vt2 (O, t)dt ~ Ca l T

vt2 (O, t)dt

si a> o.
Aussi, avec la condition aux limites 'Y x (0, T) dans le système (2.1.4) on

obtient

/4 = 1 [(a(u)v) . M(u) - (m· v)a(u) : E(u)]dI: (2.3.24)
-yx (O,T)

+ ~1 (a(u)v) . ()v(O, t)dI:
-yx (O,T)

+ ~ l T

v'(O, t)v(O, t)dt.
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On estime /4 de la même manière que Is du chapitre 1. En utilisant les
systèmes de coordonnées locales et les conditions aux limites sur Î x (0, T)
dans le système (2.1.4) on a

a(u)v = as(u) + av(u)v sur Î x (0, T),

M(u) = 2(m· v)8vu + VI (8)v(0, t) sur Î x (0, T),

pour une fonction vectorielle VI (8) (dependant 8 et du gradient tangentiel).

On a donc

a(u)v· M(u) a(u)vM(u)

2(m· v)(iTs(u) + aAu)v)8vu + a(u)v· vl(8)v(0, t)

+ a(u): C1(8)v(0, t) sur Î x (0, T),

pour une matrice C1(8) (qui dépend aussi de 8 ). En d'autres termes, on a

et avec les conditions aux limites

+ a(u): C2 (8)v(0, t) on Î x (0, T).

Dès lors, on a

(a(u)v) . M(u) - (m· v)a(u) ; é(U) (m. v)a(u): é(U)

+ a(u); C3 (8)v(0, t) sur Î x (0, T).
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21
T

E(t)dt <

Si on insère cette identité dans (2.3.24), on obtient

14 1 (m· v)a(u): E(u)dE
"Ix(O,T)

+ 1 [a(u) : C3 (B) + ~(a(u)v) . B]v(O, t)dE
"Ix (O,T) 2

+ ~ fT v'(O, t)v(O, t)dt.
2 Jo

Par l'inégalité de Young, on a

14 < 1 (m· v)a(u): E(u)dEdt
"Ix (O,T)

+ El la(uWdEdt + C fT Iv(O, tW dt
"Ix (O,T) E Jo

+ alT

Iv'(O, t)1 2dt, 'iE E (0,1).

L'hypothèse (1.1.4) nous permet décrire

la(uW ~ C1é(uW ~ Ca(u): E(u).

Par conséquent, comme m· v < -ao < 0 on Î, en fixant é < ~, on obtient

14 < 1 m· va(u): é(u)dEdt
"IX (O,T) 2

+ C l T

Iv(O, tW dt + a l T

Iv'(O, tWdt.

Du fait que m· v ~ 0 sur Î, on conclut que

Ces estimations des termes hi = 1, ... ,4 donnent

C(E(O) + f m· vlu'1 2dE + a fT Iv'(o, tWdt~.3.25)JEN Jo
+ C f lul 2dE + C(B) fT v2(0, t)dt.

JE N Jo
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Maintenant, on distingue le cas 0: > 0 et le cas 0: = O.

Si 0: > 0, par le lemme 2.3.2 l'estimation précédente (2.3.25) devient

21
T

E(t)dt < C(E(O) + lN m· vlu'12d~ + 0: l T

Iv'(O, tWdt)

C l T

+ -E(O) + é E(t)dt,
é a

pour tout é > O. En choisissant é assez petit, on arrive à l'inégalité d'obser­
vabilité

fT E(t)dt :::; C(E(O) + f m. vlu'12dL: + 0: fT Iv'(O, tWdtf2.3.26)
Jo JE N Jo

Cette estimation reste vraie pour des solutions faibles grace à un argument
de densité. Dès lors, on peut conclure avec le paragraphe 1.3.1 du chapitre 1
( voir aussi le Théorème 3.3 de [23]).

Si 0: = 0, on va utiliser un argument de compacité.
Remarquons d'abord que l'estimation (2.3.25) et l'identité (2.3.5) donnent,
pour T > 0 assez grand

(2.3.27)

On fixe T > 0 de sorte que (2.3.27) soit vraie. Nous établirons dans le lemme
2.3.3 l'existence d'une constante positice C(T) > 0 (qui dépend de T) telle
que

(2.3.28)

En fin, si cette estimation est vraie, l'estimation (2.3.27) devient
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et par conséquent on a l'inégalité d'observabilité

E(T) :::; C(T) r m· l/lu'12d~,
}'L,N

ce qui donne la décroissance exponentielle ( voir paragraphe 1.2.1 •

Il reste à prouver l'estimation (2.3.28) :

Lemme 2.3.3. Toute solution faible (u, v) de (2.1.4) vérifit (2.3.28) pour
une constante C(T) > O. .

Preuve du Lemme 2.3.3 : Supposons que (2.3.28) soit faux. Alors il
existe une suite (un, vn) de solution de (2.1.4) telle que

(2.3.29)

(2.3.30)

Avec l'estimation (2.3.27), cela veut dire que

En(O) :::; 2C(T), \:In E M,

où En(t) est l'énergie de la solution (un' vn) au temps t. Comme l'énergie est
décroissante, on a

l T

En(t) dt :::; 2TC(T), \:In E M,

donc la suite (un,vn) est bornée dans H1(Q)n X H 2(q). Avec l'injection com­
pacte de H1(Q)n X H2 (q) dans L2(~N) x L2(0, T), on peut extraire une sous
suite ( qu'on notera aussi (un' vn)) telle que

(Un' Vn) ---+ (U, v) faiblement dans H1(Qt x H 2(w), si n ---+ ~.3.31)

(un' vn(O)) ---+ (U, v(O)) fortement dans L2(~N) x L2(0, T), si n ---+ ~.3.32)

Ce qui implique, avec (2.3.29) et (2.3.30) que (u, v) est une solution faible de
(2.1.4) et vérifie

(2.3.33)
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et

ou de manière équivalente

ut = 0 sur EN' (2.3.34)

En procédant de la même manière que dans la Proposition 4.1 de [11], et
en utilisant l'estimation (2.3.27), on vérifit que l'espace 1tT des solutions
faibles de (2.1.4) vérifiant (2.3.34) est de dimension finie. par conséquent,

avec l'invariance de 1tT suivant :t22 , si 1tT n'est pas réduit à {O}, il existe un

nombre complexe). et une solution (u, v) =1- (0,0) de

diva(u)

u

a(u) . v

u'

u(x) = v(O)B(x)

p83v(0) + J)a(u) . vl· B(x)ds(x) = 0,

8v(0) = 82v(l) = 83v(l) = O.

En posant ü = ut, on a

= ).U dans D,

).V dans w,

osur f D ,

sur 'Y,

(2.3.35)

diva(ü)

ü

a(ü) . v

).Ü dans D,
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et donc, par les Théorèmes d'unicité (voir par exemple Théorème 1.2 de [5]
pour l'élasticité isotrope ), ù == 0 in D. En revenant au problème (2.1.4), U

vérifie

divŒ(u)

U

Œ(U) . v

odans D,

osur rD,
osur rN ,

et comme rD est non vide, on obtient U == O. A ce niveau, on revient à
(2.3.35) pour v et on a

p84v = Àv in w,

83v(0) = 0,

v(O) = 8v(0) = 82v(l) = 83v(l) = O.

(2.3.36)

(2.3.37)

(2.3.38)

En d'autres termes, v est une valeur propre de l'opérateur pff avec conditions
aux limites (2.3.38) et (2.3.37). Or la seule solution de ce problème est v = O.
Donc (u, v) = (0,0) ce qui est impossible et montre que 1fT = {O}.
Revenant à la limite (u, v) de la suite (un' vn), on voit qu'elle est dans 1fT ,

et est égale à (0,0), ce qui contredit (2.3.33). •

Remarque 2.3.2. On a les mêmes résultats si on remplace dans le système
(2.1.4) la condition

Œ(U) . v + m· vu' = 0 sur r N x 1R+

par
Œ(U) . v + m· vg(u') = 0 sur r N x 1R+

où 9 est une fonction non linéaire vérifiant des hypothèses appropirés. En
fait il suffit d'appliquer le Théorème 1.3.3 du chapitre 1, le système linéaire
associé étant exponentiellement stable.
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Chapitre 3

Contrôlabilité exacte de
l'équation des ondes dans des
espaces de Sobolev d'ordres
fractiollnaires

On considère D un ouvert régulier de lR.2 et T un réel strictement positif.
La contrôlabilité exacte de l'équation des ondes consiste pour tous couples
(Yo, yd et (zo, zd appartenant à un espace à determiner, à trouver un contrôle
u tel que si y est solution du problème

y" - f::.y = a dans D x ]0, Tl,

y u sur 8Dx]0,T[,
(P)

y(O) Yo dans D,

y'(O) Yl dans D,

Alors à l'instant T, on a

{

y(T)
(E)

y'(T)

Zo

Etant donné la linéarité des problèmes (P) et (E), il suffit de prendre
Zo = Zl = o.
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Dans [151 il a été établi, pour certains types de données initiales des équi­
valences de normes ( qui sont à la base de sa méthode H.U.M de J.L.-Lions)
donnant la contrôlabilité exacte à partir d'un temps T supérieur à une valeur
To·

Dans ce chapitre, on définit les mêmes types d'estimations de normes avec
des conditions initiales dans des espaces peu réguliers. On donne ensuite,
par interpolation les mêmes estimations dans les espaces intermédiares et les
résultats de contrôlabilité exactes correspondants.

3.1 Rappels

On suppose que la frontière f = an de n est de classe C2 •

Soit I; =]0, T[xan et v(x) le vecteur unitaire normal extérieur en un point
xE f. pour un vecteur Xo E lR2 avec Xo = (x?, xg), on adoptera les notations
suivantes:

m(x) x - Xo (x E lR2
),

f o = {x E f : m(x) . v(x) > O},
f~ {x E f : m(x) . v(x) < O},

et

I;o 10, T[xfo,

I;~ ]0, T[ x f~.

On introduit aussi les constantes

et
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(3.1.1)

On considère maintenant le système

u" - ~u 0 dans ]0, T[ x D,

u 0 sur f,
(E)

u(O) Uo sur D,

u'(O) Ul sur D,

Pour des données initiales (uo, UI) E HJ(D) x L2 (D), ce problème a une
solution unique et son énergie est défini par,

Eo = ~(lluoll~J(O) + Ilullli2(o))'

On rappelle [151 l'inégalité directe

lT iD (~~) 2 d(Jdt ~ C{J(T)Eo

et, pour tout T > To, l'ingalité inverse

lT iD (~~) 2 d(Jdt 2: Cl (T)Eo (3.1.2)

où C{J(T),Cl(T) sont des constantes positives. Une conséquence de (3.1.1) et
(3.1.2) est le théorème de controlabilité excate suivant [151 :

Théorème 3.1.1. Pour des données initiales (Yo, yd E L2 (D) x H-1(D) il
existe un contrôle v E U(O, T; L2(fo)) tel que la solution y du système

y" - ~y 0 dans Dx]O,T[,

y 0 sur f*
°

y v sur f o

y(O) Yo dans D,

y'(O) YI dans D,

satisfasse, au temps T, y(T)=y'(T)=O.
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3.2 Nouvelles estimations de normes

Soit eE [0,1]. Pour (CPa, cpd E V(D) x V(D), on pose

II(cpa,cpdll~8 =lT

II,aacpl12 dt
a v H-8/2(ïo)

où cp est la solution de l'équation des ondes homogène (E) correspondant aux
données initiales (CPa, cpd·
On note par Fe le completé de V(D) x V(D) pour la norme Il'11~8' On a le
théorème suivant

Théorème 3.2.1. Il existe une constante positive CT telle que, pour tout
eE [0,1] et T 2: Ta, la solution cp de l'équation des ondes homogène (E) avec
les données initiales (CPa, CPl) E Fe vérifie l'estimation suivante:

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

Pour prouver le théorème (3.2.1), on démontre d'abord le lemme suivant:

Lemme 3.2.1. Soit u la 801ution de l'équation de8 ondes homogène (E)
avec données initiale8 Ua E H2 n HJ(D) et Ul E HJ(D). On a l'estimation
suivante:

l
T

Il au" 11

2

dt> CTEl° av H-l/2(ïo) -

où El = HIIb.uoll12(11) + II\7Ullll2(11») et CT une constante positive.

Preuve du Lemme 3.2.1 : Si Uo E H2(D) n HJ(D) et Ul E HJ(D), en
posant

v = u'; v(O) := Ul; v'(O) := b.uo,

on a une solution v de (E) avec des données initiales Ul et b.uo. En appliquant
l'inégalité (3.1.2), on obtient

lT io (a - xO)v(a) (~~) 2 dadt 2: c(T)El ,

où c(T) est une constante positive.
Pour un réel E 2: 0 suffisamment petit ( tel que T - 2E - To > 0), on définit
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la fonction <PE E D(ffi.) de la manière suivante:

i) O:S <PE :S 1 ,

ii) supp (<PE) C ]0, T[,

iii) <PElfE,T-E] = 1.

Sachant que

I

T r (a ')2 jT-E r (a ')2° <PE(t) ira (CT - XO)V(CT) a: dCTdt 2: Eira (CT - XO)V(CT) a: dCTdt,

alors, en multipliant membre à membre l'inégalité (3.2.3) par <PE et en inté­
grant par partie, on a

j
T-E r ( 1 au au' au au")

- Eira <pAt)m(CT)v(CT) av av + <PE(t)m(CT)v(CT) av av dCTdt 2: c(T)~.2.4)

Etant donné que

-I
T r <p~(t)m(CT )V(CT) ~u ~u' dCTdt = _ ~ I

T r <p~(t)m(CT)v(CT) dd (~u) 2 dCTdt,
o ira uV uV 2 0 ira t uV

alors (3.2.4) peut être reécrit

II
Ti (ou)2 I

Ti au au"- <p~(t)m(CT)V(CT) ~ dCTdt - <Pe(t)m(CT)V(CT)~~dCTdt 2: c(T)E,.
2 ° ra uV 0 ra uV uV

En utilisant (3.1.1), on a

~ l T
ia <p~(t)m(CT)v(CT) (~~) 2 dCTdt :S eoEo.

De même, par dualité, on a

I

T r <Pe(m(CT)V(CT))OUOU"dCTdt < c2ITIIOuII Il au" Il dt.
o ira av av - ° av Hl/2(ra) av H-l/2(ra)

où C2 est une constante positive. Ainsi, on a l'inégalité

I

T
'[au Il I10u"llcoEo+ C2 - -- dt> c(T)E1 .

o av Hl/2(ra) av H-l/2(ra) -
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(3.2.5)

Une application de l'inégalité de Young entraine, pour toute constante posi­
tive 8 > 0,

eoEo+C2 (~1T'laU"112 dt+81
T

llaul1
2

dt) > c(T)E1 .
2 8 0 av H-l/2(ro) 0 av Hl/2(ro) -

En utilisant l'estimation

( c étant une constante positive) , on a

C (1T

1 Il aU"11
2 1T

)eoEo + 2
2

~ -a dt + 8c2 lIullt-2(Ç'/)dt ~ c(T)E1·
o u V H-l/2(ro) 0

Pour un choix particulier de 8, il existe une constante positive CT telle que

T lia "11

2

eoEo+ c31 aU dt ~ CTEl .
o v H-l/2(ro)

Pour achever la preuve du lemme 3.2.1, il suffit de montrer l'existence d'une
constante positive a telle que

On raisonne par l'absurde en supposant l'existence d'une suite ('Pn)" de so­
lutions

'P~ - b.'Pn = a dans ]0, T[ x D,

où

satisfaisant
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et

11

0
"11

1· 'Pn 0lm --- =ov H-I/2(ro) .

Avec l'inégalité 3.2.3, on déduit que ('PO,n, 'PI,n) est borné dans

On peut donc y extraire une sous suite (qu'on notera aussi (('PO,n, 'Pl,n)) qui
converge faiblement dans (H2 (D) nHd(D)) x HJ(D) vers (epo, epd et donc par
compacité, fortement dans Hd(D) x L2(D).
En notant <p la solution correspondante aux données initiales (epo, ',3d, on
obtient

et

11

0
_If Il3!- =0ov H-l/2(ro) ,

ce qui est impossible par un théorème classique d'unicité [15J. •
Preuve de Théorème 3.2.1 : Soit ('Po, 'Pl) E L2(D) x H-I(D) et 'P la

solution correspondante de (E). On introduit la fonction définit par

u(t) = l t18

'P(T)dTds - ty - z

avec y et z appartenant à Hd(D) et vérifiant -6.y
respectivement.
En appliquant le lemme 3.2.1 à u, on a

'Pl et -6.z

1
T

Il ~'P 11

2

dt ~ CT {11'Polli2 (n) + Il'P1111-1(n)} .
o uV H-I/2(ro)

(3.2.6)

Les inégalités (3.1.2 et (3.2.6) donnent par interpolation le Théorème (3.2.1)

•
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3.3 Contrôlabilité exacte

On note par .6.r l'opérateur de Laplace-Beltrami.
Une conséquence de l'inégalité (3.2.1) est le Théorème de controlabilité exacte
suivant:

Théorème 3.3.1. Il existe un temps Ta tel que, si T > Ta, alors pour tout
eE [0,11 et des données initiales (Ya,YI) E (Hg(D) x HII-I(D)) , il existe
v E L 2(0, T; H- II /2(fa)) tel que, si y est la solution du problème

y" - .6.y 0 dans ]O,T[xD,

ÎY 0 sur f ô,

ÎY (-.6. r )-1I/2v sur fa,

y(O) Ya dans D,

y'(O) YI dans o..

alors, au temps T, y(T) = y'(T) = O.

Preuve du Théorème 3.3.1 On applique la méthode d'unicité Hilber­
tienne (HUM [15]). On part de <Po E HJ-II(D), <Pl E H-II(D).
Soit <P E C (0, T; HJ-II(D)) n Cl (0, T; H-II(D)) la solution unique du pro­
blème

<p" - .6.<p o dans ]0, T[ xD,

<p(0) <Po dans D,

<P' (0) <Pl dans D,

Î<P 0 sur ]O,T[xf.
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Soit ç l'unique solution definie par transposition de l'équation

ç" - 6.ç 0 dans ]O,T[xD,

ç(T) 0 dans D,

Ç'(T) 0 dans D,

"tç 7] sur 10, T[xf,

où 7] E L2(0, T; Hg/2(fo)).

En posant v = "t~<P et en faisant le choix 7] = (-6.r )-1I/2 v, on aav

et
ç(O) E HII(D), ((0) E HII-I(D).

Sous les hypothèses du Théorème 3.2.1, on a Fil C Hci-II(D) x H-II(D) et
donc H II- I x Hg C F~.

On définit l'application

1\ : Fil f--4 F~

(<Po, <pd f--4 (((0); -ç(O)).

On a

et 1\ est un isomorphisme. Ainsi, pour tout T > To et tout (Yo, yd E F~, il
existe un élément (<Po, <PI) E Fil tel que

Soient <P et ç les fonctions définies précèdement avec ço = yo et Çl = YI.
gràce à l'unicité de la solution, on a Y = ç. Ainsi y(T) = y'(T) = o. Ce qui
achève la preuve du Théorème.

70



Conclusion

La méthode du chapitre 1 pourrait être appliquée au système de thermoé­
lasticité avec une troisième variable potentielle. Il faudrait d'abord établir la
décroissance exponentielle du système linéaire associé. Ce qui est fait par
certains auteurs dont R. Racke mais avec une forte hypothèse de symétrie
radiale. Il serait intéressant de voir si une telle hypothèse peut être affaiblie.

De même, nous envisageons d'étendre les résultats de contrôlabilité exacte
du chapitre 3 au cas des ouverts polygonaux et aux cas non linaire.
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