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INTRODUCTION

L'origine de ce travail est la proposition sùivante :

"Soit A un anneau commutatif, M un A-module de tyr'-' fini, ~\crs

endomorphisme surjectif de M est un isomorphisme".

Soit A un anneau non nécessairement commutatif, M un A-module; 011 dit que M vérifie

la propriété (S) si tout A-endomorphisme de M surjectif est un isomorphisme.

Soit A un anneau, ~ la classe des A-modules de type fini, 3' la classe de A-modules

vérifiant la propriété (S), en 1969 W. V. Vasconcelos a démontré que si A est commutatif

'J ç;3'. En général cette inclusion est stricte: dans (12) Kaïdi A.M et SANGHARE ont

donné l'exemple d'un module sur.m anneau commutatif; qui vérifie (S) ct qui n'est pas de

type fini.

Notre travail est de caractériser les anneaux commutatifs pour lesquels ~ et 3' sont

identiques.

Pour aborder cette étude nous avons divisé cette thèse en trois chapitres.

Le Chapitre 1 est un rappel de certains résultat, classiques. des définitions. des notations !

que nous utiliserons tout au !ung ,-'C l,ra\ ,lii.

D,lnS k Chapitr·c II nous faisons un,-' synthèse de différents résultats qu,-' nmh avuns pu

rccueillir d'articles étudiant les nwJulcs l.jui vérifient la propriété (S). \olamment « l)lJ

finitd) gel1erated Hat modules» de \V. V. Vasconcelos: « on ini,-'cll\C émd suriectin:

endol1lorphisms oC finildy gcncra1.ed modules)\ (k E.r'. Armcndari/.. 'oc \\". Fi-dll'!',

Robert L. Snidcr ~ ct (l' une caractérisation des anneaux à idéaux prinCIpau\: » de Kaïdi El

Amin Mobht:lI' Cl Sanghan'; i\lal1lado!l
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Le Chapitre III est consacré à la caractérisation des FGS-anneaux commutatifs, en

montrant d'abord quc tout idéal premier d'un tcl anneau est maximal ct que les idéaux

maximaux sont en nombre fini. En suite qu'un tel anneau est semi-parfait. Et enfin sous

certaines conditions on montre qu'un FGS-anneau commutatif cst artinicn.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Cc chapitre contient èSsentidblll":llt des rappels ct des résultats que nous utiliserons

dans toute la suite de cette thèse. Il est divisé en quatrc parJ.grJ.phcs : le premier traite des

modules simples et semi-simples et on donne quelqucs résultJ.ts généraux; le second des

modules artiniens et noethériens; le troisième étudie quelques propriétés des modules

injectifs, projectifs, semi-parfaits et le quatrième un bref apperçu des P.I. anneaux

Dans tout ce travail, et sauf mention expresse du contraire, le mot anneau désignera un

anneau associatif non (nécessairement) commutatif possédant un élément unité noté 1 ; le

mot module, un module à gauche unitaire. Un anneau A muni de sa structure de A-module

sera noté AA. Soit A un anneau.On dit que l'anneau A est local sïl admet un seul idéal à

gauche maximal m. Alors m est l'idéal bilatère ensemble des éléments non inversibles de

A et l'anneau quotient .11/ est un corps non nécessairement commutatif Quand nOllSlm

parlons de radical dc A, il s"agira du radical de Jacobson de A.

Soit M un A-module on appelle série de composition de \1. une suite de sous-

mudulcs de :\'1 tels que (0) = \l n c \l n- 1 c ... c \1 (J = \1 Cl
\/

/
SUil un A-muJu!c

. \ / (- 1

simple pour l.si 'S;n-l l'entier n = i (:\:1) est appdé )onguL'ur Ju A-muJuk \1.

~ 1 - MODULES SIMPLES ET MODULES SEMI-SIMPLES

Son A un anneau On ranpellè qu'un A-module \1 L'e;t simllJc !rcsp -;cmi-simpJclsli

n'cst pas réduit cl {Ü} ct s'il ne contient pas d':~lUtrcs sous-muduks liuC \1 ci {O} (rcsp <il

~iJllrle) si le A-nwdll!C \\ est simple (rl'sIl scmi-sil1lrk\
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Proposition /-/ ({6j proposition / P. 46)

Soit A Ull (lI/lleUU, les propriétés SUi\'ulltes sont équivalentes ..

(/) Tout A-I/Iodule est semi-simlJle

Démonstration:

a) => b) est évident

b) => a) . En effet tout A-module est isomorphe au quotient d\ll1l11odulc A(") or tout

quotient d'un module semi-sil11ple est sel11i-simple.

Définition /-2 :

On appelle radical d'u/1 A-module M (resv de lonneau A) le sous-module

intersection des sous-modules maximaux de M. ou, ce qlli revient ail l/1z,me, l'ensemhle des

éléments de M annulés par tout homomorphisme de M dans un A-module simple (rl'sp

intersection des idéaux à gauche maximuux de A) On dit quI' lH est sans radical si son

radical est nul.

Proposition /-3 ({6j proposition 5 P. 65)

1)0111' (111 '1111 A-modllfe IW SOif sans r([(iicul, il/illi/ el il sIItlit qllil SOif isol/loljJhe ci '"'

sUlis-modlile d '1111 produit dl' A-II/(1dules simjJles

Démonstration:

1~lmi)le (fj ) je 1 d'homomorphismcs dc 1\1 (bns s,. tèlks qll~' ks !l()Y~lt;\ ,ks l', .li~'n( :n:

pour intersection. On a donc le diagramml' dl' .\-Il1ULlllk" L'UIl1I1111lalir "ui, anl

\ 1 -- --., II "',. i

\ /

1',\ /p
\ /'
\

~S~
• L'
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En effet si M est sans radical, alors il existe une famille (Ni) de sous-modules à gauche

maximum de M. POUf tout i A)1v, =S, est un A-module simple et la surjection canonique

M~ jVY~, = S, ,x 1--> qx) = x est un homomorphisme de A-modules et

n Ker fi = n Ni = {O}.
'El 'Ei

fi = Piof et Kerf = nKer/, or nKer/, {O} donc Kerf = {O}, d'où f est une
lEI lEi

injection de M dans f1 S, . Par conséquent M - Imf, Imf étant un sous-module du
'Ei

produit de A-modules simples f1 S, .
,El

Réciproquement si M est un sous-modules d'un produit de modules simples f1 S, . pour
lEI

tout x*-o dans M, il existe un indice i E 1 tel que Pi(x) = Xi *- O. Soit g la restriction

de Pi à M, g est un homorphisme de M dans Si tel que g(x) *- 0 donc d'après la

définition 1-2, M est sans radical.

Corollaire /-4 :

ToUl module semi-simple e:·;{ sans radical

2) \lodules artinicns et modules noethériens

"';()it .\ un annC;1l1 ct \1 un A-module nous dirons Liue IL' module \1 e:-,t aninien

(rcsp.l1oethlTicn) "j [uute suite décroissante (l'esp. croissante) de sous-l1lodules de \1 est

SLIli\\[lIl~llll' Ll:\-l1lodule \1 est dit de longueur lïnie si elle est ù Id (ois ;lrtinicn ct

noethérien. L'anneau A est dit artinien (rcsp noethérien) si\.'\ est :lrlinien (rcsp.
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Proposition /-5 : ( 125/ proposition 1.17 p. 17)

Soit A un anneau et soit 0 --> N -----4 M~ K --;Al

une suite exacte de A -modules et d'homorphismes de A-Illodules ~1 l'sI (I,.I;II;ell (resp.

noethérien) si et seulement si N et K sont artiniens (re.'Jp. l10elhériemj

Démonstration:

On peut supposer que N est un sous-module de M ct que K ==- ;\/;V .

Si M est artinien il en est de même que N car tes sous-modules de N sont des sous-

modules de M. Et % est artinien car la famille des sous-modules de A1fN est en

bijection avec celle des sous-modules de M qui contiennent N. Cette bijection conserve le

sens de l'inclusion.

Réciproquement si N et lv% sont artiniens. soit (1) M=Mo:::2MI ;;::> •••• :::2M j :::2M i+ 1 ~ •••

une suite de sous-modules de M décroissante. Alors il existe lin entier no ù partir duquel

la suite N = Mo n N =:J N n MI :..;> ..... :::2 Nn Mi =:J '" ..... est stationnaire et il existe un

entier mn à partir duquel

Jil; = .\l o /:..;>M + A/':::2 .....~ :\1
1
, + J'v'!.\' :::2 ..... est stltiol1l1nairc

/ !\ / .\ 1 /.\ / '

\ .- .\f /
/\

\' .- \f

Soit x E Mn : si x E:: N alors x E M q donc la suite est statiullnairl'.

SUIl x E :\I n èt x il. i\ alurs la classe de x modulo N esl un (-lemcl1l de

Y+M /. N+M,/.1 \' = /\' dune il existe y E M q leI que Lt classe lk x moduln" l'st <";1:!:11<..'

.\ III ~c



7

Corollaire 1-6 .. Toute somme directe finie de modules urlilliells esl urlinie/J.

Démonstration:

La démonstration se Ülit par récurrence sur n. Soit 1\1 = MI EB "..... EB 1\1., ot! les M

sont artinicns. Pour n = 2 on a alors Ulle suite exacte:

Il suffit d'appliquer la proposition 1.5.

Proposition 1.7: ( [6 J Tlzéorème 4 P. 69)

Pour qu'ull module soit semi-sill1ple el de longueur jÎlli, il jUill el SI~iJil qu'il soit

urtinien el sans radical.

Démonstration:

On sait déjà qu'un module semi-simple est sallS radical (corollaire I--t) s'il cst de

longueur fini il est alors artinien.

Réciproquement, soit M un module artinien sans radical. Soit R un élément maximal de

l'ensemble des intersections finies de salis-modules maximau\: de M. Pour tout sous-

module maximal N de M, on a : N n ReR d"où par définition de R, ". n R = R ct

par suite R ci\'. Comme le radical de;\1 est nul. ilcl1 resulte que' R = {Oj. JI e:\lsll' donc

une Ülmille tlnie de sous-modules maximaux Mi (I-ç i -ç n) dlllterseCli'î!1 nulle. S()it

alors le dIagramme d' homomorphi sme l'omm utati f su iyal1l :

17

n
;-1

f; = Pinf et Kerr = n!\a/
, 1
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fi fi

Or Vi, 1:S i:S n , Kcrfj =Mi ,donc Kerf = nKerJ: = nM, = {O} d'où f est injectif.
1=1 1==1

Posons P= Il (At;;." î Pest semi-simplc, en tant que produit fini (somme dirccte
1=1 \ / ..• 1 J

cxtcrnc) dc module simple. P est de longueur finie en tant que produit fini de modules

simples (un module simple est de longueur finie). Comme Pest semi-simple et de

longueur finie il en est de même que M.

Proposition /-8 : ([6/ proposition 12 p. 71)

Soil A un anneau possédant un idéal bilatère nilpotent J Ici que AJJ .1'0 il orlinien de

radical !lui (par exemple un anneau artinien). Pour toul A-module ~f les conditions

SUi\'WIIL'S S01l1 équivalL'nlcs :

a)

b)

c)

M l'SI de 10nKueurjinie

M est artinien

/11 esl nocthériL'fl.

Démonstration:

On sait d'après la défini'lion d'un module de longueur finie qLle a)--:) b) Cl a =>c).

SUPPi)Sons que :VI soit artinicn (resp. noethérien).

S(lit P LIll clllicr 1l0ll nul lL'l que JI' = :0). Suit le .\-moJule :\11.1:\1. ()Jl sail que:\1 cst de

\llngucLir lillic si ct sculement Ji .1\1 et \1/.1:\1 :>ùIll Je lungueur fillie (Proposition 1-5) cl

Cl u\' 1 (\Il =/ (.1\1) -f ((\1/./\1) 1 IL"I proposition -t-(j)

fillil'. ()11 n(lLirsuit l'" 1':1"".-"1',11."1,11."'.1'..;, Ll'.-ll LI.' •.". .JP-II\.l '1'1" J 1 ,_..'- . • - '- "1 .\ \, 1 SeL1 e 1\)[1gucur j illie Si ct
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A/J-modules i'-kM/Jr-k+IM 1~k:; P sont semi-simples donc sont sans radical (corollaire

1-4). Donc ies A/J-modules JP-kM/J1'-k+I M sont de longueur finie (proposition 1-7), D'où

M est de longueur finie.

Corollaire /-9 :

SOif A un anneau artinien. Pour tour A-module !vi, les conditIOns suivantes sont

équimlcnres:

a) J,f est de longueur finie

J,f est artinien et noethérien.

Démonstration:

Puisque A est a11inien, le radical de Jacobson noté J(A) est un idéal bilatère

nilpotent. A/J(A) est artinien puisque A est artinien (proposition 1-5). A/J(A) cst semi-

simple donc il est de radical nul. Donc d'après proposition 1-8 les équivalences sont

établies. En particulier tout anneau artinien est noethérien.

Proposition /-10 ([3 Jproposition 8-7 p. 90)

Tout m',l1cau U})}zIJJutoti(artil1icl1 A est produif directfÎni d'anl/cauy urfilJiclJs {OCOIIX

Démonstration:

:-)uil lIli (1 -:; i <:: n) les idéaux maximaux de A. On sait que

1 Il

fT II) = 1 n Ill,

,/ Il \

1 n", 1 k.
1

),):->\li1:, .J =: nIII le radical de .Jacobson de A. PUiSL]lll'\ est ~1rtil1icl1 il l'"i~k' Il,, c rN*

L' 1 Li lll~ .J :() :. ( ):

"1Jl (i i ) ~ \)I1l iCI)d1~lll Ill, L'; /Ill ~'l'" III
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" n

contredit le fait que mi et mj sont distincts si i:j:. j) donc nm; =n m, k = {O}. Puisque
, l , 1

Ilnm, k= {O}, alors l'homomorphisme <p : A-->
,-1

est injectif. De même (p

est surjectif car les
km, sont étrangers ( 131 propostion 1.1 () P. 7). Donc <p est un

isomorphisme. Puisque A est artinien alors AI k est artinien (Corollaire 1-6), en plus
lm,

les AI k sont des anneaux locaux. Donc A est un produit direct d"anneaux artiniens
lm,

locaux.

Proposition /-11 ([15} proposition 4-12 P. 128)

Un anneau A est artinien si et seulement si [(A) estjinie ({ (.4) est 10 Inngueur du

A-lIwdule AA. Dans ce cas tout A-module de type fini est de longueurjinie.

Démonstration:

Si A est artinien d'après corollaire 1-9, A est de longueur finie.

Supposons que / (A) est finie donc A est à la fois artinien ct noethérien. Soit M un A-

module de type lïni alors M admet un système de n gén~rateurs" donc 1\:1 esl isomorphe à

un module quotient du n1l1dulc,A n Puisquc\A est aniniell ~l!ors ,\11 cst ~llssi ~tnjnicn

(Proposition I-S). Par conséquent M est artinicn ct d"après le corollaire 1-9. \1 est de

longueur tini.

Propositioll /-12 (/3 1 propositio/l 8.8 P. 81)

Soir ~·t IIll UJIIIl'UIi lULU l, 111 SOli idual lIiUxillWI e[ k = .·Um S(JII CO/jJI n;.lï(/ul'!

.-liu,.s les cOl1ilirio/ls I/II\'W/fl's IO})! L;qlli\Iu!enlcs .'

li) r 'id(;tI! Il 1il.\"ÏI1/1l1 III est jJrinciptll

rn cl)jnhin~l11l le:, th('Ol'l'IllCS de h.üthc 191 ct lk Cohen LI h.aplansk~ 17 1 \111 ()Nlclll k'
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Théorème /-I3 :

Soit A ll/l Wllle(//i cOlllllllliatij. Alurs les coruiitiolls suivantes sont équivalentes:

1)

1)

A est artiniel1et toul idéal de A est principal

Tout A -/I1ue/ulL' L'Sr somme directe de ,lt -modules LydÙj IIl!S,

Proposition /-/4 :

Soit A un anneau local arlinien cl idéaux principaux L'enselllh/e dl's classes

d'isomorphismes des A-modules cycliques est fini,

Démonstration:

Soit M un A-module cyclique alors M:: Ail, 1 est un idéal de A. Il suftït pour

prouver la proposition de montrer que les idéaux de A sont en nombre fini. Soit.J l'idéal

maximal de A. on a J = aA = <a > ,a EJ, car A est principal. J est aussi nilpolènt. Dc

1 O n n-\ .p us on a: = <a > C <a > C .... , C <a> C A pour un ccrtall1 Il. Montrons que tout

idéal de A est de la forme <a"> 1 -:; k"; n.

Soit 1 un idbl de A, 1 = <c> = cA or 1 c J, donc il existe Àc:A tel que c = Âa.

1

Si Î. est inversible alors a ~ Il c cc qui illlplique que J = 1 <a>.

Un reprend le même raisonnement :soit f) est inn~rsihle dans c,-' cas 1 = <al> ,îl; ['I ,-',[

nOl1 inversible cl on aura c = aJ~ Ainsi ill?\:istc k .=:rN ,IS k', Il l\:l qlle l' = lb' el ~j

k" n t't comme <al,> sunl L'!1 nOl1lbre 1111i. Dune les iJL'<lU\: Je;\ JUill en Humble lÎlll.

Pr(l[?ositiol1 1-15:

",II: ,1 lill i/!lIIL'(/1i It'I 'IIIL' .1 - 1'1,1 oillL'S ,-1 SOli! dl's (/11111'111/\ \1 \f ',' ""1-

li;' .,'·dl' ililinll Clf 1111 ,l,-II/()L!II/l' Il'I '1IIl' llilll . t-"lIl/UII/,J)"j)/II',lllll'j (il' II. l'If ';l,' . "'",Ii/II
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Démonstration

"
Soit A = nA, pour tout 1:<::; i :<::; n posons:

1 c 1

(
.)t1

S:l = (0,0 0, 1,0 0)
u.l j=l

t

ièmc place

Soit <p: Ai --> Ac;

ai 1--> (0, 0, ,o, ai, 0 0)

<p est un isomorphisme d'anneaux.

Soit M un A-module, posons Mi = CiM avec Ci EA. Mi est un sous-ensemble de M,

c'est même un sous A-module de M car si aEA et Cjm EM i alors

a(Cjm) = cj(am) or ci(am) E cjM = Mi.

Mi est un ciA-module c· est à dire un Ai-module par le produit suivant:

ai(Cjm) = <p ~ai)Cjm = Ci(O, ... ,O, aj, O, ....O)m. Or Ci(O, 0, .....0, ai, 0.....0) m ECi\1.
1

~... - (() ())1 1"* J Ci Cj - , .... , (l). ])c plus (1, ...... ,1) = C) + C2 -i- .... -i- Cn = 1

Donc m = l.m
il

CIIll + .... l'"Ill. Et d'après (1) \l j n EBlf i = [Ol, a\~c 1=.1 D"\ll!

\1 = ffi l'l,. On ohtlcnt le diagr~ll11l11c Cl)l11111utatif sui':ant :
1

\1 I--~ \1

1

1Pi

v

c,'.1

P 1

Ci 1\ 1

17n·. 1
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3) Modules injectifs - Modules projectifs:

On rappelle qu'un A-module M est dit injectif (resp. projectif) si tout diagramme de

A-modules:

----~.. N

M

-----l..·L (resp. L

~ g

f \ N__--..~ 0)

où f est injectif (resp. surjectif), se prolonge dans un diagramme commutatif de la forme:

A-modules

M M

/~ h h Jg

~
N 0)0 .. N r. L (resp. I,

~ ~

Proposition 1.16 ([20} P.21-23)

Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes ..

a) M est inject(l

h) M est facteur direct de tout module le contenant

c) POlir tout idéal cl gauche 1 de A el tout hOfJ1omOiphisme f de 1 dOl/s .\f. il

exisfe x F II fel qlle f(a) = ax pour fOllf a E J. (Condition de Bael)

.1-ll/odll1l' JI l'sI dil /l/dJcollljJo.\ubh' .\ /117 'e.Y/sle pus deux sO/l.\-llIodllle.\ 17011 I7U/S JI,

\ III dit qu'une e\:tensilln E lfun l1loduk M est une extension essentielle de 1\1 ;;i \~\)ur

~,)ut ~()us-n1\1dlllc 'i de F la rebtion :'\ (\ \1 = :U} implique ,\1 = {OJ. On dir~l "LhSl qLlL'

.\1 est un sous-module essentiel de E. On appelle enveloppe in jectin d'un mudule \1

llkll1 puLLll \ SI
,

1.'- = e.
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Deux idempotents C) et C2 de A sont dits orthogonaux si C)C2 == Cl Cl == O.

Un idempotent C d'un anneau A est dit primitif si C:;t:O et si pour tout couple d'idempotents

orthogonaux (Ch C2) de A tels que C == Cl + Cl alors C == ClOU C == Cl.

Propositioll /-17 :

Soit M un A-module non réduit a zéro alors les cOllditiolls sui\,(lI1tes SOllt

équivalentes:

1)

J)

3)

M est indécomposable

o et 1/11 sont les seuls idempotents de ElldA(M).

1M est un idempotent primitifde ElldA(M),

Démonstration:

1=> 2) Soit K un facteur direct de M alors il existe un idempotent de EndA(M) tcl

que K == eM. Puisque M est indécomposable alors K == {O} ou K == M.

Si K == {O} => e == 0 ; si K == M => C == 11\1 car cil\. == 11\..

2) => 3) évident

3) => 1) Soit K un fàcteur direct de M. Soit K' un supplémentaire de K dans \1 et

r Li projection de IV1 sur K sui\ant K', c est un idempotent de End d \1). e el 1\1 - ('

sonl orthogonaux et 1,1 == C + (hl - c) donc C == 0 ou C == 1\1.

:-;i e == 0 alors K == Mc == {O} : si C == 1\1 alors K == 1\'lc == M.

Propositioll /-l8 ([281 Lemme P.2(5)

,\'ui/ .·1 /III UlllleUIi luc'u! .1Iu}"s les seuls idell7/Ju/cms dc A SUII/ 0 el 1

Démonstration:

\Oil (' un Idel11poknt de A, Supposons C -t: 0 et c cie 1.\1\)1"'; !:l ;',-,Ln;i)l1 cè = l' .;L;;

,-,,; ,"'cjLJi\dknLL' ~l c(1-c) = O. entraine que c eL I-c Ile sOl11 pas ill\'l'I"sihlcs d~lJls \ D":lc" k"

ide,ill\. .\c eL A( l-c) sOIH dlftcrenls de A: COI11IllC ;\ L'st I()C~11. :\ ddl11cl lIll :-'~Lll lck;li
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Ce qui est absurde car 1 est un idéal maximal.

Corollaire /-/9 :

Si EIllI,4(M) est local alors M est indécomposahle.

!)'oir M un module, N un sous-module de ~1 esr dir irrJductihle s'il /l'existe pas de

sous-modules K et L de M distincts qui conriennent srricrement N tels que N = K n L.

Proposition /-20 (/25/ proposition 2.8 P. 48)

Soit A un anneau et M un A-module injectif Alors les condirions suimntes sonr

équivalentes'

J)

2)

3}

M est indécomposable

M est non nul et ~1 est l'enveloppe injective de chacun de ses sous-modules

non nuls

Le sous-module nul est irréductible.

Démonstration:

1) => 2)

Supposons M cf. O. Soit N un sous-module non nul de 1\'1, alors M aurr;et un sous-module

"'. qui l'st l'l'l1\doppc injèctivl' lk l'. [)';lprcs Li proposition 1-16 puisqul'~' esl

iiljl'LliL il esl j~lclcur direcl de M. Puisque M l'st rnckcol1lposabk donc 1\' = i\1.

2) =:)3)

COI séquent Ml = {O}.

"l)ll A Ull anneau. 1\1 lin A-lllOduk. \ llil élL'IllL'lll de \1. ();1 ~tl!I!LI iL- :lllllUI;IlClIt lk \ d:tIL~

\ c'll)!1 IllllL' .\1111(\) = (a \ .\/:1\ = () :.
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Proposition /-21 (/16j Proposition 2.4 P.515)

Soil M un A-module. M est injeclilel indécomposable si el seulemenl si

1'11 - E(A/J). où J est un idéal irréduclihie.Dons ce cos, pour lO1fl x non 17111 de l'l, "·11111(.\)

esI un idéal à gauche irréduclible el M =E (A/Annrx)).

On rappelle qu'un sous-module N d'un module M est dit superflu dans M SI,

pour tout sous-module L de M, la relation N + L = M implique L = M.

Soit M un module et soit P un module projectif. On dit que P est une enveloppe

projective de M s'il existe un homomorphisme surjectif f de P sur M tel que Kerf soit

superflu dans P.

On montre que si un module admet une enveloppe projective, alors cette enveloppe

projective est unique à un isomorphisme près. Les enveloppes projectives n'existent pas

toujours. On dit qu'un anneau A est semi-parfait à gauche (resp. parfait) à gauche si tout

A-module à gauche de type fini possède une enveloppe projective (resp. tout A-module à

gauche admet une enveloppe projective). Les propositions suivantes donnent une

caractérisation des anneaux sellli-parfaits et parfaits.

Propo<>ilion 1-22 (/20j Tf/l}orème 2-1 P.134)

Soil .,1 IiIl 1/lIIIL'UIi. J SOli l'udical de Jacobson. rL'.1 cOlldllioll\II/I\·UIIiL'.1 1011/

.'t ('.II .1 Cil ll-jJUI'jUl 1 LI gUl/chL'

1 ('II l'l'Illi-purtililii droill'

.J l .·t 1e/11I/(' C \'
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Proposition /-23 ({20) P. 130 tlt. 5)

Soil A un UI1/1eau. Les cO/ldilions suivantes .1'0111 éL/uiva!ellles'

a) A est parFail

h)

c)

Les idéal/x a droite IllUlwgenes de A \'érijienl /a condition de chaîne

descendante.

i) Le radical de Jacobson J de A est T-nilpolelll â gal/che.

ii) L'anneau AlJ est scmi-simple.

d) A ne contient pas Une infinité d'idempotents orthogollaux.

Un sous-ensemble non vide X d'un anneau A est dit T-nilpotcnt à gauche si pour toute

suite (an)ndJ d'éléments de X, il existe no EfN tel que a031 a/1 == O.
o

Un anneau A est parfait si A est semi-parfait et vérifie la propriété c) -i) de la propo-

sition 1-23.

Proposition /-24 : (122] Théorème 3.9 P. 40)

Soil P un module projcclilel f: B -~> P /III épimorphisme ({!ors B == KerftB P' où

p'- p.

Démonstration:

\()lt le diagramme SUi\lint :

p

B II- P

:1'

h le 1~ ("':!' b = ("y :)n (b) + (li - (Y" t) (Il)). () 1 (;' 0 n (h). 1III / l'[ 1/Il ,1 ::: P -: l



IS

l'lb - Clof) bl = f(ll) - [foI )(f(lJ) = () d'ut', h - (y of)(h) E Kerr 1)( plus 1illY ri Kerf =tll),

\ ,_ lm '( Il lÙ'I'r llli ~l: \ ~_ 1111 r L'l x .~ Kerr; \ 1 1111 J

J),'llc f [y(v)\ = f(\) = II d '~)li Y = 0 CL' lIui l'11trall1( lIU( x=(),

Proposition 1-25 :_

/1)111 !!/(}dll!e !)!'()/ecl/fi/ldécu//I!J(}whle l'(;rifie !a !Jro!)riélé (Sj.

Dl'll\Ollstratioll ;

-.;, ,it P lIll A-l11odlll~ projectif indéc')lllpOsablc d f Ull ~llùollldrpilisme sllIjectif de P.

f: P----> P; d'après la propositioll 1-25 P = Kerr Q) l" llll l" ~p or P (st

lllÔ'-'CI)l1lpnsabk Jonc Kcrf=O d'où f (st injectif.

Pro[}(}sitiO/1 1-26 ([26/ proposition /-26 F 16)

,":u!' 1117 UIl/leUli semi-pm/aiIIOll! /Jlodu!e projectifvérifie !a propriété (Sj.

l)ro{JositiO/l /-27 ( (1/ Proposition 17- / () P. 196)

\"il A /Ill ([nl/eU/i de rudicu! J(-l) = J Si P l'si lill A-IJ{(Jdlli,' /J!'iJj,"

.u ,Rad 1) = lfJ (Rad P ,- radical tlt' p)

CO/ul/llll'L' /-25 ( (1/ enrollai!'l' 17 - J] 1). 19])

, !

'//,1/1 /), /' '1, • 'i 1

l 1 (.~, 'i l L ..
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Démonstration:

Résulte de l'égalité End.\ M = nEndjH
j

/c:./

§.t - LES ANNEAUX A IDENTITES POLYNOMIALES

Définition 1.21 :

Soit A un anneau. On dit que A vérifie une identité polynomiale. s'il existe un

entier nE rN* et un polynôme P =j::. 0 en les variables non commutatives XI, X~, .•• , XII à

coefficients dans le centre C de A tels que, pour tout a" a2, ... , ail de A, l'on ait

Si de plus l'un au moins des coefficients de P est inversible dans A, on dira que A est

à identité polynomiale ou tout simplement que A est un P.I. anneau.
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CHAPITRE Il

INTRODUCTION

Cc chapitre est divisé en trois parties: une première partie consacrL;L' ~\ la lkmol1stration

de la proposition 1.2 de W. V. Vasconcelos dans [26] : « Dans un anneau C0mmutatif A tout

A-module de type fini vérifie la propriété (S) ». Cette démonstration est hasée

essentil'lkmenl sur le théorème de Cayley Hamilton. Dans la dcuxièmc partic nous

donnerons un exemple de module qui n'est pas de type fini ct qui vérifie la propriété (S). Cd

exemple est tiré de [121, théorème 8 de Kaïdi El Amin et Sangharé \lamadou. Enfin un

exemple de module de type fini qui ne vérifie pas la propriété (S) 121.

1) ln anneau sur lequel tout A-module 1\1 de hpe fini vérilïc la propriété (S)

Théorème 11-1 : (De Cayley Hamilton)

Soient A un anneau commutatif. M un A-module de type fini. B ~c ê'nd\(M) el

fEH. Soient {x" .... ,x ll } un système générateurs de 1\1 ct aIJ (1::; i Sc n cl l::;j::; n) lks

Il

LiI,/.\; • Si P(T) cst iL' POiYI)(-II1lL' L-~lractL;ll:;tiqu( de L:
-1

1 f -== (- \
\(/ l LI;: j 1 ()

Démonstration:

~ : A' .; 1\1 ---> 1\1

1 II. \. \ 1 -1I(\')=11.'
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/1

Soit x un élément de M alors x = I>t,X,
/cl / i

/1

Lll,x, aveC"i = Ai 1.\1
/ 1

donc {XI<' ••• ,x,,} est un système générateurs du A'-module M.

Posons L' = A ,II et soit n :A,n --> M

CI = (t", O, ,O); ;cn = (0, ,0, 0, ,11\1).

rI est A'-linéaire et surjectif.

Remarque:

L' = A,n est un A'-module libre dont une base est {CI, C2, ••••• , cn}'

1 :s; i:s; n.

Soit <p: L' --> L' l'endomorphisme du A' -module L' défini par:

, f E A' ct Ci E A' n.

no<p : L' --> 1\1' l'st A'-linéaire.

ct ()na: II 1(r (e i)1 l'st A'-linéaire imrliLjllc l]LLL'

() lX Lj LI i i111 PIl Li LI L' Li LLL' j 1() Cl = 0 Il.

L'

",\' \..- \1. Il C\: 1SlL' \ <-'- 1.' lcll111L' Ilh·)=\..

~ "'"

Il '.. ' ~ . (: 1 1 \ l l

i\ 1)



Corollaire //.1 :

Soil A 1111 UliI/Cali COIIIIIII//auI 1 1111 idéal de A el JH 1111 A-lllOdli/c de li/li.' /illl ()II

suppose M = 1~1, alors il exisle aE 1 ft'! que (l +a)x = 0 \1xc= M

Démonstration:

Soit {XI, .•.• ,x,,} un système générateur de!\! .Soit f= lM , f(x,) = Xi

Il

LUI/X; ,aij El.
/=1

1'(1')= dct (1' ln - X) = l''' + aIT,,·1 + ...+ a n.IT + a" où X = (ai]) Is i S n, IS j Sn

P(fr r + aIr·1+ + a".jf+ an = 1 + a 1+ + a n·( + a 1\

= 1 + a avec lX = al+.......+ an.l+ an E 1

Or P(W:= 0 donc la multiplication par 1 + a est l'endomorphisme nullloù

l'

(1 + a) x := 0 \ix E M.

Corollaire II. 2 : (Lemme de Nakayama)

Soil A 1111 UlIl1eUU commutatif,' 1 un idéal de A cun/enll dw)s le radical de

JacobsoJl de A alors si ~1 es! 1111 A-Illodule de (1pe fini leI {Jill' JI = nf. 0/1 li

lIécessaire'II/CII! il! = O.

Démonstration:

I)'~1!,rè:, k corollaire 11.1. ill'>;islC Cf E 1 IcI ljUl' (1 + Cf)\:= () cf\ r: \1 ()r 1 -'- If

1 = (1 "

{ oro//aire Il.3 :

il

\", -1 :l'! (/""(',/1' ((llllll/l/!u!il e '! l' 11/1 .1-lIIodll/r' Sil' ('\/ '11'l-!lI",I,;I.·

,"1,' 'J,',

\ 1 .- Il III Ill) = li . - 111 ,- \ 1.

,1"1 l,; 1 (1 l' l f ..
1 ! 1 1



Démonstration:

M est un A-module de type fini donc M est un AI fi module de type lini par le

. (AlflxM ~ M
produit sUIvant: 1 . . .

\(U,ffl) H u(m) = u.rn

Posons 1 = (t) un idéal de l'anneau A[f], 1 = (t) = Alfl.L on a donc: LM = M car
).1-

f.M = f(M) = M. Alors il existe d'après le corollaire II.2)aEl tel que (l+a)(m) = 0 V'm

a El=> =-Jh E A[f] : a = hfdonc (1 + ht)(m) = 0 V'm E:\1.

Proposition IlA :

Soit A un anneau cornmutat([ et M 1111 A-lIlodule de t)pe jÎni. Soit f 1111

endolllOiphisme de M surjectilalorsf est un isomorphisllle.

Démonstration:

D"après le corollaire II.3, il existe h E A[fl tel que (1 + ht)(m ) = 0 V'm E M.

Soit m El\! tel que f(m) = 0 alors (1 + ht)(m) = 0 => m + hf(m) = 0 => m = O.

2) Exemple d'un module qui vérifie la propriété (S) et qui n'est pas de type fini.

S()it A un anneau commutatif artinien possédant un idéal non principal. On sc

l'rupose cie montrer quïl existe un A-module qui n"L'st p~\S dL' type lini ct qui \ériJiL' Li

prl1priété (S). Cette cnnstruction est duc ù haïdi El .\mill \ Iokhtar ct Sanghar~

\lamadou (\uir [12]).

PUbqUC A est ~\rtinien donc A est un produit jini d'anne~\ll'\ drtiniL'ns IUCdUX Or un ~<\lt l;'.l~·
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Lemme J/.5. .'

Soil A 1111 UlIlleau artinien local possédant au moins un idéal non principal. Alors A

admet 1111 allllcali-quotient B qui est local d'idéal maximul 1 tel que 12
= {Of et tel que 1112

soit /111 Bll l'SIJLIL'C ,'ectoriel de dimension deux.

Démonstration:

Soit N 1idéal maximal de A, posons D = et S = 1%2 l'idéal maximal de

D. Puisque A est non principal alors N n'est pas principal (proposition 1.12) dans A. Donc

S est non princi pal dans D ce qui implique que dimo;s( Ys 2 ) est supérieure ou égale a

deux.

Donc si =
15' %.a E8 %h EB K " d'autre part d'où

;<2 ==S ::::: %a EB rx. h EB K " c'est-à-dire S = Da EB DbEB K. Comme K est un idéal de

D alors B = % est bien défini. Soit J un idéal maximal de B alors J = 'h ct

l '

.1" = ,",'h' - (0). /;' est un B:J-es[Jace vectoriel. d'autre part .J = >i: ..-:.f)a EB Dh,

(.11
1
/, =.! = ni! ',C'. ni,) D\)]1l' ï~1I1nc:au H ..~ DK réJl()nd ~l LI l\LlL'stiuI:.

1 •

Lemllle JJ. 6 :

anneau quotient B = C EB be où C est un sous-anneau de B local d idéal maximal aC ~ 0



25

Démonstration:

D'après le lemme 11.5, A admet un anneau quotient R local J'idéal maximal

J==xBEBbB où x :;toO et b :;toO avec J2 == O. Comme il est artinien et local d'après les deux

théorèmes de Cohen [5) il existe un SOUS-aImeau C de B, local d'idéal maximal aC :;toO, tcl

que B == C + J == C + xB EB bR. On peut prendre x == a car a EC ct x EJ. En remarqUaI1t

que C == C + aB, bC == bR et que C n bC == {O}, on obtient B == CEB be.

D'où le lemme 11.6.

Lemme 11.7:

Soil C un anneau local d'idéal maximal aC :;to 0 avec a2 == O. Posons M l'anneau

total des fractions de l'anneau des polynômes C[xj et cr le C-endomorphisll1e de M défini

pour tout élément m de M par cr (m) == axm. Alors:

a) aŒ==Œ 2 ==O

b) Si/est un C-endomorphisme de M commutant avec cr . alors pour tout m E M,

f(am) == amf(1) (1)

c) TOUf C-endomorphisme swjectij de M

01l[0Il1OlphiSJlIC de J\!.

Démonstration:

commutant (/VfC Œ est un

Remarquons d'abord qu'un élément m de M est inversible dans M si et seulement

SI mE a:\l : rn crret soit III E aM et supposons que ru est inversible dans :vI c'est-à-dire

d'où a- 11I1m' = a == O. C'est une contradiction car a:;to(). Inversement si III <1aM ~1]ors

-,.
• , 1
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b) Soit fun C-endomorphisme de M commutant avec a , soit m un élément quelconque de

M alors on a : a (f(m)) = ay. f(m) = f(a (01)) = f(axm) donc quelque soit 01 dans M

f(axm) = axf(m) (2).

Démontrons par récurrence que :Vn E~.( f(axllm) = ax ll f(m).

D'après (2) f(axm) = ax f(m), supposons que f(ax"-Im) = ax"- I f(m). Alors pour tout

n E~.( on a : (3) f(ax"m) = f(ax xII-lm) = axf(xll-Im) d'après (2).

D'autre part ax" f(m) = x(ax ll-l f(m)) = x f(ax"-Im) = xa f(xll-Im)=ax f(xll-Im) (4).

En combinant (3) et (4) on a: f(ax"m) = ax ll f(m) quelque soit n E~.(. Il en résulte, compte

tenu du fait que f est C-linéaire que pour tout m' E C [x] et pour tout 01 EM

f(am'm) = am'f(m).

Soit 01 EMet m'E C[x] \ a C[x] tel que m.m'EC[x] on a :f(am' .01.1) = am'm f(I).

D'autre part f(am'm) = am'f(m), donc am' f(m) = am'm f(I). Puisque m'EC[x]\aC[x]

alors m'est inversible d'où af(m) = am f(I).

c) Soit g un C-endomorphisme surjectif de M commutant avec CJ on a :

g(am) = am g(t) d'après b), g(l) est nécessairemcnt inversible car sinon g(l) EaM, c'cst­

à-dire il c\:iste m' Ei\l tel que g(l) = am' d'où g(amj = amam' = a 2 mm' = 0 '/ me\l

donc g(aM) = ag(M) = aM ={O} (g l'st su~jectin cc qui c-;t :îhsurdc. Dl)nc g( 1) l'st

invcrsibk.

Soit 111 un ékmCIl1 de M :

1) Si m Ea.\1 alors i 1c\:iste m' EM tel quc m = am', supposuns g(m) = 0,

g(am) = ag( m) :c: alllg( 1) dune g(am) / 0 li"UÙ g(lll) 1 (J. g C,>[ cieillC LIli :(L1l\lI1h lrphhllll'.
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Proposition //-8 :

Si A est un anneau artinien local admellant un idéal non principal, alors il existe

un A-module qui n'est pas de type fini et dont l'anneau des endomorphismes E est lin

anneau local dont 1'idéal maximal J est de carré nul.

Démonstration:

D'après le lemme 11-6 on peut supposer que A est de la forme A = C EB bC où

C est un sous-module de A et a2 = ab = b2
= O.

Considérons l'anneau total des fractions M de l'anneau des polynômes C[xJ et soit <p

l'application de A dans End(M) définie pour tout élément À = a + ~b de A où

a, ~EC par cp (À) = al,\! + pa, lM étant l'application identité de M et a le

C-endomorphisme de M défini dans le lemme 11-7, <p est un homomorphisme d'anneaux

qui confère à M une structure de A-module. Soit f un A-endomorphisme du A-module

1\1 alors f est un C-cndomorphisme qui commute avec a: En efTet puisque f est un

A-endomorphisme, alors f est un C-endomorphisme (A = C EB hC),

f (0 (m)) = f(a:\.m) = ax f(m) = 0 (f(m)) .

Soit E l'anncau des A-cndomorphismes du A-module M et.J "cnscmble des élémcnts

non inversibles Je E. Si f E.J alors f(l) est un élément de aM (car f( 1) est non

inversi ble).

Ur J'après i' c~JliIL' (1) du lel11l11e 11-7, pour tout m E M , af(l11) = f(al11) = al11 f( 1) = 0

(car 1"(1) Ea.\1 Cl a 2
= 0) donc f(m) E aM.

\1nntrnns qUL'.J Cq un î,lb] dc F. hilatère:

i) (a h n(111) = a h [f( 111 ) 1 = h1a f( 111 ) 1 = a f( m) h(1) = 0

ii) (a tll)(ml = a flh(I11)1 = f lah (m)l=a h(01) f(l) = 0
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iii) la (f + g)(m)j = a f(m) + ag(m) = 0

iv) (fg)(m) = f (g(m)] = g(m) f(l) = 0

Donc d'après i), ii) et iii) hf, fb , f + g sont des éléments de .1. hf = fll ct d' ~lprt?s iv)

J2 = (0). D'où J est un idéal bilatère et E est un anneau local d'idéal maximal J et J2 = (0).

Soit II = E!7 A ax", on sait que axn
E Clx] \in ErN. Puisque M est l'anneau total des

fractions de l'anneau total des polynômes C[x), alors axn
E M. Or M est un A-module

donc A axn
E M. Considérons l'injection canonique

f n : A axn
-~> M. On a le diagramme commutatif suivant:

H f ~ M

~I
Aax n

tel que f n= fojn Un est l'injection canonique).

f est injectif car Kerf = nKerf" rKerfn = {O} donc EB A ax ll c 1\1 ce qui implique que
)/-=1

M n'est pas de type fini

Proposiiioll Il.9 :

Soi! A 1111 allneau arrinii.'n possédanr lin idéal/lo/l pril1ci/hl!. ,,1/urs il i.'Xisle U/l

A-/Ilodule indecomposahle, qlli "àifie la propriéré (5) er (flli Il 'e,l! pus de lt'fJe lini

Démonstration:

D'après la proposition lI-S. il existe un A-module qui n'cst l1~IS cIL' typL' Jïni ,illlll

j'anneau des A-endomorphismes E cst un anneau !ocZ\] ~11ors:\1 L:-Jl illJ~coIl1posahk

(proposition 1-17 ct 1-18) Snit f ~IJl ,\-L'lldul1lorphisl1le de \1 SlIl'!L'"til, l'l)11l111L' \1.: il
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3) Exemple de A-module de type fini gui ne vérifie pas la propriété (S).

Dans un anneau commutatif tout module de type fini veritle la propriete (S). Dans

l'exemple ci-dessous on a remplacé la propriété de commutativité par la propriété

d'identités polynomiales. Ainsi on peut trouver un A-module de type fini qui ne vérifie pas

la propriété (S) sur un anneau A identités polynomiales. ([2] Exemple 3.1)

Soit Q le groupe des nombres rationnels, c'est un il-module.

Soit ilrP~) le groupe commutatif engendré par les éléments non nuls Co, Cl,"" C n, .....

vérifiant l'Co = °et pour tout i E fit pCi = C i-l où p est un entier naturel premier.

ilpOO est donc un il-module. Soit M = Q EB ilpoo, soit S = Homll(Q, ilpoo) et

A c-c [q ~Javec q E Q, SE Set Z EilpOO.s _

A est un anneau à identités polynomiales, M comme A-module est cyclique et engendré

par (1,0).

L _~> [1
0
7

pO ln1Soit f: M~ --> M tel que: ml- J

fest un homomorphisme suriectifet f n'est p3S injectif, car

. . r p
1(O,C n )= 1

LO
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CHAPITRE III

FGS -ANNEAUX COMMUTATIFS

INTRODUCT!ON

Il est de tradition que des chercheurs s'intéressent à 1'étude de certaines classes

d'anneaux caractérisés par une propriété (P).

Dans [71 I.S. COHEN et I. KAPLANSKY étudient les anneaux commutatifs sur

lesquels tout module est somme directe de modules cycliques.

Dans (8) D. Z. DJOZOVIC étudie les anneaux sur lesquels tout épimorphisme est un

isomorphisme.

KAIDI El Amin Mokhtar et SANGHARE Mamadou dans [12 ) donnent une

caractérisation des anneaux artiniens à idéaux principaux. Dans [24] M. SANGHARE étudie

quelques classes d'anneaux liées au lemme de FITTING.

FISHER ct SNIDER étudient les anneaux A qui sont tels que tout A-module de type

fini vérifie la propriété (S) (resp. (1)) et en donnent plusieurs résultats. On rappelle qu'un

module 1\1 sur un al1nè'aU A èst dit vérifier la propriété (S) (resp. (1)) si tou! A-endomorphisme

s\lljectif (resp. injectif! de \1 est un automorphisme de M.

Dans le 1110111(' (lrdre ,j'idées dans l.t) M. BARRY, CT. GUEYE et M. SAN(;HARE

etudient le::, FGI-alU1cLlu;", cùmmutatif". lin FGI-anneau est un anneau A commutatif su'

ksqucls t,lut .\-Ill(\,ju1c qUI \crilic ta pfl1priété (1) est Je type lini.

Partant du rc~uht hiell C(lllllU de \\'. \'ASCO:\CELOS : Dans un anneau commutatiJ

.\, [()ut cnJomorphi:>ll1c .'.urjcLliCd'Ult A-ll1Udulc M dc type lini cst un automorphisme. nous
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§1 - FGS - ANNEAUX COMMUTATIFS

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont des anneaux commutatifs.

Définition I1Lt :

Soit A un anneau commutatif. On dit que A est un FGS-anneau commutatif si tout

A-module M qui vérifie (S) est de type fini.

Exemple:

Tout anneau semi-simple est un FGS-anneau.. Les anneaux artinicns sur lesquels tout

idéal est principal sont des FGS-anneaux (Proposition IlI-12).

Proposition III.2

L'image homomorphe d'un FGS-anneau commutatifest un FGS-aJ1neau commutat~f

Démonstration

Soit <p : A ----+B un homomorphisme surjectif d'anneaux, tels quc A est un FGS­

anneau commutatif, B est un anneau commutatif. Soit M un B-module alors <p induit une

structure de A-module sur la structure du groupe additif M par:

A x M----+M

(a, 111) l-~ (p(a)m

ct l"application de :\ x .\1-~M tel que (a, 111) I---~ <p(a)m vériJie les axiul11es délinissant

un A-module. Donc si 1\1 est un il-module alors M est un A-module el tout il-endomorphisme

est un A-endomorphisme I.'t imcrsement. Oc ce Elit on nc peut pas ~l\'oir un B-module qui

vérifie la propriété (S) ct ne ~oit pas de type fini si A est un FCS-anneau. Dunc si A est un

FGS<mncau alors B cst aussi lin FGS-anncau.

P/,0[JosÙiol1 111.3
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Démonstration

Soit K le corps des fractions de A, donc K = S-I A (A est lin FGS-anneall intègre,

S = A - {O} la partie muliplicative). Considérons le A-module K; K est un groupe abélien,

l'application A x K~ K vérifie les axiomes d'un A-module

(a, b)~ ak.

Montrons que le A-module K vérifie la propriété (S). Soit f E EndA(K) tel qœ f soit

surjective. Démontrons que f est injective c'est-à-dire si f(s-Ia) = 0 => S-I a = 0 ;

f(l) "* 0 et f(l) E K donc S-I a = 0 d'où f est injective.

Donc AK vérifie la propriété (S) il en résulte que AK est de type fini, et par conséquent K=A.

Proposition IlIA

Tout idéal premier d'un FGS-anneau commutat~rest un idéal maximal

Démonstration:

Soit P un idéal premier, d' apr~s proposition IIL2 l'anneau quotient intègre A/P est un

FGS-anneall commutatif donc. d'après la proposition IIL3. A/P est un corps.

Définition:

UII anneau esl diT sellli-iocai si AlJ esI semi-simple (J le radical de Jacobson de A)

Proposition III.5

(in FGS-anneall C0ll7mll{alif.·1 J7U1s(~de selllemcnt lll7 nomhrc jllli d'idL:LllI.\ /lILi\/II1L1/1\

Démonstration

\10l1trollS que Horn dA 'p, A/p') = :O~ -;j Pet P' S1111l deLl:\ Ick~lLl\ pr'-'llliCr., cii:)llllLl:-,

Soit f. A/p - -> A/p· ~l\ '-'l' P 'C:- l", P' --; 0, \jJ\ 1,1 -> \ ,.
IJ
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f est une application A-linéaire, montrons que f est identiquement nul. A/p est UIl corps donc

Alp est simple soit f E HomA (Alp, Alp.) soit f est identiquement nul soit f est un

isomorphisme d'après le lemme SCHUR.

Supposons que f est un isomorphisme, et soit x E P' - P, x p = classe de x module P.

On a: 0 p' oF t{ xp) = f{x. Ip) = x f( Ip) = 0 p' contradiction. Donc f= 0

Soit M = EB A / p . Montrons que M vérifie la propriété (S).
pEL

Soit f E EndA(M) tel que r est surjective.

Comme AIP vérifie (S) pour tout PE L et que HomA (Alp, Alp.) = (0) si P -:j:. P, alors

d'après la proposition 1.28, M = EB A / p vérifie la propriété (S). Donc :vI est de type fini
pEL

ct par conséquent L est fini.

Soi t x un élément d'un anneau A, x est dit nilpotent lorsqu ï 1ex iste un entier n > 0

tel que x" = O. On appelle nil-idéal un idéal dont tous les éléments sont nilpotents.

Proposition ///-6 :

Soit A un FGS anneau cOlI/lllutatif. J son radical de Jacobson .-1Iors pour tout

idemjJotel1t.\' de A/J il c'ùsre 1111 idemj)orel/t e de A rellfllc c'

Démonstration:

Soit x un idcmputent de A!.J, alors x2
- x E .1. Puisque A esl un FGS allllCaU

commutatif alors J est un llil-id~al (Tout idéal premier est maximal). 1)'lIl-..' Il exisk' n > Il h:\

qlle (x
2

- X)II = 0 ; en dé\doppant par la formule du binôme on ubtielll la rdatiull

Il _ Il' ~ ,~" Il' J ,.; _ ." ~ rI II
\. -.\ p(.\ )-- .\ pi \., =. ••••••• - \. pl \.) .
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L'élément e = xn p(x)" est un idempotent de A:

Dans l'anneau A/J on a les relations:

i = in i p(i)

Proposition ///-7 :

i" prit = iF

Soil A un FGS anneau commutatil,' J son radical de Jacobson. Alors A/J est semi-

simple.

Démonstration de prop. 111-7 :

D'après la proposition 111-5 A possède un nombre fini d'idéaux maximaux c'est à

dire J = Il n h n ..... n ln = Il X h x .... X ln où les li sont les idéaux maximaux de A

pour 1~ i ~ n. D'où l'isomorphisme d'anneaux ~ ~, ::::: ~.

Proposition II/-8 :

Un FGS anneau commutatilest semi-Iocal.

Démonstration:

C'est Ulle cOlls~quellce de la J~fillitioll J"UIl allneau semi-Iocal el Je la propo-

sition IIl-7.

Proposition ffI-Y:

Un FGS-LII1I1COIi comn71lwtilesf sClI7i-J7or/ètif

Démonstration:

rO demonSfrettion résulte des propositions /-22: fI/-6 et ffI-?

Pro{Josition 11/-/ () :

(;; FGS ,lllill',ii, 'liiilllli';,i,"ii.1 l'.II .1 li 1111 Il l' liliCllL' dc IIIUUII!C\ /J}"(JjcCli!s IUCUl/X l'i

l, l'
U}} Il 1
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Démonstration:

Voir [201 proposition 6.3.4 et [101 proposition 18.23.

Proposition Il!.11 :

Un produit d'anneau Ai (l:; i ~n) est un FGS-wll1eau si el seulellleni si chaque Ai esl

un FGS-anneau.

Démonstration:

n
Soit A = 11 A" Supposons que A est un FGS-anneau, comme Ai (1~ i~ n) est

i=1

l'image homomorphe de A par la ième projection A Pi ) Ai, d'après proposition IIl.2

Ai est un FGS-anneau en tant que image homomorphe de A. Inversement supposons que

Ai est un FGS-anneau pour tout i (1~ i ~ n). Soit M un A-module d'après propriété (1.15),

Chapitre 1, M est un Ai-module pour tout i, (1~ i ~ n).

Donc si M vérifie la propriété (S) alors M en tant que Ai-module est de type fini pour tout i,

n
(1~ i ~ n). Puisque A =n A, donc M est de type fini en tant que A-module.

i=l

Proposition IIJ, J2 :

{oui anneau commlllari(orril7icn dont t01l1 idéol A csl prÎl7cÎ}Joll'sr 1111 FCS-ol1l1l'Uli

Démonstration:

Soit A un anneau commutatif artinicn ù idéaux prIncipaux. !\ est donc un produit

directe d'un nombre fini J"anneau local artinien à idéaux principaux (prop. LlO). On peut

supposer donc A lui-même local artinien ct à idéaux principaux puisque d'après proposition

Ill,)c!uk' LLljll'~'S propositioll l. D, \1 l'st SOlllme JlrecLe Je module:, c~ ciique.') (IVI = .~, .\I i
/-~

où ks i\1; Slll1t cycliques)
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Supposons que M vérifie la propriété (S) et que M n'est pas de type fini.

Si M n'est de type fini, il existe une infinité dénombrable de facteurs c:ycliques isomorpl€

deux à deux (car l'ensemble des classes d'isomorphismes des A-modules cycliques est fini

proposition 1-14). M = ffi l\li où 1 est infini, 1 s'écrit donc 1 = Ku L avec Kn L = 0 et
iE1

K dénombrable. D'où M = r.ffi
r

Mi JEB r$ Mi J, c'est à dire M = [ ffi ACn ÎEB L et
\lEK \lEL nEN )

ACj ::::.Acj. Considérons <:p: (l ffi ACn J~-> [ ffi ACn
nEN nEN

ctI--> 0

cnl--> Cn-I si n > 1

L'homomorphisme <:p est surjectif, mais il n'est pas injectif.

Soit h:M~->M, C + x 1--> <:p(c) + x

h est surjectif mais il n'est pas injectif, donc M ne vérifie pas la propriété CS).

On aboutit à une contradiction. Donc M est de type fini.

Proposition lII-13 :

Slir 1I1l FGS-LlllllcUIi lll/llllllllulijA IUIiI .1-lJlod/llc illdécullljJo.wh!c.: jJm/ccli/esl de I)lN

fÎ J7 i

Démonstration:

Soit P un A-module ind(-composablc projectif. Alors P vérilÏc la propriété (S). [)O!1C

puisque A est un FGS-anncau commutatif, P est de type iÏni.

Proposition III- J4 :

JI résulte de la proposition 11-'>.
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Définition 1II-15 .

Soit (E,ç) 1111 ensemble ordonné pOl'l'inclusion. On dit que les sous-em;embles de E

vérifie la conditiull de chaîne ascendante si toute suite 1] c h c 1] ç ...... de E est

Sialiolllwire, c'est à dire il existe 1/ EtN lef que 1/1 = 1/1+1.

Proposition III-16:

Soit A tIIl FGS anneau cOIJlI1wtatijlel que les annulateurs des sous-ensembles de A

vérifient la cOlldition de chaîne ascendante. Alors I(A) est nilputent.

Démonstration:

Montrons que J(A) est Y-nilpotent.

Puisque J(A) est un nil-idéal d'après [20] proposition 2-1-6 J(A) est l'-nilpotent. D'autre

part: Ann.\.(J) c AnnA(f) c .....

Soit n le plus petit entier tel que AnnA(J fl
) = Al1UA(J fl+1). Supposons que J n'est pas

nilpotent; il existe alors un élément x] de J tel que J'\] -je. {O}, cc Cjui impliql1l~ Cjue

J fl~] fOI
X];t l J etc ...

On met ainsi en évidence une suite (XII) d'élément de.J t:;llo quo Xii x x"., :>< ....~ "1 no f%jl

p~Li nul pour tout enlIer n:::': l, Cc qui contredit 1,1 l'-nilpotence de J. Donc J eslnill'ülclll.

Propositioll /lI-i7 :

Soil ri un FGS-annculi cummuIOli(tel que lcs allllulatclin desl'u':'S-l'Jls"lllbl,'s dL' .1

vénjÎant fa condition de clW,'111! Clsl'L'nc!,!I;{l' Afo!'s A ('sr urr/Ilii'!}

Démonstration:

On peut supposer A local ct .1 2 = (0). Alors

\lullIrons que dil1l A/.J (.J/.J~ l = 1.

1112
". In." est t,.,
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Proposition III-18 :

Soit A un anneau commutatiftel que les annulateurs des sous-ensembles de A

vérUipn{ ln rondition de rh{1Înp (]f;'C'c'?dante. Alors les propriétés SUi\!ûllld .)uni équivaientes.

1) A est un FGS-anneau

2) A est arlinien à idéaux principaux

Démonstration:

1) => 2) résulte de la proposition 111-17 et de la proposition 111-9.

2) => 1) résulte de la proposition 111-12.
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