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INTRODUCTION

L’ origine de ce travail est la proposition suivante :

"Soit A un anncau commutatif, M un  A-module de type fini, alers tout
endomorphisme surjectif de M est un 1somorphisme ".
Soit A un anneau non nécessairement commutatif, M un A-meodule ; on dit que M vérifie
la propriété (S) sitout A-endomorphisme de M surjectit est un isomorphisme.
Soit A un anneau, 3 la classe des A-modules de type fini, ¥ la classe de A-modules
vérifiant la propriété (S), en 1969 W. V. Vasconcelos a démontré que si A est commutatif
3 9. En général cette inclusion est stricte : dans [12] Kaidi A.M ¢t SANGHARE ont
donné l'exemple d'un module surain anneau commutatif; qui vérifie (S) et qui n'est pas de
tvpe fini.

Notre travail est de caractériser les anneaux commutatifs pour lesquels 3 et § sont
identiques.
Pour aborder cette étude nous avons divisé cette thése en trois chapitres.
Le Chapitre I est un rappel de certains résultats classiques. des définitions. des notations
que nous utiliscrons tout au long ¢e travuil.
Dans le Chapitre 11 nous faisons une synthése de différents résultats que nous avons pu
recueillir darticles ¢rudiant Jes modules qui vérifient la propriété (S). Notamment « on
finitely gencrated tlat modules » de W. V. Vasconcelos : « on injective and surjective
cndomorphisms of finitely gencrated modules » de E.P. Armendariz. Joe W. Fisher,
Robert L. Snider ¢ ¢t «une caracterisation des anneaux a idéaux principaux » de Kaidi El

Aniifi Mobhtar ¢t Sangharé Mamadou



(9]

Le Chapitre III est consacré a la caractérisation des FGS-anneaux commutatifs, en
montrant d’abord que tout 1déal premier d’un tel anneau est maximal et que les 1déaux
maximaux sont en nombre fini. En suite quun tel anneau est semi-parfait. Et enfin sous

certaines conditions on montre qu’un FGS-anneau commutatif est artinien.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Cc chapitre contient essentiellemnent des rappels et des résultats que nous utiliserons
dans toute la suite de cette thése. Il est divisé en quatre paragraphes : le premier traite des
modules simples et semi-simples et on donne quelques résultats généraux ; le second des
modules artiniens et noethériens ; le troisieme étudic quelques propriétés des modules
injectifs, projectifs, semi-parfaits et le quatriéme un bref apper¢u des P.1. anneaux

Dans tout ce travail, et sauf mention expresse du contraire, le mot anneau désignera un
anneau associatif non (nécessairement) commutatif possédant un élément unité noté 1 3 le
mot module, un module a gauche unitaire. Un anneau A muni de sa structure de A-module
sera noté AA. Soit A un anneau.On dit que 'anneau A est Jocal s'1l admet un seul idéal a

gauche maximal m. Alors m est ’idéal bilatére ensemble des éléments non inversibles de

P

A et ['anneau quotient ‘%1 est un corps non nécessairement commutatif. Quand nous

parlons de radical de A. il s’agira du radical de Jacobson de A.
Soit M un  A-module on appelle série de composition de M. une suite de sous-

modules de M tels que (0) =M, c M, c ... M, =Mu ‘[/“\// suit un A-module

-1
simple pour 1<i <n-1 Pentier n= /(M) estappelé longucur du A-moduie M.

31 -MODULES SIMPLES ET MODULES SEMI-SIMPLES

Soit A un anneau. On rappelle qu un A-module M et stimple (resp. semi-simple) sl
nest pas réduit a {0} et 871l ne contient pas d autres sous-modules gue M oct {0} (resp sl
ostsomme directe desous-modules simples). Un annean A est o stmple (resp. semi-

stmiple) stle A-module (A estsimple (resp semi-simple)



Proposition I-1 ( [6 | proposition I P. 46)

Soit A un anneau ; les propriéiés suivantes sont équivalentes :
) Tout A-module est semi-simple
h) Le module A st semi-simple.

Démonstration :

a) —b) estévident
- ~~ . . . \
b) = a).LEneffet tout A-module est isomorphe au quotient d"un module A™ or tout

quotient d’un module semi-simple est semi-simple.

Définition I-2 :

On appelle radical d'un  A-module M (resp. de 'anneau A)  le sous-module
intersection des sous-modules maximaux de M. ou. ce qui revient au méme. ['ensemble des
éléments de M annulés par tout homomorphisme de M dans un A-module simple (resp.
intersection des idéaux a gauche maximaux de A). On dit que M est sans radical si son
radical est nul.

Proposition I-3 ([6 | proposition 5 P . 65)

Pour qu'un A-module M soit sans radical. il faut et il suffit quil soit isomorphe a un
sous-module un produdt de- A-modudes simples

Démonstration :

St M est sans radical. alors il existe une famille (S)),. 7 de A-modules stmples o e
tamille (£y iy d"homomorphismes de M dans S, telles que fes novaux des ) wient

[}

pour intersection. On a donce le diagramme de A-modules commutatif suivunt



En effet si M est sans radical, alors il existe une famille (N;) de sous-modules a gauche

maximum de M. Pour tout 1 Aj/N =S estun A-module simple et la surjection canonique
'

My M ]/V =S .xI > fi(x) = X est un homomorphisme de A-modules ct

!

(| Kerfi= (1 Ni={0}.

1€] tel

f, = Pof et Kerf=(\Kerf, or [Kerf, = {0} donc Kerf = {0}, d'ou f est unc

€] e

injection de M dans HS, . Par conséquent M ~ Imf, Imf ¢tant un sous-module du

el

produit de A-modules simples HS, .

1€

Réciproquement si M est un sous-modules d’un produit de modules simples HS, . pour

el
tout x # 0 dans M, il existe un indice i € I tel que Pi(x) = x; # 0. Soit g la restriction
de P; a M, g est un homorphisme de M dans S; tel que g(x) # 0 donc d'apres la
définition I-2, M est sans radical.
Cerollaire 1-4 :
Tour module semi-simple est sans radical.

2) Modules artiniens ¢t modules nocthériens

Soit A un anneau et Moun - A-module nous dirons que le module M est artinien
(resp.noethérien) s toute suite décroissante (resp. croissante) de sous-modules de M est
statonnanre. Lo A-module M est dit de tongueur finge stoelle est & la fois artinien ¢t
noethérien. Lanncau A est dit artinien (resp. noethérien) st (A est artinien (resp.

noctherens



Proposition 1I-5 : ( [25] proposition 1.17 p. 17)

. . / : ,
Soit A un anneau ¢t soit 0 —> N —— M —— K—->0
une suite exacte de A-modules et d’homorphismes de A-modules M est artinien (resp.
noethérien) si et seulentent si N et K sont artiniens (resp. noethériens).

Démaonstration :

On peut supposer que N est un sous-module de M et que K N—“\VN A
Si M est artinien il en est de méme que N car les sous-modules de N sont des sous-
; M . . . . o e )A{ N
modules de M. Lt A/ est artinien car la famille des sous-modules de A/ est en

bijection avec celle des sous-modules de M qui contiennent N. Cette bijection conserve le

sens de I'inclusion.
Réciproquement si N et A%V sont artiniens, soit (1) M=M,oM; >....oM; oM;., D...

une suite de sous-modules de M décroissante. Alors il existe un entier n, 4 partir duquel
lasuite N=M,"NoN"M;o..... o N MO ....... est stationnaire et 1l existe un

entier m, a partir duquel
. M 4 . .
15/\ = ‘/\, ;M] + )/\ D D M+ ‘\/\. D .....eststationnnaire.

NS NS
SN JACERY (D

Posons q =sup (mg,n,) alors N M, = N M, et /\
a

m

Soit x e M, :st x e N alors x e M, donc la suite est stationnaire,
Soit x e My et x ¢ N alors la ciasse de x modulo N est un élément de

N M /S N+ M, i exi
VAt /- donc il existe v € My tel que la classe de x modulo N est dunle

ol classe dey modulo N
N - L= N I N T - ] .
Done v v =0 d'ol v —y N, puisque i appartient dejar e Mg ulors vy NV

" =t

Ny My ctpar conséquent x e M a démonsiration est identique pour 1o cas noethérien




Corollaire 1-6 : Toute somme directe finie de modules artiniens est artinien.
Corollaire -0

Démonstration :

La démonstration se fait par récurrence surn. Soit M =M & ...... B M, ou les M,

sont artiniens. Pour n =2 on a alors une suite exacle :

O >0

>M;— > M OM;

>M2
1l suffit d’appliquer la proposition L5.

Proposition 1.7 : ([6 ] Théoréme 4 P. 69)

Pour qu'un module soit semi-simple et de longuewr fini, il faut et suffit qu'il sou
artinien el sans radical.

Démonstration :

On sait déja qu'un module semi-simple est sans radical (corollaire I-4) s7il est de
longueur fini il est alors artinien.
Réciproquement, soit M un module artinien sans radical. Soit R un ¢élément maximal de
’ensemble des intersections finies de sous-modules maximaux de M. Pour tout sous-
module maximal N de M.ona: NN R c R, dotpar défimmtionde RyN "R =R ¢t
par suite R <N, Comme le radical de M est nul. il en resulte que R = 0! 11 existe done
une famille tinte de sous-modules maximaux  M; (1< 1 € n) dintersection nulle. Soit

alors le diagramme d homomorphisme commutatit suivant -

;-
S

n
P T A
/ 1=

P,

t. = Pof ¢t Kerf = ﬂ Nerf,

A



Or Vi, 1< i<n,Kerfj=M;, donc Kerf= ﬂKerf‘ = ﬂM, = {0} d’ouf estinjectif.
=1 =i

Posons P = ﬁ(A
/

=1 N

i

1/}\ \, PP est semi-simple. en tant que produit fint (somme directe
/

externe) de module simple. P est de longueur finic en tant que produit f{ini de modules

simples (un module simple est de longueur finie). Comme P est semi-simple et de

longueur finie 1l en est de méme que M.

Proposition I-8 : ( [6 ] proposition 12 p. 71)

Soit A un anneau possédant un idéal bilatére nilpotent J tel que A/J soit artinien de
radical nul (par exemple un anneau artinien). Pour tout A-module M les conditions

suivanies sont équivalentes

u) M est de longueur finie
b) M est artinien
¢) M est noethérien.

Démonstration :

On sait d"apres la définition d un module de longueur finie que a)= b) et a =e¢).
Supposons que M soit artinien {resp. nocthérien).
o . , P - .
Soit Poun entier non nul el que J7 = {08 Soit [e A-module M/AIM. on sait que Moest de
tongueur finie siet seulement si J3M et M/IM sont de longueur finie (Proposition 1-5) ¢t
que (M) = IND) A (MM o [15] proposition 4-6)
> S > 3\ N : N 1 ) 2 2
Dememe JM estde Jongueur finre siet seulement si M et IMAIPM sont de lonoueur
finie. on poursuit ce raisonnpement fusquy PN ot ] sera de loncueur finie s ol
sctlement b AV cr PN T Jinie. Par
Julement s1. oL FINE sontae foncucur e, Par consequent DO MONUer U
Moestde foneueur finie 11 sartic de démontrer que MAIND _INAENL I\
sont de fongueur finic. Or ces A-modules sont annulds par J.done peuvent Srre considénd

comme des AZl-modules. Puisque AL ost sent-simple (Proposition 1-7) Glors les



A/J-modules JT*M/IT*'M 1<k< P sont semi-simples donc sont sans radical (corollaire

PEar/ 3™ M sont de longueur finie (proposition I-7). D’ou

1-4). Donc ies A/J-modules J
M est de longueur finie.

Corollaire I1-9 :

Soit A un anneau artinien. Powr tout A-module M, les conditions suivantes sont

Squivalentes :
a M est de longueur finie
b M est artinien et noethérien.

Démonstration :

Puisque A est artinien, le radical de Jacobson not¢ J(A) est un idéal bilatcre
nilpotent. A/J(A) est artinien puisque A est artinien (proposition 1-5). A/J(A) cst semi-
simple donc il est de radical nul. Donc d’aprés proposition 1-8 les équivalences sont
¢tablies. En particulier tout anneau artinien est noethérien.

Proposition I-10 ([3 | proposition 8-7 p. 90)

Tout anneau commutatif artinien A est produit direct fini d anneaux artiniens locaux
‘ :

Démonstration

Soit (1 =1 <n) les idéaux maximaux de A. On sait que

!

. [ y" i 3
o L i
H/n = Hm, i {ﬂm [,
‘ v / L /
Posons J = ﬂm e radical de Jacobson de AL puisque A est artinien 1) existe n,, N

IR

whgue /o =10t S0t n, =k done ﬂm SO 0T O e T RONL CHUDOer G U L deun

N ae PR . N [N PP /‘ h 1 { N 1 1
cear un rdeal maximal qui contiendrai Firoc o ) contiendriot my ot omyoce g

o T ey R e i s e



n n

contredit le fait que m; et m; sont distincts si i# j) donc []m;

[ '

Il

m, k= {0}. Puisque
|

i

> ﬂ(/ J est injectif. De méme ¢
i M,

/

ﬁm, k= {0V, alors I'homomorphisme ¢ : A
|7l‘
est surjectif car les m' sont étrangers ( [3] propostion 1.10  P. 7). Donc ¢ est un

isomorphisme. Puisque A est artinien alors y . est artinien (Corollaire 1-6), en plus
Mo

les 7 . sont des anneaux locaux. Donc A est un produit direct d'annecaux artiniens
m

locaux.

Proposition I-11 ( [15] proposition 4-12 P. 128)

Un anneau A est artinien si et seulement si £ (A) est finie (£ (A) est la longueur du
A-module 4A. Dans ce cas tout A-module de type fini est de longucur finie.

Démonstration

St A estartinien d’apres corollaire 1-9, A est de longueur finic.

Supposons que /£ (A) est finie donc A est a la fois artinien ¢t nocthérien. Soit M un A-
module de type tini alors M admet un systeme de n générateurs. donc M est isomorphe a
un module quotient du module (A" Puisque A est artinien alors (A" est zussi artinien
(Proposition [-5). Par conséquent M est artinien ¢t d apres le corollaire 19, M est de

longueur fint.

Proposition I-12 ({3 [ proposition 8.8 P. 81)
Soir A anneaiclocal, mson idéal maximal et k= A/m son corps residie!.
Afors les conditions suivantes sont dquivalenies
o Aourideal de A est principal
i) Lidéal maximal 1 est principal
P combinant lex théorémes de Kithe |9] ot de Cohen ot Kaplansky |7 | on ovuent le

theoreme suivant :



Théoreme I-13 :

Soit A un annean commutatif. Alors les conditions suivantes sont équivalenies :
1) A est artinien et tout idéal de A est principal
2) Tout A-modude est somme directe de A-modules cycliques.

Proposition I-14 :

Soit A un anncau local artinien a idéaux principaux. L'ensemble des classes
d’isomorphismes des A-modules cycliques est fini.

Démonstration :

Soit M un A-module cychque alors M ~ A/I, I ¢st un 1déal de A. 1l suffit pour
prouver la proposition de montrer que les idéaux de A sont en nombre fini. Soit J 1'idéal
maximal de A.ona J=aA =<a> _aeJ, car A estprincipal. J est aussi nilpotent. De

-1
plusona: 0= <a"™> ¢ <a"

>C ... © <a>C A pour un certam n. Montrons que tout
idéal de A est de la forme <a'> 1<k< m.
Sott I unidéalde A,1=<e> = cAor I < J, doncilexiste AcA tel que ¢ = Aa.

Si 7 estinversible alors a = 3 ¢ e qui iuplique que J =1 = <a>.
Sizoestnoninversible alors L eJ et 2 =aB avec PeA. ~c qui implique ¢=ap
On reprend le méme raisonnement :soit B est inversible dans ce cas 1= <a™ ou (3 ou
non inversible et on aura ¢ = a’B. Ainsi il existe k N, 1< k< n (ol que ¢ = pPat e p
estinversible don 1= <a">. Ce qui prouve que tout idéal de A estde fa torme <a™> 1+

: N . . . ]\\ N . - . . . -
K= netcomme <a™> sont en nombre i, Done les idéaus de A sont on nombie 1111

Proposition I-15 :
Solcd e annicad el e - I 1.1 ot les A sont des anneaus SEM e -

i snde alors Moest un A -maodule el gue ton A-cndoporphisme fde Mot e proann

o Apendomorphisines f; de M.




Démonstration

Soit A= n A, pourtout 1 <i<n posons:
1=t

o = ((5’./)7_ = (0,0......0,1,0....0)
Jj=1
A
ieme place
Soit ¢ A > Ag
aj | > (0, 0,....,0, a;, 0...... 0)

@ estun tsomorphisme d'anncaux.

Soit M un A-module, posons M; =e¢M avec e €A. M; est un sous-ensemble de M,
¢’est méeme un sous A-module de M carsi acA et esm €M; alors

a(egm) = ¢;(am) or e(am) € eM = M.

M; estun ejA-module c’est a dire un Aj-module par le produit suivant :

ai(eim) = ¢ (aj)eim = ¢;(0,...,0, a;, (),.'...O)m. Or €(0,0,.....0,2;,0.....0) m c¢; M.
Stizjoeiep= (0,....,0) (1) Deplus (1,...... 1) = ¢ tert e =1

H
Donc m=1m = eim +....e,m. Ftdiapres (1) M; @M =105, avec =1 Dol

"

M= @ M;. On obtient fe diagramme commutati! suivant -
i)

3

I i P, wlque folP = Pof ¢ = ﬂ ,"[

C,.\l i': Cn\l

Frestun produntde Aj-endomorphisme f, de M, = ¢, M



3) Modules injectifs — Modules projectifs :

On rappelle qu’un A-module M est dit injectif (resp. projectif) si tout diagramme de

A-modules : /g/V M M g
/

———®» N — 1 L (resp. L f\"N » 0)

ou f est injectif (resp. surjectif), se prolonge dans un diagramme commutatif de la forme :
A-modules
M M
g o h o

0, N L repX_ g N 0

Proposition 1.16 ([20] P. 21-23)

Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a M est injectif
b) M est facteur direct de tout module le contenant
c) Pour tout idéal a gauche I de A et tout homomorphisme f de I duns M. il

existe x e M tel que fla) = ax powriour a e L. (Condition de Baer)
L demodule Moest dit indécomposable s il n'exisie pas deux sous-modudes non nuls M,
’ ‘1_* de M /U[.\‘ (He M :A‘[) & JI_?.
Ondit quiune extension £ dun module M est une extension essenticlle de M s pour
outsous-module Node 1 larelation Ny M= 103 implique N o= {0), On dirg ussi Jue
M est un sous-module essentiel de E. On appelle enveloppe injective d'un module M
~ieatension easenticlle myectuve deo M. On sant que tout module admet une emeloppe
Srevive nnngue o somorphisme pres. StV sl un A-module nous Dolerone EaM) ou
Femveloppe mjective de MLoSoit A un aneeaw. Un ¢lément ¢ de A oxl Jit

-, R B
dempotent sto¢” = ¢.



Deux idempotents ¢; et ¢; de A sont dits orthogonaux si ¢je2=¢2 ¢ =0.
Un idempotent ¢ d’un anneau A est dit primitif si e#0 et si pour tout couple d'idempotents
orthogonaux (ey, e2) de A tels que e = e + ez alors ¢ = ¢; ou ¢ = ea.

Proposition I-17 :

Soit M un A-module non réduit a zéro alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

1) M est indécomposable

2) 0 et 1y sont les seuls idempotents de End (M).
3) Iy est un idempotent primitif de End(M).

Démonstration :

1= 2) Soit K un facteur direct de M alors il existe un idempotent de Ends(M) tel
que K= eM. Puisque M est indécomposable alors K= {0} ou K= M.
Si K={0} 2> e=0;s1 K=M= e=1j car e/g = 1g.

2) = 3) ¢vident

3) = 1) Soit K un facteur direct de M. Soit K’ un supplémentaire de K dans M et
¢ la projection de M sur K suivant K’ e est un idempotent de End (M) e et 1y - ¢
sont orthogonaux et Iyy=c¢ + (1yy—¢) donc e=0 ou e =1y,
St e=0 alors K=Me={0}:si e=1y alors K=Me¢e=M.

Proposition I-18 ( [28] Lemme P. 205)

Soit A i annean local: Alors les seuls idempoients de A soni 0 cr |

Démonstration :

Soit e un dempotent de A Supposons € £ 0 et e = 1. Alors I relition ¢f = ¢ o
ot equivalente ae(I-e) = 0. entraine que e et 1-¢ ne sont pas mversibles dans AL Done les
Wealn s Ae et A(l-e) sontdiftérents de A Comme A ost local. A admet un seul rdeal

i

manimal Leteetidéal contient Ae et A(l-¢). Dot el ¢t T-¢ ¢ I Done 1=¢ (l-¢) - L



Ce qui est absurde car 1 est un idéal maximal.

Corollaire I-19 :

Si End (M) est local alors M est indécomposable.
Soit M un module. N un sous-module de M est dit irréductible s'il w'existe pas de
sous-modules K et L de M distincts qui conticnnent strictement N tels que N =K M L.

Proposition 1-20 ([25] proposition 2.8 P. 48)

Soit A un anneau et M un A-module injectif. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

1) M est indécomposable

2) M est non nul et M est l'enveloppe injective de chacun de ses sous-modules
non nuls

3) Le sous-module nul est irréductible.

Démonstration :

1) =2)
Supposons M # 0. Soit N un sous-module non nul de M. alors M admet un sous-module
N oquioest Penveloppe injective de N D7apres la proposition 1-16 - puisque N* est

mjectl. il est lacteur direct de M. Puisque M est indeconmposable done N = M.

Soit My et M des sous-modules de M tels que My~ M. = (01, SUpposons gue

My ={07 done E(My) = M et ainst Moot une extension essenticile de M. par
corscquent M, = {03,

3 = 1) Supposons quiil existe deux sous-modules non gt My o VL

M =My Ma Par conséquent My Ma = 104, Ce qui osteomtraire i ee Fhonothese,

Soit A un anneauw, Moun A-module. xoun ¢lément de M. On appelle annulateur de x dans

Actonnote Ann(xy = fae Afax =01,



Proposition 1-21 ( [16] Proposition 2.4 P. 513)

Soit M un A-module. M est injectif et indécomposable si et seulement si
M~ E(A/). oit J est un idéal irréductible. Dans ce cas. pour tout X non nul de M, Ann(x)
est un idéal a gauche irréductible et M ~ E (A/4nnx)-

On rappelle qu’un sous-module N d’un module M est dit superflu dans M si,
pour tout sous-module L de M, larelation N+ L =M implique L =M.

Soit M un module et soit P un module projectif. On dit que P ¢st une enveloppe
projective de M s’il existe un homomorphisme surjectif f de P sur M tel que Kerf soit
superflu dans P.

On montre que si un module admet une enveloppe projective. alors cette enveloppe
projective est unique a un isomorphisme prés. Les enveloppes projectives n'existent pas
toujours. On dit qu'un anneau A est semi-parfait a gauche (resp. parfait) a gauche si tout
A-module a gauche de type fini possede une enveloppe projective (resp. tout A-module a
gauche admet une enveloppe projective). Les propositions sulvantes donnent une

caractérisation des anneaux semi-parfaits et parfaits.

Proposition 1-22 ( [20] Théoréeme 2-1 P.134)

Soit A annean. J o son radical de Jacobson. Les conditions suivanies sont
convalenies
N A estsemi-parfait a gauche
n A estsemi-partait a droire
AT esremisimgpic ol poia tont idemporent e s i casic o idenon

2

oA el que v



Proposition 1-23 ( [20) P. 130 th. 5)

Sout A un anneau. Les conditions suivanies sont equivalentes

a) A est parfait

h) Les idéawx & droite monogenes de A verifient la condition de chaine
descendante.

) ) Leradical de Jacobson J de A ost T-nilpotent & gauche.

1) L'anneau A/y est semi-simple.

dj A ne contient pas une infinité d’ idempotents orthogonaux.
Un sous-ensemble non vide X d’un anneau A est dit T-nilpotent a gauche si pour toute

suite (ap)nen déléments de X. il existe n, €N tel que a,a......... a, =0

Un anneau A est parfait si A est senu-parfait et vérifie la propriété ¢ -i) de la propo-
sition 1-23.

Proposition I-24 : ( [22] Théoréme 3.9 P. 40)

Soit P un module projectifelt f: B ——> P un epimorphisine alors B = Kerf@ P’ o
P~ P

Démonstration :

Soit le diagramme suivant :

P
Y lp
A
ey
[; 1 I) “
Pacccce Poestmroiectiti] et - p ¥ C o o o '
P s erbprojectital eniste o0 | s Bl gue foy = Vo done v ostimeen <

he Rona: h=(afby+ (- o) (). Or (v o) () - tmy et Ty ~ P g




{1b = (vofy bl = (b)Y = [foy )({(b) =0 d'ont b —(y of)(b) & Kerf. De plus Tmy m Kerf ={0i,

st v oy v Keel ona:s v lmy ef xoe Kerfsx ¢ Ty

_ . el ue ) oy eRer! caiaine que fi(x) = 0.
vhlbatile gl oxaste N Pl AN I (x)

Done £ y(wv)] =1(x) =0 d'ot ¥ =0 ce qui entraine que x=0.

Proposition 1-25 -

ot module projectif indécompaosable vérifie la propriété (S).

Démonstration ;

SoitPun A-module projectif indécomposable ¢t f un endomorphisme surjectif de P.
f: P —-—> Py dapres la proposition 1225 P = Kerf @ P ou I ~P or P oest

mdecomposable done Kerf=0 d’ou f est mjectif.

Proposition I-26 ([26] proposition I-26 [. 16)

Nwrun anneau semi-parfait tour module projectifvérifie la propriété (S).

Proposition I-27 ([1] Proposition 17- 10 . 196)

Noit A anneaide radical J(A) = Si Poost un A-modile projectif
wico s Rad P=JP iRad P~ radical de P)
Corolluire L2235 ( (1] Corollaire 17— 12 P, 192)
NS =) P e odide oo projecrif el que JP st superpin dans P

CoNEP esrde ol iy dlors HEnd (P)) = How (P, JP,
Ead ol

Jobnd ofyy - -

Prosocsdrion (228 :

Yy e to K /oo I S e (~.)./ TN




Démonstration :

Résulte de I'égalit¢ Endy M = [ ] End H

1ed

§4 - LES ANNEAUX A IDENTITES POLYNOMIALES

Définition 1.21 :

Soit A un anneau. On dit que A vérifie une identité polynomiale. s’1} existe un
entier neN” et un polynome P # 0 en les variables non commutatives Xy, Xa,..., X, a
coefficients dans le centre C de A tels que, pour tout ay, as,..., a, de A.l’on ait
P(al,az,..., a,,) =9.
Si de plus I'un au moins des coefficients de P est inversible dans A, on dira que A est

a identité polynomiale ou tout simplement que A est un P.I. anneau.



CHAPITRE 11

INTRODUCTION

Ce chapitre est divisé en trois parties : une premiére partic consacrée a la démonstration
de la proposition 1.2 de W.V. Vasconcelos dans [26] : « Dans un anncau commutatif A tout
A-module de type fini vérifie la propriété (S) ». Cette démonstration est basce
essenticllement sur le théoréme de Cayley Hamilton. Dans [a deuxicme partic nous
donnerons un exemple de module qui n’est pas de type fini et qui véritie Ta propriété (S). Cet
excmple est tire de [12], théoréeme 8 de Kaidi E1 Amin et Sangharé Mamadou. Enfin un
exemple de module de type fint qui ne véritie pas la propriété (S) [2].

1) L n annecau sur lequel tout A-module M de tvpe fini vérific la propriété (S)

Théoreme [I-1 : (De Cayley Hamilton)

Sotent A un anneau commutatif. M un A-module de tvpe fini. B = end (M) et

feB. Soient {Xp,...,X,) un systeme générateurs de M ocet a, (I Si=n ¢t | <j<n) des
"

¢léments de A tels que f(xy) = ZLJI,.\‘ .- St P(T)  estle polynome caractéristique de e
-1

matrice o0 = ( \/ w1 - ors P 0

Démonstration :

Sott AT A< B orear un ¢lement de At estde fa forme
a, '+ f+ :1$f+ a,lv.n eN).
AT estun anneuu commutat unitaire ¢t application
d: A<M —>M

(U | X)) =

G Lo sitdeiute de A -moadie sur M.
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n 7 n
Soit x un ¢lément de M alors  x = Zl‘x, = ZA,IM (x,) = Zu,.\'l avee uj = A Iy
=1 [ [

done {Xpy.-.Xy} estunsystéme générateurs du A’-module M.

Posons L'=A" ctsoit [T A" —>M

¢l > Xj
R L TR ISP | ) s€n = (0,....,0, 0,.....,Tx1).
[1 est A'-lindaire ct surjectif.

Remarque :

L'=A"" estun A’-module libre dont une base est {ey, €y,....., €,}.

f(x;) = Za”x/ 1 <i< n.

> L' "endomorphisme du A’-module L.* défini par :

L] o (e - L“' v LNy - zu‘ ro= 0 e qutimphique que | foo = Op.
SEE L0 A T-nmeanealexiste o't LT ——>1 welhque poo” - 0too - det ol -
ey e - \_‘ C oD LIS dssodic a0 esl (o, 1= ai; g, ctdet o = P,

Sotton e Moealbexaste v o= L otelgue vy =X
|

o L L - , . . ‘ C
o Prtione e AN T ICHRIENY IR TR o , 0

ot e e Bl U
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Soit A un anncan commuiatif, I oun idéal de A et M A-module de type fini On
suppose M =1IM_ alors il existe ae I tel que (I +a)x = 0 Vxe M

Démonstration :

SOit {Xiyee-0Xa} unsystéme générateur de M Scit £= Iy, fxj=x; = a,x yajel

P(T)= det (Th,=X)=T"+ o, T"" +..o4 0 oy T + 0t 00 X=(a) I<i<n, I<j<n

P(E\l:t"+ af* T+, Aoy ftro, =1+ o)t ag tog,
=1+ « Avee o = g teevennt Ut ag €1

Or P(g} =0 donc la multiplication par 1+ o est I'endomorphisme nul d ou

v
(I1+a)x=0 Vxe M.
Corollaire 11.2 : (Lemime de Nakayama)

Soit A un anneau commulatif, I un idéal de A contenu dans le radical de
Jacobson de A alors si M est un A-module de type fini tel que M = IM, on
nécessairement M= 0.

Démonstration

Drapres le corollaire I 1 il existe e T el que (T+op =0 Ix o N Or 1+
estaversiple dans AL Noit @ = (1 + e - st a #=A alors @ o neoun ddal maximal de v

V=l - a0 oo oce qul estabsurde. Done @ = A Jdone x =0 xn ¢ Mocestu

Coroflaire 11.3 :

Newr 4 comreans commutatit or Mo A-modide SiMCocr e Aomodilo e

BN L P . AT 1f B ' X ' PRI
A NS S A N D RS ¥ D T IS oy

G nnemy =00 o - ML
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Démonstration :
M est un A-module de type fini donc M est un A[f] module de type fint par le

(A[f]x M > M

roduit suivant : \ \ _
pre \(u,m) = u(my)=u.m)

Posons I = (f) un idéal de I"anneau A|[f], I = (f) = A|f].f. on a donc : LM =M car

4
.M = f(M) = M. Alors il existe d’apres le corollaire .Dael tel que (1+a)(m) =0 Vm
eM

o el =3h e A[f] : a=hfdonc (1 + hf)(m)=0Vm M.

Proposition I1.4 :

Soit A un anneau commutatif et M un A-module de type fini. Soit f un
endomorphisme de M surjectif alors f est un isomorphisme.

Démonstration :

D apres le corollaire 11.3, il existe h € A[f] tel que (1+ hf)(m )=0Vm e M.
Soit m €M tel que f(m) =0 alors (1 + hf)(m)=0 = m + hf(m)=0 = m = 0.

2) Exemple d’un module qui vérifie la propriété (S) et qui n’est pas de type fini.

Soit A un anneau comimutatif artinien possédant un idéal non principal. On sc
propose de montrer qu’il existe un A-module qui nest pas de tvpe fint et qui vérifie la
propricte (S). Cette construction est due @ Kaidi EI' Amin Mokhtar et Sanghar¢
Mamadou (voir [12]).

Pursque A est artinien done A est un produit fini d anneaux artiniens locaux. Or on sait gue

st = 1_[_1 alors A est un FGS-anncau sioseulement st les A sont des FGS-anneaus

(Chapitre I, proposition HLS). done on peut supposer A artmien local. Nous avons

Dosodn oy Lonime s suvanis



Lemme {15, -

Soit A wr unneau artinien local possédant au moins un idéal non principal. Alors A
admet un annean-quotient B qui est local d’idéal maximal J tel que J = {0} et tel que JIF
soit un B/J espace vectoriel de dimension deus.

Démonstration :

Soit N I'idéal maximal de A, posons D = o et = /%\ I"idéal maximal de
D. Puisque A est non principal alors N n’est pas principal (propesition 1.12) dans A. Donc
S est non principal dans D ce qui implique que dimD/S(%z) est supéricure ou égale a

deux.

Donc %?: %ﬂ@%b@[\”, d’autre part SZ:(%Z}—NAz:(O) d’ou

S ~ ~ D D L) - _\_ . — ~ . . .
/S2 =S = Aa ® A,b@ K, c’est-a-dire S = Da ® Db® K. Comme K est un idéal de

D alors B = % est bien défini. Soit J un idéal maximal de B alors 1 = 9 % ct

Ny
bl YL . ! . - .
=S %\ - ((I)A///,, est un B/l-espace vectoriel. dautre part ./ :‘%\, ~Du® Db .
puisque o7 () alors 107 quic estoun BJ-espace vectorie]l est e dimension deuy

7/ ~ N T . S . :

"//; =.1=Da= A Done anneau B = 1D 'K répond 4 la question.

am

Lemme [1.6 :

SO A anneau artinten focal possédant un idéal non princing! Alors A admet un

anneau quotient B = C ® bC ou C est un sous-anneau de B local d’idéal maximal aC = ()

oub#0aicca =abh =b =0,
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Démonstration :

D’aprés le lemme 1.5, A admet un anneau quotient B local d’idéal maximal
J=xB®bB ou x #0 et b #0 avec J* = 0. Comme B est artinien et local d’aprés les deux
théorémes de Cohen [5] il existe un sous-anneau C de B, local d’1déal maximal aC #0, tel
que B=C+J=C+xB ® bB. On peut prendre x = a car 2 €C ¢t x eJ. En remarquant
que C=C +aB, bC =bB et que C n bC = {0}, on obtient B=C® bC(.

D’ou le lemme 11.6.
Lemme 1.7 :

Soit C un anneau local d'idéal maximal aC # 0 avec a® = 0. Posons M ’anneau
total des fractions de I'anneau des polynémes Clx] et & le C-endomorphisme de M défini
pour tout élément m de M par o (m) =axm. Alors :

a) ac= ol=0

b) Sifest un C-endomorphisme de M commutant avec & . alors pour toutm € M,

Sflam) = am f(1) (1)

¢) Tour C-endomorphisme surjectit de M commutant avec o est un

awtomorphisme de Al

Démonstration :

Remargquons d abord qu'un ¢lément m de M est inversible dans M si et seulement
stmg aM :boetfetsoitm € aM et supposons que m est inversible dans M ¢ est-a-dire
gquilexistem =M el que mm® = m'm = 1. Puisque m=am,. oti m; € M, on a amm’ = |
d ot a” mym’ = a = 0. Cest une contradiction car a20. Inversement sim ¢aM  alors
mos aC e maxamal) done mees imversible dans C done Jdans M.

Aacm)=a xm=0 vYm =M, cto(a(m))=axo(m) = ax axin = s o = 0 T o M

doncas = ¢~ =0.
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b) Soit f un C-endomorphisme de M commutant avec G , soit m un €lément quelconque de
M alors on a: ¢ (f(m)) = ax. f(m) = f(c (m)) = f(axm) donc quelque soit m dans M
f(axm) = axf(m) (2).

Démontrons par récurrence que :vn €N’ f(ax"m) = ax" f(m).

D’aprés (2) f(axm) = ax f(m), supposons que f(ax""'m) = ax"" f(m). Alors pour tout

n eN’ ona:(3) f(ax"m) = f(ax x"'m) = axf(x"'m) d’apres (2).

D’autre part ax" f(m) = x(ax""! f(m)) = x f(ax""'m) = xa f(x""'m)=ax f(x""'m) (4).

En combinant (3) et (4) on a : f(ax"m) = ax" f(m) quelque soit n eN". Il en résulte, compte
tenu du fait que f est C-linéaire que pour tout m’e C|x] et pour tout m eM

f(am’m) = am’f(m).

Soit me M et m’e C[x]\a C[x] tel que m.m’cC[x] on a :f(am’ .m.1) = am’m f(1).
D’autre part f(am’m) = am’f(m), donc am’ f(m) = am’m f(1). Puisque m’ e C[x]\aC|x]
alors m’ est inversible d’ ot af(m) = am f(1).

¢) Soit g un C-endomorphisme surjectif de M commutant avec ¢ on a :

g(am) = am g(1) d aprcs b), g(1) est nécessairement mversible car sinon ;;(1) eaM, cest-
a-dire il existe m* eM tel que g(1)y =am’ d’ot g(am) = amam' =a” mm’ =0 */ mc M
donc g(aM) = ag(M) = aM ={0} (g cst surjectif) ce qui st absurde. Done g(1) est
mversible.

Soit m un ¢lément de M -

1) Si m eaMalors il existe m” e M tel que m = am’, supposons g(m) = 0,

g(m) = g(am”) =am’g(1) = 0. Puisque g(1) est imversible, alors am™ =0 ¢ caiea-diie m = 0.
2y Stm e M worsme sam” o mT oM doneam 2 0 anam - a\ o

glam) = ag(m) = amg(l) done glam) # 0 d ot g(m) # 0. ¢ ot done un sutomorphisme.
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Proposition I1-8 :

Si A est un anneau artinien local admettant un idéal non principal, alors il existe
un A-module qui n'est pas de type fini et dont ['anneau des endomorphismes E est un
anneau local dont 'idéal maximal J est de carré nul.

Démonstration :

D’aprés le lemme II-6 on peut supposer que A est de la forme A =C ® bC ou
C est un sous-module de A et a*=ab=b>=0.
Considérons I'anneau total des fractions M de I’anneau des polynomes C[x] et soit ¢
I’application de A dans End(M) définie pour tout élément A = o+ b de A ou
a.pBeCpar @ (A)=alax +Po, 1M €étant ’application identité de M et o lc
C-endomorphisme de M défini dans le lemme 11-7, ¢ est un homomorphisme d’anneaux
qui confére 8 M une structure de A-module. Soit f un A-endomorphisme du A-module
M alors f est un C-endomorphisme qui cominute avec o : En effet puisque f est un
A-endomorphisme, alors { est un C-endomorphisme (A=C® bC),
f(o (‘m)) = f(axm) = axf(m) = o (f(m)).
Soit E T'annecau des A-cndomorphismes du A-module M et J Iensemble des ¢léments
non inversibles de K. St f € J alors  f(1) est un élément de aM  (car f(1) est non
inversible).
Or d7apres ecalie (1) du lemme 11-7, pour tout m € M, af(m) = flam) = am (1) =0
(car f(1) eaM <t A= () donce f(m) € aM.
Mantrons que . oestun idéal de F bilatere -
Sorent ot w s clements de d et h un dlement de B Comne 1M - aM et
hM) c adM oo out Slementm dans M oon a
1) (ah N)(m)=ah [f(m)| = hla f(m)] = a f(m) h(1) =0

it)  (afh)(m) = a f{h(n)] = f [ah (m)]=a h(m) (1) =0



iii) [a(f+g)(m)] = af(m)+ag(m)=0

iv) (fg)(m) = f[g(m)] = g(m) f(1)=0

Donc d'apres i), ii) et iii) hf, fh f +g sont deséléments de J. hf =fh et d apresiv)
J = (0). D’ou J est un 1déal bilatere et E est un anncau local d'idéal maximal J et Ji= (0).
Soit H= @ A ax", onsaitque ax" € C[x] ¥n eN. Puisque M est |"anneau total des

fractions de I’anneau total des polyndmes C[x], alors ax" € M. Or M est un A-module

donc A ax" € M. Considérons I’injection canonique

f,: Aax" > M. On a le diagramme commutatif suivant :
H f_ , M
tel que f, =foj, (j, estl’injection canonique).
Jn fa

7

Aax"

f estinjectif car Kerf = chtfn[ Kerf, = {0} donc ® A ax" < M ce qui implique que

n=1
M n’est pas de tvpe fini

Proposition I1.9 :

Sott A un anneau artinien possédant un idéal non principal. Alors i existe un
A-module indecomposable. qui véritie la propriété (S) et qui n'est pas de Lvpe tini

Démonstration :

Dapres la proposition H-8. il existe un A-module qui n"est pas de type i dont
I"anneau des A-endomorphismes E est un anneau local alors M cst mdécomposabie
{proposition 1-17 et [-18) Soit f un A-endomorphisme de M osurrectil, comme Mo 0
pour tout n €N ' = 0. On en dedui que e J done £ oostimversible Soit fum) = 0 ¢l

soit g Pmverse de t alors gfftnm)] = m = 0. Donc £ est un automorphisme.
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3) Exemple de A-module de tvpe fini qui ne vérifie pas la propriété (S).

Dans un anneau commutatif tout module de type fini verifie la propricte (S). Dans
I'exemple ci-dessous on a remplacé la propriété de commutativité par la propriété
d’identités polynomiales. Ainsi on peut trouver un A-module de type fini qui ne vérifie pas
la propriété (S) sur un anneau A identités polynomiales. ([2] Exemple 3.1)

Soit Q le groupe des nombres rationnels, ¢’est un Z-module.

Soit Z, le groupe commutatif engendré par les éléments non nuls C,, Cys,..., Cq,.....
vérifiant pC, = 0 et pour touti eN” pCi=C;,; oll p est un entier naturel premier.

Z o estdonc un Z-module. Soit M = Q @ Z,, soit S=Homz(Q, Z,o) et

1%

0
A~ {q Javcc g€ Q,seSetzelym.
s

A est un anneau a identités polynomiales, M comme A-module est cyclique et engendré

par (1,0).

L. p 0

Soit f:M—>M telque: mk——> 0 m
r

f estun homomorphisme surjectif et f n’est pas injectif. car

i
‘ 2
1(0,Cy)=

(0.Co) L )



CHAPITRE 111

FGS —~ANNEAUX COMMUTATIES

/.

INTRODUCTIO

aAr iy

[l est de tradition que des chercheurs s’intéressent a I’étude de certaines classes
d’anneaux caractérisés par une propriété (P).

Dans [7] 1.S. COHEN et I. KAPLANSKY étudient les anneaux commutatifs sur
lesquels tout module est somme directe de modules cycliques.

Dans [8] D. Z. DJOZOVIC étudie les anneaux sur lesquels tout épimorphisme est un
isomorphisme.

KAIDI El Amin Mokhtar et SANGHARE Mamadou dans [12 ]| donnent une
caractérisation des anneaux artiniens a idéaux principaux. Dans [24] M. SANGHARE étudie
quelques classes d’anneaux liées au lemme de FITTING.

FISHER ct SNIDER ¢tudient les anneaux A qui sont tels que tout A-module de type
fini vérifie la propriété (S) (resp. (I)) et en donnent plusicurs résultats. On rappelle quun
module M sur un anneau A est dit vérifier la propriété (S) (resp. (1)) si tout A-endomorphisme
surjectit (resp. injectit) de M est un automorphisme de M.

Dans le méme ordre d'idées dans {4] M. BARRY, C.T. GUEYE et M. SANGHARE
ctudrent les FGI-amneaux commutauts. Un FGl-anneau est un apneau A commutatif sur
lesquels tout A-module qurveritie L propriéeé (1) est de tvpe tini.

Partant du resultat bien connu de W. VASCONCELOS : Dans un anneau commutatil
Ay tout endomorphisme surjectil d un A-module M de type fini est un awtomorphisme. nous

ctiudions dans ce chuanitie ces anneaus commutatils sur lesquels tour module qui véritio () -

Jotvpe an
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§1 — FGS — ANNEAUX COMMUTATIFS

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont des anneaux commutatifs.
Définition 1111 :

Soit A un anncau commutatif. On dit que A est un FGS-anneau commutatif si tout
A-module M gui vérifie (S) est de type fini.
Exemple :

Tout anneau semi-simple est un FGS-anneau.. Les anneaux artiniens sur lesquels tout
idéal est principal sont des FGS-anneaux (Proposition I11-12).

Proposition I11.2

L’image homomorphe d’'un FGS-anneau commutatif est un FGS-anneau commutatif.

Démonstration

Soit @ : A——B un homomorphisme surjectif d’anneaux, tels que A est un FGS-
anneau commutatif, B est un anneau commutatif. Soit M un B-module alors ¢ induit une
structure de A-module sur la structure du groupe additif M par :

AxM-—M
(a,m) —— ¢p(a)m
ct 'application de A > M ——M tel que (a, m) > @(a)m vérific les axiomes définissant
un A-module. Done si M est un B-module alors M est un A-modulc et tout B-endomorphisme
estun A-endomorphisme ctinversement. De ce fait on ne peut pas avoir un B-module qui
vérifie la propriété (S) et ne soit pas de type fini si A est un FGS-anneau. Done si A est un
FGS-anncau alors B est ausst un FGS-anneau.

Proposition 113

Fout FGS-anncai inféQre est i corpy.
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Démonstration

Soit K le corps des fractions de A, donc K = ST A (A est un FGS-anncau integre,
S = A — {0} la partie mutiplicative). Considérons le A-module K ; K ¢st un groupe abélien,
I’application A x K —— K vérifie les axiomes d’un A-module

(a, b)——> ak.

Montrons que le A-module K vérifie la propriété (S). Soit f € Enda(K) tel que f soit
surjective. Démontrons que f est injective ¢’est-a-dire si fs'a)=0 =s'a=0;
f(s'a) = s's f(s'a) = s’lf(ss‘l a)=s"'f(a) = s'laf(l) donc si f(s'a) =0 = s'a f(1) = 0 puisque
f(1) # 0 et f(1) € K donc s™'a =0 d’ou f est injective.
Donc AK vérifie la propriété (S) il en résulte que oK est de type fini. et par conséquent K=A.

Proposition 111.4

Tout idéal premier d 'un FGS-anneau commutatif est un idéal maximal

Démonstration :

Soit P un idéal premier. d apres proposition 111.2 I'anneau quotient integre A/P est un
FGS-anneau commutatit done. d'aprés la proposition IT1.3. A/P ¢st un corps.
Définition :

Un anneauw est dit semi-local si A/J est semi-simple (J le radical de Jacobson de A

Proposition 111.5

Un FGS-annean commutatif A posscde seulement un nombre fini d'idéauy maximan

Démonstration

Soit LI ensembie des ideaux premicers de AL
Montrons gue Hom (A pa A/p™) = {0] <1 P et P sont deux ideaus premiers distinets.

Soit £ A/p— o> A/p-aec P =P, P A0, Voo \'/) )



33

f est une application A-linéaire, montrons que f est identiquement nul. A/p est un corps donc
A/p est simple soit f € Homy (A/p, A/p:) soit f est identiquement nul soit f est un
isomorphisme d’apres le lemme SCHUR.

Supposons que f est un isomorphisme, et soit x € P’ — P, x , = classe de x module P.

Ona: Op, + f(Xp)= f(x.Tp): x f( Tp): Op, contradiction. Donc f=0.

Soit M= © A4 /p. Montrons que M vérifie la propriété (S).
pel

Soit f e Enda(M) tel que {"est surjective.
Comme A/P vérifie (S) pour tout Pe L et que Homy (A/p, A/p-) = (0) si P = P, alors

d'apres la proposition 1.28, M = @L Al p vérifie la propriété (S). Donc M est de type fini
pe

et par conséquent L cst fini.
Soit x un élément d un anneau A, x est dit nilpotent lorsqu’il existe un entier n > 0
tel que x" = 0. On appelle nil-idéal un idéal dont tous les éléments sont nilpotents.

Proposition I11-6 :

Soit A un FGS anneau commutatif . J son radical de Jacobson. Hlors pour tout
idempotent X de A/J il exisie wn idemporent ¢ de A welqgue ¢y

Démonstration :

. — . 2 . [

Soit X unidempotentde A/y, alors X" —x € J. Puisque A est un FGS anneau
commutatif alors J est un nil-idéal (Tout ideéal premier est maximal). Donc il existe n > 0 (el
, 2 . - . - - oo
que (x"—x)" =0 ; en développant par la formule du bindme on obtient la relation

n__ _n+l » R » A - - . [N . . . . .o
X=X p(x) on p(x) estun polvnome en xod coetfictents entiers. O e Soduit les Goalitds

cewNd

VEATT poyT =" et = S pea



34

L’¢lément e =x" p(x)" est un idempotent de A :
e’ =" p(x)"" = [x™ p(x)") p(x)" =x"p(0)" =¢

Dans ’anneau A/J on a les relations :

7

x =x"=xp(x) =x"p(x)'=¢

Proposition 111-7 :

Soit A un FGS anneau commutatif ; J son radical de Jacobson. Alors A/J est semi-
simple.

Démonstration de prop. I11-7 :

D’apres la proposition III-S A posseéde un nombre fini d’idéaux maximaux ¢’est a

dire J=Iin Ln....nli,=I) xIz x....x I, oules I; sont les idéaux maximaux de A

pour 1< i<n. D'oul'isomorphisme d'anneaux @ % ~ ,%

=1

Proposition I11-8 :

Un FGS annecau commutatif est semi-local.

Démonstration :

Clest une consequence de la définition d'un anncau semi-local et de la propo-
sition II1-7.

Proposition 111-9 :

Un FGS-annean commuatif est semi-parfail

Démonstration :

La demonstration résulte des propositions 1-22 ; [1-6 ¢r 1II-7.

Proposition 111-10 :

Do FGS aniedic conmia il AU e sonmne direcie de modudes projeciiny locauy or

_ SN s A -
A= Do ol ey et sysieme orthogonal er complet idemporents de A
oo



Démonstration :

Voir [20] proposition 6.3.4 et [10] proposition 18.23.

Proposition IIL11 :
Un produit d'anneau A; (150 <n) est un FGS-anneau si el seulement si chaque A; est
un FGS-anneau.

Démonstration ;

Soit A =

n
A, . Supposons que A est un FGS-anneau, comme Ai (1<i<n) est

=]
I'image homomorphe de A par la iéme projection A N A, d’apres proposition 111.2
A; est un FGS-anneau en tant que image homomorphe de A. Inversement supposons que
A; estun FGS-anneau pour tout i (1< 1 < n). Soit M un A-module d’aprés propriété (1.15),
Chapitre 1, M est un A;-module pour tout 1, (1< 1 < n).

Donc st M vérifie la propriété (S) alors M en tant que A;-module est de type fini pour tout i.
n

(1<i<n). Puisque A = n A, donc M est de type fini en tant que A-module.
i=l

Proposition 111.12 :

Lout anneau commutarif artinien dont tout idéal A est principal est un FGS-annean,

Démonstration :

Soit A un anneau commutatif artinien & idéaux principaux. A est done un produit
directe d'un nombre fini d"anncau local artinien & idéaux principaux (prop. 1.10). On peut
supposer donc A lui-méme local artinien et a idéaux principaux puisque d*aprés proposition

L A estun FGS-anneau <t ot seulement st Ay (1 <i 7 n) ost un FGS-annea. Soit M oun A-

module dmapres proposition 13, M estsomme directe de modules eveliques (M = \/, M
’ [

ou les My sonteveliques).




Supposons que M vérifie la propriété (S) et que M n'est pas de type fini.
Si M n'est de type fini, il existe une infinit¢ dénombrable de facteurs cycliques isomorph€s™
deux a deux (car l'ensemble des classes d'isomorphismes des A-modules cycliques est fini

proposition I-14). M = (P M; oul estinfini, I s'éeritdone 1= KU L avee KWL = et
iel

K dénombrable. D'oi M = ( P Ml.} O] (@ MI.],c'estadire M = [ ) Acn]@) L et
ek neN

Aci ~Acj. Considérons ¢ : [ C_BNAC”]
ne

> [ P Acn}
neN )

c—— 0
Colb—> ¢,y si n>1
L'homomorphisme ¢ est surjectif, mais il n'est pas injectif.

Soit h:M

>M, ¢t x—>@(c) +x
h est surjectif mais il n'est pas injectif, donc M ne vérifie pas la propriété (S).
On aboutit a une contradiction. Donc M est de type fini.

Proposition 111-13 :

Swrun FGS-comean commutatif A tour A-module indécomposable projectit est de 0pe
fini

Démonstration :

Soit P un A-module indécomposable projectif. Alors P vérific la propri¢té (S). Done
puisque A est un FGS-anncau commutatit, P est de type {ini.

Proposition 111-14 :

Sott A wn FGS-cnness conmmmiatir artinres 1o roud ideal e toone I"/'/,’i\‘//\,’:/

[ 5 PR
CINondMtIranuil

[T résulte de la proposition 11-9.



Définition I1I-15 .

Soit (E,c) w1 ensemble ordonné par l'inclusion. On dit que les sous-cnsembles de E
vérifie la condition de chaine ascendante si toute suite I Lclc .. .. de [ est
stationnaire, ¢'est a dire il existe n eN’ tel que I, =1,y

Proposition 111-16 :

Soit A wun FGS anneau commutatif tel que les annulateurs des sous-ensembles de A
verifient la condition de chaine ascendunte. Alors J(A) est nilpotent.

Démonstration :

Montrons que J(A) est T-nilpotent.
Puisque J(A) est un nil-idéal d'apres [20] proposition 2-1-6 J(A) cst T-nilpotent. D'autre
part : Anns(J) Ann,\(Jz) <o
Soitn le plus petit entier tel que Anna(J") = Ann,(J™. Supposons que J n'est pas
nilpotent ; il existe alors un ¢lément xpdeJ tel que J"x; = {0}, co qui implique que
I, {0) ete.
On met ainsi en évidence une suite (x4) d'élément de J tullo que X % X ¥ueoX Xg 1@ 80OiL
pas nul pour tout entier n > 1. Ce qui contredit la T-nilpotence de J. Done J estailpotent.
Proposition 111-17 :

Soit A wn FGS-unncau commutatif tel que les annulateurs des sovs-cnsombles de
vérifiant la condition de chaine ascendanre. Alors A est artinjon
Démonstration :

On peut supposcr A local et J? = (0). Alors  J/J? est un AlT-evnace veetoriel,
Montrons que  dim AL (21 = 1
Neposuils dim AW (JA) = 2 0l en restte dapres [12] i evigrs n A RUBICIY SRR TR
deype ting et qui vritie (5). Cequi est absurde done dim ALV I =1

D'ouly es prineipal C A est ariion de Pl esta ndéauy principau.
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Proposition 111-18 :

Soit A un anneau commutatif tel que les annulateurs des sous-ensembles de A
vérifient la condition de choine ascendante. Alors les propricics suivantes soni équivaientes.
1) A estun FGS-anneau
2) A est artinien a idéaux principaux

Démonstration :

1) = 2) résulte de la proposition I1I-17 et de la proposition ITI-9.

2) = 1) résulte de la proposition 111-12.
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