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Résumé

Dans un article intitule "on a result of 1

bution of zeros of certain polvnomials." e professeur P Erdos énonce et

Fordos, about uniforme distr

démontre dans un cas particulier Ie resutat suivant @ Si

n
wy(r) = H(l‘ —x); vo= Ly = =1, =1 < <1,
[ ’
avee
] (&)
max_j<y<i | walz) | < S b CLINOT <y | w () | > )77”

k=0,...,n

alors le nombre de réels v; tels que cost); = x; dans
(A4,B),0< A< B<7

est ogal a :
' . B—-A ,
No(A,B) = ———n+ Ollog(n(3 - 4))]

m

Nous avons montré dans ce travail que le resultat est vral pour tout are
(-1, B) de longueur donnée, quelque soit sa position sur [0, 7] ; que ce resultat
est e meilleur possible. De facon incidente, nons avons amdéliord la prenve
de cortains lemmes dudit article. Dans Ta deaxicme partie, nons avans fait
une syuthese des extensions de Uimégalité dye Bernstein pour les polynomes
algébriques et trigonometriques ainsi que pour les fonctions enticres de type
exponentiel. nfin, nous avons pose une conjectnre sur fa distanee entre denx
z0ros conséeutifs qui encadrent, le plus petit maximum d’une fonction enticre
. de type exponenticel 7, réel pour z réelet ayant tous s0s 7z6ros récls.
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Introduction

Dans [1], P. Erdos a demontré, daus un cas particulier, le resultat suivant :
sl
n
wy(z) = H(a: —x); ap=LlLa,, =1, -1 <5 <1;
1= :

avee
‘ .
MAT _1<e<1 | wy () | < o et maty, | <o<q, | Wal(a) | > =

k=0,...n

alors le nombre de réels 9; tels que cosd; = x; daus
" (A,B),0<A<B<n7

est Ggal & .
B—A
No(A, B) = C s Ollog(n(B — A))]
m

«Nous montrons dans ce travail que le resultat est vrai pour tout arc (A, B)de
longueur donnée,quelque soit sa position sur [0, 7]. De fagon incidente, nous
améliorons ta preuve de certains lemmes dudit article.

Pour les polynomes

tels que

C
MAT_1<z<1 Iwn(:r) |< %
ct,
C-
My, <s<c, | Wn(T) | > 2~j ,k=0,...,n

Nous avons la représentation suivante :
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Chapitre 1

~ Chapitre Préliminaires

Notons :
T, (z) := cos(n arccosz)

le ' Polynome de Tehebicheff de premiére espece.
Pour
0 = arccosz,

"]’,7(.1') = cosnt ot T, (z) = Re(cosnd + 1sinnd)
To(z) = 2"1c0s™0 + an_0cos™ 20 + ... + qy
par conscquent
To(a) =2""'2™ + a,_00™ ™t + L+ ag
par contre | sionoest impair alors
To(x)=2""2" +a, 2" * + ... +ax

En posant :

oo Tala) e | T ]
: Th(x) = Fir s alors | T(a) | € 5y
Soit :

(U () = les polynomes fondamentaux de Lagrange

(= ap)(z — o) (= 20) (0 = 1) (2 — 2y (T = @)

G ) o=
( (= zo) (e — 21 ) (@h ~ z2). Aay — e ) (@ — Tppr)--- (T — 1)
Lo

0 () = —<nl®) D k=0,
g () T 0 n



on
k=n

wy(r) = | | (z — ap)
k=1
Marcel Riez a montré la remarquable propri¢té suivante :
Théoréme A :
Si t, (0) polynome trigonomdétrique de degré n, atlesnt son mazimum
. .

absolu en 6 = Oy dans [0,27], alors la distance entre les deuzx zéros de
tu(0) qui encadre Oy est au moins T

Suite a ce resultat Q.L.Rahman et A.O.Watt [2] ont montré :

Théoréme B :
Soif
17 In

th(0) = Z(a},cosu& + b, sinvd)
v=0
a, ct byréels ou complexes, un polynome de degré n dont tous les zéros sont
réels et simples .

Soit

()l < ()2 SRR ()2” < ()2,”11 - ()1 + 2
n'importe quel ensemble de 2n 4+ 1 zéros conséentifs de t, of

- My ooes may, o0, | fa(0) [, <)< 2n

Si M atteint son plus petit mazimum en j =k , alors

Oy — 0 < z

n
corollaire | [2]. corollaire] _
Soit .
v=n
ple) = H(:zr —x,), I>x;>a0> .. >0, > 1.
=1 B

Notons 0, Uunique racine de

cost =z,

10



dans Uindervalle

(0,m),l<v<n

el définissons

Oy = =01 ;0,4 =27 =0,

[on oulre, sout

My = MaZg <e<t | PE) |

M, = MaT. <. <o | Pl) |, 1Sy <n—1;
My, = omar_i< o <a, )]

Sim, <m,; (0< v <n)alors

™
0/1.+l - ();t < -

11
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Chapitre 2

Résultats auxiliaires

2.1 Théorémes‘obtenus

n

ro =1, o =1, wu(z) = H(T - ;)

i=1
St
mar <ot | walz) |< ZQL et MaTy,, <z<z, | WalT) |> %,
b=0,..., n ’
Alors
N B) = ; n+Ollog(n(B—-A))] ,0<A<B<n

Ce resultat est le meilleur possible .

Théoréme 2.1.2. 5% (;’(,”) ) |< Cq , alors
. k

— A

n+ Olloglog(n(B— A))],0< A< B<m

N,(A.B) =

Pour démontrer le théoréme 2.1.1, nous allons utiliser les lemmes 2. 1.1
et 2.1.2 suivants de P.Erdds [1] en améliorant les preuves.

12
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lemme 2.1.1. Sout

xy = ~1, 0 = 1w, (x) = H(:n — ;)
101
Si
C ,
AL ,w,,(.z:) }.\ Zri ol I gy |(,U“(.)'> l 2’; {, . N
' (2.1.1)
alors o « o
7i<mﬂ—0k<—?kzowwn (2.1.2)
-n n

Démonstration :

“Nous allons d’abord montrer que le resultat est vrai pour

k=1....,n—1 d’une part; et d’autre part la preuve pour
k=0cth=n.

Premiére partie :

A Ly oo n =1 monlrons que :

Cs

N

C. v
el < ?()k-H - 79k <
72 N

e n(Ukyr — Uk) bornée .

Par Uabsurde, supposons que n(¥;41 — 9;)est non bornée :

AN n(Opyy = I) > r(n) avee linm r(n) = oo

Soient u el v symdélriques par rapport aw milicu de x4y et xy et bels que
Areost — Arcosu = "2", €>0; u=cosw; v=cosp

v =) = v)

el soit

T = Tgey)

D) = w,,,(;z:)f?:_,

13



siv<e<u (o)

(x—=v)lu—x)  (cosh — cosB)(cosa — cosh)

(r~2p) ek —2)  (cosh — cosV 41)(cosV e — cosh)

.sm(()w)sm(ﬂ ())sm(‘”(’)sm(” 5)

a s;n((}w,’“) //)(“"*2‘*0)5777()zﬁ())m?(() e )

et les caleuls montrent qu’il exviste un 1éel Cy el que -

(0 —v)(u—a) Co
(7= wr) o =) ()2
soit - " : C
| (z) |<[ walz) | (r(n))?
doi

Mad,c ey | O) 1< mor,<ocn | wpa) |

Le

MAT . <osere | Win(2) ]> . ()) Mmax,<e<, | P(a) |

Pour r(n) suffisamment gmnd il est facile de voir que :

Uiy —arceosv > T oelb arccosn — vy > &

S

e (=L Ulag, ) (8) ,

sachant que (v —u) + (x —v) = (¢ — 2x) + (. — Tiy1), alors le produit
(r —u)(a — v) augmente si les facteurs tendent vers U'égalité. Do

(# —u)(z —v) > (v - TK)(T — Ta1).

Done pour les
r€ (=1, 2x41) U (vg, 1)

()“/1,“(‘1 :
| ©(2) [>] wn(z) |

14



Les ziéros de O(a) sont les zéros de wy () ol les points vy el @y soul
remplacés par u et v. D’aprés ce qui précede on a :
7 7

s
arccosy — Aarecosiu > o —, 19,”,2 — arceosy > —;areécosu — Ve > -
7 B P n

“Alors d’aprés le corollaire] 2], corollaire], si at., —<pep | O(x yrend sa
1 ) b o N

plus petite valeur, elle ne peul Clre atbesul dans les intervalles :

nl (Tr12,v); (v,u); (u, Tre_y).
Le 1')()Mt ot le plus petit mazx est atteint appartient donc aur intervalles
EII (i, zi);0 > K+2 0t < K —2
HI done, d’aprés le corollaire
{

MaTy<gcy | P(T) [> Min,_gmazy,, <ocq; | P(2) |

!ﬂ' COMILE

en utilisant lo relation (2.1.1) on obtient :

LD (a) |>] walx) ;o € (=1, xp0) U (Tw, 1),

Maty<e<y | () [> mingamaz, | <o<a, | () [>

o

C,

amn
<

AN, GGy, <r<e, | WalX) [>

©

o

(“v ,’.(n) 2
9—}: > mad ., <s<op | wn() | (_“_)_

‘ , (r(n))* Cy
Cy ATy <u I ‘b(.x) |> —(T(T—_ZZ

°

ce gui donne la contradiction pouwr r(n) sufliscinment grand . Done

i c: |

Uy — Uy < ;L* ~

-
—

Montrons que le resultat est vrai pour (I =0 et I{ = n.
Pour :
. Ca

4

K =0 ) 'l()\. b '19() <

—
(@1



Supposons le contraire, i.e 9, > % avec lim r(n) = oo. En adoptant la

démonstration précédente, posons :

WE : S EIES w,,(:z:)((m;u)) D= arccosu = Tt ,e>0
¥ _ €r - n
i' alors , pour V
I . u<r<l(a),

Cilwn(x) | . r(n)

Ox) |[< ——————, te z) |> —— | ¢z
18 o) |« e ) 1> 15 0w
d’ou
L :
_ mazy<.<i | P(z) |< mmamugg | wn(z) | )
CV

I“ < vlm(m;mgrs[ | wy(x) |
r(n)

Pour r(n) suffisament grand on a 19, — arccosu > T alors d’aprés le corol-

||. larre : .

matyce<y | () [> min;igz mazy,,  <ocq, | O(z) |

| | |
—l <z <

alors
! & - U,VI
) . w—a >z — =@ |=lw,(z) | ———— >| wu(z) |
: : | — 21| ‘

iﬂ , Par conséquent on a :
I“ may <y | OLe) > min gz mar, | coce, | P@) > ming g max, | cocs, | wi(n) |

d o

C r(n r(n) C,

E" 2—’1 > ML, <e<t | wn(x) [> é7)’ffl(l'ffus:x51 | (z) |> é) =
I" ce qui donne la contradiction car : v(n) — oo lorsque n — oo .

Pour K =n |

montrons que :

Cs
AN —
al' 0n+l - 1971 < 7_1 ) l)n+1 =T

M 16
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Supposons le contraire en posant :
n(m —19,) >r(n); limr(n) = oo
ct soit w tel que :

(= arcosu = m - TE et () = wy (T) 0

St

Cy
r(n)

‘ Q(z) |< wn () |

Donc ..

r(n)

Mar_y<p<y | wn(z) | > mar_i1<a<y | Pl |

v 8
~=comme,arccosu — U, > pour r(n) assez grand et m — arcosu > I alors
d'aprés le corollaire [ [2]. corollaire], le plus petit mazimum de | ®(z) | est
atteint dans (r,_;, 1) -

3=

mari<e< | Q) 1> ming g5 mazy, <ocq, | Plo) |
Si
NS (g'rk~la 1)

on a alors t o —u > w =, par conséquent | la) |>]w, (#) | don
mer gcece, | P) > min; _gmomary, <oce, | O(2) |> AN, gz MATs,, <ocy, | W) |

=0,

Done

(1)

&

7)7: > mnar_y<p<,, | wy(r) | > mur <p<y | Pla) |>

r(n)

1

‘8

TN iy ATy, <ace, | D) [>

r(n) Cs

Ny MOT,, <w<a, | WnlT) | Co o

r{n)
Cy

ce qui donne la contradiction car lim r(n) = 0o ; ce qui achéve
la démonstration de la premiére partie. Pour la deuxiéme partie, il faut dé-

montrer la dewxiéme indgalité :

C.
4 <y — Uk =0,...,n
n .

17



; Pour ce fawre, il faut adopter les techniques de démonstration de la premacre
partic. cn supposant :

()

AN Dy — O < ——= 1 avee L r(n) = 0.
1
De parle lemame 2.1.1, nous obtenons la conséquence sutvante :

corollaire 2.1.1. Soit

i

wy () = H(:l: —ay); wo = La, o= —1

1=1

Si(2.1.1) et (2.1.2) sont vérifiés alors

o <

e a1 Cho
Tz(l —07)? < — Ty < ,—](1 - a7})

(¥

o k=1,...,n-1

démonstration

Wk — g = (U — g1 ) {—sind")

or daprds le lemme 2.3

Cy o 4 s
—Zsin) < ag = regn = (U — ) (sind") < s
n n

or on peut trovver un réel d tel que sind’ = dsind;, donc

(,»V.l . ("5 .
—d sty < wp — wpgy < —— d sinvdy
" .
par conscéquent
Cy N Cho N
(1 =) <@g = Tpga < T(l —up)h=1,...,n—-1.
Al . ,

18



A partir du lemane 2.1.1 et du corollaire, nous avons le lemme 2.1.2 sui-
vant

lemme 2.1.2. 57 la relation (2.1.1) cst vérifice | alors
pour =1 <ax <1, ona:
i

| Ek(”)(I) |< Cu =)

| (2 = z) |
Démonstration : o
T —_
(’k("’)(m) - wn(2) k=1,n
wh (T ) (T — k)
sSolt
\I/ (.’I‘) __uil(ﬁ_
(0 — )
alors
Lty —e, () = wy (24)
supposons sans perte de généralité, qu’on a la situation suivante : (voir figure)
alors
| wn (@) |=| Wlak) |2 V(x) Ve, apy <z <y
don ( ) ( )
' w, & Wyl
wy, (ag) 2| ¥(z) |= - > -
[ 7L< k) (—( ( ) ( ( (CL‘—.'L'/C) ( ‘ (:17Ic _$k+l) l
done ,
|OJ7LI(.'”£) |> MLy Ses |w”(.’l7) | > '.C'_:) " oy L
. T — Tkyt 2n Cu)(]_ — .'Li)§

en utilisant (2.1.1)0 et le corollaire du lemme (2.1.1) . D’ot le resultat

cscomptc
2.2 Démonstration du théoréme 2.1.1

Sans perte de généralité prenons [A, B] = [0,9] , 9 proche de 0. Montrons
que

Y
- cylog(nd) < N,(0,9).
m

19
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Supposons le contraire i.e
N (0,0) < o= r(n) log(nd) ;. avec lim g'r(n) =00 .
Soit ¢ tel que

log(nv
cos(V) —€) = cosd + L?M
n
LOn obtient alors : ] T
| 9 log(nd) —  log(nd) .,
= — + 0 ).
“Tand n (¢ n /)

Considérons le polynéme g(x) dont les racines sont comme suit :

Dans
log(n1)

n

(=1,co81 + 9 ) - (2.2.01)
() ales mémes racines que T, _1(x) ; Polynome de Tchebisheff d’ordre n—1. .
Aux points

cost) + (g)rlglog(nﬁ)

s r=1,...,s (2.2.2)
n

q(r) a des zéros de multiplicité [ar(n)]; partie entiére de ar(n) ot « sera
spéelfie | et s est tel que

3. log(nd 3 log(n
cost + (=) 501) <1 < cost +)(~)5+119M—) . (2.2.3)
2 ! 2 n
Enfiv s'annule g(x) auz zéros de w,(z) dans
(cosV, 1) . (2.2.4)
e BPansd— L, cosv + '1_91—0*‘51’—“’)) e nombre de zéros de T, _(z) ne dc’p;wse pas A
avee
1 3 log(ni
,\1:-(7r—0+ , il )>(7z—1)+1
T sintd  n
en effet

¢

1
AN <n——=n+———Iog(nd)+1.
u

Tsin .
[ aprés (2.2.3) .

.3).\‘ ) n . ) = n 2sin?%  nsin®y c_n 9 - n
(3 = l()g(n,U)( T = Olog(nd) Ziog(nv) ~ log(nv) 2~ log(ni))

21



1

Dow 3
) s log§' < log(nd)
l ,/lr
‘< og(n(:)) '
logy

Le degré de g(x) dans (—=1,1) ne dépasse pas :

Y0og(n) log(nd)

A=n+ g T 1+ ar(n) P — r(n)log(nd).
£y
RN
a = zlogs
v J 1. 1
A= 7L+M+1——7‘(n)log(m9) < n+—log(m9)+1~lr(n)log(nﬁ) <n-1
msiny 2. v 2 2

str(n) est suffisatninent grand. Par le théoréeme de M. Riesz-,q(x) atteint son

. . alor(nd) . . . . .
mazimum absolu dans (cosd + 19—”“5—:“2, L)e. Soit xy ce point ,ulors il existe un

ro tel que

9 1 9
cosvy + (%”WM < xg < cos? +.(§),r°+i,19&g—£n—> :
2 n . 27 n
Posons ] | 9
q := cosV + (—)T‘)ﬁ—o&(n )
2 n

et soit gy(zr) = (;’E?)p ou p = [ar(n)] = [%log%r(ﬁ)] . g1 est un polynome de

degré inférieur @ n—1 . Posons

- o | ,
uy = cosy — t(‘_) 00 og(nd)

2 n
Stx € [“tH, “t] alors

3\ro log(nd
iz e (3) 0

ct

2

‘ 13\ log(nd)
|L0—q|<§() 9=

22



Dot

D’ou

I(Jl(lo) ]—I

A0 ) O ) gy ) 2

~q ) )
(zo — q)? (xo — q)P e ">] gi(z) | (2(¢+1))

~ D'autre-part ,par Uinterpolation de Lagrange on a :

g Zf]l Ik (z);

xy 26ros de wy(x). Alors :

(o) 1€ o) rlllf\.”’(xo) = S0 L gnlm) |10 (o) |

Ty <cosy

Ty 7
1< Z Z ( alt 1\)' | Mazy,,, <ro<u | lil)(:rr()) {

qlxr
120 upq <z <ug Jl( 0)

Soit

1 < Z A/[n(uH-la“L)TTL(L:EU,HlSszu; | lin)(lo) |
{2(t+ 1)}

>0

ot lemqkqt = M, (usy1,uy) est le nombre des xy dans [ugy, uy) -
Sout Uyp la subdivision la plus proche de —1 .Alors

1 < Z A[n ut+l7ut 7”azul+1<zk<u¢ ’ l(n)(x ) ’ .

>0 {2(t+ 1)}
A/[n(ut;f~l7ut)ma‘q’.ut+1§$k§ut ' lin)(.’L‘()) ' Z N[n(utﬂ’“t)mal'umgxkgut ‘ //i”)(;p(
: -
0<I<T~2 {2(t+ 1)} op S {2(t + 1)}
= El + EQ .
Posons log(n 19)
o og(n
. :: T()ﬁ .
5= (5ot
Alors, par le corollaire 2.1.1 et le lemme 2.1.2, on obtient :
A, ) < " s, ! < nd maz { ! ! }
{ 71(u1+l’ut > anl'aluwlﬁmkﬁut \/1—_T£ Cu Ty <zp<ue \/1 = ’u,%’ \/I - u%+1
23



on obtient::

({i(n =m0

(:E _ eiOk )272()1(2”——1)0"

k=1
el en posant v =1 on o :
ke=2n PRICERRDIN
1=2 ?_:T 2,,7/,11'(2%1)(1 _ eiOk) (4-4-2)
En dérwant (5.1.1) , on obtient : h
(H,—’I}))’l'”fm*l — 2”17271__1 k:zz’l (ii(n_m)o“ _(1+$2”) kil (;,’i(”lm)()k
; : o 271,(.'13 _ eiUL:)ei(2n~l)0k, P 27L6i<27l‘1)(117 _ (z/,jok)'l

en posant =1, et d'aprés (5.1.2) :

k=2n i(n-m)0y

(
c
i m o= 2 ; 2”({1:(2”_1)()‘{(1 - (:1‘,()1:)2

d'ou le resultat aprés avoir effectué quelques transformations .
¢ .

4.4.2 Formule d’interpolation de M.Riesz

proposition 4.4.1. Soit ¢, un polynéme trigonométrique de degré n défini

par

tn(0) = Z aycosvl + b, sinvd
v=0
ST,
e — 1
I ) L
2n
Alors : s
, ey RS Lk '
t(0) = — et (04 0. 4.4.3
n( ) 2” 282'71,2%’“‘ ( k) ( )

.....



Démonstration :
Soit agcoshl + bysink0, le terme général de t,(0) , alors le terme général de

f”(() + ()1\) cst
aycosv(f + 0y) + b,sinv(0 + 0)

aprés avoir développé

cosv(0 + ;) et sinv(0 +0;)

.,

la partie droite de Uexpression (5.2.1) devient :

| k=2n ( 1)k+1 v=n .
— A a,cosvlcosvl,—a, sinvlsinvl,+b, $invlcosvl,.+b, sinvlcosvl)
. Y v
2n RETHIEE

k=0 2 u=0
Ve k=2n .. °
1 (_1)k +1 . .
=5 [— ~————a,{cosvlcosvly = sinufsinvl;} +
“In 25in2l
=0 :=Q 2
k=2n . ’
1 (_1)k+1 ' .
— ~—————0b, {sinvlcosvb. + sinvlicosv}]
21 2512k
A=0 ) 2
v=n
= E —ayvsinvfl + b,vcosvd
v=0

= t,(0)
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Chapitre 5
Inégalités de Bernstein :

Commencgons par donner les théorémes suivants, utiles pour la swite :

Théoréme de Rouché { voir ({),page 211)

Soit Q un sous ensemble ouvert conneze non vide du plan complexe et H(Q)),
: la clusse des fonctions holomorphes dans Q.

Supposons que f et g € H(Q),D(a,r) C Q, et
| f2) —gla) <[ flz) | si [z—al=7.

Les fonetions f et g ont méme nombre de zéros dans D{a,r) (a condition de
les compter suivant leur ordre de multiplicité).

Théoréme de Gauss-Lucas [voir [5],p29 |

Si ... zy sont les zéros de p(z) dans un domaine convere D, alors les
zéros de p'(z) sont égalernent dans D ; et tout zéro ( de p'(z) s’éerit sous la

u _ forme : C
i=n

}I C=Mz+ Az + o+ A2, ,0vec My 20, i=1,...,n; E A=1.
1=1

Théoréme de Hurwitzlvoir [6],p119 ]
Soit f,(2) une suite de fonctions analytiques dans D. on suppose que la fron-

ticre de D est une courbe fermée simnple et f,(z) converge vers f(z)uniformément
sur D avee f(z) non identiquernent nulle. Soit zy un point interieur de D, alors
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2o est un zéro de f(z2) si et seulement si, zy est imite de la suite des zéros
des fonctions f,(2)

5.1 Inégalité de Bernstein et Extention de I’'in-
égalité de Bernstein pour les polynémes al-
gébriques

5.1.1 Inégalité de Bernstein ‘;pour les polynémes algé-
briques :

Théoréme 5.1.1. -

v=n

S/p Zaw / | p(z |< Ipour | z |= 1 alors | p'(z ) I<nlz ™" pour|z|>1
-

Démonstration :
En effet, considérons le polyndme

P(z2) :=p(z) + A" t.qg | A |>~1

Sachant que :
Ipz)|<Tet | A" |=]A]>1

alors en appliquant le théoréme de .Rouché, P(z) a tous ses zéros dans le
disque unité. D’apes le théoréme de Gauss-Lucas

P(z) =/ (2) +nr !
a aussi tous ses zéros dans le disque unité

e Pl(2)#0; pour |z |>1=|p(2) |[<n|z """

5.1.2 Extention de I’inégalité de Bernstein pour les po-
" lynoémes algébriques :

Théoréme 5.1.2.

v=n

b | 1
Si .1)( ) = Za,,:”/ | p(2) |< 1pour | z |=1 et q(2) := z”(p(%))

[2=3

40
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A T T

alors
) |+ ' (z) [<npour | z]=1
Démonstration
Soit

Pz)=p()+ A" tg | A ]> 1 et Qz) = z”([)(é))
Z

Q(2) = "P(2) = "p(2) 1A q(3) -+ N

Q'(z) |=
e

(-% ()( } ne s’annulant pas a Uintéricur

— ] e
/—:
(&3
~

considcrons la fonction : [(z) =

J(z
du disque Umf( la fonction f(z) est holomorphe dans | 2 |< 1,

P(z)

=1 pour |z]=1.
Q) .

P =1 Q) =] f(2) =]

Par le principe du module mazimun. :
L f(z) IS 1 pour |z|<1

S0l

| Q=) |<] P(2) | pour [ 2]= 1,

en remplagant z par 1. Alars

Qz) — pnP(z)

aura scs zéros dans
|2 (< Twi [p]>1.
In cffet
Q=) <] P(=) | pour | =2 1= Qz) |<| 1 || P(2) | .
ce qui fart que
Q=)= pl(z) =0 pour | z|>1
cst impossible.
Daprés le théoreme de Gauss-Lucas, sachant que Q(z2) — pnl’(2) a lous ses
sfros dans | 2 |< Lalors Q'(2) — pP'(2y a ausst tous ses zéros dans | = |< 1

Par conscéquent

| Q'(2) I<| P'(z) | pour |z|>1
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=P A [ [ 2N G+ A2 < () ] 4] et
COMmLE .
[P Snlz "I > Tet 221,
on peal chowsir
MNP E) + Az = A ]z 7 = ()
D autre part
QL P ) 1 A
or [T Ta'C) |
do | ¢ 0|z = 10 e )G T+ 1) <N o] -
Lanc.pour
A | =1
on a
W)+ (2) [, (5.1.1)

d'on e resultat.

5.2 Inégalité de Bernstein et extension
de Pinégalité de Bernstein pour les
polynomes trigonométriques

5.2.1 Inégalité de Bernstein pour les polynémes trigo-
nomeétriques

Théoréme 5.2.1. Si

v=n

ta(0) = Z ay,cosvl + b,sinvf

v=0

cstoun polynadme trigonomctrique de degré notel que | 1(0) |5 8 (0) reel pour
0 réel, alors | ¢ (0) |< n.

SUNEIRNNE



el

R (). Co 2
MLy, <oo<u | i (To) |< 5 ATy <oy < 1—u;

t
Ciy . 5 -
< T Mo { vV1—up, /1 - “’z+|}

T, = Z My (U1, U)MATyy,  <zy<uy | li.")(aro) |
2t + 1)}»

Dot

0<L<T=2 {

——

nd

! 1 Cha,
max << { : nax o< { 1 —u? \/l
C U 41 ST SUt \/1 ”2, \/l-—lt‘} nd i) ST Suy !

'”lut.

< 2 RN T

0<tST =2

(2.2.5)
c ro log(nd) ’ s
Pourt=0...T =2 ,0onad= (%) P2 < 1= | ugey | dod
V1-—ut= \/1 — (g, +0)2 < \/=1 —ui g+ 2| w0
2 L
<y /1= -LHLIL < \/E 1 —-u?,
P 1+|ll,l_+1| f o
Alors d'aprés (2.2.5 ) on a
$ ('\/72_ Z 1 N A . 1
BV R VRS TR TR
pour p suffiscmment grand.
Ve Z ]U (ut+1aut)7na‘]“1k<ul 1 |l”)( ) |
! —_— 1 p
T <upq t2T-1 {2<t + )}
d'apés le lemme 2.1.2
2
: 14 (1-3})2 Cu 1
M-\ <ry<ury | l}k ( o) |< — MAT 1<z}, <up_ ]m < —

Donc

B
— <

1
“2<om < <3

24
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pour p suffisarnment grand. On obtient alors la contradiction :

1 1
<+ < -+-=1.
I 2 2+2

Dot la conclusion :

¢

U .
—n — ¢; log(nd) & N,(0,9) .
m

i

Uawdre indgalilé

¢

x
N,(0,9) < L ey log(nd)
s

e ¢

s'obtient en procédant de la méme facon que la précédente.

REMARQUE -
La démoustration du théoreme 2.1.2 s’oblient en adoptant les mcémes teeh-

niques que le théoréme 2.1.1. Seulement on choisira g(z) tel qu’il aura des’
racines d’ordres de mulliplicité [cer(n)logn] .

Uezemple suivant montre que Uerreur dans le théoréme 2.1.1 est la meilleure

possible :
, m
’l) oy --
0 2 )
i=k
[ T s 1 1
'l)k = — -+ }J - + "Tz -
2 n  nteq
- o i=1
. =l
T .7 1 1
o= s —k-— ) <
2 no nt L
. =1
11
kol sont tels que 9y < m— i U > —
7N 7ne
On voit que le nombre de 9; est " .

n+ O(1)

-
(O]
ot



Deuxiéme partie

Propriétés extrémes des fonctions
entiéres de type exponentiel.

20
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Chapitre 3
Chapitre préliminaire.

3.1 Ordre et type des fonctions entiéres .
Posons :
My (r) == mazy)= | f(2) |

Définition 3.1.1. Soit f une fonction entiére . f est dite d’ordre fini s'il
existe :

a>0/M(r)<e”,r>Rq ' (3.1.1)
Exemple 3.1.1. f(z) = €*; My(r) :== maz,= | f(2) |=¢€
Exemple 3.1.2. f(z) = ¢* ; M(r) = e’

esi (3.1.1) n’est vérifiée pour aucun « alors f est'dite fonction entiére
d‘ordre infini comme le montre l’ezemple suivant :

Exemple 3.1.3. f(z2) = ¢~
Définition 3.1.2. soit f(z) une fonction entiére d’ordre fini. Alors I'ordre p
de cette [onction est infimurh des a pour lesquels (3.1.1) a licu :

p =inf{a}

Exemple 3.1.4. f(z) =e*, My(r) <e” Va>1=p=1

Soit p l'ordre de f .

Ve>0; (3.1.1) = M,(r) < e,

27
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a parter d’un certain rang. Alors

InlnMs(r) < (p+€)In(r)

d’ou Y
nln M
—f(r) <p+e (*)
In(r) :
Puisque
p=1inf{a},
alors ’ )
Ve > 0,3r,/ M;(r,) > e
d’0... Il M, ()
nin M;(r, ‘
— V> P — € .
In(ry) p—e (k)

Inln M (r)
In(r)

Cette formule permet de trouver ['ordre d’un fonction entiére d’ordre fini.

(%) et (%) = p =111,

Exemple 3.1.5. f(z) = sinz ; alors

1— 6-2r
9

e

My(r) =€ ( Y= p=1

Définition 3.1.3. Une fonction entiére d’ordre p/ 0 < p < +oo est de type .
fini si - ) :

FA>0 /M(r) < e (3.1.2)
A partir d’'un certain rang.
Définition 3.1.4. On appelle type 7 d’une fonction enticre d’ordre fini p,
Uinfimum des A tel que (3.1.2) est vérifiée :

T=anf({A4})

il est donc facile de montrer que :

o In ]\/[f(T)
T =My 5400
TP
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Définition 3.1.5. unc fonction entiére f est dite de type exponentiel 7 si
Ve > 0,] f(2) |= O+ 2 | = 400

Plus geénéralement si cette relation a lieu dans un domaine 2 C C non borng
ol [ est holomorphe, alors f est dite de type exponentiel 7 dans €.

Pour la classe des fonctions entiéres de type exponentiel T, on montre
facilement que 0 < p <1
Exemple 3.1.6. f(z) = ¢*;| f(2) |< el < e(1F9l2l

¢ est done une fonclion enticre de type exponentiel 1.

o

Exemple 3.1.7.

~ v=n

ta(z) = Z a,e’?

v=-n
1

[ . . . .
—est une fonction-entiére de type exponentiel n, par contre

fey=¢"/p=27=1

n'appartient pas @ la classe des fonctions entéres de type exponentiel.

v



""C‘ha:pifre 4

Théoréme de Phragmen-Lindelsf
et formules d’interpolation

~ 4.1 Théoréme de Phragmen-Lindelof

Soit le secteur :
m .
S={z€C/|0-0|< o Oy fizé, 0 = argz},
a
Choisissons une fonction w(z) telle que f(2)[w(2)]°, soit continue dans le
secteur fermé S pour tout § > 0 et f(z) unefonction holomorphe sur S.
Puisque pour la suitte nous voulons que :

Wz——»oof(z)[wn(z)]é
criste alors il est évident que :
?
wW(2) 7900 = 0

Une forme simple de ces types de fonctions est :

e T
zZ) = € >0 r < —, v>0
w(z)=¢e € | argz [_ oy o

1

L En effet | posons 0y = 0 pour la suite .

| w(z) |= efe==" 5 05 sicos(yf) > 0
T 0 S
cos(v0) > €0 > 0 ; |0|§% etlfy()|§:%<§ sty <«

30



Donc la fonction

wz)=c 7 50t |0]< I aven v, < v
200 )

’

ii;
G

'i’iléox"élne 4.1.1. de Phragmen-Lindelof

Soit f(z),une fonction holomorphe sur S, continue sur le secteur fermé et
vérifiant :

D) I€M sur la fronticre.

2) f (e ) = O(e” )0“ B < «, uniformement par rapport a O,pour une suite

{rn} = o0 lorsque n — oo
Alors

| f(2) |< M sur S

Démonstration :
Soit F(2):=e " f(z) ouff<y<aet

«>0,0=uargz

| F(z) |= e | f(2) |= 7700 | f(2) |

Surla fronticre :
| £(2) [<] f(z) [< M

Sur Fare
— . X T
) T O e — < ) < o
lu S 2
L2 = e O | fr,e) |
|I < CemoheosE e L s B <y < aspour T, — 00

done I est bornde sur ['arc. ‘
l' Puisque r, peut éhre choist arbitrairement grand ,nous avons | F(z2) < M
sur S done | f(2) |< Me™" sur S. En faisant tendre € — 0 on oblient :

IH | [(2) )< M sur S..
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4.2. Fonction indicatrice de Phragmen-Lindel
o f et Propriétés

Définition

La fonction :

log | f(re®) |

hi(0) 1 0 = Timy o2t = 2L
T

appelée fonction indicalrice de Phragmen- Lm(/( lof de la fonction enbicre fde
type cxponentiel dans le secteur :

{z €C tq <0=arg(z) <6},

caractérise la dépendance de la croissance de f, en fonction de la direction

smmmf luqzufle Z— 00

.....

Propriétés de la Fonctlon 1nd1catr1ce de Phragmen-
Lindelof

propriété 4.2.1. Propricété de convexité trigonométrique @ Soit :

{z€C /80 <0< 0.}

l‘<’i que .
0< 92 - 91 <7
ef
he(0)) < hy s hy(0y) < hy
alors

l},18’i7l(()2 - ()) + ILQSZ.'IL(Q - 01),
1 (f) <
Ve ({)1702)’}.[( ) = SiTL(OQ—()l)

propriété 4.2.2. si hy(6y) < 0 alors f(z) est bornée sur le rayon z = retto

. T log| f(re*fo
par conséquent Z'I,HLT_*OO—&’U(—T—)~l <0

32°



-

G

¢ 1

En effet

log | f(’l‘(fi{)":l
r

< —6,6> 0= flre®) |< e,

conclusion si hy(0y < 0), alors f(re’®) est bornée .

propriété 4.2.3. si hy(6y) > 0,alors , f(re'®) tend vers Uinfini

log | f(re™) |

> 0> 0= f(z2) > 00

done si hy(0y) > 0 alors f(re'®) y est non bornée.
propriété 4.2.4. si hy(0p) =0 alors f(z) peut y étre bornée ou non.
Exemple 4.2.1. :
: flz)=e€e%:p=1,0h;(0)=0
| f(2) |rs0e— 1 = f(2) est bornée pour 0 = 0

Exemple 4.2.2.
fle) = e

en prenant 0 = 0, sachant p =2 , on obtient hp(0) = 0 et
| f(2) | o0, lorsque r — 00,0 =0 = f(2)

n'cst pas bornée pour =0

propriété 4.2.5. si f et g sont deux fonctions entieres de méme type T alors :
hy.g(0) < hyp(0) + he(0)

el -
hytg(0) < maz{h;(0); hy(6)}

~~~~~

4.3 Formule d’interpolation des fonctions en-
tiéres de type exponentiel :

Avant d’énoncer la formule sous forme de théoréme“% démontrons le théo-

réme sutvant : \
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Théoréme 4.3.1. S0 f est unce fonction enticve de type caponentiol 7. alors
S day) [<e™ ] [l 0 <y <o

“ ./ HOO": SUP o< p <00 ’ /(1) ’ .

Démonstration :

St| [ estnon bornée sur Uaxe des véel, le resullat est cvident : par conséquent

supposons que M o=|| [ o< 00. Pour chaque T > 7 la fonction
Fr(z) = T5f(2)

cst bornée par M sur Uaze réel positif et par un certain nombre N, atieint,
sup Laxe réel pour Uaze tmaginaire positif (puisque F(iy) — 0 lorsque y —
o). Grace au théoréeme de Phragmen-Lindelof | Fr(z) |< maxM, N dans le
premier quadrant et de maniére analogue | Fr(z) |< mazM, N dans le second
quadrant. Puisque | F'(z) |= N en un certain point de [’axe imaginaire positif,
nouws devons avoir N < M. Swmou | F'(2) | prendrait sa valewr mazimal e un
point mterieur du demi-plan supéricur et serait constante et égale a M. Pour
tout T > 7, nous pouvons faire tendre T vers T pour obtenir le resullat.

Théoréme 4.3.2. 51 f est une fouction entiéve de type exponentiel T bornée
sur Dare réel, alors

N +0oc .
4T k 1 (2k+ )7
"(r) = — -1V flr+~——),z€R
J) == kzZ_(p( Ty G It
Démonstration : .
L Soit b S

/(z)
22eosz

F(z):=

I est anéromorphe et ses poles sont auz points, multiples impaires de % et
cn .51

alors :

res,—cF(z) = (_1)“1_@%_)

et
res,—oF'(z) = f'(0).
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Soit '), le contour carré de sommets :
nr(£1, £¢)

alors par le théoréme des résidus :

Ul sy S Sl DE) 4
5}7-_/_"<i>(’~—f (0) Z( DR

i est facile de voir que
1 Iyl
| cosz |> gc‘ sur ', o

Fn outilisant le théoréme dessus nous avons :

SE e e I I B C

Dy T T T
:* ] cos:

| ()|

|2 leos | [P el L

— N -
avee 2 € 1), par conscquent,

/ F(z)dz — 0 lorsque n — oo
JI'y,

Ainsi obtient-on

4o

! . Ll v 1 .
J(0) = ﬂjZ(‘l)km.f«% +1);

[ =

)

S

en utilisantf(z + xq), on obtient :

+o0
4 1 T
e, . 1)k - .. oy —
F'loo) = Z%( 1) TR 1)2f(g,0 + (2 + 1)) Voo € Ro7 =1
e considérant s
2z f(=)

T

lorsque fest de type cxponentiel T d’ou la formule .



4.4 Formule d’interpolation de Marcel Riesz pour
les polyndmes trigonométriques :

4.471 -Résultats Auxiliaires

lemme 4.4.1.. Soit t,, le polynéme trigonoﬁzétrique de degré n défini par :

voon

tw(0) = Z aycosvl) + b, sinvl

v )

°

Si

(2k — )7
2n
Alors les égalités surwantes sont vérifiées :

0, = Jk=0,...,2n sur [0, 27]

1 Ak+1
—sin(mly) = m ;

Démonstration :

En effet les points
xy = el

clant les zéros de
' Y(r) =™ + 1

on a la formule d'interpolation de Lagrange suivante :

e -
Z (710‘ L/) 6101)

{;
i3

En prenant

- ez s em S & £ 6 E S S =E E E W OE B OE
|
i»—
o
E
e
(\.,[’\
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Démonstration :

k=2

— I

|
AU
n — 9 Y ara 201
an = 251,71,3—2k

=N

dapres e lenmme 5.1.2 de Lo formale dinderpolalion de Maveel Riess pour les

polyndmes trigonométrique .

5.2.2  IExtension de 'inégalité de Bernstein pour les po-
lynémes trigonomeétriques

Théoréme 5.2.2. Soil

V=i
tn(0) = Z ayc™?
v=1 ‘
urepolyndme trigonomdétrique de degré ntel que

|4, () |[< 1L Y0eR

alors

nEEWO) {1 (0)) <0’

Démonstration :

Considérons

UL0) PO telguel () ) et
’ v
alors
[ P < Lopour| |- |

l)(),\‘()”ﬁ'

()

S
) == f’(-?)‘

alors d aprés (6.1.1) Jon a -

| PI(2) |+ | Q=) (< 2npour |z = 1. ()

3! d i {// m
P =] P (=] e 0) 1=

| 1 . . » .
L 0) = i O 0)) =]ty (0138, 0) =t (011
((,Hl ¢l . 1(7’ '
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D autre part :

9 d
de® df(einvt,, (6Y)

d
deif

Q") |=]

| Q'(") |=] |

1 , P -
= | —(inc™ 1, (8) + "m0 |=| nin(0) — il (8) |=| ntn(0)) + it (0) |
e i

Calors (%) devient :

| 0t (0)) + it () | + | nta(6)) — it (0) [< 2n VO € R

Donc

Au(0) € RV € R = 2/ + ({0 < 2n = 0 + {£,(0))* < n

5.3 . Inégalité de Bernstein et extension de D’in-

égalité de Bernstein pour les fonctions en-
tiéres de type exponentiel

5.3.1 Ineégalité de Bernstein pour les fonctions entiéres
de type exponentiel.

Théoréme 5.3.1. 51 [ est une fonction enticre de type caponentiel

-7 .alors pour tout réel x

LSy =m0 il

Démonstration
i prenant
f(z) = win{rz) el =0

dans la formule d'interpolation du théoréme 4.2.2 ;on obtient

mt = (2k+ 1)

co qui donne Uinégalité o provver.



5.3.2 Extension de I'inégalité de Bernstein pour les fonc-
tions entiéres de type exponentiel. [voir [7] |

Avant de donner Ueaxtention de imégalité de Bernstien, démontrons le
théoreme suivant :

Théoréme 5.3.2. Soit f(z) une fonction enticre, réelle pour z réel; salisfui-
sant les conditions :

| f(2) <1, ek
x|z
[ f(2) |= O(e™), A > 0
uniformement sur le plan. Alors ¥V o € IR,
cos(Az+a) — f(2)
n'a gue des zéros réels ou est identiquement nulle ; de plus tous ses zéros sonl
simples sauf peut étre aux points de Uaxe réel ot f(x) = +£1 .

Démonstration : _
Sans perte de généralité, posons o« = 0 Considérons la fonction

g(2) = cos(Az = [(2))

Soicnt ,
O<e<let f(z):= \%\:\)(l —)f((l —¢€)z)
sin(Xez) , f((1 —€)2)

sont des fonetions enticres Lelles que

FU(L=0)z) = O W et | sin(Aez) | < M
e Aelul W
()'_\€| J - ) |
" . ) oMl
< T2

1()111 u = £ fizd assez grand ,nous avons

(»f\h/nl (j/\|!1()‘

NT=] 4

soib | f(2) |<] cos(Az2) |
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De (%) et sur les lignes x = +K 5 ou K suffisamment grand,positif on a :

| fe(2) [<| cos(Az) |

soit € e contour d'un zcrf(mqlc fmme comtztue des lignes :
v=+xN7{; zj—iyo Sur € on a

A  eos(A2) > fel(z) |
done daprés Lo théorcme de Rowehd
cos(Az) — _/,‘(z) ot cos(Az) e

ont méme nombre de zéros dans € soit 2K.
Sur Uaxe des réels -
[z} [< (1 —¢) <1

el aur points :

2 .
by = v K, =N +1,.. K ;| f(2) |<] cos(v)) |
s
done
cos(\z) — fe(2)
prend des valeurs positives ou négatives alternativement et dans € cette fonc-

tion a au plus 2K zéros réels et de facon plus précise exactement 2R zéros

réels sunples, wnique dans chaque intervalle

vr (v+ D7

(/\, ) Jiv=—-NK,~KN+1 ., K-1

Done pour
yo ¢t N suf fisament Jz(m(l cos(Az) — f(2)

admel des zéros réels et simples dans ces Uintervalles . Pour ¢ tendant vers 0

cos(\2) = fo(2) tend uniformemément vers cos(\z)— f(z) dans n'importe quel

= =

domaine borné; et d’aprés le théoreme de Hurwitz st f Z 0 alors les zéros de
la fonction limite, “sont les points limites des zéros de

cos(Az) = fe(z) ..

i

o ¢

1l sond done infinis, réels et simples sauf auz points

v v
) -

— i f(~

/

(—-1)".
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Théoréme 5:3.3. S f(z) est une fonction enticre, véelle powr = vécl, viérifiant
les conditions :

| F(=) |= O(*h, A >0

~uniformement sur le demi plan superieur. Alors

() (S 4 M) < N2

sur Laxe réel.
Démonstration :
Supposons que f(z) satisfait les conditions du théoreme (6.3.2) et n'est pas
de la forme
cos(Az + «)

Aux points de Uaze réel on f(2) = £1 nous powvons avoir f'(z) =0 et dans
ce cas (x) est vraie. Alors pour un choiwr judicicuz de ;0 < v < 1 nous avons

(k) {7f'(2) )7 + N {vf(2)} = A2
alors st cos(\z + o) satisfait Uequation differenticlle :

{ ., X )
[d—(:('()s(/\z + (rﬂ“ +- /\“[('()s(,\: -+ (\/)}“ =\

£

3a € R/ au point z

v !
Ccos(Az 4 )=y (2) sz (;T(:os(/\: +a) = vf'(2)

par conséquent cos(Nz 4 o) = yf(2) admel un point double cn zy de plus
[ cos(Azg + ) |=] v/ (z0) [< 1

ce qui est impossible d’aprés le théoréme (6.8.2). D0 le résultat.
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5.4 Conjecture sur les fonctions enticéres de type
exponentiel 7 .

——

Conjecture.

Soil f(z) une fonction entiere de type exponentiel T réel pour z réel et ayant.
tous scs zéros réels et simples . Alors la distance entre dewe zévos conscentifs

Cqui encadrent le plus petit maozimum ne dépasse pas = .
T
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