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Dans cette thése, nous avons d'abord, caractérisé les anneaux commutatifs
(resp. les duo-anneaux) R pour lesquels la propriété (I) caractérise les R—-modules de type fini
en prouvant que ces anneaux sont des anneaux artiniens a idéaux principaux. Ces anneaux
seront appelés FGl-anneaux commutatifs (resp. FGl—duo-anneaux). On dira qu'un R — module
M vérifie la propriété (1) si tout endomorphisme injectif de M est un automorphisme.

Ensuite, on désigne par ¢ [M] la catégorie des R—-modules a gauche sous—
engendrés par M. On dit que le R—module M est un I-module (resp. un |;~module) si tout R-
module de la catégorie o[M] vérifiant la propriété (l) est artinien (resp. est de longueur finie).
Nous avons donné une caractérisation compléte des l,—groupes abéliens), des |,— modules
possédant un progénérateur dans o [M] et des I-modules de type fini sur un duo— anneau.

Et enfin, nous avons étudié le rapport entre I'ordre d’une suite récurrente linéaire
et celui de son polyndme caractéristique sur un corps fini K modulo un nombre premier, le
degré de la plus petite extension du corps fini K dans laquelle un polynéme de K [X] se
factorise complétement et nous donnons une précision sur le logarithme de ce degré et
quelques généralités sur les suites aléatoires.

Mots clés : FGl-anneaux, FGI-duo-anneaux, artinien, principal, idéal, |- modules,
l--modules o M], type de représentation finie, progénérateur, type fini, suites récurrentes
linéaires, polynémes, ordre, corps fini, irréductible et aléatoire.
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INTRODUCTION

Cette these est un ensemble de travaux consacrés essentiellement a I'étude
des FGI-anneaux commutatifs, des FGI-duo-anneax, des I-modules et des
suites récurrentes linéaires.

Soit R un anneau associatif non (nécessairement) commutatif, possédant
un élément unité 1 # 0. On dit qu'un R-module 4 gauche vérifie la propriété
(I) si tout endomorphisme injectif de M est un automorphisme de M ; on
dit qu’un R-module N est engendré par M (ou M-engendré) s'il existe un
ensembre A et un épimorphisme f : M® —— N, ou MW est la somme
directe de |A| copies de M ; un R-module N est dit sous-engendré par M (ou
M-sous-engendré) s’il est un sous-module d’'un R-module M-engendré. On
note o[M] la catégorie dont les objets sont les modules M-sous-engendrés.
o[M] est une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-modules & gauche
R-Mod.

Soient ENS la catégorie des ensembles et Vectk la catégorie des K-
espaces vectoriels avec K un corps. On dit qu’un objet X de ENS vérifie la
propriété (I) si tout morphisme (application) injectif de X est bijectif. Dans
ENS, la propriété (I) caractérise les ensembles finis. On dit qu'un objet V'
de Vectk vérifie la propriété (I) si tout endomorphisme injectif de V' est un
automorphisme de V. Dans Vectk la propriété (I) caractérise les K-espaces
vectoriels de dimension finie

Ainsi, peut-on se poser la question suivante : comment étendre cette étude
dans R-Mod et dans ¢[{M]?

En général, dans R-Mod, la propriété (I) ne caractérise pas les modules
de type fini. Par exemple pour I’anneau Z des entiers, le Z-module Q des
nombres rationnels vérifie la proprieté (I) mais n’est pas de type fini.

Notons Ty la classe des R-modules & gauche vérifiant la propriété (I) et
F=r la classe des R-modules a gauche de type fini. W.V. VASCONCELOS a
prouvé dans [29] pour un anneau commutatif R, que Fr C Zz. Mais en

5



général cette inclusion est stricte. Par exemple pour R = Z ’anneau des
entiers, on a l’inclusion stricte.

Nous allons donc étudier les anneaux R pour lequels tout R-module
vérifiant la propriété (I) est de type fini. De tels anneaux sont appelés les
FGI-anneaux ou FGI-duc-anneaux si R est un duo-anneau. La notion de
FGI-anneaux a été introduite pour la premiére fois dans [4] paru en 1997 ol
les FGI-anneaux commutatifs dénombrables ont été étudiés et caractérisés.
Dans [2] et [3], nous avons généralisé cette notion sur les F'GI-anneaux com-
mutatifs (non néeessairement dénombrables) et sur les F'GI-duo-anneaux.

Il est bien connu que tout objet artinien de o[M] vérifie la propriété (I).
Mais l'inverse n’est pas toujours vraie. Par exemple le Z-module Q objet de
o|Z] = Z-Mod vérifie la propriété (I) mais n’est pas artinien. Donc il est
intéressant d’étudier pour un anneau fixé R, les R-modules g M pour lesquels
tout objet de o[M] vérifiant la propriété (I) est artinien (resp de longueur
finie). De tels modules sont appelés I-modules (resp I; —modules). La notion
de I-module a été introduite pour la premiere fois dans [9] et généralisée dans
[12] et [11].

Le chapitre 1 rassemble des résultats classiques et récents que nous utilise-
rons dans les chapitres suivants. Ce sont entre autres des résultats préliminaires
que nous avons établis sur les F'GI-anneaux, les FGI-duo-anneaux, les I-
modules et les suites linéaires récurrentes.

L’article [2] constitue le chapitre 2. Dans ce chapitre, nous faisons une
étude plus générale des FGI-anneaux commutatifs en levant la condition de
dénombrabilité de 'anneau posée dans [4].

Le chapitre 3 constitué par [3], traite des FGI-duo-anneaux, ce qui nous
permet de généraliser I'étude faite dans le chapitre 2.

Le chapitre 4 est constitué par [11] et [12] ol nous avons donné une
caractérisation complete des I)-groupes abéliens, les I-modules possédant
un progénérateur dans o[M] et les I-modules de type fini sur un duo-anneau.

Et enfin le chapitre 5 constitué par [10], est consacré & I’étude des suites
récurrentes linéaires sur un corps fini. Nous étudions d’abord le rapport entre
'ordre d’une suite récurrente linéaire et celui de son polynéme caractéristique
modulo un nombre premier, ensuite le degré de la plus petite extension du
corps fini K dans laquelle un polynéme de K[X]| se factorise complétement.
On montre que le logarithme de ce degré est “en général” majoré par %log2d+

6—76 (logd)7/ Y oud positif est le degré de Q, et enfin nous donnons quelques
généralités sur les suites aléatoires.



Chapitre 1
PRELIMINAIRES

Ce chapitre contient essentiellement des rappels de résultats dont nous
nous servirons dans cette These et des notations dont nous ferons usage
constamment.

Sauf mention expresse du contraire le mot anneau désignera un anneau
associatif non (nécessairement) commutatif, unitaire d’élément unité 1 # 0, le
mot module un module & gauche unitaire et les homomorphismes d’anneaux
transforment 1'élément unité en I’é1ément unité.

On notera g M un R-module & gauche, R-Mod la catégorie des R-modules
a gauche et o[M] la catégorie des R-modules sous-engendrés par M.

1.1 Notion de FGI-anneaux

Soient R un anneau et M un R-module. On dit que M vérifie la propriété
(I) si tout endomorphisme injectif de M est un automorphisme de M. Un
anneau R est dit duoc-anneau si tout idéal a gauche ou a droite de R est
bilatére. Un anneau R est un FGI-anneau si tout R-module vérifiant la

propriété (I) est de type fini. Si R est un duo-anneau, on I'appelera FGI-
duo-anneau.

Exemples 1.1.1. 1. Les corps (commutatifs ou non), et, plus généralement,
les anneaur semi-simples sont des exemples évidents de FGI-anneauz
d gauche.

2. L’anneau K[X] ot K est un corps commutatif n'est pas un FGI-
anneau.



Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 1.1.1. Soit R un anneau. Tout R-module artinien vérifie la
propriété (I).

Démonstration. Soit M un R-module artnien et f un endomorphisme injectif
de M. La suite ... f*(M) C f""Y (M) C ... C fAM) C f(M) C M étant
une suite décroissante, il existe n € N tel que I'on ait :f"(M) = f2*(M).
Soit y € M, il existe z € M tel que f*(y) = f*(z). Il en résulte que
ffly— f*(z)) =0. Dot y = f*(z) € Im f. O

Remarque 1.1.1. La réciproque du résultat de la proposition 1.1.1 n’est
pas, en général vraie. Par exemple, si R est un anneau commutatif intégre
qui n’est pas un corps, alors le corps des fractions K de R est un R-module
qui vérifie la propriété (1) mais n'est pas artinien.

Proposition 1.1.2. 1. L’image homomorphe d’un FGI-anneau est un
FGI-anneau.

n
2. Un produit direct d’anneaur R = H R; est un FGI-anneau si est seule-
i=1
ment. st chaque R;, pour 1 <i <n est un FGI-anneau.
Démonstration. 1. Soit ¢ : R — S un homomorphisme surjectif d’an-
neaux tel que R soit un FGI-anneau et S un anneau donné. Alors
tout S-module a gauche M a une structure de R-module.
Pour tout r € R, m € M, f € End(sM), nous avons :
rom=pr)-m et f(r-m)= f(p(r)-m)=p(r)f(m) =r- [(m).
Donc les R-homomorphismes de M et les S-homomorphismes de M
coincident. Les R-sous-modules de M coincident avec les S-sous-modules

de M. Par la suite, si M est un S-module vérifiant la propriété (I), alors
M est de type fini.

2. Soit p;, : R — R,, un homomorphisme surjectif. D’aprés 1), R;, est
un F'GI-anneau.

Réciproquement : Posons R = R; x Ry, ou R; et R, sont des FGI-
anneaux. Soit xkM un R-module & gauche.

Posons : e; = (11{1,0), €y = (0, 1[{2), 1z = 1R1 + lR2 =e; + €3,
M1=61M, M2=62M et M=M1+M2.
Pour z € M, nous avons :

r=lz= (e, +e)r=ex+ex et R =R x{0}.
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Soient r; € Ry, m € M et eym € M. Alors
ri{exm) = (m,0)m = [(1,0)(r1,0)] m = e1(r1,0)m € M.

Donc M; est un R;-module.
De méme R, = {0} X Ry et M est un Ry-module.

Considérons maintenant f :p M —r M un endomorphisme de rM,
alors f induit des endomorphismes

fi: My — M et fo: My — My,

ou fi = fia, et fa = fim,-
Nous avons :
f(elm) = elf(m) € M, f(egm) = egf(m) € My et
fi(mexm) = f(riexm) = ryf(eym) = ry fi(exm).
Donc f; est R)-linéaire. De méme on montre que f est Rp-linéaire.
Soit
w; € Endg,(M;) pour i=1,2, injectifs.

Nous avons
M]ﬂMQ = {(0,0)} et M= M1 X M2 1T (61.'13, 62.’1)).
Posons

f:M—M

z — f(z) = p1(e1Z) + p2(eaz)

flz+a') = pi(e(z + ') + pa(ea(z + 7))
= [p1(e1z) + p2(€az)] + [pr(e12”) + pa(eas’)]
= f(z) + f(2').

Soient r € R et = € M. Alors

f(rz) = p1(ei(rz)) + pa(ea(rz))
= p1(eireir) + pa(eares)
= 617'(,01(61.'11) + 627‘(,02(6213)
= re1p1(e1z) + reserpi(e1z) + earpa(eat) + earer pa(ear)
= (re1 +re)[pr(e1x + p2(eaz))
=rf(x).



Comme ¢; et ¢, sont injectifs, alors f est injectif. Par la suite f est un
automorphisme de p M puisque rM vérifie la propriété (I).

Montrons maintenant que ¢; est surjectif.

Soit y; € My, il existe z élément de M tel que f(z) = y;. Ce qui
impique que y; = p1{e12) + Y2(eaz).

Donc €1y = y1 = e1[p1(e1) + pa(ear)] = pi(e1z).

Donc M, vérifie la propriété (I).

De méme on montre que M, vérifie la propriété (I).

Comme R; et R, sont des FGI-anneaux, alors M et M, sont de type
fini.

Soient z1,...,%m € My, y1,...,yp € My, éléments des systémes générateurs
respectifs de M; et Ms. Alors

m P
M1 = XI:R.’L‘,, et Mg = ZlRyj.
i= =

Donc pour tout m € M, on a alors

m

P
m=1lm=em+eym= Zaixi + Z/Bjyja
i=1 J=1

avec a; € Ry et B; € Ry. Donc gM est de type fini et R = Ry X Ry est
un F'GI-anneau.

n
Par induction sur n, R = HRk est un F'GI-anneau.
k=1
|

Soient M un R-module & gauche et Anng(M) = {r € R / Ym € M, rm = 0}
I'annulateur de M dans R.

Sime M, alors Anng(m)= {r € R / rm = 0} est I'annulateur de m
dans R.

Simy,...,m, € M, Anng(mi,...,mp,)= ﬂAnnR(mi).

i=1

1.2 Notion de I-module

Soit M un R-module & gauche.
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Définition 1.2.1. Un R-module N est dit engendré par M ( ou M -engendré)
s'il eriste un épimorphisme ¢ : MY — N, ot M®) est la somme de |A]
copies de M.

Un R-module K est dit sous-engendré par M (ou M -sous-engendré) si
K est un sous-module d’un module M-engendré.

L’ensemble des sous-modules M -sous-engendrés forme une catégorie notée
o[M), qui est une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-modules a
gauche R-Mod.

Si M =g R, alors o[grR] = R-Mod.

Définition 1.2.2. Un R-module M est dit vérifier la propriété (I) si tout
endomorphisme injectif de M est un automorphisme de M.

On dit que M est un I-module si tout objet de o[M| vérifiant la propriété
(1) est artinien

L’anneau R est dit I-anneau si le R-module R est un I-module.

On dit que M est un I;-module si tout objet de o[M| vérifiant la propriété
(I) est de longueur finte.

Exemples 1.2.1. Soit R un anneau semi-simple. Le R-module pR est un
I-module (un I,-module).
1.2.1 Modules injectifs, Modules projectifs

Définition 1.2.3. On rappelle qu'un R-module M est dit injectif (resp. pro-
jectif ) si pour tout diagramme de R-modules

M
T
M
0 — N — L respectivemement l

L — N —Q,

il existe un homomorphisme h : L — M respectivement h : M — L qui
rende respectivement les diagrammes commutatifs.

On dit qu'une extension E d’un R-module M est une eztension essentielle
de M si, pour tout sous-module N de E, la relation N N M = {0} implique
N = {0}. On appelle enveloppe injective d'un module M, toute extension
essentielle injective de M. On la notera E(M) ou M. Un module M est dit

uniforme si tout sous-module non nul de M est un sous-module essentiel de
M.
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Chapitre 2

FGI-anneaux commutatifs

Ce chapitre est constitué par [2]. Soit R un anneau commutatif possédant]
un élément unité 1 % 0. On dit qu'un R-module M vérifie la propriété (I) si
tout endomorphisme injectif de M est un automorphisme de M. Un anneau
R est un FGI-anneau si tout R-module vérifiant la propriété (I) est de type
fini. Soit Z la classe des R-modules vérifiant la propriété (I) et Fr la classe
des R-modules de type fini.

Le but de ce chapitre est de caractériser les anneaux R pour lesquels
Ig = Fr.

Dans la section 2.1, nous montrons que si R est un F'GI-anneau alors R
est de dimension zéro et que tout idéal premier de R est maximal (proposition
2.1.1). Et par la suite J(R) est un nilidéal.

Dans la section 2.2, nous prouvons que si R est un anneau commutatif
artinien ne possédant pas d’idéal principal, alors il existe un R-module qui
vérifie la propriété (I) et qui n'est pas de type fini.

Dans la section 2.3, nous généralisons les résultats de [4] en donnant une
caractérisation compléte des F'GI-anneaux commutatifs (théoréme 5.1.3).

Nous montrons que R est un F'GI-anneau si et seulement si R est artinien a
idéaux principaux.

2.1 Le radical de Jacobson d’un F'GI-anneau
est un nilidéal

Proposition 2.1.1. Soit R un FGI-anneau. Alors, tout idéal premier de R
est mazimal.

12



De plus Uensemble de tous les idéaux premiers de R est fini.

Démonstration. Soient P un idéal premier de R et B le corps des fractions
d'un anneau intégre R/P. Il est clair que B, considéré comme un R/P-
module, satisfait la propriété (I). Comme R/P est un F'GI-annneau, alors
B est un R/P-module de type fini. Donc B = R/P et P est maximal. Soit
maintenant L I'ensemble de tous les idéaux premiers de R. Pour tout P € L,
R/P est un R-module simple. Si P, P’ € L avec P # P’, alors nous avons
Homg (R/P,R/P') = {0}.

Donc le R-module M = @R/ P vérifie la propriété (I). Il en résulte que

PeL
M est un R-module de type fini. D’ou L est fini. O

Corollaire 2.1.1. Soit R un FGI-anneau commutatif. Alors le radical de
Jacobson J(R) de R est un nilidéal et R est un anneau semi-local.

Démonstration. Ce corollaire résulte de la proposition 2.1.1. a

Proposition 2.1.2. Un anneau artinien d idéauz principaur est un FGI-
anneau.

Démonstration. Cette proposition résulte de ([17], Theoréme 9) O

2.2 Construction d’un module qui n’est pas
de type fini et qui vérifie la propriété (I).

Pour construire ce R-module, nous supposons que 'anneau R est local
artinien d’idéal maximal J(R) = aR + bR avec a? = b? = ab = 0 et J(R),
le radical de Jacobson, est non principal. Alors d’apres [6], il existe un sous
anneau local artinien & idéaux principaux C de R avec radical de Jacobson
J(C)=aC,ota#0eta?=0.

Soient M = @C.ei un C-module libre avec une base infinie dénombrable
ieN

{e; :i € N}, o endomorphisme du C-module M, défini par o(ey) = 0, et

o(e;) = ae;—1 pour tout i > 1 et f un endomorphisme injectif du C-module

M, satisfaisant fo = o f. Avec ces notations, nous avons :

Lemme 2.2.1. (i) ac =02=0
(i) Pour touti € N*, ona a[f(e;)] = af(ei-1).
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Lemme 2.2.2. Pour tout i €N, on a f(e;) = Yale; + ale; +ay_ajex,
i<t k>i
et & est inversible dans R.

Démonstration. Comme f est injective, alors nous avons :

a[f(eo)] = flo(en)]l = f(0) =0, (2.1)
et
af(eo) = f(aeo) # 0. (2.2)
m m-1
Soit f(eg) = Y. ale;. De la relation (2.1), nous avons 3 aaf, e; = 0.
i=0 =0
Done aod = 0 pour tout k = 1,...,m. Il en résulte que

Qe J(C)=aC pourk:—l,...,
La relation (2.2) implique que aad # 0 et af est inversible.

Supposons maintenant que f(e;) = > ale; +al 4+ a) oje; avec of inver-

j<i k>1
sible pour tout 7 € N,

. i+1 i+1 i+1
et soit flein) = 3 o ej+offyen+ ) o ey
j<i+l k>i+1
D’apres le Lemme 2.2.1, nous avons

a E aeje; 1+ aditle; +a E oiflery=a E aje; + acge;. (2.3)
i<i k>i+1 i<i
Donc aci* =0 pour tout k >4+ 1. Ce qui implique que o} € aC.
Comme aa:ﬁ = aal # 0, alors a:i} est inversible 4

Lemme 2.2.3. Pour touti € N, ae; € Im f.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.2, nous avons f(eg) = adey +a ale;,
121
ol af est mvermble Par consequent f(aey) = af(en) = aadeo, donc

aeo = ()" f(aeo) = f[(ad) " aeo) € Im f
Supposons maintenant que ae, € Im f pour tout k < 1.
D’aprés le lemme 2.2.2, nous avons

- i+1 1 i+1 1 .
flewr) = E o5 e; + i e + E oftleir1, avec off] inversible.

Jsi k>it1
Donc f(aeir1) = af(eis) = Yoait'e; + aaifiei,1. D’aprés Phypotheése
s
z(:_aa;-“ej € Im f. Donc ae;y; € Im f 0
Y
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Lemme 2.2.4. Pour touti € N, ¢; € Im f.

Démonstration. D’apres le lemme 2.2.2, nous avons

0 0 0 .
f(eo) = agep +a 5 ager avec o inversible.
k>0

Il résulte du lemme 2.2.3 que aZagek € Im f. Donc ey € Im f.
k>0
Soit ¢ € N. Supposons que e € Im f, pour tout k¥ < ¢. Alors il résulte du

lemme 2.2.2 que

_ i+1 i+1 i+1 N 5| . :
fleir1) = E o e+ ot e ta E aiej, ou o est inversible.
5> i+l

D’aprés le lemme 2.2.3, nous avons a _ 3 la}“ej € Im f.
J>i+
Donc e;41 = (aff1) ![f(eir1) — Loj e —a 3 ojfle] € Imf. O
i<i j>i+l
La proposition suivante résulte des lemmes 2.2.1, 2.2.2; 2.2.3 et 2.2.4 :

Proposition 2.2.1. Soit R un anneau commutatif artinien local. §i R posséde

un idéal non principal, alors il existe un R-module vérifiant la propriété (1)
et qui n’est pas de type fini.

Démonstration. Supposons que R est un anneau local avec radical de Jacob-
son J(R) =aR+ bR. Dans ce cas,a #0,b#0 et a* = ab= 1 =0.
Considérons I’homomorphisme

<p:R=C®bC —s EndcM
a + b — aidy + Ao,

oua, A € C et idps désigne ’homomorphisme identique du C-module M = @ Ce;.
ieN
D’apres ¢, M a une stucture de R-module dont les endomorphismes sont les
éléments f de Endg(M) vérifiant fo = o f. 1l résulte alors des Lemmes 2.2.1,
2.2.2, 2.2.3 et 2.2.4 que le R-module M vérifie la propriété (I) et M n’est
pas de type fini. O
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2.3 Caractérisétion des F'G[-anneaux commu-
tatifs

D’apres le corollaire 2.1.1, si R est un F'GI-anneau commutatif, alors le
radical de Jacobson J(R) est un nilidéal et R est semi-local. En particulier,
tout idempotent de R/J(R) se reléve en un idempotent de R. Donc R est un
anneau semi-parfait, ¢’est-a-dire c’est un produit direct fini d’anneaux locaux
Ry...,R,.

On sait qu’un produit d’anneaux commutatifs R; (1 < i < n ) est un
FGI-anneau si et seulement si chaque R;, (1 < ¢ < n ) est un FGI-anneau
(proposition 1.1.2).

Donc nous supposons que R est un anneau local avec radical de Jacobson
J(R) = J (qui est un nilidéal). Notons S le R-module simple R/J et E
I'enveloppe injective de S.

Rappelons qu’un R-module M est dit finiment annulé (noté f.a) s’il existe
mi,...,mg € M tel que Ann(M) = Ann(m,,...,mg), ou
Ann(X) ={a € R:az =0,Vz € X} (vair [5]).

Proposition 2.3.1. Soit R un FGI-anneau local commutatif. Alors E est

fa.

Démonstration. Comme E est un R-module indécomposable injectif, il vérifie
la propriété (I). Donc il résulte de ([2], proposition 3.3) que F est fa. O

Proposition 2.3.2. Soit R un FGI-anneau commutatif local. Si N est un
sous-module totalement invariant de E, alors N est f.a.

Démonstration. Ceci résulte de ([2], propositions 3.3 et 3.4)
a

Théoréme 2.3.1. ([5], théoréme 2.7) Soit R un anneau avec radical premier

N tel que tout sous-module de E(R/N) est f.a. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. R est artinien d gauche.
2. Pour tout idéal premier P de R, R/ P est artinien d gauche.

3. Tout R-module @ gauche de type fini est f.a, et tout idéal premier de R
est mazimal.

Démonstration. Voir [5]. a
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Proposition 2.3.3. Soit R un FGI-anneau local. Alors R est artinien.

Démonstration. Cette proposition résulte de la proposition 2.3.2 et du théoréme
2.3.1. 0

Théoréme 2.3.2. Un anneau R est un FGI-anneau st et seulement s1 R
est un anneau artinien a idéaur principaut.

Démonstration. =) Si R est FGI-anneau, alors d’aprés les propositions
2.2.1 et 2.3.3, R est anneau artinien a idéaux principaux.

<=) Si R est un anneau artinien & idéaux principaux, alors R est un
FGI-anneau (voir proposition 2.1.2). O
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o WS =N s o= T

Chapitre 3

CARACTERISATION DES
FGI-DUO-ANNEAUX

Soit R un anneau non nécessairement commutatif possédant un élément
unité 1 # 0. R est dit duo-anneau si tout idéal & gauche ou & droite de R est
bilatere. On dit quun R-module & gauche p M vérifie la propriété (I) si tout
endomorphisme injectif de gk M est un automorphisme de gpM. Un anneau R
est dit un FGI-duo-anneau & gauche (a droite) si tout R-module & gauche (&
droite) vérifiant la propriété (I) est de type fini. Un anneau R est un F'GI-
duo-anneau s'il est 2 la fois FGI-duo-anneau & gauche et F'GI-duo-anneau
a droite.

Soient EN.S la catégorie des ensembles et Vectk la catégorie des K-
espaces vectoriels avec K un corps. On dit qu’'un objet X de ENS vérifie la
propriété (I) si tout morphisme (application) injectif de X est bijectif. Dans
ENS, la propriété (I) caractérise les ensembles finis. On dit qu’un objet V/
de Vectk vérifie la propriété (1) si tout endomorphisme injectif de V' est un
automorphisme de V. Dans Vectk la propriété (I) caractérise les K-espaces
vectoriels de dimension finie.

En général, dans la catégorie des R-modules & gauche R-Mod, la propriété
(I) ne caractérise pas les R-modules de type fini. Par exemple pour I'anneau
Z des entiers, le Z-module Q des nombres rationnels vérifie la propriété (I)
mais n’est pas de type fini. Pour 7 la classe des R-modules & gauche vérifiant
la propriété (I) et Fr la classe des R-modules a gauche de type fini, W.V.
VASCONCELOQS a prouvé dans [29] pour un anneau commutatif R, que
Fr € Tx. Mais en général cette inclusion est stricte. Par exemple le cas ou
R = Z P’anneau des entiers relatifs.

18



Dans le cas des F'GI-anneaux commutatifs, M.BARRY, O. DIANKHA ET
M. SANGHARE ont montré dans [2] que Fr = Ig.

Le but de ce chapitre constitué par [3], est de généraliser le chapitre 2
dans le cas des anneaux non nécessairement commutatifs, plus précisément
les F'GI-duo-anneaux. Nous avons montré pour un duo-anneau R, que tout
R-module vérifiant la propriété (I) est de type fini si et seulement si R est
artinien a idéaux principaux.

3.1 Définitions et caractérisations des FGI-
duo-anneaux

Définition 3.1.1. Un R-module @ gauche M est dit finiment annulé (noté
f.a) s'il eziste my,...,m, € M tels que Anng(M) = Anng (my,...,my,)

Proposition 3.1.1. Si R est un FGI-duo-anneau, alors tout R-module de
type fini est f.a

Démonstration. Soient {m,,...,m,} est une famille génératrice de zkM,
A € Anng (my,...,m,) et m € M. Alors il existe ry,...,7, € R tels que
m=rymy+...+7r,my. Il en résulte que A\m = Arymy + ... + Arpm,.

Comme R est un FGI-duo-anneau, alors il existe r{,..., 7, € R tels que
axm =ridm;+...+ 71/ m, =0.
Donc A € Anng(M) et Anng(M) = Anng(m,,...,m,). O

Proposition 3.1.2. Soit R un FGI-duo-anneau et J un idéal de R.
Posons W = E(R/J) un R-module. Si gpN est un sous-module d gauche
de W globalement invariant, alors gN est de type fini.

Démonstration. 11 suffit de montrer que gN vérifie la propriété (I).
Considérons

u:p N —pr N un endomorphisme injectif de zN

etu: W — W tel que iy = u.
Montrons que 1 est injectif.
Soit = # 0 un élément de W. Alors Rz NN # 0.
Donc il existe r € R tel que rz € N.
Par conséquent ri(z) = @(rz) = u(rz) #0.
Donc u est injectif.
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Vérifions que u est surjectif.

Soit y € N. Alors il existe £ € W tel que @(z) = y. Il en résulte que
z=1u"(y) € N.

Donc u est surjectif et N vérifie la propriété (I). 1l est donc de type
fini. |

Définition 3.1.2. Un sous-module N d’un R-module M est dit surperflu
dans M si, pour tout sous-module L de M, la relation N + L = M implique
L=M.

Soit P un R-module projectif. On dit que P est une enveloppe projective de
M s’ existe un homomorphisme surjectif f de P sur M tel que ker f soit
surperflu dans P.

On appelle anneau parfait a gauche, ou, simplement, parfait tout anneau R
sur lequel tout module admet une enveloppe projective.

Lemme 3.1.1. Soit R un FGI-duo-anneau. St R est intégre, alors R est un
anneau de division.

Démonstration. Soit K = S~!R I'anneau de fractions de R, ou S est 'en-
semble de tous les éléments réguliers de R. Alors K est un R-module.

Soit f : K — K une application R-linéaire. Comme f est R-linéaire, alors,
pour tout % €EKona:

a a
75 =250)
Donc si f(1) # 0, alors f est bijectif et le R-module & gauche K vérifie la
propriété (1). Par conséquent K est de type fini. Donc, il existe ﬂ, vrs n eK
tels que : % o
K=Y R%
Si

-2 -1 — -
Comme s7%s;'s3'...s5;" € K, alors

n
81_2851 . ..S;l = Zz\iaisfl, ol )\i, a; € R, 1= 1, NI (31)

i=1

-1 —2 -1 -
Posons s7' = (s7%s3'...571) 8pSaci . .. S2.51.
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Il résulte de la relation (3.1) que
n
syt = (Z/\i a; s7') (S Sno1 S251)
i=1

n n
= Z’\i a; sl”l s;a, avec a€R et Z’\i a;a € R.
i=1

=1

Donc s;! € R.
De la méme maniere nous montrons que s; ' ¢ Rpourtouti =1,...,n
Donc K = R et R est un anneau de division. a

Proposition 3.1.3. Soit R un FGI-duo-anneau, alors :
1. tout idéal premier de R est un idéal mazimal,
2. R a un nombre fini d’idéaux premiers,

3. le radical de Jacobson J(R) de R est un nilidéal.

Démonstration. 1. Soit P un idéal premier de R. Alors I’anneau quotient
R/P est un FGI-duo-anneau intégre. Soit B le corps des fractions
de R/P. D’aprés le Lemme 3.1.1 B est un anneau de division. Par
conséquent B vérifie la propriété (I) en tant que R/P-module. Alors B
est de type fini. Donc B = R/P et P est maximal.

2. Soit {P,/¢ € L} 'ensemble des idéaux premiers de R.
Pour tout ¢ € L, R/P, est un R-module simple. Si £ # m, alors
Hom (R/P; ; R/Pn) = {0}. Donc le R-module M = P R/P, vérifie

¢eL
la propriété (I) et L est un ensemble fini.

3. Ceci résulte de 1) et 2).
O

Proposition 3.1.4. Soit R un FGI-duo-anneau semi-simple premier, alors
R est un anneau semi-simple artinien.

Démonstration. D’apres le 3) de la proposition 3.1.3, le radical de Jacobson
J(R) est :

J(R) = [ P = rad(R) = {0}.
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Considérons

oR— [[R/P
i=]

r— p(r)= (?1,72,...,7"), o T =r+p.

Alors ¢ est un homomorphisme d’anneaux.

o(r) = (0,...,0) implique que r € P; pour tout : € {1,2,...,n}.

Donc r € rad(R). Par conséquent r = 0 et ¢ est injectif.

Soit (31,...,8,) € R/Py x R/Py x ... x R/P,. Alors pour tout z # j, on
a P,‘ + PJ = R.
Pour i fixé, pour tout @ # j, il existe a; € P;, ay; € F; tels que a; + i, = 1.
Donc

(g +ay) X...x(an+aoy,) =0+ =1,

n
ouUfB =01 XayX ... X001 X Qi X...X0p et o= H a;, sont des
k=1k#1

n
éléments de n P., o€ P
k=1k#i
Donc nous avons :

P, + ﬁ P.=R pourtouti, 1<i<n.
k=1,k#i
Soit by, bs,...,by € R, cherchons a € R tels que :
a+P,=b+PF pourtout ¢=1,2,...,n.
Nous savons que pour tout i, 1<i<n, ilexistea; € P, et G; € ﬂ P;

J#i
tel que a; + B; = 1.

Done o; + P; = P implique @' =0 et o+ i+ P=fi+P,=14P,
Donc B; =1 avec B =0 pour tout j # 1.
Posons a = b1 31 + bof2 + ... + b, 3, alors

a+ F=bif1+bfBa+ ...+ b0 + b1l + ...+ bfu+ P

Comme
bibi + b2+ ...+ bi1fic, biy1Biv1+ ...+ byfn € P,
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alors

pour tout : =1,2,...,n.
Donc

@a,...,a)=(br,...,b.) et R=[[R/P.
i=1
Donc R est semi-simple artinien. O
Corollaire 3.1.1. Si R est un FGI-duo-anneau, alors R est semi-parfait.

Démonstration. Soit J(R) = rad(R). Alors J(R) est un nilidéal de R et
R/J(R) est un FGI-duo-anneau.

rad(R)

rad (R/J(R)) =
R/J(R) est semi-premier puisque J(R) est semi-premier. Donc R est semi-

parfait. O

Corollaire 3.1.2. Si R est un FGI-duo-anneau, alors R est isomorphe a
un produit fini de FGI-duo-anneaur locauz.

Démonstration. R est semi-parfait d’apres la proposition 3.1.4 et le corollaire
3.1.1. : O

Corollaire 3.1.3. Tout FGI-duo-anneau local est un anneau de division.
Démonstration. Ce corollaire résulte des proposition 3.1.3 et 3.1.4. a
Théoréme 3.1.1. Si R est un FGI-duo-anneau local, alors R est artnien.

Démonstration. Ce théoréme résulte de ([5], Prop 1.6 et du théoréme 2.7).
O

En combinant la proposition 3.1.1, la proposition 3.1.2 et ({5], Prop 1.6
et le théoréme 2.7), nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2. Si R est un FGI-duo-anneau, alors R est artinien.

Remarque 3.1.1. Soit R un duo-anneau local artinien avec radical de Ja-
cobson J(R), alors R est unisériel ou R/J(R) est un corps.
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Dans la suite R sera considéré comme un duo-anneau artinien local et
J(R) = J, le radical de Jacobson de R vérifie J? = 0.

Il résulte de la remarque 3.1.1 que si R a un idéal non principal, alors R/J
est un corps. Nous avons deux cas :

Cas 1 : R/J est un corps infini et dim(J/J?) > 2.

Comme R/J est infini, alors R/J \ {0} est infini. Soit H ’ensemble des
classes de représentants de R/J \ {0}. Alors H est un ensemble infini. Soit
h € H. Posons I, = R(z; — hz,) ol (z,,z,) est une base de J/J? = J sur
R/J et M, = R/I,. Alors M}, est un R-module.

Lemme 3.1.2. Soit h,h' € H. Si h # I, alors =, — hzy & Ipy.

Démonstration. L'hypothese implique qu’il existe h et k' éléments de M}, tels
que 2, — hzy = a(z; — h'zz). Alors (1 —a)z; — (h— ah')z, = 0. 1l en résulte
quel—aeJ e h—ah' e ]

Soitme Jtelqueaa=1-~m, alorsh~h'+mh’ € J Donch—Hh € J
et h = I'. Ce qui contredit le choix de h et &' O

Lemme 3.1.3. Sotent h et b/ deux éléments de H tel que h # b’
et g : My, — M, une application R-linéaire. Alors g(l + Ih) n'est pas
inversible dans l'anneau M,'. Donc g(l + Ih) € J/ 1.

Notation : Nous notons un élément ), de M}, par
Ty, =2+, ou TER et h€H.

Démonstration. Nous avons :

Om,, = 9 (0, ) = g(z1 — ha),
= (IE1 — hl‘z)g(l + Ih) .

Comme (1 — hx2) g (1 + I,) € Iy, alors g(1+4 I,) € Iys et g(1+ 1) est non
inversible dans R. Par conséquent g (14 I;) € J. Donc g(1 + 1) € J/I,,. O

Corollaire 3.1.4. Soit f : @Mh — @Mh un endomorphisme du R-
heH heH
module @ My. Siiy et py sont respectivement Uinjection canonique de My,
heH

dans @Mh et la projection canonique de @ My, sur My, alors
heH heH
Ph © foih (1 + Ih) c J/Ih/.
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Notation :

M=CM oh My=R/I,, 2= anner, ann€R, en=1+I € M
heH heH

(en) f = anpen+ D _anwen et anpew = (pwo fo in)(en).
hAR!

Lemme 3.1.4. Soit f un endomorphisme injectif de M. Alors pour tout

he H, (en)f=DBunen+ Z Brwen ot PBpn & J et Buw € J.
hih

Démonstration. Soit h € H. Si h' # h, alors d’apres le Lemme 3.1.2

Onm # [(@1 — W'za) en] f = (21 — K'w2) (By, hipn) f.
Il en résulte que By & J. 0O
Lemme 3.1.5. Soit f un endomorphisme injectif de M = @ My, alors
J-MClmf. el

Démonstration. 11 suffit de démontrer que ae, € Imf Vh € H, Va € J.
Nous avons :

(aer) f=a [ﬂh,heh + Z 5h,h'62}

h'#h
= afpnen
= B paen,  comme R est un duo-anneau.

Donc aep, = ﬁ,’l,h—l (aen) f = (ﬂ,’lvh_laeh) f€Imf. 0
Lemme 3.1.6. Pour tout h € H,ona ey € Im f

Démonstration.

(en)f = Bunnen+ Zﬁh,h/eh/
h£h!
= Brpen + (V) f avec (V) f = Z Bnw en € Imf
hsth?
Donc Brren=(en —V)f et er= [5;,11 (e — V)] f€elmf. O
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1l résulte des lemmes 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.6, le théoréme sui-
vant :

Théoréme 3.1.3. Soit R un FGI-duo-anneau local artinien d’idéal mazimal
J tel que J? = 0. Si R/J est un corps infini et dimp/y J/J* > 2, alors il
eziste un R - module M qui n’est pas de type fini et qui vérifie la propriété

(D).

Cas 2 : R/J est un corps fini et dim(J/J?) = 2.
Donc R = B @ Bc ou B est un sous anneau local de R, d’idéal maximal
Bb = J(B) qui est le radical de Jacobson de B et b* = bc = cb = ¢* =0,
J = Bb& Be.
Posons

o 1, si i=j
_ p) _ . ;= (64 ) =4
Mp = R _@ el e = (6;) ou 63/—{0, si 1# 7.

i=1
Soit ’application R - linéare
o MR — MR
0 si 1=1
€ = o(e;) = L
e;_1 Si 122

Si z € R, alors I’endomorphisme L, de Mg défini par : pour tout m € Mg
L,(m) = zm.

Soit A le sous anneau de End(Mp) engendré par d = Ly 0 o et les éléments
L, avec z € B.

Considerons ’homomorphisme d’anneaux

R= BoBb — A
z+yb w— L+, 0d.

Cet homomorphisme donne & M une structure de R - module & gauche défini
par : (z +yc).m = (L, + Ly o d) (m)

Remarque 3.1.2. ecol.,=L_oo0

e pour tout m € M, nous avons : (d-m)f =d(m)f, ot d=ocoly, b€
B.

Lemme 3.1.7. Pour tout n € N* nous avons :

[d(en)] f = (ben-1) f pour n>2 et (de)f=0.
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Démonstration. Nous avons :

[d(en)] f = (bo(en))f = (ben-1)f. Et [d(e))]f = (bo(er))f = (b.0)f = %
Lemme 3.1.8. Pour tout n € N* nous avons :

(en) f = E Qg € = E aknek—f—annen—t-g Qpner OU Qnn tnversible et
k<n k>n

arn € J pourtout k>n.

Démonstration. Soit (e1)f = aq 61+Z ai,1 ex. Comme be; # 0 et fest in-

k>1
jectif, alors (b(e1))f #0. Or (b(e1))f = bl(e1)f] = blan e; + Z Qg1 k|-
k>2
Donc
b a) e + Z b Qg1 €k 7é 0. (3.2)
k>2
Mais g[b e1]f = b(o(er))f = (0) f = Z b ok ep-
k>2
Donc
0 = Z b ale €p—1. (33)

k>2

Il résulte de (3.3) que si bayg; = 0 pour tout k > 2, alors ay; € J.

D’apres (3.2), comme b a;; e; # 0, alors ay; ¢ J.

Considérons que :

(en) f = Z Qg €k + Qup €n + Zak,n €k aveC Qnn, € J et akn € J

k<2 k>2
pour tout k > n.

Alors, nous avons
(eﬂ+1) f = Z ak,n+1 + Un41n+1€n41 + Zk >n+1 Ok nt1 €k

k<n+1

D’apres la remarque 3.1.2, (Lyo 0)[(en41)] f = d[(€ns1) f] = [d(ens1)]f-
Donc

b(en) f=b E Qkt1,n+1 € + Qnilny1€n + Z Qk+1,n+1 Ck

k<n k>n+1 (3'4)
= E bagiing €k + banyinrien + E Qkn+1 Ek.
k<n k>n+1

27



Mais
b[(en) f] = Z b Qkn Ck +b Qnn €n + Z b Qkn Ck- (35)

k<n k>n

D’apres (3.4), (3.5) et les relations de récurrence, nous avons :

b QAnn = b Qnylntl-

Donc anyins1 € J.
Comme b a1 041 = 0 pour tout & > n + 1, alors agt1n41 € J. O

Lemme 3.1.9. Pour toutn € N*, J-e, C Im f.

Démonstration. Posons (e;) f = ajie1 + Zak,lek oo ¢ Jetag €J

k>2
pour k > 2.

SoitmeJ, m=ab+fc a,0 € B. Nous avons

m(e1) f = (Lab+ Lp o d)[(e1) f]
= [(Lab + Lgod)(e1)] f
= (me,) f € Im f.

Comme R est un duo-anneau, il existe of; € R tel que
/
mfe1 f) = mane; = aj;me;.

Il en résulte que m e, = (a;;'me;) f € Im f.
Supposons que m e; € Im f pour tout s < n. Alors, nous avons

(€n+1)f= E Qgn+1€k + Qniintilniy + E Uknt1€k
k<n+1 k>n+l

= ml(enrn)f] = (M en)f

= E MOk 1€k +man+1,n+1en+l+m2 Ok n+1€k
k<n+1 k>n+1

= E MAgnt1€k  + M Qpp1nr1ngl
k<n+1

_ 1 N . /
= E MAknt1€k + i1 1Myl OU MOnyintl = Qpyg pyMe
k<n+1

/
Comme E M Qgpi1 ek € Im f, alors of ;.0 M ey = f(meny — V),

k<n+1
Donc m enyy = f [l oy (M €ny1 — V)] € Im f. a
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Lemme 3.1.10. Pour toutn € N*, on a e, € Im f.

Démonstration. Posons (ey) f = oy e1 + Zak,lek o, ¢ J o1 €J pour
k>2
tout k > 2. D’apres le Lemme 3.1.9, Zakylek € Im f. Donc
k>2

o) ((el) f- Zak,l ek) =e € Imf.

k>2
Considérons e; € Im f pour tout s < n.

Nous avons (e,41)f = E Qkn+l €k + Ontintl Entl + E Qk,nt1 €k-

k<n+1 k>n+1
Comme E Qknt1 €k + E Ok n+1 € € Im f, alors
k<n+1 k>n+1

€ni1 = [a,‘lil,nH(enH — u)] fe€Imf ou f(u)= Z Qkn+1 €6+ Z Qkn+t1 €k-
k>n+1 k<n+1

O

Théoréme 3.1.4. Soit R un duo-anneau local arténien d’'idéal mazimal J
tel que J2 =0. Si R/J est un corps fini et dimp/y (J/J?) = 2, alors il eziste
un R-module qui vérifie la propriété (I) et qui n’est pas de type fini.

Démonstration. 1l résulte des Lemmes précédents. O

Théoreme 3.1.5. Soit R un duo-anneau, alors R est un FGI-duo-anneau
st et seulement si R est artinien d idéauz principauz.

Démonstration. [1) = 2)] Ceci résulte des théorémes 3.1.2, 3.1.3, et 3.1.4

[2) = 1)] Ceci résulte de [25]. O

29



Chapitre 4

Sur les [{-modules et les
I-modules

Ce chapitre est constitué essentiellement par [11] et [12]. Nous introdui-
sons ici, en utilisant la catégorie o[M] introduite par R. WISBAUER dans
[30], la notion de I;-module et de I-module qui généralise celle de I-anneau
introduite dans [17]. Nous étudions les propriétés des Ij-modules, des I-
modules et donnons d’abord une caractérisation complete des I;-groupes
abéliens (théoréme 4.1.1 ) et des I)-modules de type de représentation sérielle
(théoréme 4.1.2 ) et ensuite des J-modules de type fini sur un duo-anneau.

Dans ce chapitre, sans aucune autre précision, le mot anneau désigne un
anneau associatif, non (nécessairement) commutatif, d’élément unité 1 # 0;
le mot module, désigne un module & gauche. Soit R un anneau. On désigne
par R-Mod (resp. Mod-R) la catégorie des R-modules & gauche (resp. &
droite). On utilisera la notation Mg pour dire que M est un R-module &
droite. Soient M et N deux R-modules. On dit que N est engendré par M,
s’il existe un ensemble A et un épimorphisme f: M» — N. Un R-module
K est sous-engendré par M si K est un sous-module d’un module engendré
par M. On note o[M] la sous-catégorie pleine de la catégorie R-Mod, dont les
objets sont les R-modules sous-engendrés par M. Si R est un anneau, alors
o[R] = R-Mod. On dit qu'un R-module M vérifie la propriété (I) si tout
endomorphisme injectif de M est un automorphisme de M. Un R-module
projectif de type fini générateur dans o[M] est appelé progénérateur dans
o[M]. Un R-module est dit unisériel si le treillis de ses sous-modules est
une chazine; sériel il est somme directe de modules unisériels, et de type de
représentation sérielle si tout module de o[M] est sériel. Si M est de lon-
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gueur finie et si dans o[M] il existe seulement un nombre fini de modules
indécomposables non isomorphes deux a deux, on dira que M est de type de

représentation finie. Si n € N*, alors Z,, désigne 'anneau des entiers modulo
n.

4.1 Sur les I;-modules

Nous rappelons qu'un R-module M est dit un /;-module, si tout module
de o[M] vérifiant la propriété (I) est de longueur finie.

4.1.1 I;-groupes abéliens

Théoreme 4.1.1. Soit G un groupe abélien. les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) G est un I,-groupe.
(b) Il existe un nombre fini d’entiers positifs p; < py < ... < pn tels que
tout groupe abélien M appartenant a o[G| s’écrit sous forme

n
M= @ My, ot pour touti, 1 <i<n, M, estsomme directe
i=1

de p;-groupes cycliques.

Démonstration. (a) == (b) Soit = € G. Désignons par (z) le sous-groupe de
G engendré par z. Alors o[(z)] est une sous-catégorie pleine de o[G], et, par
conséquent, (z) est un I;-groupe. Soit n € N tel que (z) = Z,. Alors
o[{z)] = 9[Z,] = Z, — Mod. Comme Z n’est pas un I;-anneau (voir [17]), on
an 2> 1. Il résulte que  est un élément de torsion, ce qui montre que G est
un groupe de torsion. Soit

G=EPaG,

pEP

la décomposition primaire de G, ol P est un ensemble d’entiers premiers
positifs; et G, # {0} la composante p-primaire de G. Pour tout p € P, soit

%p un élément de G, tel que (2,) = Z. Alors le groupe (z,) est un élément
de o[G), il vérifie la propriété (I). Donc

H=Pz,

peP
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est de longueur finie. Par conséquent P est fini. Soit M un élément de o[G.
Comme o[M] est une sous-catégorie pleine de o[G], M est un I;-groupe, donc
d’aprés ce qui précede, M est un groupe de torsion.

Soient p; < pa < ... < D, les éléments de P et soit M), pour tout entier
i (1 <1< n), la composante p;-primaire de M. Alors

M=EPM, pour toutie{1,2,3,...,n}.
i=1

Désignons par B; le sous-groupe de base de M,,. Comme le groupe quotient
divisible M,,/B; est un élément de o[M] et vérifie la propriété (I), alors le
quotient Mp,/B; est réduit & I’élément neutre. Par conséquent M), est somme
directe de p;-groupes cycliques.

(b) = (a) Soit

N:éN,,
i=1

un élément de o[G] vérifiant la propriété (I). Alors, pour tout %, (1 <4 < n)
N,,, qui est somme directe de p;-groupes cycliques, est nécessairement de
longueur finie. Il en résulte que N est de longueur finie. d

4.1.2 I;-modules

Proposition 4.1.1. Soit M un R-module. Si M est un I,-module, alors

Venveloppe M -injective de tout module uniforme appartenant ¢ o[M] est de
longueur finie.

Démonstration. Soit U un module uniforme de o[M] et soit U; V'enveloppe
M-injective de U. Pour montrer que U; est de longueur finie, il suffit de mon-
trer qu'il vérifie la propriété (I). Soit f un endomorphisme injectif de U;.
Désignons par U I'enveloppe injective dans R-Mod de U et f un endomor-
phxsme de U prolongeant f. Comme [ U est un R-module injectif 1ndecomposable
alors f est un automorphisme de U. Soit y un élément de U; et x € U tel
que f(z) =y. On va montrer que z € U,.

Comme U, = trace(M, U) = 3 {Imh / h € Hom(M, ﬁ)}, il existe

My, Ma, ..., My € M et hy, hy,. .., h, € Hom(M, U) tels que Zhi(mi) =y

i=1
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Posons ¢ = (f')~!. On a

Zg o hi(mi) =g (Z h,(mz)> = g(y) = .

Il résulte que =z € U,. Par conséquent f est un automorphisme de U;. Ainsi
U, vérifie la propriété (I) et il en résulte que U est de longueur finie. d

Proposition 4.1.2. Soit M un R-module. St M est un I;-module, alors :

1. Dans o[M] il eziste un nombre fini de modules simples non isomorphes
deuz-a-deuz.

2. Dans o[M] il existe un cogénérateur injectif de longueur finie W tel
que :
(i) B = Endg(W) est un anneau artinien & droite,
(ii) Wg est un cogénérateur injectif de Mod — B,
(iii) les foncteurs Homp(—, W) et Hom(—, Wpg) définissent une dualité
entre les modules de type fini de o[M| et les modules de type fini de

Mod —- B.
Démonstration. 1. Soit L I'ensemble des modules simples non isomorphes
deux-a-deux et appartenant & o[M]. Alors le module N = @ S appar-

SeL
tient & o[M] et vérifie la propriété (I), donc N est de longueur finie et,

par conséquent, L est un ensemble fini.

2. Soit Sy, Ss, ..., et S, des représentants des classes d’isomorphie des
modules simples de o[M]. D’aprés la proposition 4.1.1, leurs enveloppes
M-injectives 51, Sa, ..., et S, sont de longueur finie. 1l en résulte que

n

W= ZS’; est un cogénérateur injectif de o[M], donc (1), (23), et (iiz)
i=1
résultent de [30], Lemme 1.2.
O

Théoréme 4.1.2. Soient R un anneau dont tout idéal a gauche ou a droite
est bilatére et M un R-module de type de représentation sérielle. On sup-

pose que o[M| admet un progénérateur. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. M est un I;-module.
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2. M est de type de représentaion finie.

Démonstration. 1) = 2) Soit Q un progénérateur de o[M] et soit X € Q.
Ona o[RX| = R/I-Mod, ou I = Ann(X). Comme le R-module RX est un
I;-module, il en résulte que I'anneau quotient R/I est un I;-anneau. Donc
d’aprés [26], R/I est un anneau sériel et artinien. Ce qui implique que le
R-module RX est de longueur finie. @ étant un R-module de type fini, on en
déduit que Q est de longueur finie. Il résulte donc de [30] que o[M] = o[Q)]
et M est de type de représentation finie.

2) = 1) est évident. O

4.2 Sur les I-modules

Soient R un duo-anneau et M un R-module. On dit que M vérifie la
propriété (I) (ou M est co-Hopfien), si tout R-endomorphisme injectif de M
est un R-automorphisme de M. Dans cette section, constituée par 11}, nous
étudions pour un anneau fixé R, les R-modules & gauche (resp. & droite) M
pour lesquels tout objet de o[M] vérifiant la propriété (I) est artinien. De tels
modules sont appelés [-modules & gauche (resp. [-modules & droite). Nous
donnons quelques propriétés de I-modules et caractérisons les I-modules de
type fini fidelement équilibrés sur R. On désigne par Gen(M), la classe des
modules engendrés par M.

Proposition 4.2.1. 1. L’image homomorphe d’un I-module est un I-
module.

2. (1) Siun produit de I-modules M;, 1< 1i<n est un I-module, alors
chaque M; est un I-module.

(i) Cependant, si Hom (M;, M;) = 0 pour tout i # j, 1 <14, j < n,
Uinverse de (i) est vraie.

Démonstration. 1. Soit M un I-module, M = f(M) image homomorphe
de M, alors Gen(M') est incluse dans Gen(M) (voir [1] ). Ce qui im-

plique que g[M'] est une sous-catégorie pleine de ¢[M]. Par conséquent
M’ est un I-module.

2. (i) Ceci résulte de 1)
(ii) Supposons que chaque M;, pourtout 1< i< n,estun /-module.
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Comme Hom(M;, M;) = 0 pour tout 7 # j, 1 <4, j < n, alors,

d’apres [28], pour tout N € U[H M;], il existe un unique N; € o[M;]
i=1

n
pour tout ¢, 1 <i<ntelque N = HNi.

=1
Si N vérifie la propriété (I), alors N; la vérifie. Donc Nj est artinien.
Par conséquent N est artinien et M est un I-module.
' d

Un R-module M est dit localement de longueur finie, si tout sous-module
de type fini de M est de longueur finie.

Proposition 4.2.2. Soit M un R-module. Si M est un I-module, alors M
est localement de longueur finie.

Démonstration. Soit N un sous-module de M et {m,, ms,..., Mg} un sous-
ensemble générateur de N.

Comme o[Rm;] est une sous-catégorie pleine de o[M] pour tout i,
1 < i < n, alors Rm; est un I-module. Donc, il est artinien. Par conséquent
Rm; est de longueur finie pour tout 2, 1 <i < n.

Donc N est de longueur finie et M est localement de longueur finie. O

Proposition 4.2.3. Soit M un R-module de type fini. Si M est un I-module,
alors :

1. Il existe dans o[M] un nombre fini de modules simples non isomorphes.

2. Il existe un cogénérateur injectif de longueur finie W tel que :
(i) S =End(gW) est anneau artinien d gauche,
(i) Ws est un cogénérateur injectif dans Mod — S,
(iii) Les foncteurs Hom(—,r W) et Hom—, Ws) définissent une dualité
entre les R-modules de type fini dans o[M] et Mod — S.

Démonstration. 1. Soit L un ensemble de modules simples non isomorphes
dans o[M]. Alors le sous-module N = @ S € o[M] et il vérifie la pro-
SeL

priété (I). Donc N est artinien. Par conséquent L est fini.

2. Soit S5y,89,...,Sr un systeme de représentants de la classe des mo-
dules simples isomorphes deux-a-deux dans o[M]. Alors les enveloppes
M-injectives Sy, Sy, ..., Sk sont de type fini dans o[M]. Donc ils sont
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de longueur finie .(voir Proposition 4.2.2 et [30]). Il en résulte que
k

W = 69 S; est un cogénérateur injectif de longueur finie dans o[{M]
et (i), (i1), (iii) résulte de [30], Lemme 1.2.
(|

Théoréme 4.2.1. 1. Si M est un module de type fini sur un anneau com-
mutatif R, alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) M est un I-module.
(i) M est de longueur finie et tout sous-module de M est cyclique.
(i) M est de de type de représentation finie.

2. 81 M est un module d gauche fidélement équilibré sur un duo-anneau
R, alors les conditions suivantes sont équivalentes

(a) M est un I-module a gauche.

(b) M est de type de représentation finie.

(c) M est I-module d droite.

(d) M est unisériel.

(e) M est de longueur finie et tout sous-module de M est cyclique.

Démonstration. 1. Soit {m;,my,...,my} un sous-systéme générateur de
M. Considérons I’homomorphisme

Y : R — R(my,my,...,my),

alors
kery = Ann(M)
est un idéal de R, et M est isomorphe & R/Ann(M). Comme R/Ann(M)
est un anneau commutatif, alors 1) résulte de [17], Théoréme 8.
2. Désignons par S = End(gM), 'anneau des endomorphismes de M.
Si M est un R-module, alors M est un S-module.
Dongc, il résulte de [31] que o{M] = R/Ann(M)—Mod. Comme R/Ann(M)

est un duo-anneau et que M est isomorphe & R/Ann(M), alors 2)
résulte de {13}, Théoreme 3.3.

O
Théoréme 4.2.2. Soit M un module sur un duo-anneau R tel que M = @ M,

A
et pour tous A, pu € A distincts, o[M)] N o[M,] = 0. Alors M est un I-module
st et seulement st M est sériel.
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Démonstration. Supposons que M est un [-module et considérons I'applica-
tion canonique
T M= EBM,\ — M, alors d’aprés la proposition 4.2.1, M, est un
AEA
I-module pouretout i € A. Par conséquent, il résulte du Théoréme 4.2.1 que
M,, est unisériel. Donc M est sériel.
Réciproquement, On sait que M, est un I-module (voir Théoréme 4.2.1).
Posons N € o[M]. Comme a[M,] N o[M,] = {0} pour tous A, g € A,

alors d’apres [28], il existe un unique objet Ny € o[M,) tel que N = EBN A\

A
Comme N vérifie la propriété (I), alors N, est artinien puisqu'’il vérifie la
propriété (I). Donc N est artinien et M est un /-module. O
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Chapitre 5

SUITES RECURRENTES
LINEAIRES SUR UN CORPS
FINI : Théorie et Applications

Introduction

Les suites récurrentes linéaires sont nées en 1202 avec I’exemple donné
par FIBONACCI de la suite 1,1,2,3,5,8,13,.... De ce fait une littérature trés
abondante leur a été consacrée et il est pratiquement impossible de réaliser
une bibliographie a peu prés complete sur ce sujet.

Les suites récurrentes linéaires interviennent dans divers domaines théoriques
et pratiques. Elles apparaissent d’abord comme un objet fondamental en
théorie des langages. L’étude de la période d’une suite récurrente linéaire
a valeurs dans un corps fini est un probléme essentiel. On peut utiliser ces
suites dans le domaine des communications (théorie des codes, cryptogra-
phie, etc ...). Elles correspondent au fonctionnement des régistres a décalage
(shift-registers en anglais).

Le but de ce chapitre est de faire des études théoriques et des applica-
tions sur ces suites. Pour cela, nous donnons d’abord quelques propriétés
caractéristiques de ces suites, ensuite nous étudions quelques polynémes et
suites récurrentes linéaires modulo un nombre premier et enfin la relation
entre 'ordre d’une suite récurrente linéaire et 'ordre de son polyndéme ca-
ractéristique. Nous étudions aussi le degré de la plus petite extension d'un
corps K dans laquelle un polyndme se factorise complétement et nous mon-
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trons que le logarithme de ce degré est “en général” majoré par

%1og2n + 6—7@ (logn)7/ 4 ol n est le degré du polynéme compagnon de la suite.
Et enfin, nous donnons des généralités sur les suites aléatoires et pseudo-

aléatoires (générées par les suites récurrentes linéaires) qui établissent une

connection entre les suites récurrentes linéaires et la cryptograghie ou la

théorie des codes.

5.1 Définitions et Propriétés

Ce paragraphe contient des définitions et des résultats classiques et récents
que nous utiliserons dans les parties suivantes.

Définition 5.1.1. Soit R un anneau. Une suite ug, uy, . .. est dite récurrente
linéaire d’ordre k sur R s’il existe rg, 71, ..., Tk—1 € R tels que

Untk = Th—1Unsk—1 + Th—2Untk—2 + *-- +Totn pour n=0,1,2,... (5.1)

alors f(z) = zF — mp 175 — rp_9x¥2 — .. — 1y est appelé le polynéme
caractéristique de la suite ug, uy, ... et (ug,us,...,ux-1) est son vecteur
inital.

Les termes ug, ui, ... de la suite sont uniquement déterminés par la
condition initiale.

Définition 5.1.2. Soit S un ensemble non vide et ug, uy, ... une suite
d’éléments de S. S’il eriste des entiers r et ng avecr > 1, tels que Unir = Uy,
pour tout n 2> ng, alors la suite ug, uy, ... est dite ultimement périodique. La
plus petite période parmi toutes les périodes possibles d’une suite ultimement
périodique est appelée la période de la suite.

Lemme 5.1.1. Toute période d'une suite ultimement périodique est divisible
par la période de la suite.

Démonstration. Soient t une période arbitraire de suite ultimement périodique,
Ug, U1, . .. et ¢} la période de cette suite, alors on a u,4; = u, pour tout n > ny
et Upqs, = U, pour n > 0.

Supposons que ¢; ne divise pas t, alors il existe des entiers q et r tels que
t =gt +r avec 0 <r < t;. Ce qui implique que (pour n assez grand )

Untt = Un = Untgti+r = Unt(g-Dt1+r = « -« = Unyr
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Par conséquent r est une période de la suite ug, u1, .... Contradiction avec

la définition de ¢;. Donc r = 0 et ¢; divise ¢. ]
Définition 5.1.3. Une suite ug, u,, ... est dite périodique s’il existe un
entier positif t tel que upyy = u, pourn =0, 1, 2, ... et t est une période
de la suite.

Soit R un anneau. Considérons P’application ¢ : Z — R, n +— nr,
r € R, alors Kery est un idéal de Z. Donc il existe un entier n tel que
Keryp = nZ.

Par définition, on appelle caractéristique de R (noté caract(R)), le plus
petit entier positif n tel que Kerp = nZ (comme R # {0}, on a n = 0 ou
n > 2).

Lemme 5.1.2. Un anneau intégre unitaire non nul R de caractéristique
positive est nécessairement de caractéristique premiére.

Lemme 5.1.3. Soit E un ensemble fini et soient
f:E—E

une application et (x,) une suite telle que T,11 = f(xn) pour tout n > 0,

alors la suite (x,) est ultimement périodique, i€ Tnyy = Tn pour t > 1 avec
t+ 1 < card(E).

Remarque 5.1.1. Soit ug, vy, ... une suite récurrente linéaire qui vérifie
la relation

Unth = MUnpho1 +ToUngh—2 + -+ +Thu, pour n=0,1,2,... (5.2)

Posons Uy, = (Un,Unt1,- -+ Unsh_2, Unsn_1) € R*. Alors on associe a cette
suite la matrice A d’ordre h x h sur R définie par :

000 ... 0 1y

1 00 ... 0 rpq
A= 010 0 Th—2

000 ...1 T

Alors nous avons

U1 =U,A pourn=0,1,2,3,...

et donc U, = UpA™ avec Uy = (ug, U1, .., Up—1).
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Lemme 5.1.4. Soit ug, u;, ... une suite récurrente linéaire d’ordre h sur
un anneau satisfaisant la relation (5.2) avec vy, # 0, alors Uordre de la suste
(un) divise Uordre de la matrice associée a (un).

Démonstration. Comme det(A) = (=1)""'r, # 0, alors si 5 = ord(A) est
fini, d’apres [20] nous avons

Unys = UpA™® = U A™ X A® = UbA" = U, pour n > 0.

Donc s est une période de (u,). I résulte du Lemme 5.1.1 que I'ordre de la
suite divise s. a

Théoréme 5.1.1. Soient R un anneau et (u,) une suite récurrente linéaire
sur R définie par la relation (5.2) et telle que I = Im(u) soit finie, alors
1. (un) est ultimement périodique

2. siry, est non diviseur de zéro, alors (u,) est purement périodique.
Démonstration. Posons I = Im(u), I'image de u, avec
ICR et I"CRM
Considérons 'application
o:I" 1" U, Upy,.
1. Comme I* est fini, il résulte du Lemme 5.1.3 que la suite (U,) est

ultimement périodique, donc la suite (u,) 'est aussi.

2. On sait que (uy,) est ultimement périodique. Soit ¢ la période minimale
et ng tel que

Upyt = Un  POUr 7 2> 7.

Si ng = 0, le résultat est démontré. Sinon, d’aprés I’hypothese, ”le
futur” de la suite détermine un terme précédent, on a plus précisément
Thlng-1 = Ung+h—1 — T1Ung4h-2 — -+« — Th-1Un

et
ThlUng+t-1 = Ungth—1 — T1Ung4h-2 — - .. — Th_1Un.

Done 74 (Ung—1 — Ung+¢—1) = 0. Comme 7, est non diviseur de zéro, alors

Ung—1 = Ung+t—1 pour tout ng > 0. Ce qui contredit la définition de la
prépériode ny.

Donc np = 0 et la suite est périedique.
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O

Théoréme 5.1.2. ( théoréme fondamental des suites récurrentes linéaires)
Soit (uy) une suite d valeurs dans un corps K. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La suite vérifie la relation de la forme

Unth = Tho1lnth—1 + Th2Unth-2 t+ ... T ToUp,

ot les v, sont des éléments de K et rg # 0.

. La fonction caractéristique de la suite (u,), d savoir
UX) =) u.X",
n=0

est une fonction rationnelle de la forme

P(X)
UX) = ——,
K=®
ot P(X) et Q(X) sont des polynémes a coefficients dans K, avec
deg(P) < h, Q(X) = X" — rp XM — rpoXh72 — . — 1y est le

polynéme caractéristique de la suite et Q*(X) = X*Q(1/X) est le po-
lynome réciproque de Q.

. Les (uy,) sont donnés par une formule de la forme

k T .
Up = ZZ@'; (njiz 1)&?,

i=1 j=1

ou les By, of sont des éléments d’une extension L de K et ot

k
QX) = _H(X — )",

en fait on peut prendre L = K[ay, ay, .. ., a].

Démonstration. 1) = 2)
Soit (u,) une suite récurrente linéaire vérifiant une relation comme en 1).
Considérons la fonction génératrice associée U(X) = > 00 u, X" Alors,

n=0
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00 h—1 00
ZunX" = Z up X" + Z (Th—1Un_1 + ThoUn_2 + ... + Tolin-n) X"
n=0 n=h

n=0

h-1 (] o0 00

- ZunX” +rhoq Z U X" 41 s Z w, X" 4.+ TOZUnXﬂ+h
n=0 n=h-1 n=h-—2 n=0
h—1 h—2 h-3

= Z 'LLan - (T‘h_l Z uan+l + Th-2 Z uan+2 +...+ Tl’uOXh_1> +
n=0 n=0 n=0

(r1X + a2 X2+ ..+ o X" U(X).

D'ou la relation P(X)
"=y

avec

h—1 h-2 h—3
P(X) = ZunX”—— (Th—l Z Un X"+ s Z U X"+ + rluOX"‘l)

n=0 n=0 n=0

et
Qt(X) =1- Th_lX —Th_2X2 — ... T‘OXh.

Ce qui démontre I'implication.

2)=3)
On décompose la fraction rationnelle U(X) en éléments simples dans K [a1, as, . . .
On trouve ainsi

i=1
On est donc ramené & développer (1 — 7)™, nous allons montrer que
1 = (n +j- 1)
(1-T)Y =\ j-1

ce qui démontrera le résultat cherché. Notons d’abord qu’il suffit de démontrer
que cette formule est vraie sur Z, le cas général s’en déduisant par homomor-
phisme. On raisonne par récurrence sur j. Pour j = 1 la formule est vraie.
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Supposons la formule  'ordre j, alors en désignant par D l'opérateur de
dérivation
1
1-Ty+

L T e I T

3 =1)
Posons

On vérifie facilement la formule

] | —1 n+j7-—1
Vpt1 — Oy = (T.L—l"])an-%l _ (Tl+] )an+1 — ( ) J ) )an—H'
J—1 J—-1 J-

Un argument par récurrence montre ensuite que la suite v = (vn),,5¢ Vérifie
la relation

(S — al)v =0,

ol S désigne opérateur de translation (en anglais shift). Enfin, comme I et
S commutent, on en conclut que la suite u = (u,)n>o donnée en 3) vérifie

H (S —a;l)"u =0,

ce qui correspond & la relation 1). a

Il est important de noter que la formule de la partie 3) ci-dessus qui fournit
une expression de u, a bien un sens dans tout corps K du fait que les coef-
ficients du bindme sont des nombres entiers (il n’y a pas de dénominateurs).
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Corollaire 5.1.1. Lorsque K est de caractéristique zéro, le terme général
de (un) d’une suite récurrente linéaire comme dans le théoréme 5.1.2 s’écrit
d’une maniére plus habituelle

k
un =Y Pin)af,
i=1

ot les P, sont des polynémes a coefficients dans K, extension de K, et
degP <r; pouri=1,2,...,k.

Définition 5.1.4. Soit K un corps commutatif quelconque. Un polynéme F
non nul & coefficients dans K est dit quadratfrei si F ne posséde que des
racines simples dans tout corps contenant K.

Remarque 5.1.2. 1. Sile corps K est fini ou est de caractéristique zéro,
alors tout polynéme irréductible de K|z] est quadratfrei (voir [21]).

2. Un corps K fini de caractéristique p contient un sous-corps qui est
isomorphe au corps Z/pZ = F,. Alors K est un FF,-espace vectoriel. Si
dimFF, = n, alors card(K) = p™ et card(K*) =p™ — 1.

Théoréme 5.1.3. Si un polyndme caractéristiqgue Q(X) € Fy[X]| d’une suite

(un) sur un corps fini, avec u, € Fp, est irréductible de degré r, alors la
période s de la suite divise p™ — 1.

Démonstration. Le polyndme () étant irréductible, il résulte de la remarque
5.1.2 que @ est quadratfrei. Par conséquent, il résulte du Théoréme 5.1.2 que

k
Uy = Zx\ia? pour n=0,1,2,...
i=1
avec o racines de Q et A; € Fj ou g =p".

Pour ¢ =p" et A; € F}, on a alors af'l = 1 dans F,;. Donc l'ordre ¢ de la
suite divise g — 1 =p" — 1. |

5.2 Polyndémes et suites récurrentes linéaires
modulo p

Dans cette partie, nous allons considérer les racines d'un polynéme (en
particulier d'un polynéme caractéristique d’une suite récurrente linéaire) mo-

dulo un nombre premier p. Ce qui nous permet d’étudier le rapport entre
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I'ordre d’une suite récurrente linéaire et celui de son polynome caractéristique
modulo p

Proposition 5.2.1. Dans un corps K tel que card(K) # 2, si
aX?*4+bX+c=0, a #0, (5.3)

et A =b%—4ac, alors st
- o A=0:(58) a une racine double,
- o A= un carré parfait non nul : (5.8) a deuz racines distinctes,
- o A est différent d’un carré parfait : (5.8) posséde deux racines dans

une estension L de K avec [L : K] = 2 et L = K[VA] mais pas de
racines dans K.

Exemples 5.2.1. On sait que X?> — X — 1 = 0 est [’équation du polyndme
caractéristique de la suite de Fibonacci. Alors A = 5.
Nous allons étudier A mod p dans les cas suivants :
Soit t = t, la période de la suite de Fibonacci (F,) modulo p,
—esip=5:A=0 (mod5) et

X?-X-1=(X-3)" (mod5),
puis, par le théoréme fondamental (théoréme 5.1 .2),
F.=(an+b)3" (mod5) en fait F,=2n3" (mod 5),
donc ty divise p(p—1) =5 x4 = 20.

n ol172]s]4[5[6]7]8] 9]f10]11]12]
Imod 5| 01112138088 1] 4]014]4]

) 13| 14| 15|16\ 17| 18| 19| 20| 21
mod 5| 3| 2| 0| 2|24 |1]|01}1

On voit que ts = 20.

-esip=2 alorson a:

n |0|1][2]8]4]5]6][7
mod 2| 0| 1| 1|0

—
.~
D
.~

—

on constate que ty = 3,
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- e pF#2, 5 avec (%) = +1 ou (%) est le symbole de Legendre défini,
pour N premier avec p, par

n\ |1, sl eviste un entier z tel que, 2> =n (mod p)
p -1, sinon,
alors

QX)=(X —a)(X —f) (modp),
ol « et B appartiennent ¢ Z/pZ et t divise p—1. Par exemple sip = 11,

alors on a :

n |0[112|8V4|56|6)\7| 8|9)|10)| 11

mod 1101|1218 |5|8)2|10(1| 0| 1
1

F,=aa" +b6" (modp), ie F,=

P (™ - ") (mod p)

et t =10 divise p — 1 = 10.
- ep#2 5 avec (—15;) =-1
Nous avons deuz racines distinctes

a,BeF,[V5] eta, B¢TF,,
dans ce cas (dans F, [\/ﬂ)

F,=ad"+b8" (modp), ie F,= S ! 3 (@™ - g") (mod p),
ce qui implique que t divise p? — 1.

Mieuz : Comme a ¢ F,, alors oP # a sinon aP™! =1 qui est impossible.
Comme l’équation n’a que les deuz racines a et B conjuguées dans F,[v/5],
alors o = [ puisque oF est clairement un conjugué de . Or le produit de ces
racines est aff = —1. Par conséquent of = (3 implique que aP™! = a8 = —1.

Donc o®PtD) = 1 et t divise 2(p + 1).

Par exemple pourp =3 :

n |0]|1]213]4]5]6]7]8
mod 3| 0| 1|1|2|0]2(2|1]|0]1

On voit que t = 8 divise 2(p + 1) = 8. Il en résulte de cet ezemple la
proposition suivante :
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Proposition 5.2.2. Soient K un corps de caractéristique p et (un) une suite
récurrente linéaire d’ordre deuz, de polynéme caractéristique Q(X). Si les
solutions de l’équation Q(X) = 0 sont dans un corps L # K, alors la période
de la suite divise (p + 1)x (Uordre du produit des racines) (mod p).

Exemple. — Considérons la suite récurrente linéaire (7,,) & valeurs dans
Z définie par la relation

Tn+3 = Tn—H +Tn avec TQ = T1 = 0, 7-72 =1.

Soient Q(X) = X* — X — 1 son polynéme caractéristique, A(Q) son discri-
minant et p un nombre premier quelconque. Nous avons A(Q) = —23.

(1) Le progamme suivant (en langage gp/pari) nous donne les valeurs de p
comprises entre 2 et 500, pour lesquelles

Q(X) = (X —a)(X = B)(X —) (mod p)
avec q, 3, v tous distincts.

A=matrix(3,3) ; A[1,3]=1; A[2,1]=1; A[2,3]=1; A[3,2]=1
{T(p)=U0=Mod([0,0,1],p); U=UO ;t=1; U=U*A;

while(U<>UO,t++ ;U=U*A) ; print(p," ",t)}

wT(L) = forprime(p=2,L,T(p))

{wk(L) = forprime(p=2,L,P1=P+Mod(O,p) : F=factor(P1) ;
print (p, " v matsize(F) [1]) ;print (F))}

{W(L) = forprime(p=2,L,P1=P+Mod(0,p) ; F=factor(P1);

=matsize(F) [1] ; if( ==3,print(p)))}
W(500)

|| 59]101]167]173]211]223 271307 [ 347 [ 449 [ 463 |

Par exemple :
QX)) =X -17)(X —1)(X —46) (mod 59),

Q(X) = (X - 81)(X ~ 8)(X —12) (mod 101),
QIX)=(X-33)(X -1)(X —40) (mod 167).
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(2) Le programme suivant (en langage gp/pari) nous donne sous forme de
tableau, pour les différentes valeurs de p comprises entre 2 et 200, les
valeurs de t,, période de la suite (75,) modulo p.

A=matrix(3,3); A[1,3]=1; A[2,1]=1; A[2,3]=1; A[3,2]=1
{T(p) = UO=Mod([0,0,1],p) : U=UO ;t=1; UsU*A;

while(U<>U0,t++ ;U=U*A) ; print(p," ",t)}

wT(L)=forprime <p=2 , L, T(p) )
wT(200)

p| 2 3 5 7 11 | 13 | 17 19
| 7 13 | 24 | 48 | 120 | 183 | 288 | 180
lp| 23 29 | 31 | 37 41 | 43 | 47 53
[ ¢, | 506 | 871 [ 993 | 1368 | 1723 | 231 | 2257 | 1404
p| 59 61 | 67 | 71 73 1 19| 8 89
t,| 58 | 930 |4488 | 5113 | 5404 | 3120 | 2295 | 3960 |
p| 97 | 101 [ 103 ]| 107 [ 109 [ 113 | 127 | 131
tp | 3136 | 100 |3536 | 2862 | 1485 | 4256 | 16257 | 17293
p| 137 | 139 | 149 [ 151 [ 157 | 163 | 167 [ 173
tp | 391 | 19461 | 925 | 1093 | 12324 [ 8911 | 166 [ 172
p| 179 | 181 | 191 | 193
tp | 32221 | 10920 | 7296 | 37443

Nous avons par exemple pour :

p =159, t, =58 = p—~ 1. De méme que les autres cas avec trois facteurs
distincts modulo p, t divise p — 1.

p =23, t, =506 = 23 x 22, puisque 23 | A(Q), et
Q(X) = (X +13)*(X +20) (mod 23).
p=11, t,=120=112 — 1 et
QX)=(X+5)(X*+6X+2) (mod 11).
p =13, t, =183 qui divise 133 — 1 = 2196 et
QX)=(X*~X—1) (mod13) (irréductible).
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Il résulte de I'’exemple précédent les résultats suivants :

Proposition 5.2.3. Soit (u,) une suite récurrente linéaire de polynone ca-
ractéristique Q(X) = X3 —aX?—bX —c € Z[X]. Soit p un nombre premier et
t la période de la suite modulo p. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
1. Si Q(X) se factorise complétement en produit :
(i) de trois facteurs tous distincts (mod p), alors t divise p— 1.
(ii) de trois facteurs non tous distincts (mod p) c’est-d-dire A(Q) =0
(mod p), alors t divise p(p — 1).
2. Si Q(X) = (X — a)(X? + BX + v) (mod p) (avec X* + X + v
irréductible), alors t divise p* — 1.

3. Si Q est irréductible (mod p), alors t divise p® — 1.

Maintenant, soient K un corps fini, A une matrice (n xn) d’éléments dans
K et Q le polynome caractéristique de A. Alors Q(X) € K[X] représente le
polynéme caractéristique d’une suite récurrente linéaire (u,). Dans ce cas,

ord(Q(X)) divise ord(A) et si Q(X) est irréductible, alors 'ordre de la suite
est égal & ord(Q(X).

Proposition 5.2.4. Soient K un corps fini, A une matrice (nxn) d’éléments

dans K telle que det(A) # 0, Q le polynéme caractéristiqgue de A et N un
entier positif. Alors

AN =1 si et seulement si Q(X) divise XN —1 ot I est la matrice identité.

Démonstration. Supposons que AN = I et Q(X) ne divise pas XV — 1. Alors
no 'ordre de Q(X) ne divise pas N. Donc il existe des entiers a, 3 tels que
N = ang + [ avec 0 < 8 < ny. Ce qui implique

AN = pano+B _ AR #1,

ce qui contredit ’hypothése. Donc Q(X) | XV — 1.
Réciproquement. Supposons que AN # I. Donc l'ordre de A noté ty ne
divise pas N. Par conséquent il existe des entiers ny, ny tels que

N=n, xtg+ny, avec 0<ng<tp.
Comme ny = ord(Q(X)) divise to alors
to=nob1 et N =ninyS; + na.
Donc np ne divise pas N. Ce qui contredit I’hypothése. Donc AN = I. a
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5.3 Etude du nombre de facteurs irréductibles
d’un polynome

Soit P un plynéme de degré n a coefficients dans un corps fini K. On se
propose d’étudier le degré de la plus petite extension de K dans laquelle P
se factorise complétement. Nous montrons que le logarithme de ce degré noté
D(P) est "en général” trés voisin de 1 log® n.

Lorsque n tend vers 'infini, LANDAU a montré que

log g(n) ~ /nlogn avec g(n)= maxpcg, D(P)
et SHAH dans [27], a amélioré ce résultat par :
_ loglogn 1+ 0O(1)
log g(n) = V"k’g”[H 2logn  2logn ]

M. MIGNOTTE et J. L. NICOLAS ont complété le résultat de LAN-
DAU dans [22] en établissant :

1
D(P) = 5 log”n + O(log n)4, “en général’.
Nous allons essayer de préciser ce résultat en démontrant que :

D(P) < %logzn + %Q(logn)%, “en général”.
Soit (u,) une suite récurrente linéaire de polynéme caractéristique Q(X),
on va étudier le type de factorisation de () sur un corps fini, pour obtenir
des informations sur la période de (u,) modulo un nombre premier. Soient
g un nombre premier, F, le corps & ¢ éléments et F,[X] I'anneau des po-
lyndmes & une variable indéterminée sur F,. On désigne par E, ’ensemble
des polynémes unitaires de degré n de Fy[X]. On a donc

card(E,) = ¢".

Pour Q(X) € F,[X], on note D(Q) le degré de la plus petite extension de
F, dans laquelle Q(X) se factorise complétement. Soit V,, ’ensemble des

polyndmes irréductibles de degré m. On pose I,,, = card(V,,), alors ([22])
| 1
In == u(p™, (54)
llm
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ou

(n) (=1)%, si n=p...p, p:entiers premiers distincts,
n) =
# 0, sinon,

est la fonction de Mébius.
Il en résulte I'encadrement suivant (voir [22])

m m
T Zpmrcr, <D (5.5)
m m m
Pour H € F,, on écrira sa décomposition en facteurs irréductibles :
H=pxpx p%

et l'on pose pour 1 <2< k : degP; = n;. On a donc :

k
Zaini =d et D(H) = p.p.cm.(ny,ng,...,nk).
i=1

On définit la fonction w par :

Alors on la proposition suivante :

Proposition 5.3.1. Si P(X) € E,, alors g(n), le plus grand degré parma les
D(P) vérifie :

g(n) = max(p.p.c.m.{nl, Ng,...,Mk; Ni+Ng+...+ng= n})

Démonstration. Le théoréme résulte de [22], [27] et de [18]. O
Nous proposons de démontrer le théoréme suivant :
Théoréeme 5.3.1. Sous les hypothéses de la proposition 5.3.1, la fonction
D(P) vérifie l'inégalité :
1 66 I
D(P) < 3 log®n + 7(Iog n) Y “en général”.
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Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.3.1. Soit T' un nombre entier, 1 < T < n. Pour H € E,, on pose

wT(H) = Z 1,

P|H; Hirr; degH<T

ainsi wr(H) désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de H dont
le degré ne dépasse pas T (en particulier, si H € E,, alors w,(H) = w(H)).
Ona

ZwT(H)=q"<logT—c>, avec —1<ec<2,5.
HeE,

Démonstration. On a

Sam=Y Y 1=y ¥ Y=Y

HeE, HEE, P|H;degP<T i=1 P; degP=i H; P|H i=1

ou P désigne un polynéme unitaire irréductible et ou H parcourt FE,,.
D’apres la relation (5.4), on a :

Ii=q7-1?1~q"/2 avec 0 < R; <

s.][\b

Donc

s]o—-

Y wr(H)=q" (‘;

HeE,

ou c=logT — Z +ZR1q'5.

1l est facile d estlmer c on a d’une part

T
Z&q‘%) =q" (logT —c),
i=1

T

1 T
logT < Z =< 1+1logT (considérer lintégrale / logt dt),
=1 1

et d’autre part

2§ (l/ﬁ)i = —21og (1- (1/v2)) < 2,456,

D’ou la conclusion. O
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Lemme 5.3.2. Avec les notations du lemme 5.3.1, on a, pour tout nombre
entier T, 2<T < mn,

> (wr(H) —logT)* < 8¢"log T,

Hek,

Démonstration. Suivons la démonstration de Hardy et Wright dans [15] pour
la fonction w relative aux nombres entiers.

La quantité wr(H) (wr(H) — 1) est le nombre de paires (P,Q) de po-
lynémes irréductibles distincts telles P et @ divisent H (en comptant (P, Q) #
(@, P)). On a donc

wr(H) (wr(H) ~ 1) = 3 1,

P#Q; deg P,Q<T; PQ\H

ce qui implique

D wr(H)(wr(H)-1) < 37 > 1

HeE, degP<T; degP.Q<n H; PQ|H

T T
< Z I; ZIjqn_i_j

=1 =1
T 2

i=1
<q"(1+1logT)?.
En utilisant la formule

(wr(H) —logT)* = wr(H) (wr(H) — 1) + (1 - 2log T) wr(H) + (log T)*

et le lemme 5.3.1, on a

> (wr(H) - logT)* < ¢" ("73 + 810gT>

HEE,
< 8q¢"logT.
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Lemme 5.3.3. (Inégalité de Tchebytcheff pour la fonction w)
Pour tout nombre entier n > 3 et tout nombre réel A strictement positif,
on a l'inégalité

Card {H € E,; lw(H) - logn| > /\\/logn} < 8¢\,

Démonstration. On applique le lemme 5.3.2 avec T = n. O
8
Lemme 5.3.4. Ezcepté pour au plus ——=—===q" d’entre euz, tout po-
logT — 2

lynéme H € E,, vérifie pour tout T, e'®% < T < n,
lwr(H) ~log T| < 6 (log T)s .
Démonstration. Ce lemme résulte de ([22], lemme 4). O
Démonstration du Théoreme 5.3.1
D’apres le lemme 5.3.4

3
lwr(H) —logT| < 6(logT) ' pourtout T, e %% <T <n,

sauf au plus ————

q"™ exceptions.
\/—

Donc on a :

Z logn; = / log Td [wr(H)]dT

i=1

= [log Twr(H)]" - /1 ‘*’T:(FH)

=10g2n+6(log)% —/ wr(H) dT.
1

dT

T
Il résulte du lemme 5.3.4 (sauf pour au plus —4—8— q" polyndmes ) que
logT — 2
: : (H)
Zlogni < log?n + 6 (logn)* — / wTT dT
i=1 1

—logT N 6(log T4

<log’n +6(1 %/n
<log“n + 6 (logn)¢ + 7 T

1

dT

1
~log’n + - (log n)s.

B
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De plus
k
D(P) =log(p.p.cm(ny, ng,...,nk)) <log(ning...nk) = Zlog ni,
i=1

sauf au plus q" exceptions.

8
VogT — 2 '
D’ol le résultat, avec une majoration explicite du nombre d’exceptions,
qui précise ’expression “en général”.

5.4 Généralités sur les suites aléatoires

La notion de suite aléatoire est basée sur la théorie des probabilités et
des statistiques. Les suites aléatoires interviennent dans divers domaines
théoriques ou pratiques. Elles sont utilisées fréquemment en simulation, dans
différentes applications de 1’électrotechnique, en cryptographie, ...

Considérons 'expérience suivante : on jette une piece de monnaie a plu-
sieurs reprises. Au cours de cette expérience, on note “0” l'apparition de
“Pile” et “1” celle de “Face”. Les résultats de cette expérience sont alors
aléatoires. 1ls forment une suite de bits typiquement aléatoire. Au cours de
ces jets, la fréquence limite d’'un “1” ou d’'un “0” est %, la fréquence d’avoir
successivement, deux “1” ou deux “0” est 41, la fréquence d’avoir successive-
ment trois “1” ou trois “0” est % .... On peut généraliser en considérant la
fréquence d’un bloc de m bits. La fréquence d’avoir successivement m “1” ou
m “0” est égale & 7z = 27™. Donc cette expérience peut produire des suites
aléatoires que nous devrons soumettre aux tests aléatoires. Par exemple nous
pouvons vérifier les quantités statistiques mentionnées ci-dessus, notamment,
la fréquence relative & chaque test de distribution ou la fréquence par rapport
au test période.

Un autre test populaire pour 'aspect aléatoire est le test de corrélation
qui est basé sur le calcul du coeflicient de corrélation

Cn(h) = 2(-1)ﬂn—un+h

de la suite ug,u;,uz,... de bits. Pour que la suite puisse étre considérée
comme aléatoire Cy(h) doit étre nettement plus petit que N. Dans cette
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partie, pour tester 'aspect aléatoire des suites, nous nous limitons simplement
au test de corrélation.

Ces calculs effectués nous permettent de générer des suites de bits qui
vont subir des tests pour estimer leur aspect aléatoire. De telles suites qui
subissent ces tests avec succes sont appelées suites pseudo-aléatoires. Les
suites considérées ici sont les suites de période maximale qui sont générées
par la relation (5.1). Elles vont subir les différents tests décrits plus haut.

On appelle suite de période maximale d’ordre k sur un corps F,, toute
suite g, u1, ua, . . . engendrée par une relation

Untk = Tho1Untk—1 + Th—2Untk—2 + -+ - + Tou, pour n=0,1,2,... (5.6)
de polyndme caractéristique f(z) = z* — rej2* ! —rp0zF 2 — .. — 1y
primitif sur F, et de vecteur initial (uo,u,...,ux-)) non nul. Si ¢ est la

période de cette suite, alors t = ¢g* — 1. D’apres [20], le test de distribution
et le test périodique peuvent étre traités simultanément. Par exemple, pour
b= (b],bz,...,bm) € F7. Soit Z(b) le nombre de n, 0 <n <t—1 tels que
Unyi-1 = b; pour tout i, 1<i<m.

Alors m = 1 corespond au test de distribution et m > 2 correspond au
test périodique des blocs de longueur m.

Sil<m<ketbhe ]F}I", alors pour toute suite de période maximale
d’ordre k sur Fy, on a

2(b) = ¢¢™ —1, pour b=0,
, sinon.

Ce résultat montre que Z(b) est trés proche de tg=™ (cf [20]).

Caracteére : Soit G un groupe abélien fini (multiplicatif) d’ordre |G| avec
élément unité 1g. Un caractére x de G est un homomorphisme de G dans
le groupe multiplicatif I{ des nombres complexes de module 1. C’est une
application de G dans U telle que

X(9192) = x(91)x(g2), pour tout gy, g, € G,
x(1e) = x(1e)x(le) = 1.
Exemples 5.4.1. Soit G un groupe fini cycliqgue d’ordre n et soit g un

générateur de G. Pour un entier fize j, 0 < j <n — 1, la fonction x;(g*) =
exp(2mijk/n),
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pour k=0,1,2,... définit un caractére de G. Si x est un caractére de G,

alors x(g) doit étre une racine n*™ de l'unité. Donc x(g) = exp(2nij/n) avce

0<j<n—1. Il en résulte que x = x;j et G™ = {x0, X1,---» Xn-1} - Si X est

un caractére non trivial d'un groupe abélien fini G, alors Zx(g) =0.S5i
geG

g € G avec g # 1g, alors Z x(g) = 0. (cf[20])

xX€EGH

Un caractére non trivial additif fixé de F, nous permet d’étendre la
définition du coefficient de corrélation Cy(h) :

Z

-1

Cn(h) =) x(un—tnyn), N,heN

n

Dans [20], R. LIDL ET H. NIEERREITER ont établi les résultats
sulvants :

— o Pour une suite de période maximale dans un corps F, avec période
minimale ¢

i
o

t, si h=0modt,
—1, sinon.

Cn(h) = {

Exemples 5.4.2. Soit (u,) une suite récurrente linéaire dans Fy, avec
Unts = Upyo + U, pour n = 0,1,... et de valeurs initiales ug = uy =
ug = 1 et uy = uz = 0. Comme le polynéme caractéristique de (uy,)
est primitif dans Fo, alors (u,) est une suite de période mazimale avec
période minimale t = 2°—1 = 31. En calculant les 31 bits d’une période
des suites (u,) et de la suite a décalage (un+3) on obtient C,(3) =
15-16 = -1 (nombre des accords de termes correspondants— nombre
de désaccords des termes correspondats).

— o Pour une suite de période maximale d’ordre k£ dans un corps F, et

1 < N <t=¢*—1 nous avons
Cn(h)=N, si h=0modt,
|ICn(h)| < g*/? (%logt + 2+ g) sinon.

Les suites aléatoires interviennent en électronique. Dans [8], S.W. CO-
LOMB a travaillé dans ce domaine en utilisant les suites des régistres &
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décalage (en anglais Shift register sequences). On rappelle qu’un régistre
3 décalage est un arrangement de r tubes, dont chacun regoit “1” identifié
comme “on” ou “0” idenfié comme “off”, qui décale le contenu de chaque
tube au prochain tube, réglementé avec une impulsion d’horloge. (voir la
figure ci—dessous)

Les suites des régistres a décalage sont périodiques, de période t < 2" — 1 ou
r est le nombre de tubes qui les engendrent.

Il a ainsi utilisé ’expérience qui consiste a jeter une piece de monnaie a
plusieurs reprises en identifiant consécutivement “pile” en tant que “1” et
“face” en tant que “—1".

En général les suites considérées sont binaires telles “1” et “ — 1” cor-
respondent respectivement a “on” et “off” dans un systéme électronique.
Pour caractériser 'aspect aléatoire, il a utilisé une fonction spéciale d’auto-
corrélation notée C(1) définie de la maniere suivante : pour une suite a termes
réels wg, uq, ug, ..., On pose

C(r) = lim — Z UnUnpr

N—»oo

si cette limite existe. Si (u,) est périodique de période ¢, alors la somme est

finie et
1 t
= Z Z UnUntr,
n=1

dans ce cas T peut étre considéré comme une phase a décalage de la suite.

La troisieme propriété caractéristique de ces suites donne explicitement
I'expression de C(7).

Zuu , si 7'=0,
nlnir = § g .
K s o<r<t.

Remarque 5.4.1. Une suite engendrée par r tubes d’un régistre & décalage
est dite de longueur mazimale si sa période est t = 2" — 1. Du fait qu’on peut
les utiliser pour le codage et le décodage, les suites des régistres (les suites
de longueur mam’male) d décalage établissent une connection entre les suites
récurrentes linéaires et la théorie des codes.
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En gros, les suites de période mazimale occupent une place tmportante
dans la théorie des codes et la cryptographie. En effet, en cryptographie, plus
précisément en systémes cryptographiques, on a besoin quand on envoie un
message des propriétés suivantes :

— o Le nombre de clefs possibles doit étre assez grand de sorte qu’une

recherche ezhaustive de clef ne soit pas possible.

~ o Les suites infinies doivent avoir des périodes minimales dont les lon-

gueurs excédent la longueur du message.

- o Le texte chiffré doit sembler étre aléatoire.

Pour satisfaire ces propriétés, certaines suites récurrentes linéaires sur le
corps Ty seraient de bons candidats. Mais, pour construire des systémes
cryptographiques, les suites récurrentes linéaires présentent une certaine fai-
blesse, du fait que si on connazt (on idenﬁe) une telle suite de polyndme ca-
ractéristique de degré < k, alors 2k termes consécutifs de cette suite déterminent
un polynéme caractéristique. Et ainsi la suite est entiérement déterminée.
Mais malgrés l'insécurité prouvée, ces suites restent populaires pour la construc-
tion des systémes cryptographiques & cause de leurs grandes périodes 2% — 1
qui créent une illusion de force.

En raison de cette faiblesse, on considére en général les générateurs des
suites pseudo-aléatoires d’une complezité plus élevée. En combinant les suites
récurrentes linéaires, on peut augmenter cette complezité et construire des
suites multiplezées qui peuvent étre employées comme modules dans la catégorie
des chiffres. (pour plus de détails voir [20]).
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PROBLEMES OUVERTS

Les résultats obtenus dans cette Theése confirment l'intérét qu’il y a de
poursuivre l'investgation dans I'étude des F'GI-anneaux, des I-modules et
des suites récurrentes linéaires afin de trouver une réponse a certaines ques-
tions qui restent ouvertes et de généraliser éventuellement certains résultats
deja établis. Des résultats intéressants ont été trouvés sur ’études des suites
récurrentes linéaires sur les anneaux ou les modules. La remarque précédente
montre I'importance de ces suites sur la théorie des codes et sur la crypto-
graphie.

Nous laissons ouverts les problemes suivants :

PROBLEME 1 : Caractériser les FGI-anneaux qui ne sont pas des
duo-anneaux.

PROBLEME 2 : Poursuivre ’étude des suites récurrentes linéaires et
leur application en cryptographie et en théorie des codes.

PROBLEME 3 :Soit R un anneau commutatif, C une coalgébre sur
R et C* = Hompg(C, R le dual de C qui est une R-algébre. Alors, tout C-
comodule est isomorphe au C*-module. De plus si C est fini, alors C* est fini.
On peut donc regarder les deux questions suivantes :
— e étudier les suites récurrenntes linéaires sur les C-comodules c¢’est-a-
dire sur les C*-modules.

— o étudier les codes sur les C*-modules.

PROBLEME 4 :Soit M un module sur un anneau non nécessairement
un duoc-anneau. Nous pouvons regarder les questions suivantes :

— o Caractériser les /-modules projectifs.

~ o Caractériser les I-modules projectifs ou auto-projectif.

— o Caractériser les I-modules qui ne sont pas de type fini sur anneau
non nécessairement un duc-anneau.
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