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VERSION ALGEBRIQUE DU FIBRE TANGENT

EUGENE OKASSA

ABSTRACT. On définit une algebre qui joue le réle de 'algebre
des fonctions numériques de classe C*° sur le fibré tangent d’une
variété lisse. On décrit algébriquement certaines propriétés du fibré
tangent.

We define an algebra which plays the role of the algebra of
the smooth functions on the tangent fibre bundle. Some algebraic
properties of the tangent fibre bundle are described.

1. INTRODUCTION

Une algebre locale W, au sens d’André Weil, est une algebre réelle
commutative unitaire de dimension finie sur R ayant un idéal maximal
unique m de codimension 1 sur R. On a

W =R & m.

Comme W est de dimension finie, il s’ensuit que I'idéal maximal m est
nilpotent. Le plus petit entier & € N tel que m*™! = (0) et m* #£ (0)
est la hauteur de W.

Lorsque M est une variété lisse, C°(M) désigne 1'algebre des fonc-
tions numériques de classe € sur M. Un point proche de xq € M
d’espece W est un homomorphisme d’algebres

£:0%(M) — W
tel que pour tout f € C*(M),
[€(f) = flzo)] € m,
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c’est-a-dire que la partie scalaire de £(f) est f(xg) [9]. Si MY désigne
I’ensemble des points proches de x d’espece W, la réunion disjointe
MY =My
xeM

est une variété lisse dont la dimension est dimA/-dimW [9].
Lorsque
W =D =R[T]/(T?)
est 'algebre des nombres duaux, M s’identifie canoniquement au fibré
tangent T'M [9].
Pour f € C*(M), 'application
e MYV — W
e — &)

est de classe C* et 'application

w: C®(M) — C®(MY W)=W o C®(MY)

S — A
est un homomorphisme d’algebres. Le théoreme de Weil indique que si
Wy et W5 sont deux algebres locales, alors I'application
(MW1)W2 _ MWW
n —  (idw, ®n) o Yw,

est un difféomorphisme de classe C* [9].

On note X(M"W) le C°(M")-module des champs de vecteurs sur
MW et Der,, [C®(M),W @ C=(M")] I'espace des yy-dérivations
i.e. 'espace des applications linéaires

0:O®(M) — WeC®(M")
telles que pour toutes fonctions f et g appartenant a C* (M),

e(f9) =¢(f) - wlg) +yw(f) - e(g).
Compte tenu du théoreme de Weil, I'application
X(MY) — Der,y, [C®(M),W @ C>*(M")]
X — (idw @ X) o yw
est un isomorphisme de C°°(M")-modules [7],[8]. Ainsi lorsque
W=D =& (1] /(1)
en identifiant MP au fibré tangent 7'M, I’application

X(T'M) — Der,, [C®(M),D® C®(TM)]
X — (idp ® X) op
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est un isomorphisme de C°°(T'M)-modules avec
w: C*(M) — D& C>®(TM)
f — 1D®(fO7TM)+€®df
ou
ayITM— M
est la projection qui a un vecteur tangent associe son origine,
df - TM — M

v — o(f)

la différentielle de f € C°°(M) et (1p,e) une base de D avec €2 = 0.
On va, a partir de I'isomorphisme

X(T'M) — Der., [C*(M),D® C*(TM)], X — (idp ® X) o p,

construire une algebre jouant le role de 'algebre C*°(T'M ). Les dérivations
de cette algebre vont jouer le role des champs de vecteurs sur 7M. On
construira ainsi les équivalents algébriques du champ de Liouville, des
semi-sprays et des connexions non linéaires.

Dans tout ce qui suit, A désigne une algebre commutative unitaire
sur un corps commutatif K de caractéristique nulle, 14 son élément-
unité et Derg(A) le A-module des K-dérivations de A. On note Q(A)
le A-module des K-différentielles de Kahler de A, da/x : A — Qg (A)
la dérivation canonique et Sy [Qx(A)] la A-algebre symétrique du A-
module Qg (A) [1].

Soit D = K [T] /(T?), idp V'application identique de D, (1p,&) une
base de D ou ¢ est 'image de T' par la surjection canonique

K[T|—D=KI[T]/(T?
et (15,e*) la base duale de la base (1p,e). On notera que 1j est
I’augmentation de D.

Les K-homomorphismes d’algebres considérés sont uniferes et les
produits tensoriels sont sur K.

2. DERIVATIONS DE Sy [Q(A)].

La K-algebre D ® Sa [Qx(A)] est un Sy [Q2x(A)]-module libre de
rang 2: une base est
(Ip ® s,k (A): € @ Ls, [0k (a))-
On vérifie que 'application

YA - A e D@KSA[QK(A]
a — lp®a+e®dar(a)
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est un homomorphisme de K-algebres.

On note Derg(Sa[Q2x(A)]) le Sa [Qx(A)]-module des K-dérivations
de S4 [Qx(A)] et Der,, (A, DRk Sa[Qx(A)]) le Sa[Qx(A)]-module des
va-dérivations, i.e. I'espace des applications K-linéaires

v: A— DRk Ss[Qx(A)]
telles que pour tous a et b appartenant a A,

p(ab) = ¢(a) - 1a(b) +7ala) - ¢(b).
On notera que le crochet de deux dérivations X et Y de Sy [Q2x(A)]
est la dérivation
(X, Y]=XoY —-YoX.

Théoreme 1. L’application

oa: Derg(Sa[Qx(A)]) — Dery, (A, D®g Sa[Qk(A)])

X — (id@ X X) 0 YA

est un isomorphisme de Sa [ (A)]-modules.

Démonstration: On vérifie que 04 est Sa [Q2x(A)]-linéaire.

- L’application o4 est injective: en effet, si X € Derg(Sa [Q2x(A)])
est tel que (idp ® X) oy4 =0, alors on a X(a) = 0 et X [da/k(a)] =
0 pour tout a € A. Comme A et Qx(A) engendrent la A-algebre
Sa[Qx(A)], on conclut que X = 0.

- L’application o4 est surjective: en effet soit ¥V : A — D ®g
Sa [Qk(A)] une y4-dérivation. Pour tout a € A, il existe deux applica-
tions K-linéaires fo: A — Sa[Qx(A)] et f1: A — Sa[Qx(A)] telles
que

Y(a) = ]-]D) (24 fo(a) +e® fl(a).
L’application

Ya:A—D®k Sa[Qx(A)],ar— lp®@a+e® fola),
est un homomorphisme de K-algebres et on vérifie que 1’application
Y :A— Dk Ss[Qx(A)],ar— 1p®@da/x(a) +e® fi(a),

est une y4-dérivation.

En munissant D @k S [k (A)] de la structure de A-module définie
par ’homomorphisme d’algebres 74, alors il existe une application A-
linéaire et une seule

Yo : Qg(A) — D@k Sa[Qk(A)]

telle que
?OO dA/K = 7
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Comme la A-algebre D ®p Sa [Qx(A)] est commutative, on déduit
I’existence et I'unicité d’'un homomorphisme de A-algebres

Y1 Sa [Qx(A)] — D@k Sa[Qx(A)]

tel que pour tout a € A, on a Yi(a) = 7a(a) et Y] [dajx(a)] =

Yo [dasx(a)] = ¥(a).
L’application

X = (" @ idsyfar(ay) © Y1 : Sa [Qx(A)] — Sa [Qx(A)]

est une K-dérivation. Pour tout a € A, on vérifie qu'on a X (a) = fo(a)
et X [da/k(a)] = fi(a). Ceci donne

[(idp @ X)ovya] =Y.

D’ou la surjectivité de 4. m

Lorsque M est une variété lisse, la C'°(M )-algebre symétrique
Sceo(uy [Qr(C(M))]

du C*(M)-module Qg(C*(M)) va jouer le role de 'algebre C>°(T'M)
des fonctions numériques de classe C*®sur T M.
Compte tenu du théoreme précédent, en notant

I'injection canonique, on dira que le triplet (A,i,S4 [Qx(A)]) est la
version algébrique du fibré tangent ou que S [Qx(A)] est la version
algébrique du fibré tangent. Lorsque M est une variété lisse, ce triplet
va jouer le role du triplet

(TM, 77, M)

ol
ay cITM— M
est le fibré tangent.

2.1. Prolongements a S4 [Q2x(A)] des dérivations de A.

Proposition 2. 5%
0:A— A

est une dérivation de A, alors il existe une K-dérivation et une seule
01 S [Qk(A)] — S [ (A)]
telle que pour tout a € A,
64 (a) = 0(a) et 64 [dA/K(a>] = da/i [0(a)] .
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De plus, application

Derg(A) — Derg(Sa[Qx(A)])
0 — 64

est un homomorphisme de K-algebres de Lie.

Démonstration: On vérifie que I'application
yao0l:A— DRk Sy [Qx(A)]

est une y4-dérivation. On déduit du théoreme 1 I'existence et 'unicité
d'une K-dérivation

04 : Sa[Qx(A)] — Sa[Qx(A)]
telle que
(idp ® 0*) o y4 = ya00.

Pour tout a € A, on a 84(a) = 0(a) et 64 [da/k(a)] = da/x [0(a)).
On vérifie que 'application

Derg(A) — Derg(Sa[Qx(A)])
0 — 64

est un homomorphisme de K-algebres de Lie. m
On dira que la dérivation § est le prolongement & Sy [Qx(A)] de la
dérivation 6 de A.

2.2. Dérivation de Liouville. L’application

d:D — D
r=A1p+p-e — p-¢c

est une K-dérivation. Ici, A et p sont des éléments de K.

Proposition 3. [l existe une K-dérivation et une seule
O+ S [Qe(A)) — Sa [ (A)]
telle que pour tout a € A,
Cla) =0 et C [dajk(a)] = dak(a).
Démonstration: On vérifie que I'application
(d®@idg o)) 074 A— DK Sa[Qk(A)]

est une y4-dérivation. On déduit du théoreme 1 'unicité et 1'existence
d’une K-dérivation

C: Sa[2x(A)] — Sa[Qx(A)]

telle que
(idp ® C) 04 = (d ®ids [, (a)]) © VA
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Pour tout a € A, il sensuit que C(a) = 0 et C' [da/x(a)] = da/x(a).
|

On dira que la dérivation C' est la dérivation de Liouville ou dérivation
canonique. Cette dérivation, en géométrie différentielle, joue le role du
champ de vecteurs sur le fibré tangent a une variété lisse engendrant le
groupe des homothéties sur les fibres.

Remarque 4. Pour p € N, si S%[Qx(A)] est la p-iéme puissance
symétrique du A-module Qg (A), alors pour tout f € S% [Qx(A)], on a

clf)=p-I.
Ce qui signifie que pour tout f € Sa[Qx(A)], on a
C(f) =0

si et seulement si f € A.

Proposition 5. Si § € Derg(A), alors le crochet
[#%,€]
est nul.

Démonstration: Pour tout a € A, on vérifie que
[07.C] (a) =0
et
[04,C] (da/k(a)) = 0.
Comme A et Qx(A) engendrent la A-algebre Sa [Qx(A)], on déduit
que [0A7C’} =0. m
2.3. Structure de D-module sur Derg (S [Qx(A)]).

Proposition 6. Si X € Derg(Sa[Qx(A)]), alors il eziste une K-
dérivation et une seule

- X :Sa[Qk(A)] — Sa[Qk(A)]
telle que pour tout a € A,
(e-X)(a) =0 et (e X) [dajx(a)] = X(a).
Démonstration: Soit

JT) — D
a-lp+0-¢ — «a-¢€

la multiplication par € dans . Pour tout X € Derg(Sa[Q2x(A)]), on
vérifie que I'application

(He ® X)0oya: A — D@k Sa[Qx(A)]
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est une y4-dérivation. On déduit du théoreme 1 I'existence et 'unicité
d’une K-dérivation
- X :S4[Qk(A)] — Sa[Qk(A)]
telle que
(idp @+ X)oya = (e ® X) 0va.
Pour tout a € A, on a (e - X)(a) =0 et (e- X) [da/x(a)] = X(a). =

L’application
C:D x Derg(Sa[Qk(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])
qui & (a-1p+ B -¢,X) appartenant & D x Derg(S4 [Q2x(A)]) associe
I'élément aX + ¢+ (8X) de Derg(Sa [Q2x(A)]) définit une structure de

D-module sur Derg(Sa [Qx(A)]).
L’application

L.: Derg(Sa[Qx(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])
X — e- X

est un morphisme de Sy [Qx(A)]-modules et est telle que
L2 =0.

L’application L. joue le role de la structure presque tangente en
géométrie différentielle. En effet, lorsque X(TM) est le C°(TM)-
module des champs de vecteurs sur TM ou M est une variété lisse
de dimension n, il existe [3] un tenseur de type (1,1)

J:X(TM) — X(TM)

de rang n tel que
J? = 0.
L’endomorphisme
L. : Derg(Sa[Qx(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])

est la version algébrique de la structure presque tangente J.
Proposition 7. Si 0 € Deryg(A) et si X € Derg(Sa[Qx(A)]), alors

[(9’4,8 . X] =c- [GA,X] .

Démonstration: Pour touta € A, ona ([0, e X]—¢-[04, X])(a) =

Oet ([04,e- X]—e-[04, X])(da/k(a)) = 0. Comme A et Q(A) engen-

drent la A-algébre S4 [Q(A)], on conclut que [#4,e- X] =¢- [4, X].
]

On a aussi:



FIBRE TANGENT IMHOTEP, VOL. 7, N°1 (2007), 1-14 9

Proposition 8. Si X et Y appartiennent a Derg(Sa [Q2x(A)]), alors
- X, e Y]=ec-[e-X,)Y]+e - [X,e-Y].
Cette expression, en géométrie différentielle, signifie que la structure

presque tangente J est intégrable.

2.4. Dérivations spéciales. Une dérivation X de Sy [Q2x(A)] sera
dite dérivation spéciale si pour tout a € A,

X(a) =da/k(a).

Les dérivations spéciales jouent le role des champs de vecteurs semi-
sprays en géométrie différentielle.

Proposition 9. Une dérivation X € Derg(Sa [Qx(A)]) est une dérivation
spéciale si et seulement si

e- X=0C,
ou C' est la dérivation de Liouville.

Démonstration: Si X € Derg(Sa[Q2x(A)]) est une dérivation
spéciale, pour tout a € A, on vérifie que (¢ - X — C)(a) = 0 et
(e- X —-0C) [dA/K(a)] = 0.

Inversement, si X € Derg(Sa[Q2x(A)]) est une dérivation telle que

e- X =0C,
pour tout a € A, on a
(6 . X) [dA/K<CL)] = C [dA/K((I)]
X(a) =da/k(a).

On conclut que X est une dérivation spéciale. m

L’existence des dérivations spéciales n’est pas toujours assurée.

Théoréme 10. Sile A-module Qx (A) est projectif, alors Derg (Sa [Qx(A)])
admet des dérivations spéciales.
Démonstration: L’application
dA/K A — SA [QK(A)]
a +— da/k(a)

étant une K-dérivation, alors il existe une application A-linéaire et une
seule

dA/K . QK(A) — SA [QK(A)}
telle que pour tout a € A,

m [dA/K(a)} = dA/K(a).
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En munissant D®x S [Qx(A)] de la structure de A-module définie par
va, I'application
1p @ idsajax ) 0 DOk Sa[Qx(A)] — Sa[Qx(A4)]
Ip®f+e®yg — f

est A-linéaire et surjective. Comme le A-module 2, (A) est projectif,
il existe ainsi une application A-linéaire

telle que
(Ip @ ids,jax(a)) ©Y = dasx.
Pour a € A, en écrivant
Y [dajk(a)] = 1p® fo [da/k(a)] + e @ fi [dajx(a)],

ou fo: Qg(A) — Sa[Qk(A)] et f1: Qr(A) — Sa [Qx(A)] sont deux
applications K-linéaires, on a fy [dA/K(a)} = da/k(a). On vérifie que
I’application
Yo dA/K : A — D ®K SA [QK(A)]
a +— Y [dA/K(a)}

est une y-dérivation. Soit
X 1S4 [Qxk(A)] — Sa[Qk(A)]
I'unique K-dérivation telle que
(tdp @ X)oya =Y odyk.

Il s’ensuit que, pour tout a € A, on a X (a) = dajx(a) et X [da/x(a)] =
i [d A/ K(a)]: ceci signifie que X est une dérivation spéciale. m

Dans toute la suite, le A-module Qx(A) est supposé projectif et toute
dérivation spéciale est notée S.

2.5. Caractérisation des prolongements a S, [2x(A)] des dérivations
de A.

Proposition 11. Une dérivation X € Derg(Sa[Qx(A)]) est le pro-
longement a Sa [Qx(A)] d'une dérivation de A si et seulement si pour
tout Y appartenant a Derg(Sa [Qx(A)]), les deux propriétés suivantes
sont satisfaites:

1) [X,e-Y]=¢-1X,Y];

2) [X,C] =0.
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Démonstration: La condition nécessaire découle des propositions
et T.
Réciproquement, comme

[X’ C] =0,

pour tout a € A, on a C'[X(a)] = 0, et compte tenu de la remarque 4,
on déduit que

X(a) € A.

Ainsi, X admet une restriction # a A i.e. # = X/A. Pour tout a € A,
on a donc: X (a) = 0(a) = 04(a).

En prenant pour Y une dérivation spéciale S et compte tenu de
I'hypothese, on a [X,e-5] = ¢ [X,S]. Ceci signifie que [X,C| =
e+ [X,S]. Comme [X,C] =0, on déduit que ¢ - [X,S] = 0. D’ot pour
tout @ € A, on a0 = (¢-[X,5])(da/k(a)) = [X,S5](a). On obtient:
X [da/x(a)] = 6" [dask(a)] pour tout a € A. On déduit que

X =94,

D’ou 'assertion. m

3. PROJECTEURS VERTICAUX

Dans cette partie, le fait que le A-module Q(A) soit supposé projec-
tif va nous permettre de construire des sous-modules supplémentaires
du sous-module vertical de Derg(Sa [Q2x(A)]).

3.1. Dérivations verticales. Une K-dérivation X € Derg(Sa[Qx(A)])
sera dite dérivation verticale si pour tout a € A,

X(a) =0.

La dérivation de Liouville C' est une dérivation verticale et deux dérivations
spéciales different d’une dérivation verticale. Lorsque X est une dérivation
de S4 [Qk(A)], alors € - X est une dérivation verticale. L’ensemble V4
des dérivations verticales de Sy [Qx(A)] est a la fois un Sy [Qx(A)]-
sous-module et un D-sous-module de Derg(Sa [Qx(A)]): il est aussi
une K-sous-algebre de Lie de Derg(Sa [Qx(A)]).

Les dérivations verticales jouent le role des champs verticaux sur le
fibré tangent en géométrie différentielle.

Proposition 12. Si X est une dérivation verticale et si S est une
dérivation spéciale, alors

e-[X,5]=X.
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En particulier pour toute dérivation quelconque Y de Sy [Qx(A)] et
pour toute dérivation spéciale S, on a

e-le-Y,S|=¢-Y.
Démonstration: La démontration ne présente pas de difficultés. m

Proposition 13. Pour X € Derg(Sa[Qx(A)]), les assertions suiv-
antes sont équivalentes:
1) X est une dérivation verticale;
2) il existe une dérivationY € Der(Sa[Qx(A)]) telle que X = e-Y';
3)e- X =0.

Démonstration: 1) = 2) Comme X est une dérivation verti-
cale, pour toute dérivation spéciale S et compte tenu de la proposition
précédente, on a

X =e-[X,95].

En posant Y = [X,S],ona X =¢-Y.

2) = 3) Si X € Derg(Sa[Qx(A)]) est de la forme X =¢-Y, on a
immédiatement € - X = 0.

3) = 1) Si X € Derg(Sa[Qx(A)]) est une dérivation telle que

e- X =0,
alors pour tout a € A, on a
0= le- X](dask(a))
= X(a).

On conclut que la dérivation X est une dérivation verticale. m

3.2. Projecteurs verticaux. Lorsque M est une variété lisse, une
connexion non linéaire sur M est la donnée d’'un supplémentaire du
C*°(T M )-module des champs verticaux pour la fibration

Ty ITM— M
[4],[5].

Dans ce qui suit, on va associer, a une dérivation spéciale, un supplémentaire
du Sy [k (A)]-module des dérivations verticales dans Der (S4 [Qx(A)]):
ceci jouera le role de connexion non linéaire en géométrie différentielle.

On vérifie que pour tout X € Derg(Sa [Q2x(A)]), application

(X, L. : Derg(SalQx(A)]) —  Derg(Sa[Qx(A)])
Y — [X,e-Y]—¢e-[X,Y]

est un endomorphisme de Sy [Qx(A)]-modules.
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Un projecteur vertical sur Derg (S [Q2x(A)]) est un endomorphisme
de S4 [Qx(A)]-modules

v Derg(Sa[Qk(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])

vérifiant:

1) Pour tout X € Derg(Sa[Qk(A)]), v(X) est une dérivation verti-
cale;

2) Pour toute dérivation verticale Y, on a v(Y) =Y.

Théoréme 14. Si S est une dérivation spéciale de Sy [k (A)], alors
lendomorphisme de S4 [Qx(A)]-modules

v: Derg(SaQx(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])

avec
1 .
v = §(ZdDerK(sA[QK(A)}) + 1[5, L.])

est un projecteur vertical sur Derg(Sa [Qx(A)]).

Démonstration: Pour tout X € Derg(Sa[Q2x(A)]), si S est une
dérivation spéciale et compte tenu de la proposition 12, on a

e (X +[S, L] (X)) = 0.

Ceci signifie que la dérivation X + ([S, L.])(X) est une dérivation ver-
ticale, i.e. pour tout X € Derg(Sa[Qx(A)]), la dérivation v(X) est
une dérivation verticale.
Lorsque X € Derg(Sa[Qx(A)]) est une dérivation verticale, on a
X+ ([S, L) X) =X+ [S,e- X] —¢-[5, X]
=X+[Se - X]+e-[X,S9].
Comme la dérivation X est verticale, onac- X =0et e-[X,5] = X.
Ainsi
X+ ([S L)(X) = 2- X,

c’est-a-dire

2-v(X)=2-X.
Comme le corps K est de caractéristique nulle, on déduit que
v(X) = X.
On conclut que
1.
v = §(ZdDerK(SA[QK(A)}) + 15, L)

est un projecteur vertical sur Derg(Sa [Qx(A)]). =
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Dans ce cas, le projecteur horizontal est
h: Derg(Sa[Qx(A)]) — Derg(Sa[Qx(A)])
avec

1 .
h = E(ZdDerK(SA[QK(A)]) —[S, L.]).

Le projecteur vertical joue le role de connexion non linéaire sur le

fibré tangent en géométrie différentielle.

[9]
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