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Introduction

Dans la théorie des feuilletages, I'étude des feuilletages riemanniens occupe une place
prépondérante de par les travaux de nombrenx Mathématiciens (B. REINHART. I
MOLINO, A. KACIMI, E. GHYS,...). Parmi d’autres sujets d’études dans le domaine
figure en bonne place l'extension de feuilletages riemanniens. Un feuilletage viemannicn
F admet une extension F' si F C F' (chaque feuille de F est contenue dans unc feuilic

de F').

En effet, pour résoudre un certain nombre de problémes sur des structures (structures
algebriques, topologiques, géométriques,...) il est parfois nécessaire de les " plonger” dans
des structures du méme type ”"plus grandes” et d’étudier les problémes ainsi posés. Cettc
méthode est aussi utilisée pour des structures feuilletées. Ainst CAIRNS a moutré dans
[C'ai] que si un feuilletage riemannien {ransversalement orientable F admet une extension
F' de codimension impaire alors sa classe d’Euler fine est nulle. Cela permet par excrupic
de donner une obstruction a I'existence de flots riemanniens admettant une extension de
dimension 2 sur des 3-variétés compactes et simplement connexes.

Dans le méme sens, dans [Moll] MOLINO a montré que sur une variélé A/, si un
G-feuilletage de Lie F admet une extension F' telle que F soit dense dans F' et si F’
est invariant par l'algebre de Lie des champs feuilletés £ (M, F), alors le feuilletage F'
est de Lie et définl par un sous-groupe normal de (. Ce résultat a permis de montrer quc
si F est un G-flot de Lie a feuilles denses sur une variété connexe et compacte A alors.
ou bien G est abelien ([G,G] = 0), ou bien [G,G] = G et le premier nombre de Betti do
A est nul. Mals on sait que le second cas ne peut se présenter. C'e qui montre le rapport
entre cette notion d’extension de fenilletages et le théoréme de Yves CARRIERI sur les

flots de Lie & feuilles denses.

Il est donc & priori intéressant d’étudier une extension particulicre d'un {lot ricman-

nien, celle de dimension 2, ou d’une maniére générale un drapeau § = {F,, ..., F,} dc



feuilletages riemanniens c’est-a-dire une suite F, ..., Fp d'extensions d'un flot rienianicn.
JF1 ol chaque F; est un feuilletage riemannien de dimension i tel que F; C Fy |, pour

tout 7 € {1,...,p}.
L’objet de ce travail est I'étude de tels drapeaux sur les variétés compactes.

Ainsi, nous montrons principalement que tout drapeau de feuilletages riemanniciis
§ = {F,,..., Fp} sur une variété connexe et compacte , pour lequel le flot F) est a feuilles
denses est conjugué a un drapeau de feuilletages linéaires du tore. Par un contre exeniple,
~nous montrons que la densité du flot F; est nécessaire pour que le drapean § ={F,..... F, |

soit conjugué a un drapeau de feuilletages linéaires du tore.

On sait que dans I'étude des feuilletages riemanniens, les feuilletages de Lie jouent un
role trés important. Il est donce naturel d’étudier les drapeaux constitués de fcuilletages
de Lie. Pour de tels drapeaux, nous établissons le résultat suivant:

Soit § = {F1,...,Fp} un drapeau de Gj-feuilletages de Lic de groupes d’holonomie
I'; sur une variété connexe et compacte M, alors il existe un I';-morphisme de groupes
unique §; de G; sur Gy tel quer Dy = 6,0 D; et Tyyy = 6,(T); ou D; désigue
Iapplication développante du G;-feuilletage de Lie F;. Nous déduisons de ce résultar uc
tout drapeau de feuilletages de Lie a feuilles denses sur le tore T" est linéaire. (Coci
est un cas particulier de notre principal résultat cité ci-dessus. Nous lerminons par e
classification des drapcaux de feuilletages de Lie sur les varicétés connexes, compuactes ¢

orientables de dimension 3.

Notre travail est organisé de la facon suivante: Le chapitre 1 est consacré aux résul-
tats sur les structures transverses des feuilletages, résultats indispensables pour la suite.
Le chapitre 2 est consacré a 1'étude des drapeaux de feuilletages riemanuiens. (est
dans ce chapitre que nous démontrons notre principal résultat et donnons le conire-
exemple précité. Fnfin le chapitre 3 traite des drapeaux de feuilletages de Lie. Dans cc
chapitre nous démontrons notre deuxiéme résultat et donnons a la fin, la classification

des drapeaux de Lie sur les 3-variétés connexes, compactes et orientables.



Chapitre 1: FEUILLETAGES ET STRUCTURES TRANSVERSES.

Dans ce travail, toutes les variélés, applications, formes. champs dooveotomre o

supposts de classe O et toules les variélés sont connexes ¢l paracoipacto o

séparées et & base dénombrable douverts). A est unc variété différentiable connexe de

dimension 7.
Ce premier chapitre est consacré aux résultats sur les structures transverses des

feuilletages, indispensables pour la sulte.

1.1- Préliminaires.

1.1.1- Définmition. Un feuilletage F de codimension ¢ sur unc varieté A/ de diner
sion n, est la donnée d'un recouvrement ouvert U = (U/,), ; de M et dune Loniile

diffitcomorphismes ¢, : U; — R" = RPXRY tels que sur chaque intersection U; N, 6L e
. i~ 1 . .
changement de coordonnées ¢ o ¢ (v, y) = (z',3/) soit de la forme:
= (ry) Y= yly) o (zy) € R = RPXRY des 5, sont des
diflléornorphismes locaux de R et les ¢,; des submersions de RFxR? dans 2P,
Ce qui signifie que limage par ¢ o ¢, de tout sous-cspace horizontal d'acia i
‘e qui signifie que mage par ¢ o ¢, de tout sous-cspace horizontal d'éauation.

y = constante dans R™ est contenu dans un espace horizontal du méme type.

La [amille {U;, ¢, } est appelée atlas feuilleté pour le feuilletage F.




Pour tout ¢ € I, Papplication f; =po ¢, : U; — R est une submersion

ou p: RPF? — RY est la seconde projection de R™ sur RY.

Sur U;NUj,ona f; =70 fi

Le recouvrement U = (U;)ier , la famille de submersions (f;)ics et les difféomor-
phismes locaux +,; caractérisent complétement le feuilletage F sur M.

Les composantes connexes des fibres de f; sont les plaques de F dans U; et forment une

base d’une topologie 7 sur la variété M pour laquelle M est une variété différentiable
"de dimension p. Cette topologie est appelée topologie des feuilles et les composanics

connezes de (M, T) sont les feuilles de F; elle est plus fine que la topologic usuclle de

M. On dit aussi que F est un feuilletage de dimension p (p + ¢ = n) sur M.

1.1.2- Feuilletages et systemes différentiels.

1.1.2.1- Définition. Un systéme différentiel de classe C” et de dimension p sur une
variété différentiable M, est la donnée en chaque point z de M d’un sous-espace I, de

T, M de dimension p tel que; pour tout z, € M, il existe un voisinage ouvert [/ de

dans M: X, .... X,. p champs de vecteurs sur U/ et linéaireruent mdépendants de classe
) 19 ) D>
CTengendrant le sous-espace £, en tout point y de U. Iy =< Xy, X, >, .

Notons scp = {X € (M), X, € F,}

1.1.2.2- Définition. Soit F' un systéme différentiel de classe C” et de dimension p
sur M. Une variété intégrale de F' est une sous-variété immergée W de M de dimcusion
p telle que si i : W — M est 'immersion de W dans M alors
di(z)(T,W) = F,,



1.1.2.3- Définition. Soit I un systéme différentiel de classe C7 et de dimcusion
p sur M. On dira que I est complétement intégrable si par tout point = de M, passc
une variété intégrale. Les sous-variétés intégrales maximales [orment dans ces conditions
une partition de M en sous-variétés connexes de dimension p c¢’est-a-dire un feudlclag:

de dimension p de M et on a 'équivalence sulvante:

1.1.3- Théoréme [Mol2|. La donnée d'un feuilletage de dimension p sur M est
équivalente & la donnée d’un systéme différentiel de dimension p sur M, complétement

intégrable.

On dira qu'un champ de vecteurs est tangent au feuilletage si et sculement s, il cs!
tangent aux feuilles de F en chaque point ot il est défini. T[’ensemble des champs de
vecteurs tangents au feuilletage F est un sous-fibré du fibré tagent 7'M appélé fibrd

tangent & F. Le quotient QF = TM/TF est le fibré transverse du feuilletage F .

1.1.4- Théoréme de Frobenius [Mol2]. Soit F’ un systéme différentiel de classe C"

et de dimension p sur M. Les propositions suivantes sont équivalentes:

1) I est completement intégrable;

i7) st X et Y sont des champs de vecteurs tangents & F, alors le crochet [X, Y]
est auss] tangent a F, c'est-a-dire que 3 est une sous-algébre de Lie de s (M);

iit) Pour tout z, € M, il existe une carte (U, ) de M contenant x,; w,, ...,
(n — p) l-formes différentielles sur U engendrant en tout point z de U, le sous-espuc:
(Fp)t C TrM telles que si Jy = {w € AY{U,R), w :i By N w; i=1,.,n} alors
dJy C Jy. "

Les (8;,);; ¢tant des 1-formes différentielles définies localement sur U

et dJy = { dw, w € JU}



1.1.5- Exemple.
1- Tout champ de vecteurs différentiable X sans singularité sur M détermine un
systeme différentiel de classe C*° et de dimension 1 sur M c’est-a-dire un feuilletage de

dimension 1 sur M.

2- Soit w une 1-forme différentielle sans singularité sur M. Le sous-fibré I corresporn-
dant a pour fibre au point € M le sous-espace de codimension un F, = Kerw(x).
Le sous-fibré I définit un feuilletage sur M si et seulement si 1l existe une 1-forme 4
“telle que dw = G Aw. Ce qui est équivalent a dw Aw = 0.
En particulier si w est fermée ( dw = 0), elle définit un feuilletage de codimension wrn.
Si M est compacte, toutes les feuilles sont difféomorphes. L’intégration de w au-dessus
des lacets de M donne un morphisme
h:m (M)—R
L’image I' de 7, (M) par h est un sous-groupe de R qu’on appelle groupe d’holonomie
du feuilletage F.
Lorsque M = T? et w = dy — adz qui est clairement une forme fermée, le groupe
fondamental de T? est isomorphe & Z2 et I' = {r +sa : r, s € Z}.
gl

Lorsque a est rationnel, les feuilles sont difféomorphes au cercle S* 5 si a est irrationcl.

elles sont difféomorphes a la droite réelle R et sont toutes partout denses.

1.1.6- Définition. Une fonction différentiable f sur une variété M est dite basique
pour un feuilletage F si, pour tout X € s lalgébre de Lie des champs de vecteurs
tangents aux feuilles, la dérivée X.f suivant X est identiquement nulle ( X.f = 0 pour
tout X € scx ).

Une forme différentielle w sur M est dite F-basique ou basique pour un feuilletage F
s1 pour tout X € sep, on a: ixw = txdw = 0.

L’ensemble Q' (M /F) des 1-formes basiques sur M est un module sur 'anncan

QM /F) = C(M/F) des fonctions basiques sur M.



1.1.7- Proposition. Soit f une fonction basique sur une variété feuilletée (A, F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) f est basique;

ii) f est constante sur chaque feuille.

En particulier st F admet une feuille partout dense, alors toute fonction basique [
est constante sur M et 'anneau Q'(M/F) des 1-formes basiques sur M est un R-espace

vectoriel de dimension, la codimension de F.

1.1.8 Suspension d’un feuilletage par un difféomorphisme.

Soit f : M — M un difféornorphisme d™unc variété M. La variété M, suspension de [
est le quotient de R x M par 'action du groupe discret Z engendré par le difféomorphisinc

(t,z)— (t+1, f(z)). My =Rx M/(t,z) ~(t+1, f(x)).

Dans ces conditions, si F est un feuilletage de codimension ¢ de M invariant par f, lc
feuilletage produit R x F est invariant par I'action de Z et détermine sur M, un feuilletage

Fs de codimension g appelé feuilletage suspension de F par le difféomorphisme f.

1.2- Structures transverses

1.2.1- Définition. Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe C7.
Un pseudogroupe T de difféomorphismes locaux de classe C* (0 < s <7 ) de A cst une
collection { f;, i € I } de difféomorphismes locaux de M de classe C? tels que:

1) lidentité de M, idy : M — M appartient & I" ;

it) st f; : U; — V; appartient 4 I | sa restriction a tout sous-ensemble ouvert dc

son domaine appartient a [';

iti) si f; € I' alors fiterl;
w)si fi, €0, fi:Us—= Vi f;:U; =V et VinV; #1,

7



alors f; o fi: [7HVinV;) — fi(Vin V) appartient & T
v)si f:U — V est un difféomorphisme de M qui coincide au voisinage de

chaque point de U avec un élément de I'; alors f € T.

1.2.2- Définition. Un feuilletage F de codimension g sur M est la dounce d'un

recouvrement ouvert U = (U;);e; de M; d’une famille de submersions (f;)ic; fi: U; — 1

telles que: S1 U; NU; # 0, alors il existe un difféomorphisme local 7;; de T vérifiant

file) = (vy:0 i )(2).

o T est une variété de dimension ¢, appelée variété transverse du leuilletage F

Les difféomorphismes locaux ,; sont appelés changements de cartes ou de coordonnées

transverses et vérifient la condition de cocycle :
Yae (@) = (735 © v41) (), pour tout = € U; NU; NU.
Le systéme {U;, fi, 7,;} est appelé cocycle feuilleté définissant F . Iin outre, les Vi

engendrent un pseudogroupe I' de diffeomorphismes locaux de la variété 79 [God1].

1.2.3- Définition. Ou appelle strucinre transverse & F | toute structure géométrique

sur 1'% invariante par les difféomorphisines locaux v,; ¢’est-a-dire par le pseudogronpe T'

de difféomorphismes locaux engendré par les ;.

1.2.4- Exemples de structures stransverses.
1) S’il existe une métrique ricinannienne g sur 79, Invariante par I', on di

que F est un feuilletage riemannien. Ce premier exemple de structure transverse a ¢té
introduit par B. REINHART dans [Rei]. Dans ce cas, les 7;; sont des isométries locales

de la métrique g.
2) Supposons que T est une variété riemannienne connexe, muni dune métrique

riemannienne g. Soit G un groupe d’isométries de la variété (79, g). On peut imposer &

8



I’ la condition supplémentaire d’étre un sous-pseudogroupe du groupe (. Dans ces con-
ditions, les changements de coordonnées transverses 7, sont des restrictions d'isorétrios
de la variété (17, g) appartenant a G. Ces changements de coordonnées transverscs.
qui habituellement sont définis localement, ont maintenant un caractére global. Lorsqgie

ces conditions sont réalisées, on dit que F admet une (G, T7) - structure ricmannicnie

transverse.
3) Si 'on suppose en plus des conditions de lexemple précédent, que (0w

transitivement sur 79, alors G a la structure d'un groupe de Lic et 79 s’identilic a i
espace homogeéne de ;. On dit alors dans ce cas que F est un feuilletage ricimannic::
transversalement homogene.

4) Sien plus des conditions des exemples 2) et 3), on suppose que G est simplemnen
connexe et agit librement sur 179, on dit que F est un G-feuillelage de Lie. Dans cor

conditions, la variété T7 s’identifie au groupe de Lic G et les «y,; sont les restrictions des
translations a gauche de G.
5) Supposouns que la variété 1Y est parallélisable ¢’est-a-dire quil existe g-chan -

de vecteurs X, ..., X, constituant une base du module s(7) des champs de vectenrs sir

17, Siles champs de vecteurs X, ..., Xy sont invariants par les v,; , on dit que F est wx

Jeutllctage transversalement parallélisablc.
1.3- Feuilletages admettant une (G,79) - structure transverse.
1.3.1- Définition. Soit G un groupe de difféomorphismes d'une variété diflérentiablc

T? . On dit que ¢ opere analytiguement sur la variété T si deux difféomorphismc-

appartenant & G sont égaux dés qu’ils corncident sur un ouvert non vide de 1.



1.3.2- Définition. Soit F feuilletage de codimension ¢ sur une variété A, défini per

un cocycle feuilleté {Us, fi,7,;} de variété transverse 77 On dit que F admet une

(G, T'7)-structure transverse si:

i) Les changements de cartes 7,; sont des restrictions de dilféomorphismes de i
variété T, appartenant & un groupe G ;

i1) Le groupe G opére analytiquement sur 7%,

1.3.3- Proposition [HH]. Soit F un feuilletage admettant une (G,T)-structuic

transverse sur une variété M. Alors il existe :

- un homomorphisme h : 7, (M) — G ;
- une submersion D, définie de M ( revétement universel de M) sur un ouvert e

la variété transverse 19 | équivariante par h et dont les composantes connexes des {ibre-

sont les feuilles du feuilletage relevé F = prF A ]\7, P M — A,

D équivariante par h signifie que : pour tout v € 7, (M) ct pour tout T € J‘\j’, Ol
D(47) = h(x)(D()).

L’application D est appelée application développante de la (G, T7)-structure trans-
verse.

Réciproquement, si 'on se donne un homomorphisme A : 7, (M) — G et une submersio::
D de M sur un ouvert de T, équivariante par h ; le feuilletage défini par D sur A
passe au quotient en un feuilletage sur M admettant une (G, T7)-structurce transversce,

L’image I' = h(w, (M)) du groupe londamental 7, (M) de M par la représentation /.
est un sous-groupe de G appelé groupe d’holonomie du feuilletage F.

Lorsque G est un groupe d’isométries de la variété connexe 1Y, G opére analytique-
ment sur 7% On dit alors que la (G,T7)-structure transverse est riemannienne. Dans

10



ces conditions, on a le théoréme de Ehresmann suivant:

1.3.4- Théoréme [Thu]. Soit F un feuilletage admettant une (G,7T9)-structurc

transverse riemannienne sur une variété compacte M. Alors la variété riemannienne

T est compléte et Iapplication développante est une fibration localement triviale de A/

sur 79,

11



1.4- Feuilletages de Lie.

Les feuilletages de Tie ont été étudiés par FEdmond FEDIDA [Fed2]. Dans cette

partie, nous présentons les définitions et résultats relatifs aux feuilletages de Lic.

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe de dimension ¢. Ou note ¢

son algebre de Lie.

1.4.1- Définition. Une structure de G-feuilletage de Lie de codimension ¢ sur nne
variété M est la donnée :
- d’un recouvrement ouvert U = (U;);.; de M;
- d’une famille de submersions f; : U; — G
- d’une famille d’applications localement constantes g, : f;(U; NU;) — G telles
que 'on ait fi = gij o [; sur chaque intersection U; N U; # 0.
Un G-feuilletage de Lie est donc un feuilletage admettant une (G, G)-structure transversc,

On a la proposition suivante :

1.4.2- Proposition [F'éd2]. Soit F un G-feuilletage de Tie sur une variété M. Alors

il existe:
- un homomorphisme h: w (M) — G
- une submersion D : M — ( telle que :

1) Le feuilletage F relevé de F sur M est simple et défini par la submersion 1.

2} D est équivariante par h.

12



1.4.3- Proposition [F'éd2]. Une structure de G-feuilletage de Lie F sur une variété 3/
est équivalente & la donnée d’une 1-forme différentielle w sur M a valeurs dans Palgebre

de Lie G de (G telle que :

1) Pour tout z € M, lapplication linéaire w, : T, M — G est surjective ;
2) w vérifie Péquation de Maurer-cartan dw + {w,w] = 0;

3) deux 1-formes w, et w, vérifiant ces propriétés sont lies par la relation

w, = adg(w, ), pour un certain g € G.

En particulier si G est le groupe de Lic RY, le feuilletage F est défint par unc lamille de

I-formes fermées w,, ..., w, linéairement indépendantes en chaque point. Cette proprié(é

nous servira par la suite (Théoréme 2.2). Si M est le tore T" et les 1-formes sont toutes

linéaires, on dira que le feuilletage F est linéaire.

Dans la suite, on suppose la variété M connexe et compacte.

1.4.4-Théoréme de structure [Féd2]. Soit F un G-feuilletage de Tie sur une varicéic
connexe et compacte M. Alors on a :
1) L’application développante est une fibration localement triviale de A/ sur ic
groupe de Lie G.

2) Les adhérences des feuilles de F sont les fibres d’une fibration localement

triviale D : M — G/H ou H = T est I'adhérence dans G du groupe d’holonoruic

U= h(m, (M)).

3) Dans chaque fibre de la fibration D, F induit un H-feuilletage de Lic a

feuilles denses, ou H, est la composante connexe dans [1 de I'élément neutre e.
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1.4.5- Remarque.

1) D’aprés 3) du théoréme 1.4.4, I'étude d'un feuilletage de Lie sur nne variti ¢
compacte M est, modulo une fibration ramenée a celle d'un feuilletage de Lie sar nae
sous-variété fermée de M ayant toutes ses feuilles partout denses.

2) Le groupe d’holonomie I' d’'un G - feuilletage de Lie est étroitement hé a la

structure des feuilles du feuilletage comme montre le corollaire suivant :

1.4.6- Corollaire|[F'éd2]. Soit F un G-feuilletage de Lie sur une variété connexce o
o
compacte M. On a les propriétés suivantes :
1) Les feuilles de F sont difféororphes;
2) Le feuilletage F est & leuilles denses si et sculement si le groupe dholononie

[ de F est dense dans G

3) Le feuilletage F est a feuilles compactes si et seulement si le groupe d’holonomie

I" de F est un sous-groupe discret uniforme de G (G/T" est compacte).

1.4.7- Exemples de feuilletages de Lie.

1- Soit f une submersion d’unc vari¢té Al dans un groupe de Lie (. Alors le feuillet o
défini par [ c’est-a-dire le feuilletage dont les [euilles sont les composantes connexes e
fibres de  f, est un G-feuilletage de Lie sur M.

2- Méthode générale de construction des feuilletages de Lie.

Soient G et H deux groupes de Lie simplement connexes et 1) : G — H uu morphisine

de groupes surjectif. Supposons que G contient un sous-groupe discret uniforme I

14



Le feuilletage de G par les fibres de D est invariant par I'action de I', de plus la varicté
(/T est muni d’un feuilletage naturel. C’est un H-feuilletage de Lie dont I'application
développante est précisement D et dont I'homomorphisme d’holonomie

h:m (G/T)=T — H; est la restriction de D a T

Ce type de construction peut quelque fols étre modifiée. Par exemple, si K ost
sous-groupe compact contenant D7 !(e), alors Paction & gauche de K sur G/T préserve los
[euilles du feuilletage construit. Si cette action est libre, alors on obtient un /f-leuilleta:
de Lie sur la variété K\G/T. Les feuilletages de Lie construits par ce type de méthodes
sont dits de type homogene.

En particulier, si H est un sous-groupe normal, fermé et conuexe de (¢, et si 'homomorptii-
D est donné par la projection D : G — G /H, le feuilletage de (G par ses classes modulo
H posséde une structure canonique de G/ H-feuilletage de Lic . Dans ces conditions. =i
I' est un sous-groupe discret uniforme de G, ce feuilletage détermine un feuilletage sia i

variété quotient compacte M = G /I avec une structure de (' /1-feuilletage de Lic.

S1G =R"et ' = Z", les sous-espaces vectoriels de R"™ de dimension (n—g) lownissc.

des exemples de R?-[eullletages de Lie sur le tore T,

1.4.8- Proposition (Tishler)[(God1]. Une variété compacte possédant un R7-leuilletag:

de Lie est fibrée sur le tore T9Y.

1.4.9- Proposition [Godl]. Une variété compacte possédant un feuilletage de codi-

mension 2 transversalement de Lie est fibrée sur le cercle S*.



1.5- Flots de Lie.

On appelle flot de Lie, tout feuillctage de Lie de dimension un. Les lots de Lie (o les

flots riemanniens) ont été étudiés par Yves CARRIERE dans [CC] et dans [Car].

1.5.1- Exemples de flots de Lie.

1) Flot linéaire du tore.

Soit (2,,...,x,) un vecteur de R" et considérons le sous-groupe & un paranctire du
. ‘ , . £ . .
groupe de Lie R" | défini par = (tz,, ..., tx,). @, est un ot sur R™ invariant par les

translations d’éléments de Z. En projettant sur R"/Z" = T", on obtient un B *-flor

sur le tore T" 1. Ce flot est dit linéaire.

2) Flot propre du tore hyperbolique.

Considérons le groupe de Lie (résoluble) G obtenu en mettant sur lespace R® = R < R*

le produit (t, W), w) = (t+ 1, Au'+u)

ot A est un automorphisme unimodulaire ( A € SL(2,Z) ) & coefficients enticrs d:
plan R? ayant pour valeurs propres A ct % positives ct différentes de 1, ce qui signiflic ¢

L
la trace trA > 2 (par exemple Pautomorphisme d’Anosov ).
12
Solent v, et v, les vecteurs propres associés respectivernent a A et & i
L’algébre de Lie du groupe de Lie G est engendrée par les champs de vecteurs

;o 1 a. o\t 7o y—t e e
X =)o Y =A>Nv; Z=A\"y, avec les crochets :

X,Y]=Y, [X.Z]=-Z; [Y.Z]=0
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Le réseau I' des points entiers de R* est un sous-groupe discret uniforme de (&' avani

pour quotient la variété compacte T% suspension du difféornorphisme du tore T? induit

par A,

T3 =R x T?/(t, u) ~ (L+1, Alu)

appelée tore hyperbolique de dimension 3.
Le sous-groupe a un parametre engendré par Y cest-a-dire la direction "propre”

engendrée par v, est un sous-groupe normal et fermé de G ayant pour quotient le groupe

affine Aff*(R) des transformations affines croissantes de la droite réelle. Af fH(IR)
identifié¢ au groupe de Lie obtenu en considérant sur R?, la loi de groupe
t, 2)t, 2") = (t+t, No'+x)

On en déduit que v, détermine sur T% un flot ¢ de groupe AffH(R), appelé ~ flu:

propre” du tore hyperbolique T% défini par A.
La direction ”propre” engendrée par v, détermine également sur T% un fot o de

groupe Af f*(R), appelé ” flot propre” du tore hyperbolique T% défini par 1.

Nous allons & présent donner les resultats essentiels concernant les flots de Lic.

1.5.2- Théoreéme [CC|[Car|. Soit M une variété compacte et connexe de dimension

n et F, un R"1-flot de Lie sur M. On a les possibilités suivantes :

1) Les feuilles de F, sont les fibres d’une fibration en cercles §!, de la varidic: 1/

sur le tore T7! St—- M — T L
2) Les feuilles de F| ne sont pas fermées, dans ce cas, la variété M est dilfcomorpi

1

au tore T et le ot F, est conjugué & un flot lincaire sur T".

Remarquons que si les feuilles de F, sont fermées, le groupe d’holonomie I' est un

sous-groupe discret uniforme de R™ ! (corollaire 1.4.6 ), les orbites de F, sont alors le=
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fibres d’une fibration D : M — R*'/T et ' =2Z"""

Si les feuilles de F, ne sont pas fermées, CARRIERE [Car] montre que le {lot F| pos-
séde une section A isomorphe au groupe de Lie T" ! et donc, que le flot F, s’obtient par
suspension d'une translation de groupe T" !, La variété M est dans ce cas difféomorphe
au quotient

AxR/(A L) ~ (R(N),t+1) = T",

I étant un diffeomorphisme de T" ! obtenu & partir d’une translation de B!,

1.5.3- Théoréme [Car]. Soit F, un G-flot de Lie & feuilles denses sur une
variété compacte et connexe M de dimension n. Alors on a G = R™™! et il existc un
difféomorphisme de M sur le tore T" qui transporte F, sur un flot linéaire de pente

irrationnelle,
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1.6- Feuilletages transversalement hom ogénes.

Les fewilletages transversalement homogenes ont été étudics par R. BLUMENTIIAL

[ Blu).

(7 est un groupe de Lie simplement connexe; H un sous-groupe fermé de (7.

1.6.1- Définition. Une structure de G/ H-feuilletage homogene de codimension ¢ sur
une variété différentiable M, est la donnée :
1) d’un recouvrement ouvert U = (U;);e; de M ;
2) d’une famille de submersions f; : U; — G/ H;
3) d'une famille de difféomorphismes g;; : f;(U;NU;) — f(U,NU;) telles ques
SiUNU; # 0 alors fi = g0 f.
Les ¢;; sont induits par les translations a gauche de .
Un G/ H-feuilletage transversalement homogene admet donc une (G, G/H )-structuz

transverse. On a donc le résultal suivant :

1.6.2- Théoréme [Blu]. Soit F un feuilletage transversalement homogéne sur une

variété connexe et compacte M et modelé sur un espace homogene G/ H. F le relevemet
de F a M. Alors il existe un homomorphisme h : 7, (M) — G et unc submersion
D:M— G/H équivariante par h , telle que :
1) Les feuilles de F sont les composantes connexes des fibres de [
2) Pour tout élément v € 7, (Al), le diagramme suivant est commutatil
M2 oH
7l L)
M2 G/H
Iel M — M est vue comme automorphisme de revétement et ['élément R (7y) est ¢
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difféomorphisme de G/H induit par la translation a gauche sur G qui a g associe h(7)g.

Lorsque H = {e}, on retrouve la notion de G-feuilletage de Lie.

1.6.3-Exemples.

1- Soit G = SL(2,R) le groupe unimodulaire, K = cac=1, a>1

et soit I' un sous-groupe discret uniforme de SL(2,R).

Le feuilletage de SL(2,R) engendré par K induit sur la variété compacte

M =T\SL(2,R) un SL(2,R)/K = S'-fenilletage homogene.

2- Considérons la variété S? xS! obtenue comme le quotient de R*\ {0} par 'homothétic
h de rapport 2 opérant sur R*\{0}. Ecrivons R® sous la forme C x R et considérons la
restriction D a R*\{0} de la projection de R? sur C.

Le groupe ,(S? x S!) est cyclique. Soit ¢, un générateur qui agit sur R*\{0} par
I'homothétie h et H la représentation de 7, (S? xS') dans le groupe Sirn(C) des similitudes
de C, qui & ¢, associe I’homothétie de rapport 2. La submersion D est équivariante par
rapport & H. Elle définit donc sur $?x S' un flot F, admettant une (Sim(C), C)-structire
transverse.

Le flot F, obtenu est un flot transversalement homogéne. Il a deux orbiles {ermdes.
C’est un flot de Morse-Smale.
La fibration D n’est pas une fibration localement triviale puisque seule la fibre au

dessus de zéro a deux composantes connexes. Le flot F, n’est donc pas riemannien sinon

D serait une fibration (Théoréme 1.3.4).
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1.7- Feuilletages riemanniens.

Les feuilletages riemanniens ont ¢été introduits par Bruce REINHART sous le nomn
de feuilletages a "bundle-like metrics”. Une bundle-like metric ou "métrique quasi-fibrée”
pour un feuilletage F est une métrique riemannienne pour laguelle, la distance entre
les feuilles est localement constante. L’étude géométrique des feuilletages ricmannicns
a été développée par P. MOLINO & la suite de celle qu'il a faite pour les feuilletag -

transversalement parallélisables.

1.7.1- Feuilletages transversalement parallélisables [Mol2].

1.7.1.1- Définition. Soit T une variété différentiable de dimension q. Un parallélisic

sur 7" est la donnée d’un systéme X, ..., X, de g-champs de vecteurs sur 7' formant cn

chaque point une base du module »(7") des champs de vecteurs différentiables sur 7.

1.7.1.2- Exemple. Tout groupe de Lie ' est parallélisable. Un parallélisine éramn
donné par une base de 'algebre de Lie G des champs de vecteurs invariants @ ganche

groupe (.

1.7.1.3- Définition. Un feuilletage F de codimension ¢ sur une variété connexe M ot

dit transversalement parallélisable, s'il existe un cocycle feuilleté {Us, fi,7,;;} définissant

F , de variété transverse T' de dimension ¢, admettant un parallélisme invariant par les

changements de coordonnées transverses 7;; . En particulier, un G-feuilletage de Lic csi
un feuilletage transversalement parallélisable.

Une submersion f d'une variété A sur une variét ¢ parallélisable, définit un feuilletes
transversalement parallélisable.  Sila varicté paralltlisable ainsi donnde nest pas oo
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groupe de Lie, on a un exemple de feuilletage transversalement parallélisable qui n'est

pas de Lie.

1.7.1.4- Théoréme de structure [Mol2]. Soil F un feuilletage de codimension ¢
transversalement parallélisable sur une variété connexc et compacte M. Les adhérences
des feuilles de F sont les fibres d'une fibration localement triviale de M sur une variéié

compacte W. Dans chacune de ces fibres, F induit un feuilletage de Lie & feuilles denscs.

Les adhérences des feuilles de F , définissent un feuilletage noté F et définit par la
relation d’équivalence suivante :

z ety appartiennent & une méme feuille de F si, et seulement si, f(2) = [(y) por
toute fonction basique f.

Pour cette raison, on dit que le feuilletage F est le feuilletage basique défini par F .
que la variété W est la variété basique et que la fibration de M sur W définissant F et

la fibration basique du feuilletage F.

1.7.2- Feuilletages riemanniens.

1.7.2.1- Définition. Soit F un [cuilletage sur une variété M, défini par un cocycic
feuilleté {U;, fi, v, } de variété transverse T', tel gque :
1) La variété transverse 1" est une variété riemanmnienne ;
2) Les changements de coordonnées transverses 7, sont des isométries locales
de la variété T’

On dit que F est un feuilletage riermannien.

Dans ces conditions, si g, est une métrique quelconque sur M, la métrique riemanmnienic
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sur 7" est une identification du fibré tangent T'M & la somme directe des [ibrés taun-
gents T'F et transverse QF = T'M/T'F. On peut alors construire une unique méirique
riemannienne g, sur M, telle que :
a) Les métriques g, et g, corncident sur le fibré tangent T'F ;
b) Les fibrés T'F et QF sont orthogonaux pour la métrique g, ;
¢) La métrique induite par g, sur QF est localement I'image par f; de la métrique

de la variété transverse 7.

Une métrique vérifiant les conditions b) et ¢) est dite quasi-fibrée relativernent a F

ou ”"bundle-like” suivant la terminologic de B. REINHART.

L’existence d’une métrique quasi-fibrée caractérise les feuilletages riemauniens [Keit,
On parle donc indifféremment de feuilletage avec une structure riemannicnne transeos
ou avec une métrique quasi-fibrée.

La distance entre les feuilles de F est localement constante (la métrique quasi-fibrée
sur le fibré normal VF est invariante le long des feuilles).

Pour une variété M, tout feuilletage de Lie est transversalement parallélisable et tout

feuilletage transversalement parallélisable est riemannien.

1.7.2.2- Définition. Un repére transverse orthonormé en un point z de M est une
base orthonormée (Yu, -/\_’ql) de l'espace transverse (J,, que l'on regardera comimne o
isomorphisme linéaire z: RY — 0),.

On note My l'ensemble des repéres transverses orthonormés aux diflérents pounts do
Met p,: Mp— M, laprojection qui & un repére transverse orthonoriné en un point
x fait correspondre . My est un fibré principal de base M et de groupe structural
le groupe orthogonal O(q,R) et appelé fibré des repéres transverses orthonormds de la
variété feuilletée (M, F).

Notons F,. le feuilletage relevé de F a M.
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1.7.2.3- Théoréme [Mol2]. Soit F un feuilletage riemannicn sur wie variéte compe
M. Alors, le feuilletage F,.  induit par F sur la variété My des repéres transvers -
orthonormés est transversalerment parallélisable et vérific les propriétcs suivantes:
i) Les [euilles de F et F, ont méme dimension:
it} Taction de O(q.R) sur 4/ laisse F.

L Invariant;

i17) Une feuille de F,. se projette sur une feuille de F par p, : My — Af.

1.7.2.4- Théoréme de structure [Mol2]. Soit F un [cuilletage ricmannicn sur wie
_variété compacte M. Alors :

1) Les adhérences des feuilles de F constituent une partition de A/ en sous-
varlétés compactes minimales pour F;

2) Louvert %, formé des feuilles du feuilletage F ayant une adhérence de dime-
sion maximale 7, est dense dans M. Ces adhérences constituent un feuilletage rienwnnicon
F de 2, dont toutes les feuilles sont compactes:

3) Le leuilletage induit par F sur I'adhérence d'une [euille est un fenilletage rie-
mannien transversalement localement homogene G/ H ol H est un sous-groupe connexc:

et fermé de G le groupe structural de F,.

1.7.2.5- Définition. Un groupe G est dit virtuellement résoluble s'il contient un sous-
groupe résoluble Gy d’indice fini (¢’est-a-dire ensemble GG /Gy est fini ). En particnlic:

les groupes résolubles, nilpotents, abéliens sont virtuellement résolubles.

1.7.2.6- Théoréme [Hael. Soit F un feuilletage ricmannicn & feuilles denses sur e

variété riemanniennc compléte A A groupe londamental 7 (M) virtuellernent résolibic,

Alors F est transversalement homogéne.

1.7.2.7- Remarque. Un feuilletage F admettant une (G, G /[)-structure trausverse

n’est pas forcernent ricmannien. Pour que la (G, 7/ H )-structure transverse d'un feailletas,
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F transversalement homogéne soil riemnannlenne, il faut et il suffit qu’il existe s (e
métrique invariante & gauche qui soit aussi invariante a droite de H. Lorsque H est un
sous-groupe compact de G, une (G, G/ H) structure transverse peut toujours étre rendic
riemannienne [C'ar]. Iin particulier, ceci est vrai si H est trivial, ¢’est-a-dire lorsqu'on o

une (G, G)-structure transverse ou une structure de Lie G-transverse. Un G-leuilletag

de Lie admet done toujours une structure riemannienne transverse. Quitte a cholsit e
métrique sur G invariante a gauche.

Le flot F, de l'exemple 1.6.3-2, n'cst pas riemannien. I'n ellet, Papplication déveloy-
pante D du flot F| n’est pas une fibration localement triviale comme le précise Lo

Théoréme 1.3.4.

Dans le cas d’un flot riemannien, on a les résultats suivants dis & Yves CARRIERI:

1.7.2.8- Théoréme [Car] Soit F, un flot riemannien a feuilles denses sur une varica(
connexe et compacte M de dimension n. Alors la variété M cst dilléomorphe an tore .7

et le flot F| est conjugué a un flot linc¢aire de T

1.7.2.9- Théoréme [Car| Soit F, un flot riemannien sur une variété connexe

compacte M. Alors:

1) Les adhérences des orbites de F| constitucnt une partition de M cn soie-

variétés compactes minimales pour F, ;
2) Sur l'ouvert X, constitué des orbites de F| ayant une adhérence de dimension

maximale r,, ces adhérences constituent un feuilletage riemannien;

1?

s

3) L’adhérence d’une orbite de F, est difféornorphe & un tore;

4) Le flot induit par F, sur 'adhérence d’une orbile est conjugué a un fot lincaie

sur un tore.



Chapitre 2: DRAPEAUX DE FEUILLETAGES RIEMANNIENS.

Cette partie est consacrée & étude des drapeaux riemanniens. Nous montrons e
tout drapeau de feullletages riemanmniens sur une variété compacte et connexe A e

dimension n, pour lequel le flot est & feuilles denses, est conjugué a un drapeau linéaire

sur le tore T".

2.1- Définitions et remarques.

2.1.1- Définition. On appelle drapeau de feuilletages sur une variété M. la donnd.
d’'une suite §F = {F,..., Fp} on, pour tout 7 € {1,...,p}, F; est un feuilletage de dimension
i sur M et tel que F; C Fip1(Clest-a-dire que chaque feuille de F; est contenue dans e

feaille de Fipq).

On dira que F est un drapeau riemannien (resp. de Lie) si tout feuilletage F, ¢st

riemannien (resp. de Lie). L'entier p est la longueur de §.

2.1.2- Remarque. Pour tout drapeau de feuilletages § = {F,, ..., F, } on ales propricics
sulvantes:

1- Les feuilles de F; sont saturées pour F;, pour tout 1 < j <4 < p (toute feuille
de F; est une réunion de feuilles de F; ).
2- S1 Fj est a feuilles partout denses alors pour tout 1 < j <4 < p, Fj est o

feuilles partout denses. En particulier, si le flot F) est a feuilles partout denses, on dira

que le drapeau § = {F,,..., F,} est un drapeau de feuilletages a feuilles denscs.
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2.1.3- Probléme d’existence

2.1.3.1- Définition. Une variété différentiable M de dimension n est dite totalement
parallélisable si et seulement si 1l existe n champs de vecteurs X, ..., X, lincaircmemn

indépendants en tout point de M tels que [X;, X;] = a,; X, 4+ b;X; on ay, by, sont des
[onctions C* et 1, j € {1,...,n}.
D’aprés le théoréme de Frobenius 1.1.4) on constate que toute varicté A totalemen:

parallélisable supporte un drapean de fenilletages transversalement intégrables (le b

transverse est intégrable).

Les variétés R, T", T (tore hyperbolique de dimension n) sont totalement paral-

lélisables. Elles supportent done des drapeaux de feuilletages.

Sur le tore T" par exemple, on peut remarquer que tout point est repéré par les angle-

au centre #,,...,0,. Les champs de vecteurs —031 e 0% sont linéairement indépendeaii-
n

. ; 093 : g : s charmns o

en tout point et vérifient [f)f)i’ 001] = 0 pour tout i, 7 € {1,...,n}. Ces champs dc

vecteurs linéaires définissent un drapeau § = {F,, ..., Fn} de feuilletages lincaires. done

riemanniens sur le tore T" ou chaque F; est engendré par les champs (53—1, e ﬁ)
13

2.1.4- Définition. Soient M et N deux variétés munies respectivernent de deux

drapeaux § = {F,,....Fp} et V = {v,,...,vp} de méme longueur p. On dira que §
et V sont conjugués, s’ existec un difféomorphisme h : N — M tel que, pour tow

ie{1,..,p}, onait v; = h*(F;).

denses sont conjugués & un méme modéle comme le montre le théoréme suivant:
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2.2- Théoreme. Soit § = {F, ..., Fp} un drapeav de fcuilletages ricmanniens see
une variété connexe et compacte M avee Fy a feutlles denses. Alors § esl conjugud «
un drapeau de feuillelages de Lie Linéaires sur le tore T". Cela signifie qu’il exisle un
difféomorphisme h : T" — M tel que chagque h*(F;) soit un R feuilletage lincaire o
feuilles denses sur T™.

Démonstration

1) D’apres le théoréme 1.7.2.8, il existe un difféomorphime h : T" — M tel que
v, = h*(F,) soit un flot linéaire sur le tore T", ¢’est-a-dire v, a pour courbes intégrales

n .
celles d'un champ de vecteurs X =) adﬁ ot les a4 sont des constantes réelles.
—1 8

Pour un tel flot, le module Q'(M /v,) des 1-formes basiques de degré un sur Panncau
Q°(M /v,) des fonctions v,-basiques est un R- espace vectoriel de dimension n — 1 ayant
une base { 7,,...,7Tn—1 } ol toute 7, est une 1-forme basique linéaire.

Le difféomorphisme h transporte la métrique riemannienne de départ sur M en unc

métrique riemannienne sur le tore T™ pour laquelle le drapeau V = {v,,...,v,}

ou v; = h*(F;) pour tout 7 € {1,...,p}, est riemannien.

Nous allons montrer que tout v; € {v,,...,v,} (qui est a feuilles denses puisque F;

Uest) est en fait un R" *-feuilletage de Lie.

2) Le groupe fondamental 7, (T") est isomorphe & Z" , donc virtuellement résoluble
d’apres la Définition 1.7.2.5. Soit i € {1,...,p} et considérons le feuilletage v; sur T
D’aprés le théoréme de A. HAEFLIGER (Théoréme 1.7.2.6 ), il existe un groupe de Lic
connexe et simplement connexe G, un sous-groupe connexe fermé H et une représenta-

tion & image dense p : Z" — G tel que le diagramme suivant soit commmutati{
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R 2, G/H
vl Lo(y)
rR* -2, G/H.
On en déduit que G est abelien et donc un R* ( puisque simplement connexe); il en
découle que H est nécessairement un R ot U'entier [ est tel que k—1 = n—1, donc espace
homogene G /H est en fait le groupe abelien R*™%. Les feuilles du feuilletage reléve ;&

R™ = T" sont les composantes connexes des fibres de I'application développante

D:RY=Tr — RE,

D’autre part, la représentation p : Z" — R induit, par composition avec L

morphisme de projection canonique R¥ — R¥/R! = R"*, une représentation
g 7n R‘nfi

et pour tout y € Z", le diagramme suivant est commutatif

R ~D_) Rn- 1

7l La(y)
R” D Rnfi
Ceci montre que v; est un feuilletage de Lie transversalement modelé sur le groupe de
Lie R™**. Tl est donc défini par des formes fermées w,, ... ,w,; linéairement indépendean o
en chaque point. Soit w 'une d’entre elles; on a iyw = 0 pour tout champ de vectewrs
X tangent & v;. Comme en plus w est fermée et iyw = tydw = 0 c’est-a-dire que w est
basique pour v;, elle est donc aussi basique pour v, (puisque v, est contenu dans v, et

s’écrit donc
n—1
W=y 0;T;.
Jj=1
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ol les 0; sont des constantes réelles (car le R-espace vectoriel des 1-formes hasigne-
pour v, est de dimension n — 1 engendré par 7,,...,7,.1); la 1-forme w est donc lin¢aire
sur le tore T".

Conclusion : Le drapeau V = {v,,..., v} est un drapeau de leuilletages de Lio

linéaires sur le tore T". Ce qui achéve la démonstration du théoréme B

2.3- Exemples.
I- L’hypothése sur la densité du flot F| est nécessaire pour que le drapeau

§ ={F, .., Fp} soit conjugué & un drapeau linéaire comme le montre 'exemple suivei:

2.3.1- Exemple. Considérons la suite Tt = T x T 5 T» LTt ot 0 estoune
submersion surjective. On suppose en plus que 0(0) = 0 et que ¢ n’est pas un morphisiue
de groupes. Solent F| le feuilletage défini par pr, et F, celul défini par 0o pr,.

§ = {F1, Fa} est un drapeau de feuilletages de Lie simples dont le flot F, est lintaiic:
mals ce drapeau n’est conjugué a aucun drapeau linéaire. [n cflet, s’1 Iétaw, 0 o pr.
seralt un morphisme de groupes. Ce qui entrainerait que 0 est un morphisme de grou;,cs.

Ce qui est absurde.

)~ n 1-dc 5 I 1 est pas & feuilles denses, la varicié
2- L’exemnple ci-dessous montre que si le flot F, n'est pas & feuilles denses, la variét
M n’est pas toujours le tore T" méme si elle supporte un drapeau § = {F). Fu} o

feuilletages de Lie avec Fy de dimension 2 a feuilles partout denses.

2.3.2- Exemple. Considérons le groupe de Heisenberg de dimension 3

1 a ¢
H= 01 b |:abcelR
0 01
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Le groupe H est isomorphe au groupe obtenu en considérant sur R* le produit
(a,b,)(d V. )= (a+a b+ V.4 4 ab).

H est connexe, simplement connexe et nilpotent.

L’algébre de Lie ‘H du groupe de Lie fI est engendrée par les champs de vecteurs X
Y et Z vérifiant X)Y]=2Z,[X,Z]=[Y, %2 =0 God |.

Notons H, l'idéal de H engendré par le champ de vecteurs Z et H, Uidéal de H
. engendré par les champs Z et X + oY ou a € R\Q.

On a une suite d’inclusion H D H, D H, et les algébres quotients H/H, ct H/H,
sont des algebres de Lie commutatives ayant pour groupes de Lie simplement connexc-

et commutatifs R? et R respectivemnent.

1 n k
Soit I' = 0 1 m :n, m, k€ Z p le sous-groupe de H des matrices &
0 0 1

coefficients entiers. C’est un sous-groupe discret de /{ ayant pour quotient la nilvaricic

compacte M = H/T" qui n’est pas difféomorphe au tore T .

Les projections H — H/H, et H — H/H, c’est-a-dire les submersions

D :H — R? et Do H — R

définissent sur la variété M = H /T un drapeau de feuilletages de Tie F,C F, avec F.

feuilles partoul denses.
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Chapitre 3: DRAPEAUX DE FEUILLETAGES DE LIE.

3.1- Construction de drapeaux de Lie.

3.1.1- Définition. Soient G et [ deux groupes de Lie et I' un sous-groupe de Lic de

(G. Un morphisme de G sur H est une submersion f : G — H vérifiant:

f(vg) = f(7)f(g) pour tout y € et y € G.

3.1.2- Proposition. Soit F un G-feuillctage de Lic sur wne variété 8, de groupe
d'holonomie T'. 5i 0 est un U~ morphisme de & sur un groupe de Lic H o alors il cxiste sur

M un H-feuilletage de Lie F,, contenant F de groupe d'holonomie T, tel que T, = 0(T)

Preuve. Soit D la submersion équivariante du G-feuilletage de Lie F et /i son

hormomorphisme d’holonomie. Alors Dy = 6 o D est une submersion équivariante por

la représentation hy = 0 o h. Iin effet pour tout T € M et pour tout v € 7, (M),

Dis(oF) = (0.0 DY(E) = 0(D(37)) = 6(h(1) D())

— 00D
= /’I‘H(’yql)// (I)
Le couple ( Dy , hy) définit ainsi sur la variété M un [{-feuilletage de Lie Fyy

contenant F et de groupe d’holonomie I'y = hy (m (M) = 0(h(m,(M)) = 0(T') .

D’aprés la Proposition 3.1.2, la donnée d’un G -flot de Lie sur une variété M et dune

. . . . . 01 09 Op-1
suite de morphismes de groupes de Lie, surjectifs G =G, = = G,

ot dim(G;) = n — 1, détermine sur M un drapeau § = {F, ..., Fp} de Gy-fenilletages de

Lic tels que si I est le groupe d’holonomie du feuilletage F;, alors I’ 1 = 0,(17).
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3.1.3- Corollaire. Soit F, un G, -flot de Lie sur unc variété M . Si G cst rdsolubl

(resp. nilpotent), alors la variété M supporte un drapeaw § = {F, ..., F,} dc feuilletuges

de Lie.

3.2- Théoreme. Soit § = {F, ..., Fp} un drapeau de G;-feuilletages de Lic de groupes
d’holonomie T'; sur une variété connexe et compacte M. Pour tout i € {1,...,p — 1},
il existe un T;-morphisme de groupes unique, 0; de G; sur G tel que st D s

Vapplication développante de F; alors Dy = 6,0 D, et Ty = 6,(T5).

Démonstration : Considérons les développements de ces feuilletages sur le revete-
ment universel M de M et notons .7'3 le feuilletage relévé de F; a M . D apreés la Propo-
sition 1.4.2) chacun des feuilletages .7?2 est défini par une submersion D; de M sur Gyt
il existe une représentation h;, du groupe fondamental 7, (M) de M, dans G; telle que
D; soit équivariante par h;.

Si e; désigne I'élément neutre de (G, , en posant pour ¢ € {1, ....p — 1},
gir1 = Dig1(D7 M es)), Di=g,'Di, p; = g;  higs;

D} est équivariante par p;, et le développement (7’&7 , D p,) définit le feuilletage de Lic
Fi. Quitte & remplacer D; par D} et h; par p;, on peut supposcr que D; (D7) = ¢,
et dans ce cas D; est unique.

Linsulte remarquons que % = {.7?1 fp} est un drapeau de feuilletages de Lic sinplos
sur M. Il existe une suite de submersions surjectives de groupes de Lie

G, QGQQ...QZ’GP
telle que l'on ait Dyy1 = 0,0 D; et 0;(e;) = €541 -

Pour tout y € m, (M) et z € M on a:

Ri 1 (V) Dipr(Z) = D (7x) = ( 0; 0 Dy)(77)
0:(Di(viE))

Oi(hi() Ds(2)).
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Iin particulier pour D;(Z) = ¢;, il vient
hisr (V) Diga(Z) = 0:(hi(7)) Cest-a-dire hay 1 (v)(0:(D:(2))) = 0:(hi(7)),
solt hz‘+1<’7)(0¢<€i)) = hi+1<ﬁ/)6i+1 = 01’(’%’(7)%
donc hi1(y) = 0:(hi(7)).

Ce qui montre que h;y) = 0; o h;. Il résulte que 6;|T; est un morphisme de groupes e
que Ty =6,(T).

Il reste & montrer que 0; est un I'; -morphisme de groupes et qu'il est unique. in el
csiy, €Ty et g€ Gy, ilexisteyem, (M) et T € M tels que vy, = hy (7) et g, = D,(7).
de sorte que, comme tout [); est /ij-équivariante, on a:

0i( 75 9:) = 0:( s () - Di(F)) = 0(Di(7Z)) = Diy1(77)

= hip1 (7) - Disr(2) = 0:( ha () - 0:(Ds(2))
=0;( ;) 0:(g: ).

L’application développante D, du flot F; étant fixée, si 6/1 est un I' -morphisie
répondant & la question, on aurait 0'l oD =g-(8,0D,) et ce qui impliquerait comme
D, est surjective que ¢ = gf,. Ensuite, puisque ¢ et 6, sont des I';-morphisies on o

nécessairement g = ¢,. Par récurrence on établit I'unicité des autres 0; B

Ce théoréme permet d’¢tablir le corollaire suivant:

3.3- Corollaire. Soit § = {F, ..., F,} un drapcav de feuillelages de Lic sur unc
variété compacte M de dimension n. St le flot F, est a feuilles denses alors lc drapeii
§ est conjugué a un drapeau de feuilletages linéaires du tore T,

Preuve : D’aprés Y. Carriere [Car], M est difféomorphe au tore T" et le flot F, csi
conjugué a un flot linéaire du tore T". On peut donc supposer que M = T", (/| = E* !
et F, linéaire.

L’application développante du flot F, cst linéaire et il existe une suite de submersios.
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D 1 8 (22 Op—1 ..
R*" SR S5 G, 5 - 5 G associée au drapean § = {F, ..., F, }.
F. étant & feullles denses, les submersions #; sont des morphismes de eroupes tels que
1 ) i )24 i

0;(G,) = G4 est commutatif. G; est donc commutatil pour tout ¢ € {1,..., p} ¢'est-i-

dire un R™* et 'application 8; linéaire. Par suite, les [enilletages F; sont linéaires.
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3.4- Drapeaux de feuilletages de Lie sur les variétés connexes compactes et

orientées de dimension 3.

La classification des 3-variétés supportant des drapeaux de Lie découle de la classifliciiion
des flots riemanniens sur les 3-variétés connexes et compactes et de 'étude des feuilletazes

de codimension 1 qu’elles supportent.

3.4.1- Proposition [Car], [Godl]. Soit M une variété compacte et counexc adinet tant

un flot de Lie F;.

1) Si F, est a feuilles denses, la variété M est difléomorphe au tore T# ct le fin
F, est conjugué & un flot linéaire de T°.
2) Si F) est a feuilles compactes, la variété A est fibrée en cercles sur le tore -
3) Si les feuilles de F ne sont ni denses, ni fermées, on a les possibilités sulvantes:
a) M est diffeomorphe au tore T® et F est conjugué a un flot linéaire de T
b) M est difféomorphe & un tore hyperbolique T% et le flot Fy est conjugné

& 'un des flots propres de T,.

Preuve : 1) et 2) découlent de (1.5.2) et de (1.5.3).

3) Si les feuilles du F) ne sont ni denses, ni fermées, F| est un leuilletage de Lic
codimension 2. Le groupe de Lie (7 de Fy est soit R? soit Af f1(R) ( ce sont les =i
groupes de Lie connexes et simplement connexes de dimension 2). Les adhérences -
feuilles de F; constituent une fibration D : M — S! de fibre T2

D’apres Meyer [Mey| et [Car]:

- si le groupe fondamental 7 (M) est abelien, G, est le groupe R? et Al e

diffeomorphe au tore T2, F| est alors conjugué 4 un flot linéaire du tore T%.

- si le groupe fondamental 7, (M) n’est pas abelien, G, est le groupe Af [ () ci

M est difféomorphe & la variété suspension d’un diffeomorphisme du tore T? induit D
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un automorphisme unimodulaire A a coeflicients entiers du plan R? n'ayant pas | ponr
valeur propre (|traA| > 2). puisque Fj est orientable, on a trA > 2. La varieté M est

done difféomorphe a T% et F) est conjugué & l'un des flols propres de T

3.4.2- Proposition [Godl]. Soit F, un feuilletage de codimension 1, sans holononiic
sur une 3-variété connexe et compacte M. Alors Fy est conjugué a un feuilletace défini
par une forme fermée et sans singularité. En particulier, M est fibrée sur S!. Les feuilles

de F, sont des tores T?, des cylindres S x R et des plans R2.

Réciproquement, si Fy est un feuilletage de codimension 1 sans holonorice sme e

3-variété ayant pour feuilles des tores, des cylindres ou des plans, alors la varicté A/ cx
fibrée en tores T? sur le cercle St De plus, dans le cas dun fenilletage par plans, ce libee

est trivial et la variété M est le tore TS,

3.4.3- Théoreme. Soit M une variélé connexe et compacte supportant un drapu

5= {F,, Fo} de feuilletages de Lie.

1) Sile flot F, est a feuilles denses, la variété M est difféeomorphe au tore T i

s

le drapeau § = {F,, Fa} est conjugué a un drapeau de feuilletages linéaires du lore T

2) Si F, est a feuilles fermdées, Fest unc fibration cn cercle $' sur 't

2

oo F
a pour feuilles, des tores T?(feuilles fermées) ou des cylindres comme feuillcs parton
denses.
3) Les feuilles de F| ne sonl ni fermées ni partout denses: la vardlé M s
difféomorphe soit au tore T3 soit & un tore hyperbolique T3 (IrA > 2).
C S M~ T3, F,

. est linéaire et Fy est soit minimal, soit une fibration en torcs T sur
Sl

- Si M = T3, F, est conjugué a l'un des flols propres de T3 et Fy est unc [ibration

en tores T? sur St .



3.4.4- Lemme.
Tout Z x R- morphisme de Af fT(R) ~# R" x R sur R est de la forme kpry +

ol k € R* et p une fonction Z x R- périodique.

Démonstration du lemme.

L algebre de Lie de Aff*(R) est engendrée par les champs de vectewrs X = x4 o
Y = .IO% avec le crochet [X Y] =Y.

Si ¢ est un morphisme de groupes de Af f*(R) sur R, on a:
deo, 0y ([X, YT) = [doo, 0y(X), db(o, 0y(Y)] = 0 et puisque [X, Y] =Y. on a:

d¢(0,o)(y) = 0.

L'application dg gy est done a une constante multiplicative pres, L projection sur la
droite RX. On en déduil que ¢ = kprry, o k € R* et pry est la premiére projection o
Af fH(R) sur R. Cest-a-dire que tout morphisme de groupes de Af f(R) sur R est de la
forme kpry. De plus, si 6 est un Z x R - morphisme de Af f*(R) sur R alors 8 = kpry+p:

ou k € R* et p une fonction Z x R- périodique.

Démonstration du Théoréme 3.4.3.

Considérons le diagramme associé au drapean de Lie § = {F,, Fo}
~ D v
M—G — G, =R
M
ou F; est un G;—feuilletage de Lie de groupe d holonomie I';; i € {1;2}.

L’assertion 1) découle immeédiatement du théoréme 2.2.

2) Si le flot F| est a feuilles fermées, I'; est un sous-groupe discret-uniforme de () o

G, =R?ouG, = Aff*(R). La variété M est une fibration en cercles S' sur T% == (7 /1"

Le groupe Aff*(R) ne contient aucun sou-groupe discret et uniforme. (7 est dows

R? et T', = Z x Z. Pour tout couple (n,m) € I';, 0(n,m) = an + Bm.
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Sutvant que o el § sont linéairement indépendants ou non dans Q, F, est soit minine!

a feuilles cylindriques, soit une fibration en tores T? sur S*.

3) Si les feuilles de Fi ne sont ni fermées ni partout denses, d’apres la proposition 3.4.1,

la variété M est difféomorphe soit & T®, soit & un tore hyperbolique T% avec tra(A) > 2.

- Si M =~ T3, F, est linéaire; G, = R? et ', n’est ni discret, ni partout dense dans
R?. Donce F; = 7Z X R et sur fl, ona fB(nt)=an+pt. Si3=0Ty=7ct F, et
une fibration en tores T? sur S'. Par contre si 3 # 0, T'y = R ¢t Fy est & feuillos partow
denses.

- Si M =~ T%, F, est conjugué a l'un des flots propres de T% et (7, = Aff* (B,
Comme M est fibrée en T? sur ' = G, /T, ona ', = Zx R et donc 0 = kpry + .

Dans ce cas I'y = 0(T",) = kZ. F; est donc une fibration en tores T? sur S,
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