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" INTRODUCTION |

L'étnds de la largeur analytique dun id2al a fait 'objet de plusicurs
travauy dans des directions appareminent independantes, parmt lesgiellss
e nombre magmum J'élements analvtiquement indépendants dans un
idéal.

Le pramisr objecdf de cette fhise estla géndralisation de1a notion
drelémients analytiquenent indépendants dans un ideal” en vue d'uns
genera‘ization de la largenr analviique aux filtratidas,

NORTHCOTT ef REEC ont defini den notions d'éléments anslytiquernent

indépandants - (A TLY Stant un anneau nethérien local (dont fe oorps

“[\

résiduel est wlindl, ay L., 3, des slements de 4,

I dtt cne @y, 8, sont analytiquement indépendants si - pour tout

polynérne homogene F(X ., X0 & cosificients dans &, Flay ,., 3,0 = 0

impligque que F a tons ses costliclents dans M.

22y 51 I contient (ay ..., ae) . lidéal envendre par les a; 1= [1 r] on dit
1 ERRAK 1t ) r 1. ’ 2

que ayg ., ap sont analytiquement indépendants dans [ =i pour feut poly -
nome homogéne Fode degré ¢ appartenant & Al¥y, . ¥,
Fay .., ap)= Oflmod M IS} = F a tous ses costficlents dans L.

Une genéralisation o £62 introduite par Valla en 1670 et alls concerne
la premiére notion : A étant un anneau nrathérien qoelcondque el [ tdeal
de A, des eléments ay, ., a, de & sont duits J-indépendsnts s1 - pour tout

G

polynéme homogéne F appartenant & Aldy, ., Xpl, Flag, a0 =0 =



tous zes ceefficiznts dans | Nous nous proposons de denner des genéra-
lisaticns de la deuxieme notion

Tous lez anneaux sont supposes conunutatils et unitaires ¢t un idéal dua
annean & est sunpoesé different de 4, saul mention explicits du contraire
Une filtration d'un annean & est une fatnille décrofssants didéany ()2
telle que Ip = A Ip Iy €lpag @ p.oq = Z On étendra éventuellement T'er -
semble d'indices 3 2w {+eo) et dans ce cas on conviendra que les = (0),

Une filtration [ = {I;)y, st dite T-adique si vn I, = I Une filtration

I ={I), estdite fortement approvimable par des puissances didéaus, ou
- .. . 1 . .
fortemment AF, ¢l existe m = 1 tel que [y = I, pour tout . Une Niltration

f est noethérienne s1 R{A, [} est ntetherten ol R(A, 1) = 5 [pK" est lanneay

-

1z
de Rees de f. Pour toute filtration f, on 3 les implications suivantes

estladique = festi-bonne = festfortement AP
& est noethérien
Y
[ 23t neethérienne
1) Soit & un anneau. Soit Jun idéal de A et [ = {I,), une filtration de &

Des élérents ay .., ap de Ij sont dits J-indéper dants relativement 4 1z

filtration { i : pour tout pelynoms homogene de dears

F¥y,., Xp= Ay L ¥ Flag, a0 = 0lmed T = F atons zes coef -

fictents dans | On retnarque quz des éléments d'un anneau neethérien ooal



& sont analytiquernent independants dans un ideal [ si et seulement =i ils

sont M -independants relativement a la filtration [-adique fp = {I™), o M,

=50 lideal mazimal de & ot que des ¢léments d'un anneau noethérien sont

J-indépendants (au sens de Valla) =1 ¢t seulement =i ils sont J-indépendants

refativemsnt 3 I ou 1 &sf Pideal que ces éléments engendrent.
Wous posons
L) = sup iro3ap .. ape ) [-indépendanis relativement a [ |
511 ={p onnote &1 et i Fannean est ncethérien local le nombre £qp (1),
ol M, est idéal maximal, est noté (1),
Northeott €t Rees ont défini la largeur analytique d'un ideal corame suit

{4, ML) etant un annean noethérien local (dont le corps restdnel est infini),

. L . _ [t -
on pose pgp L, 1), lapplization :n— ap..]~,-L';n, I) = dimy min o K est e

4

COIpS et on montre que yop b, [} est polyndmiale. On pose 3¢ pap L 1) 16
degrd du polyndme aueel pap £ T3 s'rdentilie lorsqu'alle s'applique a des

quantites assez grandes et X (I = 1+ 30 pqp b 1) estappelé largeur au.

& . ‘
tique de 1. lls montrent que si m est infini alors A1) = £qp (I},

D'autre part D. Sangaré a montré {[11], 534 p.59) que

n

[
(JTL 1 11

AMI)=dim g (dim. de Erull) et nous montrons que & f = {I,), est

120

une filtration de &, alors pour tout ideéal [de &
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Ja

el W04, [ est lannean de Rees Céneralise associé a [ %
nez

Okon a dafing la largeur analytique danes filtrat on netherenne § par

s
sup dimn

e Mastd, . 9L Mmid £ et nous noterons J/'.]‘ﬂ.(_.rl 1) 1e nomibre
N.= a3 A, > L, Ly >

y A4, 1) i O bre SUD Yot 1]
dim 7 fy et Vi Dle nombre SUP - $ap i1 1
fw, M) W&, 1) M maximal survl

Dans le but de definir une notion de J-indépendance qut puisse engendrer
nne notion de fareenr analytique comparable a celle de Dkon pour les
(lirations netheriennes, nows définizsons la notion d'élements J-indép
dattz dordre |, pais dordre i, ¥ ¢ HY relativement a uns filtration

[ = (I )y 2t nous remarguons e la premiere notion =24 obtenue en posant
K o= rueo et en faisant la convention [ = (0}
Hous donnons la definition sn=rale suivants

2) Solent & un anneay, I = (I, ), une filtration de & =tk un entier naturel

non nul, sventuallemesnt éoal a +oo ; pour K = +oo on conviendra que le=(0).

undsal de A tel qua [+ Ig 2 & Sofent 3y, a, des »lements de Iy

On dit que les élements ay ., 3, sont [-independants d'ordre k relative-

ment AT sr  pour tont polynims liotuogene F de depré s appartenant i
AlXy ,,x,] Flap, ., apr= 00nod. [1s + Tospd = F 4 tous ses coellicients

;

dans J+ I limplication inverse st toujours triviale),

it |



-[-,) -

Nows posons £l ki sup it 3ay,., 3, = | -independants dordre

vl !
i

K relativerneni 31 L of #4f, k) = shp

J-indépendants d'ordre +eo relativement a ¢t et seulement s 1l gont
J-ndépendants relativement a 1.
Hous montrerons au chapitre 2 que la notion de J-indépercise

dordre ¥ refativement a une filtration { = '{in Yy, estiige a l'euisience dun
FUy

isomorphisme ertre un anngan de polynomes sur - [, qQuetizng
VLR

d'anneau de Reev de [ Le théoreme 2.5 #ol uns pénsralisation de la propao-
srioft 2 de Barshay dans {2]

L2 deuxiéme objectif de celte thece osb de présenter guelques
cenéralisations de la largeur anafytique anx filtrations niethérisnnes et de
les comparst a celle de Okon

1)

Ri&, 1)~ k) Wi4 )

*

on [ et nne

Nous pogong : ¥j{f, k} = dim

filtration de lannean &, K e B = we o e} o U™ 20 lorsque K = vo,

Y{f, k) =5Up o l, L) - Lorsque (4,91,) est nostherien
il maximal surv(

local et I une filtration neetherienne de &, ¥((, 1) = ¥y i1, 1) est la largeur
analytique de I au sens de Okon

Question .
F{, 1) est-tlégala 2(f, 1) oud #(f)? La réponse oot ndrative, en

genéral car nous construirons dans un anneaw neethérien local particulier

dout fe corps residusl et infinl une (it ation neethérienns g telle qus



e

dont le corps résiduel est infini une filtration neethérienne ¢ telle que

vy IR
- 7 |

2z, k) =0 pourtout ke w¥et iy, 1)= 0iveir Exemples 371 ef 3.7.2)
Ce type de contre exemple a donné l'idée daffaiblir 1a notion de Jinds-
pendance .

Wous définissons la notion déléments faiblement, J-indépendants
d'ordre k relativernent a une filtration [ -

Des éléments ay ., 2, sont difs faiblement J-indépendants d'ordre krat (-

vement a [ = (I, ), il existe (k'ylpez une famille dentiers telle que
¥p.qe N* Kip.kgzkpqrKpoKy=02zk p ettelleque ap . a3, sutent

J-independants d'ordre k relativemnent a la filtration {1y ). .o (Lorsque

k =+ l'ensemble d'indices est étendu d Z u { o)),

Définitions - On appelle J-largeur analytique d'ordre k de { le nombre

x . . .
IJ(f, k)= supr3ay, ., a, faiblement J-independants d'ordre k relative-
mentaf}.

x| . X i .
; I(f_,+-:x:-j! sera note 2 J(f). Nous posons L¥(f, k) = =up *fmi,f, kYoo

M, maximal sur /1

2¥(f, k) estappelé largeur analvtique d'ordre k de {

n aboutira au théoréme 51 qui donne une caractérizsation d= la

J-largsnr analytique dordrs ¥ dune [ltration fortement AP o« = ( jﬂ'ftn par
des £ ]y ) dans un annean noetherien A

Nous oeneralizarons au 5.4 A1) en ")"’I'I"L({"’ ol 1 &st une hitration forterent

AP et i un dicéal maximal sur 4T dans un annean nethérien &



Hous montrerans

Soit :p-:mf.i_ JI) o o gegyl, {nn, {1 =dimaA/s T, M In

pap. -, ) n'est pas toujours polvnamiale méme lorsque § est neethiérisnns |
par contre, sa restriction a lenssmble nl o n e Ty sidentifie d un poiy SIne
unique, lorsgqu'elle sapplique & des quantités assez grandes, dont le degre
estnoté 3% pqp i, 1) On pose - Aqp{f) = 1+ % pqp 0, 1 On remarduers
que s =1, Aq {ri=2 (]-,-L{;If ol A *'.!'i'l,“:’ ext tel que défini plus hawt,

pour un idéal I dun aunean neethérien quelconque (voir 4 1.1) On pose

Aiy= P nih)

“N. magimal sur/

—
i
Mous menitrerons au chapitre S (theoremme 5 5.7 que =i & est naethérien, o

une filtration fortement &F | vpe B ¥ ke WY, & (g p) 2 Tqig ki

Aqp il el quen oulre 51 ASL sstinfing alors £ (ol = Faple, k) = Ay (e,

Yoict nos principany réesultats
2.5. Théoréme
Avec les hypotheses et notations de 2.2 et 2.3, les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

{i} aj, .., ar sont J-indépendants d'ordre k relativement a g

(11) ¢ eost un isomorphisme

. A
(iii) B est un isomorphisme de ﬁ IX1,., Xr} sur

R{A,1)
R(AI) n (uk]) R(AQ)




I . A
(iv) La familie {t1 ,.., tr} est algébriquement libre sur g

‘ ey . A
(v) La famille {uy ..., ur} est algébriquement libre sur H{ _

Co bHS0retie & polr consaquetee be corollaires suivant

Corollaire :
Sous les hypothéses et notations de 2 b, les assertions suivantes
sont équivalentes -

(i) aj, ., ar sont J-indépendants relativement & la filtration g
. . i A
(i1) y,, €St unisomorpkisme de 7 X1, ., X¢] sur Gg(J, 00)

A
{1ii} B = ¥, o¢ estun isomorphisme de T [Z1,...Z¢] sur

R(A,I)
R{A,I) n JR(A,2)

e ) A
(iv) La famille {t; , , tr} est algébriquement libre sur T-

. o L . A
{v) La familie {u ,.., ur} est algébriquement libre sur T

Dans ce corollaire st on suppose que g =11 o I ={ay ., ay),

proposition & de Barshay dans [2),
5.1. Théoréme

Soit A un anneau neethérien. Soit k e m*. Soit g une filtration de
n
A fortement AP Soit m=>1 tel que Vn Jyg =J,. Soit Jun

idéal de A contenant j;. Alorson a :



x
(1) 3 k; e N* , multiple de m tel que 2; (g, k)
- 3J(Jnk1- )= fj(Jnkl) pour tout n = 1.

L ® - + 0
(iii} ZJ(g,k):sup{ZJ(Jmn,k}.HE }:fj - ¥

B x ) . B * n
= () = supi ! (Jmp) - ne N* | = L (Jp) vozl

(iv) Lasuite n+— i{Jm(ny)) est croissante, station-

* ~
naire et converge vers IJ {g) ; de meme que la

suite n +— 2 (J, ), & partir d'un certain rang

5.8.7. Théoréme :
Soit A un anneau neethérien. Soit g une filtration de A fortement

AP. Soit I un idéal maximal contenant /g. Alors on a :

Vo N, VEeW , 2q(g p)sTy(g k) = Aqlg)

A -
Si de plus i est infini alors vpen¥ , Yk en¥ |

ta @ p) = Tmg K) = Aqg).

5.8.8. Corollaive :

Scit (A, 9Ly un anneau noethérien local. Si A/ est infini alors

ia largeur analytique d'ordre p d'une filtration g fortement A P.

est égale a Alg)et a 7(g, k) pour tout k e N*.



| CHAPITRE |

INDEPENDANCE ANALYTIQUE GENERALISEE RELATIVEMENT
A UNE FILTRATION

1.1 Définitions
Soit A un annean. Soit Jun idsal de A Zoit & nn entisr naturel non nul
sventuellement infini. Soit [ = (I, ), une fiitration de & telle qua j+ I = &

Sotent Ay, ap des eléments de [ Pour Ko=ve on poss Iy = (00 7=l

l'enzemble dindices est aing étendu a 2 u {resl. Soit [ un 1déal contenant

3y, 3t

1.1.1. On dit que les éléments ay, ., a,. sont J-indépendants d'ordre k&

relativernent a f 51 Pour out polynéme hotnogéne de degré s appar tenan!

-

a AlEy, L %pl . Flag,.,ap) =0 {med. ] I;+ Iy implique que F a tons

ses coefficients dans J+ I
1.1.20 5iles élements ay ., 4, sont J-indépendants d'ordre +oo relative-

ment & [ on ditgu'ils sont J-independants relativement a .

1.1.3. 5iles élements ay .., a, sont J-indépendants d'ordre k relativement.

a la filtration I -adique on dit quils sont J-indépendants d'ordre & dans [

1.1.4. 5iles éléments ag . a, sont J-indépendants d'ordre k dans Pidsal

QUL eneendrent o dit quidds sont J-indepenidants d'ordre K

1150 Zi 04, M) est neethérien local et siles éléments ag ., a, sont

M.-indépendants (respectivement M -independants dans 1) on dit qu'ils



11
sont analytiguement indépendants (resp. analvtiquement indépendants

dans ) (conformeément aux deéfinitions utilisées par Northeott et Keeg

dans [7]). |

1.2. Conséquénces des definitions.

Soient A un anneau, ke K* - ¥ U {+o0}. Soit J un idéal de A.

Soit f = (I4), une filtration de A telle que J+Iy zA Soient ay , &,
dzs éléments J-indépendants d'ordre k relativement 3 f.

Alors on a :

1.2.1. ¥ {by,. ., bg}c{ay, ., ac}, les éléments by, ., by sont
J-indépendants d'ordre k relativement a .

1.2.2. Soit g = (Jp)p une filtration de A inférieure a f et telle
que (ay ,..,ap) cJp. Si Ix € J+ Jx alors les éléments a; ,.., a, sont
J-indépendants d'ordre k relativement a g. (En particulier si J
contient Iy alors ay ,.., a, sont J-indépendants d’ordre k relati-
vement a g)

1.2.3. SiJconlient Iy alors ay ,..., a, sont j-indépendants d'ordre
k+1etdordre +o relativement a f.

1.2.4 $§'il existe aj appartenant a J+ Iy alors Iy € J+ Iy
125 Si r22 atorsI=(a;, . ,as)cljcy+ly

Preuve |

P21 Ledag sonbdemna demndistind b, Eneffel o gy - ap aves 20 o
pour FGLp, L Hpd = DX -Xp ona Flyy, o ap)=0 or Te]+ g dou

ay .., 4y nesont pas J-indépendants d'ordre K relativement a 1

ay ..,



1z

o "l - ]: i i — - : : )

.1'1*"'+.is-ﬂ
Ty # Tpeg. Réordonnons by, b suivant a4, Onas

Jrote ooy
'3]113 ‘i.-‘l %.‘.S = I.’]113 -41

S

et telle que [, =0 51 aqt
F F

TR m'ummamuf eventuellement par des cosfficients nuls ona -

i{++ip=n i1+-+s=n

13

d'ol tous lee oo g, sontdans [+ Iy Les [y, . etant parmiles oy,

=z sont tous dans J+ Iy

1.2.2 =oit KXy ip) = IOy dp 1’-,11.“ }arx O gy €

=

Flay ., ap) = 00mod T, + Ined = Flay,,ap) 2 T+ Iy 390 F3
tous ges coefficistits dans J+ I C 1, I 81 Iy €] . Douw ay 3

J-independants d'ordre k relativement a g

a,  detelle sorte que st by zap, 1y =g

¢ fignre pas parml les by by g SR

S T S T mo P s bll._ 0= 00mod J Iy v Ty

r

123 Filay,  aph=0(ned Jl )= Flag, , aex = 00mod. Jly + Lggel

= Flay . ,ap) = 0{maod JI, + 1. ). Donc sion @ [Flay ., ap) = 0 {mod.

Ig+ Iyt = F atous see coefficients dans J+ 1, | etsi Jcontent 1

alore {Flap, L apbe 11, ow Flay, apie 1o Tapeg) = F oatons 2os

coetfltatents dans J= T+ Iy, d'oun ay ., 8, sont J-ndépendants

dlordre kel ot dordre +oo ralafivernent af
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1.2.4 Soit ajeJ+[,. vxely ajxe]li+ iy donen posant
Fiy,., %) = x¥ ona Flay, ,ap)=xa; =i+ I, don

XeJ+liy Onadone Iy cJ+ 1.

Ao

125 Sirzz Solenti=jellr) et Fiij. 8= ¥ -4,

T

Flay, ,ap)z0dow ajeJ+ [g et [y cf+lpdon T=fay, a)clyc]sly
Dans ¢e qui suic nous disons d'une suite infinle &y, ag, a5, qu'ells ot
J-indépendants d'ordre ¥ relativement af sl vr =1 ay,., a, sont J-inds-
pendants d'ordre k relativement a f.

1.3. Propositien.

Soit A un anneau. Soit J un idéal de A. Soit ke n®* Soit f = (ig),
une fiftration de A telle que Je Iy = A Sotent a; ,..,a,, . des
éléments de Iy. Siay,.,ar, est]J-indépendante d'ordre k rela-
tivement a f alors l1a suite d'idéaux Ky = (a;), Ky = (ay, ay),

K5 = (ay, a3, a3),... est strictement croissante. Si A est noethé:

tout systéme d'éléments J-indépendants d'ordre k relativement 2
f peut étre complété en un systéme maximal d'éléments J-indé-
pendants d'ordre k relativement 3 .

Preuve = Ej - (ay,., a;). On suppose ay, 3z, J-indépendants d'ordre k
refativement af aj, e Ej = 3oy, oy el que aj,q sogag + o+ oyag

Toit FIXy . HEq )z oy e ¥ - E Flay) L as, J= 0 dhn

e+l ceqm estcontralrs au tait que J+ Iy =40 agp e £ oo
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Ky Kjsy 5iA est neetherien toute suite crossante dideaux est station-
natrs; done la sutte des Ky, qui est etrictement crotesants est forcement fine.
1.4 Exemples :
141 Seit & =k{¥, %l onk estuncorps Soit
U=(¥,., %0 Alors Xy,., ¥ est une suite A-régulidre d'ot Xy, ¥ sont
I-indépendants dans 1 ot v¥e«<r ¥, ¥X; sont fl-indépendants (dans

2

1.4.2. Sott A =k[X), ¥ X5 ] ouk estuncorps Soit K) = (X)),

Kz = 1% ) Les eléments Xy, X . %, sont fl-indépendants v r = |

avee T = My, ¥z, ¥, ) La suite ¥y, X5, ost fll-indépendante et infinie

fet & n'est pas nethérian),

1.4.3 Toit A<Z[X, V], X ot Y cont I-indépendants avec I = (¥, Y)car

-

¥, T est une suite A-réguligre. Soit a; =X T et ar=Y4;ay et a; = 1)

1=

C-‘vi’if{‘i’)i y2ln-i) -y o,

= X Y02 0 i+ (20-1) = 20 Alors
{=0 i:n‘:jl

i = [ done aj et ag sont I-indépendants dans I, = (X Y, Y2). Par contre
31, a: n'est pas une sutte A-réguliere. En effet : Y4 () e (XY) = (a;)
donce ¥as e (ay) mais X e {3,/

1.5 Proposition

Soient A un anneau. Soit { - (I,;), une filtration de A Soient

31,..., ap des éiéments de I}, Soit ken*® Soit Jun idéal de A

tel que J+Igx« A.Siles éléments a;,. , a, sont J-indépendants
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iy

d'ordre k relativemenntafetsi p> lesttelquelycJ+ I§

{en particulier si J contient Iy} alorson a -

1) af af sont J-indépendants d'ordre k relativement a

n
fIP B (Ip)n
2) 311> af sont J-indépendants d'ordre k relativement a

07 < Uy

3) Si Jcontient Iy alors a? af sont J-indépendants d'ordre

k rejativement a P - (Ifl n-

- *"f (W W) - . . '..'il '.,'il"
preuvg_ . .j-l_)l . F "‘I-“l e 'l\:"r) = .‘L Dfl 1 lr 1'11 “,.AI‘
1{++ip=n

y 1 n+k, e i . .
A o imed. | Ipl + Ip b= F:i Etf. J=0moed ] Ipn + I;—. ek

£ x:l.t. ,

1!

11
—

_ F‘il - pi"[

o I
ol o e e A T \ i . R - - . )
bl !,.-'_1.1 _.‘.r = .._Ill'-.-“-.i. __T Lprl - Ip, (1114,.1;: } 4.! = 2 [ 11 11, ‘_11 .. “_1.1,
t{++ 11=n

= Uitmied Jlon + lppetd d0Q oy = J+ 1 T+ Ip S+ lpg s onadons

1)t 23 Flay, ., ak) = 0dmed 11«18 )= Fab | ab)
5635 coefficients dans J+1y. 517

oo LU

= l-] (I-“"-‘d J Ipn + Ipn.;.k :l d.‘:’u F a tOUS
b g R P
contient Iy alors J+ly = J+ 1

1.6 Provosition :

Soit A un anneau. Sotent ay, ., a, des élements de A et

I =(ay,. ,a;) Soit ke N* Soit Jun 1déal de A tel que J+ 1K A
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Alors jes ¢léments ay,...,a, sont J—'in-dépendants d'ordre k relative-
ment & fy, ¢’est-a-dire J-indépendants d'erdre %, si et seulement.
si pour tout polynéme homogéne F a coefficients dans A, a r
indeterminées, Flay, , ap) = 0 impiique que F a tous ses coef-
ficients dans J+ 1K

Preuve : (=1 trivials

b= ot F',,Ei.l vt T o Df..il Ay ,31,1 }‘:_I, ] Gt gy T
i1+---+1r:g
Fis S o= 00108 [3HEY — 3 (T C L = £ otals ane
f“._:.ll P -1.1‘_.1 = |[ =+ ]. Lot = 31 !J11 .111,‘11.__ ir = I + II t’.:‘l\_; '..ihk,
T - — . R 11 4-.1'1‘ 1Y e T 4 ity W
play L el = = l-.l i i, d‘i - 00 e P-“-..'f:n:lllt FLAG L A
1+ Hp=8
- E oyl gt ¢ . 1
= ORI (TR —‘.11 4 EE Cpra Fliay et = O cela imnpligque

gus Foaotons soc doeffictents dans [ [E Cas coag i fents cont
e - l'.‘?“. 1p oI !:jii LI A RN SO
fous ses cosfliclents dans [+ 1K Les 2lerents ag o 3, sont dane
Findependants dordre b (relativerment a0ty

Remarque

La propesition précedente sionifis que les 2léments ay . a, sont Hinde-
pendants dordre K osi et senlement sl i1s =ont (] + [Fi-indépendants
{dordre veay o0 Iz fay, | a.)
1.7. Définilion

Soif & umanneau. Soit ko= 1Y Zoit o= (I, une Diltration de & Sl o

ideal bel que T+ Ige & On puce
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e
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-
pr
St
1
)
=
=t
=
L
=]
A
—
Ti

.2 ] J-independants dlordre ¥

B P e 2 |
refativement a Iy

£ (1)

= f ]l:fv, o)
supJ = sup ft:3 ay, . a, =] JHndependants)

U onemsts pas deléments  -independants dordre korelafivernent a1
ofy e FAD KD = O

1.5 Conséquences :

5i A ect noetherien et T = (I4),, 00 a -

1.8.1. ty{f, k) <sup(J+ Ix) < ht(] + Ix) = dimAp < = pour tout
idéal premier P contenant J + g

1.8.2. Si Jcontient Ix alors pour tout idéal P premier sur j,

ena: 8yl k)= 2p{f, k+ 1)< £y{f) < sup J< ht J < dimApP< »

1.8.3. 5iJcontient Iy alorsona vp = I,
(i) vnz 1, £50, k)< Iy, k) < 2y(I ), k)

(n+1)!

(it vox 1, 2j(f, k) < zj(II;,k)E tJ(Ip ,

k)

, n! ) )
(i11) La suite n +— 2£){I - k) est croissante et stationnpaire

(iv) voz 1, tjif, k)< t5(f(P) k) < ¢ (Ipg, k).
Preuve -
Vg 1 byl kb= suplf« Iyl car stodes slements ap oy zond J-lndepen-

dants dordre K relativernent a [ alors pout 10Uk polvndrme homogens F -
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L

¢z appartenant & ALy L Kl Flay a0 = 0= Fa tous ses cosfiingents

ans el odone e elements ay L, ap sont (f+ Ipj-independants Dautre

St P contient [+l b« Igd = ht B oo dim Ap et Ap Stant netherier
tocal, dun Ap esh fing

1 8.2 Dnapplique ls conssquence 12 4eb 15 1

1.8.37 () Onappligue la proposition 1501

1) Onappligqus 1.5 51

i
PRALTY

SIPE VL o (1 g i ot orotssante dapres (U o0 matorss

0 appliqus By proposition 15 <0 T8 5 ()
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" CHAPITRE 2 |

! ]

j-INDEPENDANCE ET ANNEAUX DE REES

- iy by
[l I - i Y - i - re T T - r -
i Q1 P FIPR T IR I SURER I 1) I oo i f o R
) R RN R S R g R TR e ey r
.
‘i
f 7 —TT o . 1 ' s | Ay
P b TR L. W Tiea A Slor b w0l e e B Do -
Tt u ; - 1.
- Y
Iikz el

- T AL T
w1 = 3 F ] [ - LA, . v 1 = 3 ,L".,,. +
= 1[1 iT1 tu - »Im -1l *Lh"-{u 1l D ST
sanneanZaradust ds L lorme precedaents

saront SuDDosss munds de a it atyen definee edeans

Al P Uisr Tl Dol A aracine Booon Bl T e o
s L [ - e 4o
i
rout etenyaradus Lo L B b ot et eent e
R . | I
1 -
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Ly 51 = gy Tl D Par conséquent on a les isomorphismes dannsans

IRLIALSY i I
. |:ll}';,_[:' i r_ ----HE Il ot II" ¥ ’vlL. ]

v ook heantln

D tieeties en constderant lannean de Fees B ROA w) = 7 L ET of Dides]

aradie Loz T (g ek 50 = Bia, g0 ko

o

Nz

MlA, g on obilnt e
PEormorphisraes danneans

iAo Rty v
52 Ria o) o It __M.-_'L___ﬁ

E L, o :' 1 ':U.k__ Ll 1, i::"i“ g . ~.--Iﬂ P j_,[n i I11+ i J‘*l

A}

)

- el . Rif, o Iy HI I
A martoubier en prenant Ko ses oo om v T ——— = T S
l . F ’ JR'-.PI. Ii“ s 7 ~ JJH A"':Ah L }-J['{

It=en

M

Eniinsl [ estun idéal de A tel que 1oy alors L= R{a 1) mink [jinis 2

= T I (g ¢ T B estun ideal

1=

gracdue do FlA T Par consequent

[y
10

SOrTe Cl-desins on A

N R B
223 -- L S SN S
ToRa kD wiag) I e I,

(FENR

Jml. )

En rarticulier

- P"-':i]_].r- }:. =+ I = F:. Wl I:I I J F:I::L&‘L Lr l FI I by I lﬂ,\“ '_'- E Irl [ ' T 7.‘ qn

[ E 1 = By S
Nn=o

~2bonn ideal gradué de Ria, Theton a




-Pour k=1, L=RI

A Dol P RGA o= 2 [T aif]

1=

cradué de Ris 1)

WIA]

[t 1 [1 Ff“-
%% Jm. s S ojmcZ

— 1 -
110 N [

O retrowe ains un résultat stable par B sournars (0L2] Lemroes 1 2

Sle reste de cethe seotion, 0 o= ) desizne e Dl

e T b A wy L Ap des ol iy TG (LD

s 1 cas ol Koz eoo On posera ], = (00

'Z;J I lannean oradue ¢ /KL Toit t) = a;+ 1y
=0

Fi=1, 2 1 Alors G k)= ; [0, fpl Sott g 07 L Putigas s parmor -
- Fly
mhisme de —— [X e

(o]

7 s T Ker gy(] k) st lidéal des polyniin
de " (1, Xl qui sannnlent en (hy, te)

Desormais on pesera gy = yo(J k). D'avtre part, d'apres

(2.2.%) l'annsay

R{4, 1) N o }
gradue quotient Dk [ 2] et somorphie o lanneau o,
”x LM L e {,_ .

[k

Podr Stre plus précis, 1 edists un izomorphisrme gradue g, 0] Kot g,

1 ) Ris 1) A

de G (LK) sur dont b3 restriction & 24
2 ! PUa Dhmiuk DF s o) '

JJ_

LI T TRGE,



A
—; A - e o7
siop ol iy = i Tiz1 . i

N\ ¥
by
N TEA T &

: Wil v £ o«
Rla Teink s o~ Iy

O T S 4
ity Ligd =TS A e By

w il =y =i+ D oon D= RIAT A uk nniag)

,,,,,,

2.3.2. Solt Hp =W 09y Pour(

; S| 1 \
B (G) = wi {G{Ly,. e} = 7 {eeiy iy + Kby urr = GQuy,. G}

2.3.3. 81 Festun polynotne tomozene de dedre & appartenant a

ALy L Ep) JF séerit P el = T owyan Xy




2.4 Lemme
Soit B un anne¢au. Soient vy ..., vr des ¢éléments de degré | d'un
anneau gradué qui est une B-algébre. Soit Nl'unique épimorphis-
me de BlXy,. ., X¢l sur Blv:, ., v¢] tel que

m{Xj)=-vi vi=1, .1 et n({o) - YaeeB. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes -
(i) T est un 1somorphisme

{(ii) {vy,.., v¢} estalgébriquement libre sur B.

)

Preuve

e . g iy
Q- St Bt 4 A4 - R hh v . -
Soit LT(.'\l e AI‘) =3 1‘11 ip & .-‘:.I, ol )\11_“ ir € B
(i) = (i) -
IR v, S | 2 Y ril rir" N T ) vl if )
l—“‘- "ll PR *'I‘.) = U - " llﬁ’d -“'11 it. ¥ 1 i “.I‘ _ul = U = & }'11 I‘I, AI .‘{t' =
don G=0 o {vy,..vr estdonc aleebriguement libre zur B
(ii) ={1) T estun épimorphisme MG} =0 =ZI 1 gyl 't
VRS T it = - - A A "*‘-‘“11.“ ir 1 o
ou G=ZAy g N K don Glvy, L vpl =0, (= G20 Test

donc un monomorphisme par consequent est un 1somorphisme.
2.5 Théoréme
Avec les hypothéses et notations de 2.2 et 2.3, les assertions

suivantes sort équivalentes :

(i) ay,..,ar sont J-indépendants d'ordre k relativement a g

(i) ¢4 est un isomorphisme



AL 7.1
T IEr, ., Eel osur

{i1i) 8, est un isomorphisme de [

B R{A,I) .
R{A, Dn(uk DR(A,9)

(iv) La famille {t; .., t;} est algébriquement libre sar 0
. I

L _ A
(v) Lafamilte {uy, ., ur) est algébriquement libre sur

Preuve

he () ey estoun epunorphisme gradue. Pour

1 S dr o . ey v
= A : . o LA O H . = Ss, . i
= PRt 1111. .‘1 i t Ak} .AL 11 ir = P—‘-.--_' Ml FL.;] reey A‘I",:l

1+ +Hp=z

F o= 11 "11‘

= 2 (A i ip* Eal X LU PRt sont J-independants d'ordrs korslar

vetnent 8 o si et seulement 5

Irc

. i Ay dp . . L
[:-' F= oAy };.1 R, Flap, Lapis0 dmod Tl Javp) = F e

v hd hd N - ) . A 1 vvl N v
LI+ ..11:;)[331 f-arJ] sioef seulement < [" F - ORI T ;ill : .=<.rl Rl

sl e+ vt = E:=F= Ky [Hy ., Er ] st et senlement 51 [W F homaogens

Iy

dedesrés, g (F)=0= F =0] st et senlement = py 500N E0mor plusn s

Ui} e (i1} car wy estun isornorphismne et By = w0 gy
Lo lemme 2 4 = (it} e fiv) et (1) o= (v)]

2.6 Considérons maintenant le cas particulier £ -+ 41005 aves 25
n
notations of conventions de 2 2ot 2 o (] s - Y

M LY P

- “! .t]’z
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ol tiz aj+ Ky avee Ky = 1o JIp Alers g = 4,(], o) &5t un epirnorphis-

L

me gradue de T (¥, Xp] sor Ggl’(],, w) d'apres 2 4 D'autre part il exsts

un isomorphisme d'anneanx cradues o, = '-{J‘g(_l, ol de Gg'ij, o} SN

R LA . L
FAD) - ' R(&2) dont la restriction a T et lidentite. Posons
AVeH [ 7 5% ‘“‘J!D’

oo itid =0y ¥i=z1,2 .1 et Bz w09, onalecorollaire suivant
Coroliaire :
Sougc ies hypothéses et notations précédentes, les assertions

suivantes sont équivalentes :

(1) ajy,.., ar sont J-indépendants relativement a la filtration g
. . ) A .
{ii) ¢, ost un isomorphisme de 7 Xy,  Xpl sar (Jg(‘], o0)

. . ) A
(iii) 8=y o9 estunisomorphisme de T (X1, ..X¢] sur

R(A,I)
R{A,I}) n JR(A,2)

i . A
(iv} La famille {tj .., t;} est algébriquement libre sur T -

ce . ) A
(v) La famille {uj,..., ur} est algebriquement libre sur T-

Dans ce corollaire sil'on prend g = f1 la filtration [-adiqus on obtient

27 Corollaire
Soient J =z A un idéal de A, ajp,.., ar des éléments de A,

I =(ay,.,ar) Alors a),az,. ., ar sont J-indépendants si et
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R(A,I)

seulement si I'épimorphisme 8: J [X1,..,Xe] — R(AT) est un

isomorphisme.
2.8 Dans cette partie, nous nous intéresserons au cas particulier & = L.

Considérons pour ftouf entier k = | éventuellement infini U'idéal gradus de

Rl T L= WialnmEknRia s = 5 (%A (JJy + Jpep 08 alors
=z
(AW [t . ; .
L =T o ol Ep o= | Vgt T d

ne-k 0

En particulier pour K = 1, avec les notations de 2.3 11 exisies un

B

, N _ . [ Eia )
somorphisme sradué yy de G = T o osur o S &
isomorphisme gradus yy de G 1) I g ROA Dm0 D s o)
Ilﬂ.) 11 ’ s Py
V- ot 4 restrcition A Celentite ot ur
1]1.':;’%,1 :':’1'-':U._,__T)‘ﬁ,.‘:rﬁn,g) GONU la resStrcilion a Ty est i idefidile 2L un
A D
T 4 . ~ - . a1 o R £
spimaorphisme g N 1., Xe] sur G_(] 1) dont la restriction & -

Iy

=t lidentite, Silon pose tj=zag+ Ky 7i=112,
ablient
2.9 Corollaire

Sous les hypothéses et notations précédentes les assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) ap,. ., ar sont J-indépendants d'ordre 1 relativement 2 la

f1ltration ¢

O

(ii) ¢; est un isomorphisme de A/J+]J; [Xy,. ., X¢] sur G,_,(j{, .



AT

A R(A,L)
(i) & =wjow - 35 X1 Zrl R(A,In(u,J)R(A,g)

R(A,L)
R(A D) n (u,])R(Ag)

est up isomorphisme .

e . . A
(iv) La famille {ty, , ty} est algébriquement libre sur T

L ) A
(v) La famille {u; .., ur} est algébriquement libre sur ST

2.10 Proposition

Avec les notations et conventions de 2.2 et 2.3. Soil M, (J, k) 'epi-

morphisine de

B R(A,I) R(A,I) B
R(ALD o X N&RAD T RAD » (UK DR(A)

tel que Ty (J, k) (aiX + R(A,I) n (WK, JR(AL)) = aiX + R(A,D)
(UK, IR (Ag) et VaeA, T.Q, k) (o+ R(AT) N (uk R(A1)) =
o+ R(A,I) n(uk, )R (A,g). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

2.10.1 aj,..,ar sont J-indépendants d'ordre k relativement a g
[ (i) aj,...ar sont J-indépendants dordre k

2.10.2

(i) v 0 2 0 I8 n (Jlp+Jpex) = JID + [0¢K

(i) 6; (], k) est un isomorphisme
2.10.3

[ (ii) Wg(], k) est un isomorphisme

A
2104 U est un tsomorphisme de lV'Jh Xy, , X¢l sur
J5JK

R{(A,I)
R(A,I} n (uk NR(Ag)
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Preuve: Bpil ki= wpil klogl kh

T[._,I, I

- - ——

Frd Ih oo (uk preos 1.lt'f_,.,'." e, porky

HIRARS

[}

™4 T T4
,['.l f._'x 1 ! ;:“'L

T _ . - . “’_:y_l' T
Rig T~ ok iR o) e Oy g

Nl kioet BI(_J_, Bbosont des eptmor phisinegs &

ot
[nd
i
-
[us
~

2101 e 2104 Juapres e theorems 25

2.104. = 2103

DA = By KD eshyactit adhou H(L k) est an eomarphisias o
Mo{l k) = B o (B (] & v estun isomorphisme don 2103

morphizmes

e
b

2103 = 2.10.4 car o Bylk) et N AL k) ontdes o

alors Ay estun pomaorphisme d'on 201004,

2102 Q) o 2103 4) onremplace 2 par 1 0,00 B devieni fapg b

cation identique Dapres e theoretne 25 ay, ., ap sont J-independants
d'ordre k (dans I} st et senlement =i By = By(] k) st un isomorphisme
2.10.2 {ii) & 2.10.3 {i1)

210201 = RADAWE DRla g s % (4 Ty JE"
VEY
=z (TN [OHRET C O R(a Ty e (R D RGA, T e 0T KD est Didentite

=
o, O, 13 ebonn tsomorphinme olot= 1l est npectin ot on s

ROA D e tul) (s, @) cRia etk 1R GA, T don Depalibe s am a ot

E'f.i'. I:|

T I\ i) l”} ]rnllklxl;l]

Mol K) = identite dans cequi equivauta o 100
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CHAPITRE 3|

J-INDEPENDANCE FAIBLE, LARGEUR ANALYTIQUE
D'UNE FILTRATION

3.1 Définition

sott o annean, St Jur tdeal de A Sofl koun entter natire] non ol

sventuellement i Sot o = Uk, une Hitratoon de & belle gqus [+ )y 2 A

Soient oAy, ap des elemenis de Iy

311 Omdib gue les elements ay ., 4, sont Laibdement J-indépendanis

d'ordre k relativernent a ¢ =il existe nne famille (k' er d'entiers izl go

Ry + Bygzlpg s I

S

p kg =0z kg

¥ poqe Y avec ap, | ap J-indépendants dordre ©opeladryernent o b

filtraficn (- " ) ep

- ¥ ; 3 . .
312 omipose & J.(g, k) -supir Jay ., 3, [Biblement J-independsnts

R R

Jordre korelativernent 3 g 31 ko= +cson note f I fo) le nombrs &g eoa)

3.2. Remarque

Des #léments J-indépendants dordre k relativernsnt & ¢ sont faiblement

Polo L }i;.{_ [0

J-indépendants d'erdre k relativement a g d'ov on a



Soit & un annean. Soit ¢ = {Ju); une Liltratiop de A. Solent

v

ay ap des ¢léments de Jy Soil P un idéal premier sur Ty so

1 0y

k un enlier naturel, éventuellement egal a +oo. Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes quels que sorent 4y, Lo e A ¥
{i} ay. .4, sont P-indépendants (respectivement faiblemernt

P-indépendants) d'ordre k relativement a g.

a a ) _ .
(i1} é L_r sont PAp-indépendants (respectivement faibie-
T
ment PAp-indépendants) d'ordre k relativement a

gAp = UnAP)n-

{ii1} ¢y ay,..., ty 3 sont P-indépendants (respectivement

faitiement P-indépendants) d'ordre k relativement 3 .

Preuve -
Elle sera [aite uniquement pour 1a notion de J-independanos dordr= kL
notion affaiblie se montrant de la méme maniére -

() = (i) Soit FUHp . Zpde apldy . | Xl polynoms homogens de deere o

| . . . I B 11 } _ - 11y
At A C A T T - . . 4 'l - LS
FiXy .. Xp)eeontt: D e SR L RS IS T i ip

fp++lp=n

avec Sil"' ir e S =A P

.f11]1 ‘1r

! A : R r
Flosn 0 oot (a1 Apee 1oy dg gt oo b ‘

) ' broin o Lk 4l Yo 1

l r
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1
1
e
—
o
oy
-
=

e telzapie o 0 Dot ey e A0 = Pl e

+oH =

——

SUoap L ap sont Peindspendants dordre Drelativerent 3 o0 ona slor

Bty g e B o Fooomne el Gy nappartsnnesnt pas ;

Ideal premisr Fona o)

fp =0 A o

F‘f"‘i F‘ + _]};:xi"x F‘ , "j "-..-.“':ll I:“. :'

(i = (i) Soit Fful

\ . i
danz & [ Fiy, ., L) s'écrit : r:n:..ilm ip A i

._;,x

Flay . =0 I:mc-'::i (Bl + Jpeg b J =%

e o VN e
a = olimocl (B« T 0 o

L4 A o . . : ,
sty e st PAp -independants d'ordre K relativernent 3 2 Ap alors

crpa e s e PAR G Ap s FAD  dlanl caste o0 s

avec Ty . s, .= Foodon T oetona oy P i



| CONCLUSION | e i

iy e Qi) conune e i ¥ by, fe onoa o byag, o, teae sont

P-indépendants d'ordre K relativement & 2 = et senlement =

1 © Ap . . .
= . = v sonb Pacs -indenendants d'ordre 1
e too A sont PAp -independants d'ordrs |

ralativement 3 g Ap . D'ou () equivaut a (i),
3.4. Corollaire

Scit A un anneau. Soit g = (J, ), une filtration de A. Soit P un
idéal premier contenant J;. Soit k « R* Alorsona -

¥

tplg, k) = tpap(gApk) < Lp(gk) - szp(gﬁp,k)

3.5. Définitions - g désigne une filtration.

3.5.1. Onappelle J-largenr analytique dordre & de o le nombre

* B, . . .
4 J(g, k) =supir - 33, ., 8, faiblement J-indépendants dondes &

relativement 3 o}

3.5.2. Onappelte largeur anadyvtique dordre [0 e 2 le nombyr s
*
E - - i "—l )
4 (g, k) - “npod '.”LI'C" 1)
HEmasinal wnr g

la lapgeur vy inge dordre oo e oot appaeles Laroeann apadytopoe oo
il [ ¥ ,

3.6 Conséquences -
On suppose que J contient Jj et g = {J)n une filtration de A,
36.1. Sides ¢léments a;, , a, sont faiblement J-indépendants

d'ordre k relativement a la filtration g alors ils sont J-indépen-



dants d’'ordre k1 pour lout k1 e B %
362 24g k) = 1}(3,1{} < supJ < ht]

363 Si Pestpremier sur jet si A est noeethérien alors

£3{gk) < hL] < dim Ap < %

3.6.4. Si A estsemi-lecal neethérien 1a largeur anaiytique

d'ordre k de la filtraticer g est finie.
Preuve de 3.6.
3.6.1. ot Fi¥y . ¥p0un polynime hamogéne de decrs noa cosfiicients
dans & FUEy ., Hp) e'éorit BERCHTONE RS Yt i

11+ +p=n

Flag, ., apl =0 = Flay, , al=0(maod g ._T},;‘i:_- et J
Soap .8y sont Hindependants diordre Eorelotivement o (00 alore
tous fes congticrnts de Foont e Toqpg T Te By oy bblene
J-indépendants d'ordre k relativernent & ¢ implque qus ay, o, ap sont

J-indépendants d'ordre k.

3.6.2. : Laremarque 2.2 = Il k) = & }f.';%,. K

361 = ¢ g k) = supT=auplr 3 ay, a4, e | ndépendants]

Drapres Waila sup J= ht ]

363 Qnoa ht ]z hi b - dun Ap S A =3t netherien A est ool

nethétion dotic de dimencion fine

¥ ) .
364 itoi- oaap ot Rl ooor chiage F i (o, ket Time

RIRES

ML tasttaad =sur S

Aapres St Leonran b A deanz piasiuenz ot st Soint Leal el



[my, ona &<

3.7. Exemples

3.7.1. Construction dans un anneau neethérien local (A, ) a

corps résiduel infini d'une filtration neethérienne g telle que

_ :: ) RIA, g) .
: 3 { i - - i { L4 3 0O
¥ ke N*, tqlg, kY =0 et lm(g) > dim W) RlAg) 0 ol

Py |

R{A, g)= 7 ], XB etu =

— f 3
pour g = (jﬂ,u
e

Soit U, TILdun annean nietherisn local dont b corps restdus] estnting ©

contenant un vleal [telaque fq 00z 2 (on montrera dans lexetnpls

7.2 quun tel annean existe) Soit @ la Hltratwon (] ) ez tol que:

vned, vrellm] Jyp = ™M oavec moz 2 On vérifie que g et ine

m
—

m

filtration nesthérienns Soit k= WY gy (g ko = O En ffet v a
Coimnly o 4 osmnvl g Tovl 2o R T _
L3 = = ML 1 = Mlprez © M Jgpez * San+Z ik

Or o Le T 10 =10 v anappartient & ancun tvebeme dlalements

neooopent

L TR T e TN PR TS T S O SR N1 S04 C O VL A VS L S S T T

cap M -indépendants dordre K relativernent & {7 = (%) Solt

1",
X}
e

kp=mn ¥n=@ Soit Fi¥y, i) un polynome homogéns de degre 1 3

coelltcrents dans A FIXy o Hp) svorivant 7

Flap L apr <o Ty P Dy gy ay oal

f . - S SRS PO B i
=11 | L . + N — ) - I — - ’,.v o 11 3 Vit
2ot Tears 'Im'ln o o ey qua o8, O fmod il [ J

e



’

a b (ol = orocar ag, ap sont Mo-independants dordre korelativernent

HY.

]

I’LIP + lf:lq = 1::.'1:;,.5.,:'_1 ¥ k. 1‘_:. > k-.lj = U = 1:. .<p I":"‘ P ‘31

- - . 1 . N
g elant une Iltration neethertenne telie que Jp o :-In'i w11, dapres Okon

ik 2 Ris, Iy

: = din T~
{u,m,) A (Ag) = W) wiA,

([5]Letntna 2 6) dim

dim oL AL largeur analytique de Uidsal [ a !
= ey a1y = ALL] refe b 7 dedl (a3l sens ae
Sy wia geur analytigus 31 130 sen

Northeott et Eees et comtne ﬁ— estinfind ona 2 (1) = quil) et dapres o

qui preceds ¥

ple) = oo D) donla concluston

e o (A g ]
“I \! J = '““l IU’“l.' []-i(ll\l,g, et }_‘Iil)‘_[J oo

+ 0 (A ';2)
ane le chapttre S on montrera que ¥ o) = dim e
Dang le chapttrs S on montrera que _m)'._g,) i (Wil fihg)

[Our
nne telle filtration 9.

A
3.7.2 Soib A anoannean ef =t Foun ideal premier de A Si T est infini

Alors T Froo Ga/T0 ost fint
SUppotons die & sorleeal o kIR Ky K] ou b est un corps i

Soit = (Ey Xz Eg) T est maimal et — W= K est infing



Y

AT L )
d'ou T:‘— et nfind &t cest un annean neethérien local
HLE 1‘—’”—[‘\
Soit T =7 %[ ¥s, ¥y estune sulle réouliére don ¥y, s et i3

F4e 3

sont M.-indépendants ¢'est-a-dire il -indépendants dans [ d'on d'apres le

4 ¥a ¥~ ‘ )
theorsme 3.3 —1] . 1” et ‘1‘“ sont Mudqp -independants dans 1Ay na

Alags o P / abooo ‘—J‘L—A&L‘:T — 5 [ { (1A,
alora N ! M "’E“\m\ uILA “[ \ +f miin= m s I ' .f tntiny P T A " ’ Ll lll J

PRI R
I

R

largeur atalyteque A (DA boan cenn de Motthoott o Reds A 1Ay b 4
[ st encendrs par 3 elements En concluson on v 4 LA (Thaqp) = 4

¥ (F 'u“x‘”l lf‘x‘l” .’
gy AT = Lo gy A0 = 0 G TR Cagy, T

Maq
dim T ¢ = 4 fon montrers dans le chapitre 4 que £, Jﬂ

!IPL“” l =
g 1
g NINRSY: il

7oA té. \ "1
Fom g oo Vg ) lorogue = ectmiing of & unoannean netherien) Dot
& i, .

p?:}.rt- l B Pl «”'\' = N A T i = hib M, = ; Aot

LA,

£ TN, A '—|~|>L(I A R T2 g7, (LA boo nlan = i

373 Goit & unannean Soit Jum idéal de A Soit T un ideal de A el (ue
J+ T2 & Onsuppose quil exdste des élements a0, a, de 1, J-indepen -

o

dantz d'ordie b dans T Solb oo 1 Alors dapres la proposttion 152

poor 5 , , ) ‘
T ont independonts dopdre Bdan b v

Ay Ay sont Daythleneent -retspendants dordos b dans 1ol et ot



O T,
ot ﬁl ) J;_ sont - e Fants e el it

RO ) (e S
P 1-;1_ ISR RN TN ‘._1 N

I-’ Pt }:'_pl_ F,‘u i\nv“II.EJ K 1“

ooy I E0 TR = LR B O VU O ) V) TR R O KR LR &

i K vl Fori
= of  be I+ [t dono 3 R

e sont pas J-indéependants dordre i dans 1 bisn quistant fatblermeat

I-indspendants dordre £ dans [
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CHAPITRE 4 |

LARGEUR ANALYTIQUE
D'UN IDEAL

4 0 lutroduciion

+

Lobj=ctil du chapitre S est de comparer les quantites Lo (), Ay (2!,

Tid, gl
dimr——

’ 2

- T o i est un idéal maximal dun annesn
”1 'H |]| If"x U' S |”.‘_Tn

ncethérien queicongue A, 2 une filtration (], ), fortement 4 F

S

I 2 M et R, g) 'annean de Rees Zéneralise assocte a la filtration ¢
. - . 'I‘l -y . - . - 1
cest-a-dire ¢ Jy ¥ avec X une indeferminee et =

nez ’

On montrera dune part que ces gnantites sont respectivernent ezales a
celles obtenues en remplagant g par Jp ou m = H¥ esttel que
1 . . .
Jun = Iy b dautre part quielles restent mehatipees par unie - er b

localisation. Ce qui monlrera que toul revienl a comparer

£ \ ) . fi(a, 1) ] I
.f.c]nkl,.,lfmkl),dlm ) RAD et dlmn.:»:o.mln

avec (&, ) un anneau neethérien local et 1 un idéal propre de & On abuu-

tira ang resudtats

=
b

» s, 1) 1
1 TS ) = it11 = ,‘_- \. :_ .' -l iy, =
L (1) = ..m(I < A () = dim ) FiA L) .11111“_11 i
qui nous donneronk.:
‘ - Tld, o ) L -II‘A
P L“L(l‘!') j‘_: .. -.‘nl ‘1‘_31' ':: J]l']ﬂ '\gl - '\.illll 11[1 P '?]'I‘LJIl

(n, *lru UL(A,Q)



a vy nfime) =t

- 539-
oI tont ideal masimal T et pour toute filtration g fortement A F

telle
que g = M, Hous montrerons qus t’ﬂ ()= Aqpig) lorsque ;HT« mnfint.

AqplE) zera défini au S.4.

Mous conzacrons ce chaprtre aux filtrations adiquas.

4.1 Définitions

4 1.1 Soft (A 1) un annean neethérien ocal dont o corps residuel

{ ezt

infint. St T un idéal de A Son i, 1) Papplication @ no=— %in, [} =

A1}

dimny avec kK =
- C“‘L n

m on montre qus 91,
A9 90 1) te deord du polyndme auguel elle s'identifis lorsquelle sappliques

a des quantites assez grandss On appelle largeur analytiqus Jde | au

de Northoott ot Hees le nombre

A(I)=1+3 0 (. I).

4.1.2. Tazs d'on ideal dun annean netherien qu-loongue
Soft & un anneau noethérien ot g

1

t 0. un {déal maxmal de A sott T un
fdéal de A non nul contenu dans M. Alors o a
+ s

[o—

&/M, est artinien car <23t utt corps

11
¥ oot Ly = ]T etzoit E = T Ep Eestunannean gradué etun
0z

Eq-module ou E, = A/M, - k.

E est un k-espace vectoriel (de dimension , pow?
haque Ep estun ic-ea

clanb methegren, B oot de Ly e tin)

B!
Yo b 1)
Alors diapres (2 theorems de Hlibert-Serre

fn = iy By ecb oo
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puiate Metons 40 P () 1 b degrs du polynoms assacte. 00 poss

Aqily = 1 a0 9 (, I) et A(I) = sup Aqp (D)
MeMaxA
T,

srargie. Soit A un anneau noethérien. Soit I un ideal de A el

]
Tod

[
3

. . . . . A :
501t P un ideal mazimal sur 1. Soil kX = 5 UM = P Ap. Alors
X

i [BAp _ e .
ona: dimAp/9m, PF“_;;; = dimyg p}ﬂ_ ¥ono o

Preuve = fuit jag+ PIY de o POV P U bete de T avel gy 6 ]
3 IR i l‘"li 1 i

nowolent ey = 4, 5 S 4F o0 1 e

g “etun - -espace vectoriel lgl (=) 1

! | 'rj_i ) . I
‘_ ' _\— + I AL‘A}_ J I\_ _1_ + _”—I_. I“ A“Ap’ :,l = ':i — ;

Ll
=
—
—
il
—_—
—
=
‘
m
I;: -3
Pl
Re
—
—_
)
)
—_—
v
Ba]
il a1
Mt
e
[ow
)
[nx
—-
im
aw
—_—
]
-
PN
i
o)
-
—
i
—
iy

2o 5 A

L
—
—
—

T
-l
i
-
—
[y
]
—_
o]
-t
(X}
—
—
—
)
Yo
—
—
—
e
T
De N
—
o]
)
=
-
—
—_
-y
jnd
o
it
Ny

—

[y
]
—
paad

41

—

-

—
-

¢

t
clsje b et s=sd dow Jped g p T sywjay=F I En posant
1=1
r . ‘ r N
pp= e, en g Zoggegag = PIM) don @ {ppegage FI%Ee 0 on
1: 1::_1

—

l:ll‘x.-§.|0 b Il‘ll'l'lli:' S Rk plprig ! i ool RIS bt
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:1

. i s it "" Tes
Eo i g cone e

[
wod Boona vy e Boet = 00 Les elements
:;i :

4 s THApR in
—— o mo o = oduny LT
FIMAL tou dum L FIMAE SRR

Jone un systeme libre de

~ - 1111L T
P i Aproanetnennt - soit ¢ 2 ‘In A \_'1_1_ + T I“ A ERYE 1, o
WKL L L -_]_ ACTileI Ll - S0l 1 rl Iy J.p PR T-_r I LI: f . s ,"I?VA .

IH

aves g e [oet e 4 - estun K-espace vecboreel

1% o pyn TR U R e

I ) ¥ T =
Tl e P e PIM =0 = % owjag+ PIM =0 = ————= P [1 4

m

spodion Jppe b g pitiei el Copme ppt g PoOnd o

die L] don wpe Pool fape B ore [ ] oest done ilae dane

It It [ A

o ol dimg T A ApS

il 5 P‘Inrhap

[Mép I
T dirmy oo F oo U

CONCLUSION | - A p
1.3 Corollatre

Soit A un anneeau neethérien. Soit I un idéal de A et soit P un
idea!l maximal sur T Soit. M. PAp Alors on a /\p(l) A TAR)

Preuve

Tpaph, LAp) = L0, 11 o Faptres b Lo poecedent 1o

.r

an #’F 1: . “F 1= a0 .PF - =t .:‘-.Ij:x‘,glp il f‘ip ’ = JP'I'



4 4. Proposition -

Soit {A, ) un anneau noethérien local. Soit I un ideal et I une

réductionde . ¥ n>1,ona:

A, 1 1
Ij < £¥I) < A {I)=A (IM) = dim @ ;{i() iﬁ,(i 3 - dim = ;igh‘;};

N I
< A{IY<cp (INow RA, D) » [BXM | uw=g et p(l)
: X
n>o
désigne le nombre d'éléments d'un systeme générateur minim ..

de I'. En particulier A (1) = (I).

Preuve
Le corollaire 3.4 = £{I)= Lqpil)= 2 ‘;ﬂ,m = 5D

505 2¥(I) estfinie Soit 1= 2¥1) 3 (Kplpez . 3 af,.., 3 telz que

kyz= 1o Ikn)n, soit nne filtration et ay,., 3, TM.-indépendants relative-
ment & (15nl. Alors ay,., a, sont J-indépendants dans I¥! (11 suftit

M1y pED),

de reraarquer que 8D = [ drop
& present raontrons que pour toutidéal I #(1r 2 A1) = A" wnaz 1
o ay... a, sont M-indépendants dans [ alors vnz |

1 t
S B qnon - g : i
(- [ S R L n} estun systéme libre dans le k-espace

11

[—. -
'a’él’.i-*..'ii'l‘le' ‘ ) aves koo - S A alors

e .

y m -1 N \ ] _ i
At = e APl [ = r-1 awes I oo iy oo
11y e L ol Voo am il Ther-] aves W L= di, g

Cnadone A= Lea0P Der



[ CONCLUSION | - A1) = £} et

AIHa) = p(ho)

Dautre part , $p, 1% = Ppng, ) vng=0, ¥ pe M dow
A0 IR0y o GOl ) et ATTHRD - AT

on & done PR = pED 2 1R 2 D

etd'apres Do Sanzare [11] (5.3.41) ona

n 4 s, 1)
=M T RA

MDDy = dim vy T
D= feo T
150

Mortrans que AL < A1) = pll7).

[Testuns raductionde I = 3q 2 | telque weoz IERCERREE

tupposons que peléments engendrent [9 Le nombre déléments d'un

o )

systéme géndrateur minimal de 15 est r = dimy T 2K = cm' »Losz

[+ N

dimy TR 2 op e dimng

MIE Ao 39PC L) = a1

M. 1

Alag AT = AT

Crantre part ) = dimg (0= A7) car ws e 1 W 1) = dimy =0

=TS g
T

S Jon s p(IY Ao ane 1Y 2 et I s

; COHCLUSIDN} ALY = MDY = (D) Pour la derniére partie, 1l suffd

e retnplacer [ par [
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4.5 Corollaire

Soit A un anneau neethérien quelconque. Soit I un idéal de A et

soit P un idéal maximal sur I. Alors on a :

. ' ﬂ(ﬁp , Iﬁp)
tp() < £,(1) < Ap(l) = Apap{lap) = dimpr PAp) R{Ap,IAp) "

}.p“n) ¥ n=>1|

Preuve

Le corollaire 34 impligue que
+

bp(Dy = tpapllAp) = bpll) - ,EPAP(IAP)

D'apres [a proposttion 4.4,

b ‘.ﬁ_ l: ;A; Y s I ;!'"A ) J
Fra (lan) < Apan(laL) = dims T paLinAL)
PPApH APl S AEAPUART T S TPALY lApLAL) T TPAPY P

Le corallaire 4.3 inplique quse ,'J._pgqp(IAp) =hp {1} =t ).,pl;".‘}:)(:lﬂ Ap) = Apilan
4.6 Proposition :

Soit A un anneau. Soit 1 un idéal de A Soit J un idéal contenant
[. Alors des éléments sont J-indépendants (respectivement fai-
blement J-indépendants) d'ordre k dans I si et seulement si ils
sont J-indépendants dans I {respectivement faiblemennt J-ifiu.
pendants dans [).

Preuve -
FLentit de pepnagguer it

Flag o dpr = O I« IR = Flay o apd = 0 (I8 e que

e I+ Ik = e ]



4 7. Corollaire :
Soit A un anneau neethérien. Soit I un idéal de A et soil Y un

idéal contenant I. Alorsona ¥V ken?®

£ ¥
L1 k) = Ly(1) < &L %) - £5D)
Par conséquent la largeur anailytique d'ordre k d'un idéal est

égale a sa largeur analytique (d’ordre +w).

4.8 Proposition :
Soit A un anneau neethérien. Soit I un idéal de A et soit P un

s _ A . —
id¢al maximal sur [. On suppose que p ¢st infini. Alors v kKen*%,

Ep(] £p(l, k) l*(l k) = A1) = & (IAG) i MAp
P([): p\i, = 4ptd, = Ap = pAp P _dlmngoPInAp

RiAp , 1Ap)
= dim
(u, PAL) R(ApIAp

y = tp(In) vy n= |

Preuve -

Hortheott et Rees ont montre gque i (&, ,) est nethérien local aves ey
ting alors gy (13 = L (1) pour tout ideal 1.

Aax T
Iy

BERICE

250NN ajors ; estmfim don Lpapllip! - Aps ptlap Jod'wu

2l DA P

Fapres 44, 45 <34 ana

A [ A& \

_ v SAtE o o
Froovy o v D by 2 Andly e 0TA LT = dims T T
i) I I by Ay &'.;_,II ; IS B 1|“U’ i, ) ';]\;)(.A‘D’IAPJ

T -

. 'pil K ’ P(”

1

Mep
dim T o

I A3 P AR
nzet T

TP 4T ) PRl k1= ()



SG
_.'%_p‘II“ = i (17 et en remplagant 1 par Mona 4 D (1% = e (1) don

*
Ty = (D) Ao B IR = (D) = Fofl) = Foi1) = f ] k]
J.v }:J|“II ) = :J-.I:'-,'..I.:' ui U ‘}F,I.I 1, J}:,LIJ JP, xI) '}F, AI) 1},'-‘1} }.)

4 9. Corollaire

Soit A un anneau noethérien. Soit [ un idéal de A et soit P un

. , A NP —
ideal premier sur I. On suppose que Eest infini_ Alors v ken?®,

I2Ap

*
2o(I) = eo(1, k) = tp{l, k) = A pap(lAp) =dim 3 —p
p p P PAp\IAP oo PIOAD

di il(ﬁ4x LAp) o .
= MG TR RiapiAp) - (Pap(%4ap) = tp(IT) ¥ >4

Preuve .
La premisrs egalite est due au corellairs 4.7 ; d'apres la proposttion 4.4 on

-
LY

Y . . , . , ¥ , ) )
E_\; estinfind, SpapllAp) - tpapllap )= tp apllAp, k)

a0 sl

Irl A'I'l"x I:;‘ d: ; N k A'.:“A p‘ R I A'il'x F’ .I

= )'Ar:‘i'."‘;l:]’ ".IJ. 7‘:' = i = - = it - 3 P — = F !
Paptlap! =9I T gy = WG TR0 e ap) - PAp!

Aé‘l F’

O st = oest infing alors st infint et d'apres le corollaire 7 4,

I:) F’ A" "A P‘

x| \ X * e N P P .
tptll = dpgptlaph et £plD) = fpapll Ap) dons on a

. N , N X . . - I“ ‘AL ’
Pl = opll ks Epll, KT s Apapllap) = Jin :Z\ﬁfhffb
1o "

FoilAp, [Ap)
= dimr . = PoanlIARY = Pl
= _inum’ Pip) RlAplAp) - tpapttap) = fpty)
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CHAPITRE

L

CAS DES FILTRATIONS FORTEMENT A P

Dans ce chiapitre nons nous intéresserons a differentes ceneralisations de

d

la largeir analyUgue any trations fortetaont &0 e anunsan toethor e
Le thenreme srvant donne nne caractertzation de la J-laroonr analyhoqoes
dune fdfration fortetnent AF @ = Ty par des &0 0 dans 0 anne=an el

rien

de A fcrtement AP Soit m> 1 telque v¥n J.. = J':;. Soit Jun
ideal de A contenant j;. Alorsona .
(1} 1} (g, k) > Ij(Jmn L k) = ‘j(Jmn) vo > 1

() Ik, en*, multiple de m tel que

2; (g, k) = IJ(Jnkl, k) - .lj(.]nkl) pour toul n : |
() )4 k) = supl Uy, k) new® ) 2] (g, %)
= t‘; (g) :SUP{IJ(Jmn) ‘T NE N'} :f‘; (]::1) AT (-

(iv} La suite n +— ‘e]Um(n!)) est croissante, station-

- k3 » ~
naire et converge vers ! i (p); d¢ méme que la

suite n — 2 (J,,) & partir d'un cartain rang



‘-j_lj
Preuve -

(1) Soient ay ... - J-independants dordre ¥ dans J -, ou m’ st un

ranltiple de me ®* Alors Jp. =l Tnz 0 Solt Ky =mn Yuez;

’

- i - S T T -
e Jl‘l 71 X = = l,:nf,ii_“ {r .;1_1 d'I‘ = 0 nod. ‘I'Jk'n + Jk"InH{}lJ

. K
= o= 0N ”m +]m E R TN g = I J}»} On verifis qus

Vpoq e BY k".: +k ‘g »k 'p+q > 1:'?,: IR ED 4 o d'onay .., ap sont faiblemient

| independants d'ordre k relativement & 2 Donc

*.
Il.,_lm.,k)f.: S 1(.@;, L) oet 'E_I':-Jmn kY= (g k) vnezl etuna

*
[

(
R _]Umn RONEN: J'ff._Tmn) (dapres i corollatre 4.7

(i} Zolentay . ap J-independants dordre & relativement a (],

Ky !L
Vel F oz

= & I_g_l bet (k) une famille dentiers telle que

1-’.'-p = klg =10 KI <. l{.p+q < Kp + }.1 Y, g s Y.

b noun mttiple non nul de m

¢ o . - Lty nlp i stk
CE MU E gy Xs Doy qp 8 80 = 0 {moc ”rl ey
f{++lp=2

= 00T Ty RERUNEE sy Lapropriste Kpag<k'p+ kg “ftraine

- Ens ke ' <l Y 1 3’01 = 1007 L .
nr = 1S K 1 =tk n|l3+}:;) = 1’1(5+L) K 1 don ¥ =0 (Ul‘v(... J. JK ns + Jk 1'1(.13‘4'1":,))

o x =0 (mod. . Jep.* Jklfnsrk))

» K
Lo !')L.il iI’ (] ] + Jklk = ] + Jﬂk'_{'

P ol 11 S, , _ N
On en deduit que ay ,., a, sont J-indeépendants d'ordre K relativernsnt



s

"1 e
Clen s Cait § i o R
Coest-a-dire Qans coLsit pe BHY e Plmant - pimotta a0,
(- sah-a-dire dan 'Jn}::1 it pe BY en posant nopmona ap . g

k)
v,
e

J-independants Jordre kK dans '-TPIDI::'1 = ‘{F'lfii ol ki =mky st moltd
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p

denicona: r=d I'C iz d I'THI
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(iii) . iy = & ple il = sup £l Lyoonoe 1Y

W = dle k= osup i d gy, 0 oo /Y
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o

y * | R3] I'l}'.- i ne YD et cedd nour tont =]
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FMmpgap! = U U "Jrr ! dE gl g
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O applique le métme ratsonnement A n s £l 0! Stant mnltiple de km
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v 2 Remarque -
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] _ , Wid, o) . 08, Tn
ot 3 montee que s dim T s dim T :
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poar tout anmeean nietherien local (4 L) f pour fonte filtration netherenns

B ~ i [ - - PRI r-‘
@ Ll Belle quie won Jgg - -Ln .

ERERL M, [ Zangars a géneraliss e resuliat

g fltrateens fortement & P dnn anneau noetherien cueloonues
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VeIl Qe T T oAl A U Altneal et e flieeduafo e
UL P RV T PSR, ‘
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Jg b k=t i T

iz log o ), ane Ditration tells que v T =
A i, 1

Etherten (ool 1~m— mfint aters £ il = dim T s 1
L N, LT o) B

. £ g | ol kyoestun cerfain multiple de m; Jdon
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JUH(‘LUSIUH booS1o0a ML) et neethénen local ave: W infint alors L

sa larg=ur
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analytique au sens de Okon

Dians

Aafings au g 12 auy f{litrations [ortsment A F

et

Exemple
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OoZunb oz la Dltrshen (50,

A

~ ol
Jmrm =1

L gy 0, g = diry T,
En effet soit Ky = mn v 0

A S e
= kg re, 8
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[N
=
X
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i (mx ‘ k nt 1 ,

SRR SR
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I’] —t 40

Ry e
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) = aplly e 2P+
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dt Ca T nn anneau neetherten local oontenant un deal T

[y = ;‘ 1”"'11'-:'1.';-

I
frest pas polynomale

I—I') . E-l |p '.'I'”. |::. s

N

= la partts svivante nonc nons proposons de oénsraliser Loy o)

b Jap e

tolle ques

it polynomials

o
-

+ o+ ag Tz g

-+ :;1,0

0

g;’ - ‘{l '.‘”'L '."1::1-1*‘ 1 g-l =

eQwi=ll p1i,

p=0 el 3y

10
1 ,f E“_ Y

donc g o= 0 Dot s

sat polyndmiale, le polynde assocts est oonstant

[IL

dun certain rang alors g, L, 1) o= dimyg

tp..]~!-Ll.1{n c =y L d'oy 51 o by oy, o0 est conntfante g part

In

~— ot constants a

RTINS

ceftaifi rang d'ott 8 pep i, D=0 et Lo Al = 0. ce qui nest pas,

paoriy dhn



{ f!H(LU [[IH J ¢ 25t une titration neethertsnne sur un ancean local

sethecie e 0 (., 20 n'est pas polyné miala

b A Deiimtion de Aq (p) avec g une Liliration forlement A P

cortitee )t thetrens Doth e Bt a b e A Sont I i pdeal

(10
- "‘Ji'l 11

[y

aagral contenant ,,— Oy sOppose que el of pose g m L .

(a1

]

) , - o X Y

SERT SR AU VO TR P i (1, o ) = ditny, — aves §o=
o T,

Ctozestiortement AF, 3m o= HY tel que Jon = 1

nlim

Jm

Lo T ntestmultiple demoet '*"Tl’ﬂ_.."-n! 2 = ditny, b T
Ly
L _._m

f1
X i T v )b ’ — ot Tl T l;'-\: SOEME Ao ;
R O o :p,J” L1, Im' = dimy, L EE polynomiale d'on

T T,

5

2 R o T Vo 4 tels o = T NA g T [
Joag o, L dp e Mozt s gUe ¥ L fig Ap.,_“i&’\,n_, Jei

1! L il
R T TN - S —F al = 1wy = e 0]
S 1 4 S ERVIE A Y 'P”I ‘e _Jm. = ﬂp{ - J + + ,_11{ m /‘| + -1"1:1 l{lq”: 1!

it e fonston polynome de inl) Ce poly.asme est de meme degre que

Co L e by - _ij;; Cotrons 0k 2 ngt estinfind, on ne peut identifier

ot e de e coba ful e Foguiaun pelynome anigque

A ST e TR o c st Fad o re Ti‘ = SN TOUDo1
eodernend pas de o chotE el gue o= Jp pout touf 1.

ST A T TR A YO N '4""_(!'!-.'::' 21, estle meme gqué celni de rp\-]-n_"l. g det



5.5. Proposition :

Soit A un anneau neethérien. Soit g = (J,), une filtration

fortement AP.de A, et soit m = 1 tel que Jy, =Jo Vn. Soit[ un

idéal de A Soit Il un idéal maxgimal contenant Jyetl Alorsona:
)\om'(g) = Am(Jmn 3 vn € N*  en particulier,
Aqulfy) = Aqq(I) = Aqp(I®) Vn eN*

5.6. Corollaire :

S0it A un anneau neethérien. Soit g = (J,), une filtration

fortement AP. d¢ A Soit P un idéal maximal sur J;. Alors on

a:Ap(g) = Apap(gAp) ol g Ap = (JyAply

Preuve :
55 = Aplgl= Aplly) ;lecorcllaire 43 = Apilp)= dpy P!C;lms’xp_h;
55 = )J\P.‘I.:..‘p'\‘]-mxﬂip,' = 'I{P)t.:;p"'g‘u‘p)

5.7. Corollaire

Soit A un anneau neethérien. Soit g = (J,), une filtration de A

fortement AP. Soit P un idéal maximal sur Jj. On suppose

A _
que o soit in{ini. Alors on a : pour tout k e N*

* 1
Lp(g k)= tpig) = Ap(g)
Preuve
Soit m telque m= 1 et .= I' pour toutn ona

1

. * _ kA o
lethéoréme 5 1= 2p(g k)= &py) p ¢tant infini,
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L3 proposition 4.8 = & p Um? = Aplnd et 55 = Aplp) = Aplg)
5.8. Généralisation de dim ; Ria, g) ol ¢ est fortement AP
2-0- (v, ) wia, g) "8 a

et A un anneau no:thérien.
5.5.1. Rotations
soit A un anheau noetherten.

Sott g nne filiration fortement AL, On pose
7 kent

‘- ) . p‘(j‘A‘) gj . J“
| = 4f ; ; : = T S
£ ¥yg, k) = dim RA 2k b Rih o) ditmn z T jomn
S B A * B 1270
En particulier on 3 ¢
. S A, ) I
1Ay 1) =i S = oz dim 3 -
Ay 1= dun fn, Ji h(hA, gi MU S T+ T
C P nzo
N L N N Hl:f"\l, '2} s J -
21 ¥VpE Heo) o ditn — v -dim T ot cera noté ¥ o)
‘I e II:‘I.‘\A\:AK !":] = JII’] [ -
: "= Nnzo

fiy  ¥(g, k) = sup T (g, k)
M wmaximal sur/g

5.8.2. Localisation

Zoit A anneau. Soit A un monoide commutatif et soient (J, ), - &t
i

o \
neEd

deny familleg de sons groupes de A telles que

T E o dnem 2 Ep T S Epam ¥ 0L med Onomungt,

coie s bty e 0 b iponipee conmne dipecl e

R {

Sy el antpdie o
L AT

e

mollegue o

cumoed, Tap e ], Vg e gyl f K (bg - K )

TR -
S R VL TR Km—m
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. . oA o A Fm F e - =11 g Y T T e -
[l encors fons s annedux gradues de la forme 2 [ el ont SUpposes s
11
de la multiplication definie ci-dessus. Zoit Punideal premier.

.
_11-,. PR

o oconsiders Lannean oradus 1 ¥ Ao On a les resuitats suivants
I‘J.Elﬁ ".rl‘ A':'

583 Lemme -
51 P est un idéal maximal tel que v neA P } <K, alors

I'application A-linéaire -

J-n jnAp
’ T ¥ T I % oal
neA Kﬂ ne Kﬂ‘ﬁp

telle que -

a
¥V apel, ., ¢ © an+ KHH—%+ K, Ap

est un 1somorphisme, d'iscmorphisme inverse 'application

) JnAp
S¥n o0 yg ix’:,A; — g esttelleque Vv bpel,,
: n

NneEA
bﬂ
¥ RncA-P, y , x; +Kyn Ap—bpCn+Kn avec | - Cp XgeP

Preuve
AJnLﬂLF! J-

Toit B =A-P o vnea soit y, oo — 5 telle que
h 1l & pl I:x 1

s
1l > a0 . - »
%, + I‘.n Aplr— bpap + K

Ybne J, . YEned |, oy, o
U ap esttelleque: 3 ype Poaver 1= xpag +yn.

Montrons que wy, est bien definis

bn b'n o
TE¥ne A ¥bpe Jn  telz que ? v & Kn Ap Fetant mammasi,
AAl Ak

Jzpe B oaped teloque [ = ¥y ay+ 2y Montrons U



L , bn Pn
by g -bndans Ko -
Axt"l Fey t 1

- g -

Egap = Jpe & telque

|
m

vibp 2 - i bple By d'on en muitipliant par apa’n ona

L"' ag bp) (1-2pt- a'n Do (1-yni)e En
Adon
}l[an bp-apbnl+ woay Wayn)-wan by 2nl e Ky

p-]n < KI] .

M

R BnynePly € Ep ot Dnon
Aot plag by -a'n b'ple by

pet Fengendrent A Solenit Vo= F, pyoe & felzque 1= pup + v,

saalors (1 -wpd=pug et (1-vp) [apbn - 3 bple By

et 1 ‘C'ln = pl EI fn d'ou an bn - El'n b‘n = I:n

U Vnbn e Bl ¢ J

madonc bpap +Kp = Dpa'n+ Kno oy, est donc bien défini.
est injective :

n

£, ot

i

. b
NS T 1 :—+ EnAp : 3apnea, 3y, eF telaque byay

NAY

1

Jﬁ}' ol by g € Kﬂ et

1M

= Endn *t ¥y ol &y e A el by

[ Spdp+¥, aver ¥, eP onacomme ap £F,

m

L Bndy  bBpan . c bp , ‘o
T oA T g = Knap d'ow —— +EpAp =0, donc Eer g, =10)
o Endn Vi ¥n t

Jon g, estinjective
¥, estsurjective :

J bﬂ v
v bpeldn . Pn+Ey= b L+Ep = wpy { 1t Enapl

Algebre, chapitre 2 81, y = 5y, estun isomorplucme de module:.

¥y w5t donc un isomorphisme de modules, dapres la proposition 7 de Boorbald



Vérifions que y = % w,, estun morphisme d'anneanz gradues
1

v bn = Jﬂ. . #En = fn g [f + K 11‘:'&}:‘1" ( + E m;"‘xp ]]
brl'm

N - ' d X Ty — T - - »
= l\ Tt + Ky & .\P = by bw 9n+m * Epsm 00 37 n S F Sy B F

T
%

11

felsque | =Xpanp+ i A + 2 oL 0N Clotstt Spag = dnim

¥ ¥m ana@m= tl- Yn.) (l-2gt=1 - [}711 + 2t - Yn 2l st

V= ¥ +im -Vp2meF ; 1 =dnem En X+ ¥ aves ¥ e b, cect montys qi-

l'nl‘ . . . .
Y - —+ Epnamdp) est bien ezala by b anem + Knem.

D'autre part,

bn b'm
‘4'( +IAnAF]‘P( +ImuP‘|—W'ndn+1n;~r1’m 2'm o+ Ko

by Da
=bn P'm an+m + Kntm = ¥ [' 0 -+t Endp) Jae o +Epadp ]

LCDNCI.USIDH -y estun isomorphisme danneans gradues, disomaor -
I 36¢L 1 el Qe 5 :"‘]; = '_1 : L‘ I’ [ brl j_‘ B
P 11511 uvelse % ({ln S r](in N 0o M+ En "7 + ¥ s Aonr
nea

p = w1 estun isomorphisme. y est un isomorphistie d'anneaux vradues

et sa réciproque est y = 3y,

Sotb A un anneaun Soib g ().),, p une hiliration de A Soit
un idéal maximal de A. vk « §¥ op a -

= n__ est isomorphe a e — Jo &P
n;—k Plo + Jn.x ’ ‘ ny- kmn Ap + JmkA

(1)



C 2
i

- RA, 2)
i par conséquent (uk, p) ®{A, g)

est isomorphe a

ﬂ,(Ap, gAp:‘ 1 o
5 pAp) RAp, shpy U U=y . BlAg) _Z JnX" el pour

o =+ on convient que J, = {(0) et u® =0

11 o est isomorphe & Jnfp
n>¢ P‘Iﬂ + Jnex 0zo P]nﬁp + Jﬂi—kAP

R{A, g}
R(A, g} n (uk, pIR(A, @)

¢l par conséquent est isomorphe a

R{Ap, ghp) iU = & RIA, g) xo
, ouu=z R(A g)=- = ,
R(Ap, Ap) o (uk, pAp) R(Ap,gap) X & >0 In

u® =0 et J, = (0}

R(A, @) “{4p, pAp)

En particuiier est isomorphe a — 5T 7.
i o PR( . g) 2 P \

s n in
fit) Sig =1y et Pmaximal sur I alors ¥ 7577 = Z 57o . 1ok
aso Pl nooPIR ¢ 1

[DAp I2Ap .
e et, par consequent :

asoPIBAp ~ 2 PIPAp + 1n+kAp

_Ra, 1)

R(A, 1) o (uk, pI&(A, 1) 7 PR(A, 1D T opin

WA, 1) K (Ap, 1Ap) B R(Ap, [Ap)
Gnop) RAAL DT (u, pAp) BA(Ap, TAR) T PAPR(Ap, LAp)

Vrenve

o appliue e lemmme S8 20

Lane () =L U on retnplace Ey par Fly ¢ dpey stona

i 0
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Fi. CH, i) est une confequenios o (et L) ansl gus de 220
chapitre 2.

B appliquant la ditnension de Enll aux anneany sraciss niilizes

dans (et (i) du corollatre précedent on a le corollare aivant

!‘I

4 Corollaire

I‘T’

Soit A un anneau nwethérien. Soit g = {J,J, une tiltration de
A 50it P un igéal maximal Alors ¥k e nN*ona .

Yplg, £) = ¥paplgap, k) - dlmnio pln*‘}mx el en parlicufier,

iplg) = J’pAp(gAp) = dimn;ofg?: elst g =17 avec i P ona

Yp(l, k) = ¥p(1) = ¥Fpap(IAp, k) = Ipap(lAp)

= ditm ‘(n——ﬂ—'(é._}_)‘

]_) - ]l’l
p) BRAA, b

- o dlﬂl e e o dll’ﬂ 2
” PR(A: ) n*o p[ﬂ

= largeur analytique de IAp au sens de Okon.

5.8.5. Remarques

13 Lorzque P est mazimal ne contenant pas : S alors o A

[ 5P Ap

o T o 11

iy Four ke H* . N I F - .\ }:‘ = P
SnsE T kBB GE

ﬂ‘(_'fip AAPJ
(uk pap) miap, =ap

= (0} et de dimension oulle Of polreadt e

montrer direcletienl Jqu= v Iy = P In * The: wLodus ml Lo )——m‘ o

onadons (Tplg, k) = Tpap(gAp, k) = 0 ¥ keBiq' S SR ED IS

——

contenant pas Jo



| o dntE AR BAp zApl AR
ol .- I |,_][ }_’_ = +ix3 w1 ; N = :'7\' = ‘_‘ _ . . T 5 =R Iy
‘ PL.AD ~ FAp pap MiAp, oap) — Fap

e

sussl montrer directement que

o P -]1'1 Jy A _ El&, ) TH
wil [ -TI’l = '_Jr ( l'U. ) S

Ul e
S A oo el
P ,IJ I: P - F Rl e 1
estisomerphe 3 (XL Ona don

D) Enopartienfier 20 k- Donma o oo

cofttetant vas &

e

Dhan =u ¥

o]

Dong st 2 est neetherienne la largeur analytiqus de ¢ an sens de Okon o

flg, 1h

5.8.6. Proposition .

Soit A un anneau neethérien. Soil g une filtration de A fortement

AP Scit m ¢ N* tel que Jppn = Jn >0 Alorsona Yke u*

R(A, 2} 4 (A, Jnn)
(u¥, D RIA, g) Wk ) R4, 7

Jma)

dim

¥n=1 et

V(g k) ¥10mn, ) Yoz L

Preuve

.‘:'-'lt I‘I



Danc & bz produif ssr defind =l agne ¥ Ggp T g

; I
TR Sotns ot
RRDES:

s verifis que ces den produits sont bien delingg

1

o T ]
[ ¥ est Hien definie .

o poooprk _ b
oA . (= J'Ifﬂ + ]-r[ﬂ -:j.ll:_:lI b= Bmp = ‘(JI.LI + Jm{'.;.k

e
i
+
S
[—

R S Sz i
my o optk T

"H [,'l'l 7 {l“ I*' f'-/l-'[l'l';'l!"- 'l”‘:. BJ v "“““1 s !"U

"~(!ll;r

o ) i ' ol L ¢
H'p v -.“p ! ,11-...1-; S e I-";:- = -Ip' ;oo I-.L'p + JJI-D] Clime

=3
e

i AR . _ .
: Fot P don By oestentier sor B, odou

B 1 [
4\' - “P Lt‘ij b 'J‘Jﬂ_l ! ]LU /

d'on

dim By = dim By 2 dim Ay

mal
-
[

soit to

G S TN Sy L {pﬂi WE e, e
R p '!'i];:' 'IF"*}{ S 2 __r_.p U T LS " (__1[“, : “,1_7"

P ¢

| ¢ cst bien délinie

i

) @ oo
Iy - - T - R U B
‘-:'I a . = } + . ;;.4- l: ;o I = ;}.. b ] T]' Jl ,,TF:,+ k -

4'::(‘I
It



onacdim g

dren gl B U B et e retplacant mopar e pout

C v ey (1 p ',A'I:I' = & ) X )
cab Y o= |.‘1_Jmp + Hm T JEY = a0 [s3

-|['m+11-: - Iprmrm: - '[i'ﬂ':[""ff‘)

oy wy - = Ao il 1 e
v m Ml B -mewqi:; = -me Tou A -J;:-mﬂl-:.’ = ~=-me

et don bisn défings

il p p+ l: “ - p

VAT Ay = Ime = ] gt__::xp gt T JAT e Ly

p

IMontrons que Ay et entier sur Ag .

Dk

. T mp .- ,
[ VO N $ B ! - NS R
}7 = (tx e + j_]:. + 1 f A L_i 1 K = I Im |{z = Py 1 NG

Apestentier sur Aq of ditn &y = dim Aq < dim By

| CONCLUSION | dim & - dim By

Cofnme

’

k10 ®Ris, ¢

LISGAES,

) el [30Imot [J]lt’f a TR : [:»1 ol
T

KA, Ty

mE R, )

T IEOMIONphe 3 Ay o &

Tla, o) HiA, Iy)

UJ_L, I (A, o) o (pk 1) s I,

Jdim

En remplagant m par mn avers 1z | on A la premiers partes de la

proposttion. De la méme maniére, en se restreignant aus degres positils

E
In _ ‘-{m
T lpep, - D T

0o TR I

nood

of @ la derniers partie de la proposition.

Dans la premisre partis de la proposition 51 on remplace & par 1osb ]

BES

T on retrouve ua rospltat etabls par D osangare qut 2eneralise un
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R

rézaltat Stabll par Okon (7], Lemma 23

5.5.6. Proposition

Soit A un anneau noethérien. Soit g une filtraticn de A fortement

AP. . Soit Jun idéal contenant Jl-' avec g - (Jn)n- Alors on a -
¥ k e N¥, fJ(g, k) = Ij(g).

Preuve

Four tout idéal [ contenu dans Jona

. . _ n , [t
Vil k)= dim =z Tn ek C dim z It LBy
f1zo nzo -

Jm=0 telque jpn = ]ﬁ.i 710 onaalors, dapres la proposition 53 5,
;]"]f.%l, k) = ;{"I( Jrns ki = & \]'ijm} = 'TVTI".g::I'
5.8.7. Théoréme :

Soit A un anneau neethérien. Soit g une filtration de A fortement

AP. Soit T un idéal maximal contenant /g. Alors on a -

Ve N, vkent' | tqlg p)=iqlg k) = Aqiy)

. A . — ~
Si de plus — estinfini alors vp € N* , Vk e N¥,

* F A
tquig, p) = Ig k) = Aqpig)
Preuve
_ ' 9! " - R .
soft m o= T telque ¥ 0 Jup = }:ﬂ CLes propostfions 5 85 U5 4 Loentrar-

nent ~]ﬂ:(§_{, ) - (mf iln)

Le corcllaire 5.8.9, [a propozition 4.4 et le coroliare 4 4 entramant

+* *

T ) = Tqnaq U A0 2 Ly g U i) = 8

‘” l: I\ | m f .



ey
+ 4

Le theoréme S.1implique que Lo Uyl = 2ol pl D2 meme 1s

Cr &y +
y i x [y

corellaire 4.5 = Ty g U A0 1= 2o Um) = 2qn g U &1~
L

corollaire 584 = dq bln! = T e U S0 = Tans g U 2.

]_‘J';-jtpré;:_; 1a F .:;;-F;n:j.\s;iti(:-?_] =5 A ‘i [__]m R ‘—-i—,_l'rx' 1OER coticlnsion of A

. A
* iy
; 5 ¥ e T P T T S D A P S
& ._’”'l. l‘:if‘) - ,_? ._"i‘“ ll'__-i'_ }:‘_ __! SRS ﬁ}Ti 4._‘}_5" i / KR r‘-ﬂ k;‘fj.?_ le]_h" IR R A L

58.8 Corollaire :

Soit (A, ) un anneau neethérien focal. Si A/9N est infint alors la
fargeur analytique d'ordre p d'une filtration ¢ fortement A P est

dgale a A(g) et a ¥(g, k) pour tout ke m* .

%.8.9. Corollaire :

Soit A un anneau ncethérien. Soit g une filtration fortement A P.

Alors : 2%(g) = 2¥(g, p) < ¥{g, k) - ¥(g)=A(g) Vpe R*,6 Vvke N*

Preuve

i¥g, k) = aup ¢ mig k)

M maximal sur /o

.}l.g) k:l = SUP -IfﬂL (g, k ‘]— \:'t d Ojrﬂ(g, k) = J (m l:g:’
M maximal sur Jg

Alg) = cup Aqpted Onoapplique le theoram 587
M maximal sur g
5.8.10. Corollaire .

Soit A un anneau noethérien . Soit g une filtration neethérienns |



(g,

l1a largeur anzlytique de g au sens de Okon est egale a
AMg) eta ¥{(g, k) vk=> 1
Preuve -

Il suffit d'appliquer la 2e remarque de 555 et le corollaire 544
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