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1 
L 

L'4tude ,je la 1arg.?'ur analytique. d'un idéal a iait l'objet dB' plu::h:·un:. 

idéal. 

ri"'é-lénlfmts ;jnalytiqueme.nt indép i2ndants dans un idf.al" en "lU>2- cl'tJ:tli1 

?\Tl····J~1·11(("TT . t RE'E'~ "'1' t (l,:il'!'!'j' (ll:::'1·'···' (·,tl·".··'·:· (1';~1{.~1'{·!~!· t·c· '~'r ':'h't:( 11'',!'f (-!' i Ij .1. 1·.· .' t'." ~,l) 1.L. l ,i., J., .d .... ·~H·.· ~ t;,. ',' l.·.· 1.,.' '.'. 1 ..... / ,.1.1. ':. .1,· 1 .. 

implique. que F a tous ses cotAficient'::. dans 'l'Il 

"111"'~:1 .::. c···\t··t~!"··'lHtjcl1..I·'t·l"l·t ,·!l·l ·;;rH:,t·j(l .... t·t··· '1-t',·· T '~1', [-'our .. ···ut r l "lT , '" _.';:~ .. l 1"" '..0.1' .• ,'",.! • ..1. .':". y •. ! 'V". l t;:. 1.. ' . .!.t~·:: __ ::.Y 1 ~:' <. .:1...!2.J.. .:. ,). 'A'. " {.h) ) -

Une. générahsatir,n;) 



'-J 
- t..:. -

crrr11.--,l.::. ""1'1'1'11-~':::'C~' ? Il i+,,·,}.::.t rl ê• l -I e ,"" t·ê.<:- t' Y l ('oY1"1"'[1(1r':j (1]1'::" l .r - l,l'))" ~.1;7 1.. '-' q ......... ".'" v. .::::. -.... 1 .:.J \.. .... U ,_, vt: vv;~· .Jl; . l, \ t::' " ,_. "1 -,~ !J.) -. , 

Une filtntion f = (In)n est dite l -adique si vn In = In Une filtratj,:,n 

f :: (In)n est dite f.orternent appro}'1rnable par des pUls'3ances d'idéaux, ou 

forf:.ernent ,A •. P, s'il eX.1st.B m;;: 1 td que Iwn :: I~ pour tüut IL Une filtl::Jtl(ill 

f €>st nœtl1éri€'nne S1 R~A) il est nC!:'tllén€'l1 où. R(A, 0:: l InXn est l'ann~::.UJ 
112:(' 

de Rees de f. Pour t:'UD: flltratlOn f, on a les irnplicaHons suivantes: 

f est 1 adique =:- f est l -1)01ine :::::' f est fortement A.P. 

Si A est nœthérien ~ 
",1 

1) Soit A un anneau, Soit J un idÉ-~\l de A et f :: (I n)n une filtration de l .... 

filtration f si : pour tout polynôfll.a 11O!Ylogène cl€' degré s 

ficients (1ans J On rernarqu€' Cl 1]·2 d0'~; élérnents .j 'un annE!au ncetl1érien local 



3-
.t.. sont analytiquement Ï11dépenda.nts dans un IdéaJ l si et seulerwjnt si ils 

'3()nt 'TIl-indépendants rela.tivem€'fit t, la filtration l -adique f r = On}n l.)Ü 'lR 

"1sr:.1'idéal rnaximal de A et que cle; éléments (l'un antl(~au ncetl1èrh.">f1 sont 

J-illd4pendants (au sens <ie Valla) si et seulement :31 ils sont J-ind4pendants 

relativE>rn€'ut :3, fI où. 1 est l'idéal qu .. :;. GE>$ élJment;; eng~::!h:irent 

Nous posons : 

où. ln, est l'iciéal maximal, est noté .ë (I). 

Northc:ott.;.t Reos ..:mt d.ffini la larg(!ur analytique (l'un idéal comme suit: 

(A, (nU étant un ann€'au llcethénen 10ça1 (dont le corps H~sldllel est mfini); 

degr~ du polynôme auquel 'PTn/" I) s'ldentiIÏè lorsqu'o':-l1B ~;'app1iquè à déS 

quantités assez grandes et À. (I):: l + J') if1')lt (., I) est appelé largeur a ... _, '._': 

D';nltre part D. Sangaré cl montré ([ Il L :\.3.4. p.59) q ae 

. {n 
.À.(!) = dim l.: <n- In (dim. cie Krull) et nous montrons qUE' S1 f ::: (In)n E'st 

n~o ~ 

une filtration de A, alors pour tout idéal J de ,1:.4 • 



__ 'Ol.(A, 1") 
(1.1, J) 'iH,Cl:..,. Ct '.:: n;:o JIn + 1n+1 

(H) 
R 'l!, f' .1.'.. J 
, -
JR(A .. f) 

(';foir 2,2. f:t 2.2.2 d.n I~ha,pltr€ 2) 

t~t d :.." 
. .:.'1.. 

Dans li; but. de définir une notion ck }l11df.penc13,nce q Ul pui~;s€- ~ngerl(trr;r 

'.) ) k:J At;' ç:'! )\).~,:.:t 11.. 'tt- nl' -. "f p ~r- JO" 

k:- h'~' .:;.ten faisantla convention 1.:X) (0). 

On dit que {èS él4nlètÜ:3 al" ;J1' sont j-mdépendant.s 'Jürdre 1(. relative-

dans J + 11: (l1mr·1icath:m in Vt:1L€' E-':,t toujours trivi:::\l.;.:). 



le r~latlv~rn~nt ,;) f )- d 

J-l1hV'pendant.s relaUv€'m~nt à 1. 

d ordre t r€'lativl~~mE'nt Zt unG fl1tni.tiotl f :: (11)n (?~,t lie(> à l 
c, 

isomorphlSITl€' er.tn..,. un .::tnn>2::UJ de polynôm(1s sur ~I' H. un o:pJOUi:nt 
y! t 

d'anneau de Reer de f, U: théürèrno 2 

dun 

genéralisations (le la largeu.r an::üytlque ê:lJ..lX iiltr,::üic·ns ncethériE'tîfIE.·-:; de 

1A'- 'Y,\l-'iP'''·" Co!' ';1:: ;'.::.11" ,-1 Co r '1:, ""·'1"' y';> ''''_'.1 ",<:::tJ. '..r f: '~'V t;' ... +v \_, ... '" l, 

( 
\ R( 0 

Nous: posons: 1J f. k,l = dim 'Ç'I'L; t") l 'j"l" {t 
i'. '.", ' 1'-, (U ::, J) t, .•• , f) 

ou f est une 

local et f une filtration nœtli~riE'nne de l\ nf, 1) :: r"I!t(J, 1) est la largeur 

::'tnal;.rtlque de f au serr3 d(? OKon 

Question. 

r(f, 1) est"t1 égal à ~ (f, 1) ou ~ f (f) ? La réponse (J~';t. nôgativ~, (~n 

g4n~ral ·~ar nous (i:'lti'=::truirons dans lJn :)Jmeau nœtliélv?n local partiCulier 



dünt le (ürp::, résiduel e':t iniini une iiltratk!n ncet.l1érienne g telle que 

,e (g .. t) 0 pour tout t E 

Ce type de contre exemple a donné l'idée d'afiaiblir la notion de ..r-indé-

pendaw::E' : 

J,,1.· 1 C .. ...J,~ fl' - 'c'" '-, ',~ 1': . ltj' (r ...J'': l'~ '1;:::' 'te f'::>' til;:::.r' ;:::.r t f-l' t- (l,:Sr,;:::.t' "-1 ~ ',te ~(,)j~,_~t' t1L,;:.!"'Il:> ,J nc . .) 1 üe dl "t1-_, ':1.1, ',' IL.!., L '-1,'" Ld.L.-_, 

(l'ordre t relativement à une tïltration f • 

'V}>. q E fi*-, t'p + k'q ;:: k'p+q ) k'p > k'o = 0;:: k'_p et telle que al"., 3r :;')lE:'nt 

j-indépendants d'ordre k relativement à la filtration Ok'n)nEl" (Lo[:3que 

k = Hl<) l'€'ns€'rrlt)l€' d'indlc€'s est étendu à ~ u {, oo}). 

Définitions' On appell€' J-largHlr analytique d'ordr€' k de f l€' nomt)[e 

* ..t /f, k) - sup:.r : 3 al .... at' faiblement J-ind~pendants d'ordre k relative-

ment à Î J, 

* *.+: 
,f T(i.. +(x») sera note .t /0. Nous posons .t *(f, k):: ::;up ,e 'f!l, (Î, 1:) ~' 

'nl maxima.! sur / i 

l*(f. kJ est app€'lé largeur atli:dvtiqu€' d'ordre le cle f 

On aboutira, a,u théorènk 5, l qui Jonne une caracté-ri:::atlOn clt;· la 

J-largeuf ùndl;ltique .j'ordre. le .j'une filtra.ticm iort.e.ment AP g - Un:in p.1f 

AP i?t ilL un ic?;::d ma.iunlal SîJf ,/f dans un anneau ncetli?nen è, 



"? 

- " 

4'TI1. C .' f) n pa.s toujours polY4.$mia.le mê:me l·.')rsque f est nœthériE'f1w::' , 

pour un idéal 1 d'un anneau methérien qu~konque (voir 4.1. U- On pO::"? 

1\1 ' - .. • t -- '. --" '1-- --t -- c 1 tl- ' , .; ., . C' .-, 7 'J' , .ott:: !U'Al_!t:::'Iolr:: d.U C k1.Pl.lë) '. li:'ü!elil"::) o". que 

t 
ur. ' il-ltr - ti'll' l' -rt ---rr 'l' t !J. F' 'r' f'- "1* 'r' h, J'jl .\ (il')' /)' (r· l' It:'. ,d ,,,-'v l ',) ,t:' It:' 1 .. -' -', , v.l-' t= s'" '1 t. t= , .. .f" 'iT",··6'.P .:: ~ 1TI .g." 

+: 

}"Tll 
. ~.. '.. -, t·, -- !J. 1'-'-"1 el .. qu el11)1j -le ::.1 ...... 11,. inÏ ini al f)rsf Til (~.> J;:') = ;r Til (g, t) 

2.5 Théorème 

Avec les hypothèses et notations de 2,2 et 2,3, les assertions sni-

vantes sont équivalentes: 

(0 al, '" al' sont J-indépendants d"ordre k relativement à g, 

(li) fk est un i~omotpbisme-

(iii) 1\, est un isomorphisme de J~t- [X 1 ,--', Id sur 

R(A,!) il(A,g) 



A 
(iv) La famine {t 1 ,. __ , tr} est algébriquement libre sur 

J+Jk 

(v) 
A 

La famille {UI ,---, Ur} est algébriquement libre SUI J+Jk -

Corollaire 

Sous les hypothèses et notations de 2 _6, les assertions suivantes 

sont équivalentes. 

(1) aL __ , ar sont j-indépendants relativement à la filtration g 

(H) 
A 

'00 est un isomorphisme de JIll r "' Ir] sur Gg{J, 00) 

A 
OH) (J- '00 0 '00 est un isomorphisme de J [Xl ,- -,Xr ] sur 

Uv) 

R(A,I) 

R{A,I) IÎ jR{A,g) 

A 
La famille {tl ,---, td est algébriquement libre sur T -

A 
La famille {UI .. --, ur} est algébriquement libre sur T-

D::U1S CE' (ü1'011alr8 SIon SUppOSE' qu,::> g:;: fI <,.lU l :;: (al" ar), 

l'équjval~nce èn~re \i) (hO donne ()follaire 2.7 qUI est slrnllaire ~lla. 

5 1. Th&orèm~_ 

Soit A un anneau nœtbérien_ Soit k E RI* _ Soit g une filtration de 

A fortement A_P_ Soit ID ~ 1 tel que 
n 

Vn lmn = lm- Soit J un 

idéall de A contenant II _ Alors on a : 



* (ji) 3 k l e N* . multiple de m tel que l J (g, k) 

* * n (HO l J (g, k) = sup{ 1:lJmn ' k) . ne n*} = 1: J (Jm~ k) 

* * fi - .t J Cg) sup{l J(Jmn): ne N* } - 1 J {Jm} Vn ~ 1 

(iv) La suite n ~ .( JUm(nO) est croissante, station 

* A nain: et converge vers 1 J Cg) ~ de meme que la 

sui te n ~ ! lJn !), à partir d ·un certain rang 

5.ô.7. Théorème: 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g une filtration de A fortem€-ut 

A.P. Soit <JIl. un idéal maximal contenant /g. Alors on a : 

Vpe~, Vke~, 

A 
Si dUlus m. est infini alors Vp e ~ , Vk e ~ • 

~ lm. (g, p) 

Scit (A, 4Jlt) un anneau nœthérien local. Si A/1Il est infini alors 

la largeur analytique d"ordre p d"une filtration g fortement A.P 

est égale à À(g) et à T(g~ kJ pour tout k. E Ri .... 
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CHAPITRE 

INDEPENDANCE ANALYTIQUE GENERALISEE RELATIVEMENT 
A UNE FILTRATION 

1.1. Définitions 

k un €'ntter naturel non nu! 

éventuellement infini. q U0 J + l k - ,\. 

~. t 
~.I)l€'n. ::11 ' ... :~l'r el?rnents Il, J:'our k = +o:} on 

1.1 1. ('l.nI (.ll·t. Q1.l'::'> lp:; P.~li..tnl" .. "·nlt.c; r. r. ë:t'!lt T <!·l··lf,npnl(j·-l[l+-" ct '('[ ·lt·_· 11 ... \... ,,_ .... ~ _ ':1,.1 .'"", J:-'r v-') .t.~ -.1. 1,_4- ~'l':'~' ". r:. Q _ .) 1._ t.: r .... 

L 1.2. Si 

m>::"nt à f ,ln dit qu'il'; sont J-iwlép~ndants relativement à f. 

L 1.3. Si élE:rnents al ...... al' sont J-indépenclant.s d'ordre k relat1vemHlt. 

à la. filtrôtion l ·adique Oll dit qu.'ils sont ]-indépenclants c!'onjre 1( da.IlS 1. 

'iL:, 



1 l 
sont analytiquement indépendants (resp. analvtiquement indépendants 

dans 1) (confoff.llément aux définitions utilisées par Northc:ott et R(~e~; 

dans [7]) 

1.2. Conséquences des définitions. 

Soient A un anneau~ ke ïi"* FI* U {+oo}. Soit J un idéal de A. 

Soit f = (In)n une filtration de A telle que J+lk ~A. Soient al ,,,,ar 

d~s éléments J-indépendants d 'ordre k relativement à f. 

Alors on a : 

1.2.1. V {bl 1"", bs} E {al"", art les éléments bl , .. " bg sont 

J-indépendants d'ordre k relativement à L 

1.2.2. Soit g - (Jn)n une filtration de A inférieure à f et telle 

J-indépendants d'ordre k relativement à g. (En particulier si J 

contient 1 k alors al,.·., ar sont J-indépendants d 'ordre k relaU-

vement à g). 

1.2.3. Si J contient Ik alors al,. .. , ar sont J-indépendants d'ordre 

.k + 1 et d'ord:::-e +00 relativement à f. 

1.2.4. S'il existe ai appartenant à J + It- alors Il C J + II;: 

12-5. Si r12 alorsI:::;(al~ ... ,ar)cIlcJ.Ik 

éq , ... , a.t, ne sont pa.':: j-inclépendants d'ordre t fE:-L:Jtivement à i 



~ o? ~T.i l ~7 j S , FI' 1.- t î - rIT ~ 1'" . 'b 11 
2. 1-' il" j:: ii, 1 '" AS ,'-'1"", );;" '= '. n + l tH t:::::' 2. ) 11 '" 1 S . 1 ,., 

ilT"+J;;=n 

(' j_, J 1 1 ~' 
l~' II lr sortE' Tl'::' :31 t·, - ,Il:; If. iJ il " ls ,,.Il ,-
1.1 il, 1S ;)1 __ 1_. ___ LI}; 

r' 

et telle Clue 1ü = 0 Sl a.,." ne !1Qure 1 r; }, '_1 
,,1:0<- 13 j l' , J:; :;'é,:nt 

l1s tou:; dan::: J + l t 

1.2.2 

1.2.3 

(1'Ct1'd1'':- 1:+ l et ,j',)rdre H') relativernent ,~j t 
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X E J + l k . On a donc Il C J + l t . 

j-it1(lép0ndante d 'ordre k relativement à f si v!"::: 1 al ,"J al' s,)nt J-1t1dt: 

pendants d'ordre k relativement à f. 

1.3. PropositlQn. 

Soit A un anneau. Soit J un idéal de A. Soit ke Pf*, Soft f = Onin 

uoe filtration de A telle que J" Ii;: -;: A. Soient al l"', al'" l' _ des 

éléments de 11- Si al,,., 3 r l'est ]-indépendante d'ordre k rela-

tivement à f alors la suite dldéaux KI = (al), Kz = (aI. az), 

K3 = (a .. az, a3),--' est strictement croissante. Si A est nœthéî 

tout système d"éléments J-ïndépendants d"ordre k relativement à 

f peut être complété en un système maximal d'éléments }-indé-

pendants d"ordre k relativement à L 

1 e J + l co:' ce qui 



Kt ~ Ki 1- 1 Si A est .nœtl1érien toute su.ite (roissante d'ideaux est station· 

1_ 4 Ex§"mp1es: 

I-indép,;'ndants dans 1 et 'v' s <: r XI,..-, X;:; sont '!TL-indépendants (dam: 

(et A n' pas ncetllenen) 

1.4.3. :;')lt i·~ = :2(X, Yl, X ·;.t Y S(\llt I-indépendants avec (:l V'I 1';11-
.• ~, .... l ,'-, 

',v
7 •. v i:>. __ -··t. 1.J1'1:' :-·.1Jll·t.:::. .. /"-1'~I~·1Jl.11'-/."·.r"_ .. ,...·)1·.. r ,r -y7 . j. r, y? .. - ···,t r - '1? é' l \.'-~ ,':' ': h ••• ,:, • .', .... '1 1 11 - - (;:'1. (.'·-.i = ... , d'l <:: • • :1:.i t= ~, . ".J W'" -' Ci. - 1'........ ...., 

n ") 
"" C.'· (".i', '1 .. ·.\1 v2(n-i - l') .;::.. 'v1.. . l - , -;. 

n 
l (:(-iXl y2n-i - 0; i 1- (2n -1) = 2n. Alors 

1={'" 1=0 

'Xi E 1 donc al et. 3.2 sont. I-indêpendants dans 12 = (X Y, y2) Par contre 

al, a2 n';~st pas une sUlte A-réguliere. En effet: y2 00 e (Xy) - (al) 

S,oient A un anneau. Soit f - (In)n une filtration de A Soient 

3,1.-'.' ar des éléments de Il. Soit kem*. Soit J un idéal de A 

tel que J + Ik:J! A. Si les éléments al .... , ar sont 1-indépendants 



1 c­
l. _.J 

k 
d'ordre k relativemennt à f et si p 2: 1 est tel que Ik: C] ... 11> 

(en particulier si ] contient Ik) alors on a : 

1} ai, .. , a~ sont ]-indépendants d 'ordre k relativement à 

2) ai ' .. , a~ s<>nt ]-tndépendants d 'ordre k relativement à 

3) Si J contient Il; alors ai .... , a~ sont ]-indépendants d'ordre 

k relativement à fl> = (I~)n. 

_ Pil _ h, =: 1)' 11 . il' ::1'1 ... CIl' 

11 ++ il "'n 

F a tous 3es coefficients 

contient Il:; alors J +Il;' = J + If; . 

1.6 Proposition: 

Soit A un anneau. Soient al, ... , a1" des éléments de A et 

1 = «tl,- .. ,31" ). Soit tE Ri· Soit J un idéal de A tel que Ji Ik: ~t A. 



Alors JèS éléments al",-,ar sont J-ïndépendants d'ordre 1<:. relative 

ment il fl, c'est~à-dire J-îndép€'ndants d'ordre k, si et seulement 

S1 pour tout polynôme homogène F à coeffidents dans A, à r 

iicients dans J+ lA 

1 :i '" ::::: (, (f 1$ + 15+1:"1 -~, :J (I-J-' .) >= T + It t.:::.l·:' (iU,:' 
l' "1''' -- . " - ..l • 11 '1r'11' lr - J .'. ~"1 ~ 
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1_0.1. .t J(f, k) ~ sup(J + 11» ~ ht(J + Ix) :S dimAp <: 00 pour tout 

idéal premier P contenant J + Il· 

1.ô.2. Si J contient Ix alors pour tout idéal P premier sur l 

on ct : 1JU, k) ~ 1J([, k + 1) ~ 1J(0:s sup J =~ ht J:S dimAp< 00 . 

j 

Lô-3- Si J contient Il;: alors on a V p 2: 1, 

(i) 

00 1 .t (f 1,) , (T fi! 1,) .t ( 1 (fi + 1)! 1,) 
vn~, J ,b... ~"Jlp,b... ~ J P ,b... 

(iii) La SUIte n 1----} 1 J(I~!, k) est crois~;antc et stationna1fc 

pf(~uve . 
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CHi\.PIT11E 2 

J--INDEPENDANCE ET ANNEAUX DE REES 
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11;::0 

--, (l,t f' 
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En D::J,rtvul'ef en p .. renant t _ t{<) . -

un idéa.1 cie A tel que 

- ..,-. T n ,-, {r r T, -'1 
- J' , '". Ii + ,In + K ' 

n:::':, 

') '} .~ 
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.-1" "j .--' \:"" l 11 '-', {"! ~ . 7 ~ "i 
;:::. ..'-.:... ! 1 ...j Jn T Jtl + l' 
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2.2,3,2, (u..j) !1\( .. ~., ,~ Tin + 111+ 

IL.:C'· 
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= If! 1-1 (J .In + Jn+l) "/ n 2 (1 Dans (:::t; (,u t - +(.:) (,n 

";-j 1 = 1. 2" r. 

1::) ((:() 
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u, t) l'ann9êJU gradu? l rn/Tn ~'·)it t l = ;:li + [1 
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2.4 Lemme 

Soit B nn anneau. Soient VI, ... , vr des éléments de degré 1 d'un 

anneau gradu.é qui est une B-algèbre. Soit lT runique épimorphis-

me de B[X1 ,- .. , Kr] sur B[Vl ,. .. , vrl tel que 

H (Id = Vi V l -- 1 , ... , r et H {~- oc Voc E B. Alors les 

assertions suivantes sont équivalentes' 

(0 11 est no l~;vmorphism(~ 

00 {VI ..... Vr} est algébriquement libre sur B. 

Preuve' 

li_<::i, <,Il ,{Ir 1..) 
, ~. ..:.. l', 11 ' , 11' Al'" 1 r 

d'üÙ (T:: 0 ; {-Vl ,"/ vr} est donc :::t1gétxiquernent libre ::;01' B 

, \ il Ir 
\,Ü.I ;;;::!> ü) fT est un épimorphisnw ; fT(G) :: 0 ;;;::!> -= ). il il' V l v r (:1 

donc un monomorphisme par conséquent fT est un isomorphisme 

2.5. Tbéorèm~ 

AVlec les hYP(lthèses et notations de 2.2 et 2.3, les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

(i) al ,. __ , ar sont ]-indépendants d'ordre k relativement à g, 

(ii) fK est un isomorphisme 



A 
OH) St est un isomorphisme de -J+-~ rx 1 , " Xr l sur 

, ~'k 

R{A) 

A 
(iv) La famille {tl rI tr} est algébriquement libre sur 

J+h 

(v) 
!\ 

La famil':e {UI 1 1 ur} est algébriquement libre sur 
J+h 

PreUVE> : 

F = 

vernent à Q' S1 et seulement ~;1 
'-' 

r.,..,. F L \' = 

[(il) I~ (i Il) et (111) ,~ ('.1>l 

2,6. Considéroll::; mamtenant le cas parttculler t : H') Alc>r~; avec !i:;'~; 
In ,o. . - __ 

/. III Il n " Il Il 
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('Ù ti - ai + Kt avec Kt = l ,-, JJ1' .~,l(lrs ~100 - 1{lgÜ vJ) est un E-pim()rprli~:;-

D (!J. l) ... r-," \.1 il .. '. ~J. • 

R
I '- R'h ,,(lontlarestnctlOncl. T estlï(lentité,Pos,:)ns 
"A,I) l' J ,C~.,g, . 

8 - ~((>O 0 'Pooi on a le (oroll:::ure sui,:?ci.nt , 

Corollaire . 

Sous les hypothèses et notations précédentes, les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

(1) aL .. , ar sont J-indépendants relativement à la filtration g. 

(H) 
A 

foo ' est un isomorphisme de J [Xl, .,Ir] SHr GgCL (0) 

(Hi) 8 - '00 0 '00 est un isomorphisme de ~ [X 1 ... ,Xr ] sur 

__ R~(AJ) 
R(A,!) () JR(A,g) 

Uv) La famille {tl ,. .. , tr} est algébriquement libre sur ~ . 

A 
Cv) La famille {Ut ..... Url est algébriquement libre sur J 

Dans ce corollaire si l'on prend g = fI la filtration l··adique. on Ol)tlent 

10 (:oro!};::ür0 suivant qui est sinl1lalre a la proposition 2 de- P,arshay l;~ J: 

Soient J -;;: A un idéal de A. al ..... ar des éléments de A, 

1 - (al ..... ar). Alors al" a2 ..... ar sont J-indépendants si et 
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isomorphisme. 

2.ô. Da.ns cet.t.e partie, nous 11CtUS int.éresserç,ns au cas particulier 1: 1. 

(°,')1' Cl' (l;"'r·(··'t· .:. n(I]11' t"O'11t <=>1' tl' '1' i 
°0 ' '.' 1·.· ·.t '.0 '.' 1-, IJ '.0 o. J(J 00" v 1 J f: K l éventu.ellernent infini l'idéal 

"17<. i il, l "j - t'll k T",Jj l'''' n', "(In - t' r T·· . r ''l'lvn ;·o·1.1Ci •. r·:-.o; 
1. 1> \. <.' , 1 1 ' .• ' ,," '.' t".l ' .. 6' - L.. ' 1 l ' ... 11 ,.. . n Tt ,. ü 

nE,Z 

1) 
+ Jn+}) L 

En particulier pour t - 1, avec les not:Jti0 n::;, ,je::; 3 .. il eZEte un 

i':xmlOrphi::;tne graduA lVl (je 'Jp(11) 
.' 

1. 

. n 1 .ipirn(:.rphisme I,Pl : J+J lXI., Xr sur 
. 1 

obtient: 

2.9 Corollaire 

Sous les hypothèses et notations précédentes les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

(0 al, ., ar sont J-îndépendants d'ordre 1 relativement à la 

fI! trafJon ll. 

(ii) '1 est un isomorphisme de AI J+ JI [Xl .... , Ir J sur CL ~, 



(1'1'1') A [X X ] R(A,!) St = '1 0 '1 : J+ JI 1 ,. .. , r ---+ ÎHA,I )n(u,J)J\.(A,g) ~ 

fl,(A,I j 
R(A.!) n (u,J)J\.(A,g) 

est UD isomorphisme . 

(iv) 

(v) 

A 
La famille {ti , ", tr} est algébriquement libre sur Jt 11 . 

A 
La famille {UI .... , ur} est algébriquement libre sur J+ JI . 

2.10 Proposition 

Avec les notations et conventions de 2 2 et 2 .~S. Soit Ilg{J, k) l'épi· 

morphisl1lc de : 

R( 1) R 1) 

R(A.l) n (uk,J)l\(A.O sur R(A,O n (uk,J)il,(A,g) 

«.+ R(A,!) n (uk,J)J\.(A,g). Alors les assertions suivantes sont 

équivalentes: 

2 10.1 al, .. _,ar sont J-indépendants d 'ordre k relativem'<:nt à g 

[ 

(i) aL ...• ar sont J-indépendants d 'ordre k 
2.10.2 

(ii) V n ~ 0 In n (JJn+Jn+k) = JIn + In+k 

1
(0 8J (J. k) est un isomorphisme 

2.10-3 
(H) TTg{J, k) est un isomorphisme 

A 
2.10. -1 (\ (~~.l un isom()rptllsme d(~ i;i~ [X l, . Xr 1 sur 

R(A.! ) 



Preuve: .. T 1 ". . i. l' 
'Qi T' 1 .! 1 ri ,fi l ~ 1 .' 1 • 1 ;"-" .... 1.", - t --......... !. 

( .. L t ) 

2. 1 0 1 c:=> 2. 10 4. ,.1 ':) 

2.10A.=j 2103 

" l n ;.J--, f1 t T 1') .. , , ,-. . l '." ., 

~, - Il ( :. .il; - 'g' , L. 

n,) J, k) ';:,(iflt 
.::. 

2.10.2 (1) Ç:j .2.10.3 (1) 

d'ordre k (dans 1) si et ~,eulement si 8k - 8IU t) 

2.10 2 {ii) Ç:j 2 10.3 {ii} 

2,10.200~, E(.L\.I)n(u1:,J)ffU.il"g)' 2: (In,~,UJn-l Jn+t))Xn 

n2:O 

- l (J In + rn+J:)Xt'l;: R( Ii ,-, (ut, J){jlL\, n 
n2:O 

Ü '1 C IJ (i:., T', ,-', {111. r' if,' (.\ l '1 :l b) _:.. 1\. , J. j."", } ,_. '_ J -:.' J Jo,' ). '. 

n ... u, 10 ;: IdE'ntité dan':; ::;:, ~. 

~ } - : 



CHAPI 

J INDEpENDANCE FAIBLE, LARGEUR ANAL YTIQUE 
D'UNE FILTRATION 

3,1 Définition 

,:105 41~m0n 

l' • + 1" -, 1·' '.. 1·' . .'. 1·" - n -'- 1·<' 
L p' q :.:.. P+'1 / '. P o'. 0 ':':"'p 

filt.n"ltv·n {Tl" \ , ..... '., '. n' fI ~ &::. 

3_1.2 

3.2 - Remargut: 

-+: 
l' 

J 

D;:::.c- ;~li~'1;::' -t·:- l-·11dir.;::.t1···l-. ·t·:- (l·.·. ·,..11';::' 1, "1 t' .'. ,,;::.·t·: ,-, <:,{··t f-:, .1 .. 1 .:. ";C;. -, . . .... _ ... ... ~I .,.11 .. '. 1 "'.' J"'O t, • .3.11 ... ' "~ tA '.+ " r. le a .1VdI1 ... tl . ,J E ... Al-. •. .11 )P .. Hl. 11 c 

/ 

.J-1I1(10pt~ndant.s (1'01(\1<2' k Ivl"IIVt'lW'nt a g , (f(,u (in d l' I(Ç' .. 1:) i' J l''f 



Soit A un aü:l1ë3.1L Soit g (Jnlll une Hitration de .~, Soient 

k un entier n .. :turel .. éflentuellement égal à + 00 Alors les aSSêf--

tiOns Slllvantes sont équIvalentes quels que ~;()10nt tl, -,I:r F A P 

(i) al r- , 3 r sont P-·indépendants (respectivement tai bjemer~ t 

V-indépendants) d'ordre k relativement à g, 

(H) 
al 
- ,._., sont PAp-indépendants (rèspectivement faibl(~ 
tl tr 

ment PAp-indépendants) d'ordre k relativement à 

gAp UnAP}n. 

HH) tl al, ... , tr ar sont P-indépendants (respectivement 

faiblement P-indépendants) d'ordre k relativement à g 

Preuv~ , 

notion é:tff;::dblie- :3e montrant de 1;), m&nw manière' 

l I)~ .. il 

11 ~ --+1r=-n 

, 11' t~ > r, :: A ,p 

·.11 
, i r El 

(1 l'l'! l' ,r 1 {l, !', 1 1 :\ r 'lIA l '1 '1 
, \ Î i • t' ri'" 1.;. l 'i .,' 

(lU 1)', 111 r 

11' 

il 
>.1

1 

'I! Ir ,Il 
1 

. Ir 
;-,'. r 

Il 
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[.1!,' 1"'-1' 

r- ' T' l' r-'P.p + .Jkp.P : ( 
(, 
..lU. 

+ 

~ t (", 
~ '11 ' 11' -'11 

,,-1 ,-, l' .-. Ii . F" V 
'A':,', 1':' "... • . .111 ...... ~:;'é(rit 

1 j 
........, . ""il J.. 

2. Ui 1 " 11' 1\.1 

l (>:il 
11++1r,c:n 

li ' 
.,1111' li - ,- - 1 

i 1 

Si 
~q .]1' 

tl l-
i,T 

1j , 11' ,,:-; ;., 
i r '-1 - l' 

1.. ~IJ, Il 
, ' ( '1 
r '\' 

d' 

11 ++lr=n 

l' •• . LJ 

(111 ' 

11 
11' ,.1 1 

on a 

, 
Ir ,- , • 

.::- l' ,. I
l

,- ,-l ',-,-,'i r j '! 1· 1 r - l'_" _.., ., 



i COHCLTJSIOR !' '..1) ,;::::: (:1) ~._~ ___ • __ ._-.J 

a 
qUi '30nt t 

·1 
ni!., -l'!'l(lpr,p[I r1;7r [lt:=; (i r J. J. r ' '1' . 4 ,+-, " . 

f?lat1v&ment à g Ap , D'ou (111) 4qU1Va.Ut a, (ü) 

Soit A un anneau. Soit g = (Jn)n une filtration de A, Soit P un 

idéal premIer contenant lI. SOIt k Ë W, Alors on a 

.f-

t p(g, k) -::: t PAp (gAp,k) s t p(g,k) 

3 5. Définitions. g désigne une filtration. 

3.5. L On appE:'l1e J-l~1fsrelJr analvtique d'ordn.1 k de sr 1f. flombp , 

-1-.. Cg k) - c·tIr,!t' . 3 ':1 , '1 l"~j 1 1)1;.::. t'rl p. tl t T-l' t'l' l~rj;.::.t'l"l':j 1" t,:, ,.-l '''-,r',-1 (,~ l' 4 J' - '.' !. l . ' .. 1 , ... , '.-r '.. . ',' " " .. ' ,. '.'" 1>..' 1 ." ." ., 

l ' ..... l·-:.ti·u '1'1 't' t ~ ·l <;;"0. \·i:;:'r\:;,l".d·~'i 
,_/ ' 

3.5.2. On :Jf'p>?lJ<? lill.:2?ur ;~t.n:::1ytique d'ordr<? t 'h.g, 1t" n<>tnl:)rl:~ 
t 

.r f (g , k)' '-; 11 P "'[lI, ( ::', ' 1:) , ._ 
III m.r::1I1111 ',llf ,'0 

\) 

On suppose que J contient JI et g -::: (Jn)n une filtration de A. 

3.6. L Si des éléments al , __ ', ar sont faiblement J-indépendants 

d"ordre k relativement à la filtration g alors ils sont }'indépeo· 



dants d'ordre kl pour tout 1:.1 E ~ 1: 

3.6.3. Si. P est premier sur J et si A €ost nœthérien alors 
+ . 

.t /g~k) s h.t J s dlffi Ap ( 00 

3.6-4. Si A est semi-local nœthérien la largeur analytique 

d'ordre k de la filtration g est finie, 

PreUVè de 3.6. 

) == CI (mc,d. fll " + Tl"'" . '1 
J, " n ',", i 11...-1,. ',.' 

J-indépendants :t'ordre k 1 

3.6.2, : La rt?ma.rqu..;:-

1. r . 3 ;~q,., E J. J-111dépendant:::.l· 

nCètll€-nen 

nceth-s'fl;.:,r; 

:<: 

3,6 4 i.' ~ ',1:: ;', 11.1," ,,( .. l,' "1 '. r"liV:c' 
'11"1 j ...• ,.'\! .. 1 "'11' :' ;. ,,11,J.', [l.:l.1 Cd, 1 éi, 



Ï in!, on ::'1 

3" 7 ,1. Construction dans un anneau nœthérien local {A, ~JlU à 

corps résiduel infini d'une nItration nœthérienne g telle qU(: 

1.. -$ l ' }' ~ ( ) '_ ft (A, g) _, n ~\' 
V LE Fi, m, \g, k = 1) et 1 ~m> g ~ dlID (u, 'flU FdA,g) ) 0 vU 

pour g ., (Jn)n l\,(A, g) =: Jn Xn et n 
nE,;? 

Til) un ;),nn~';'3.U h:.ca.1 dont 

·::ontE'nant un 10.1';':::11 l 

'~I '[ 'Î ._" 1 _ 

). 1 . c. ',lU Ul1 

l 

X 

l'l -J T - "n+1 .. fll Jmn+r - l a.VE'C m::: 2 Cm vE:'nfiE:' QU'2 g 

filtration ncetllérienn.-:-. Sc,it t f' .. , {Ci 1", - (1 1-<1'1 .... -... ff..,..',·. t '.' .. JIt '0"., -.. L. '1,i ,~.1. E l l, 

l, . ,';:' (ron +2) -: ;~',. ,'~J, mn + 1 >-_- ',"l'l,.. r ft + 1 ",',", l ~ 
:J. - -' ' -. ",mn+2 ~'=-

" '1 
.', 1. Il 

Il ('ill. h, 'n t 
f '" ~ j 1 il " \ ) . , t " ',nt!:) "' ~- v1[ , 1 t' c 1 

C) {t"["j.",.] ':111 l + l '1 
, ,1,' , '1" l' fi'; l" , ,1 j ,l', ni \.' .::. ::'1 i 

, j!, 
,1 - r 

f "J + T/, ... , \ ,mn +.:.. .) "mn +:::::,'+ rZ 



., 
,) Lnl(g) ,:' r (':'.f ;:11" ~lr ':;(·nt 'Jll. ,indepew};::uit.::: c!'(lr(lre k Ie1a.Uveruent 

;; iT" 't /., l '-,rél'ir'l' ~ " d \ 1'" 't' - ~ e" \L. n, n 1-_- P ,- '-, " 'fl' lt::&::. -

j, , -1 f, , .~ 1" '- 1" '1' ' - Cl r~ fi ' l~ q :::. '~p+q.-' -... P / -... 1) - .' 

( [ .', J L ' t" 1-- - ,-) t: ) . 0 e Il IW, "', ), , 
. if;,(A. g) 

dUfl.- "f'-' 'p (" -,' tU,', ,) l,\, .li,.gJ - ·:tim ( cffl' ''";' ( ,', r "1 \ U. » Ù 1, .r .. , ,ID J 

NortlKott. et 
A 

et (omme ')TL est infini on a t (I) = r. TrI,iI) 

-f 

'lLU pr,:\(ed>?- .' (ITI, (g) >- jl Til (I) d'où 1,) c<m<:!uswn 

.. 
f' i '( J' >-
"'/II, ,6· <hm i IJ 'III ) 

, }, . 
~' Til ( r) ; ,; 

~ 

Dam: 1.:' chap1tr-? c:; (ln rn(lntr·-::.[a ':}lJr:o J' Tf/,(g) -j l' t'rl' r.l(), LI t' 
l, (u, 'nu il1,( A ,g ) ! ' 

unè tëlle i11tration Q, 
'-' 

A _ .. 
3.7,2 Soit un c1nnea u d, :':;01 t P un idéal prèmier de i', _ Sl pest lli! 1111 

. A 
mazllnal et 'lTb ;:: le est inf inj 
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l >?st H1Q;::.ndr4 I);)r .:. dements. En .»nc1tlSlt)n on) ~I "1"1-1 6 ___ (Il':."'"!"j-', ) 
• ." !. , .• • '1 ! L .. ,. 

- ~ 
,.1 ' 

It1A';ill " f 

dUil '';:' ,--- Ir' ,~- .~, (.:on montrera datE; te Char )ltre 4 (lUE- f (J-fl 6," (lA'",ÎI-'.) = :- .JIL Ip,-'jlj -' [" 1 , .. 'Lill.' -
n;;:(1 - ,'-' 

6 

Il 'rn P" 'lfL (j A 'fil) In r:::.q !Ji?- ';l~" Ç~'3t ml1m ,,{ l'o, u n ;~1ll n ·-':Hl no:,tlv'l1 ~'n ) [1;1 11 t: ':. 

*' part I~ 'T'"I ,', r-- (j /\ (Ifl) _ 1 üCm ,i'., ':'-1"') 
i _" lit l" 

fi {' 1 1. "--\ fi (1 ~ -l' 'J' - 'r"ll ,","1 ; . . ' ".Ill /\ TrL 1"'1 "11'-' - "Til!'., 'ÏÏi,' ."1. 'J L "'. - L 



1'\ of. 
Y . Je 

tc-ri: lL ;3 1-'\ 

! '_:1_ r lll' 

:r l En eff 

Ld 
l' '~1' "',"', _T, 1,1 + l t + 1 '.:' r 

. ,_. '. -'-
1 

1: t j 

ne fai 



CHAPITRE -4 J 

LARGEUR ANALYTIQUE 
D'UN IDEAL 

4-

L '-"~"l- ,:::..--t1!- '-111 ,.-.t- -~ r-'l'tl'P c: ',.1.- _ ,-,' ,'" ,_,1 kIr"- _ -,' .) qU;)lltité':; i' TfI,(g), )"111 

un Idéal maximal d'un ,:Jnnea.u 

Ji c 'm, et~-;>di~ ... g) l'anneau de RE:'es génera.lisé assoClé à la fIltra,Hon g 

c'e::;t-à -dire := Jn X
n avec X une indéterrmnfe et u = ~~ _ 

L~ ner:. 

On montrera d'une part que ces qllantités ::;ont respectl'vE:-rnent ;:1 

,~elles obtenues 0211 renrplaçant g par Jm ,)Ù m E 1'1+ tel que 

locahsatwn (.:. qUl montl era <.iue tout reVlent à compctTef 

avec U ... , 'nu un anneau nœtllérien local et 1 un Idéal propre A On abùü-

tira aux re::;ult:_ 

t Til (I) 
*: , , , -~l()'" 1) 

L,I'rt_ (I).:; /'l"-L (1) = ,jlm (-_lI, 'J',î ,\, . -1 l' [,Ilt (P., ) 

qui nous donner-)nl:.: 
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pour tout id~al ma:{1mal Tll0t pour toute filtration g fc.·rtemt2nt i\ tl?l1'2 

,\crfl,(g) sera déiini au 54 .. 

infini. ~:'>lt 1 un i<:14a.1 de A. Sc·jt 'H·. 1) l'apphc;3.t.ion . n !-.+ 'Hn, 1) 

. In A . . 
':il1'111 -- "1'r'" ,. - - '-'11 l"l(··t-lt1'·' "111" !f'( 1\ '.. :: (Hl In ':. \ '=:".' r.. - '11l \_. ..) . ~ 1'-1 - ~ T '. '.. 1 

,.·l.,. !·.j···.!·tl·1.··--.tt p.t Il;:>.,,,::- 1'" !'l(·'!·Ilt,,!,P. l (1) .• ç ~.' ." ._.~_ ."." "." . f •. "t::'" ... ' 1:::" ".- L "," 1\. 1 + a 0., (,1) 

4.1.2. I=a:ê; d'un j·:14al d'un annea.lJ no?th4rien qu' kon':llJ0 

Wéal d.:- A nC'll nul contenu dans ·:m. Alors (1n ;) . 

+ k ::- l./~ll est artinien car c' un corps. 

E - L: En E est un anneau gradué et un 
m:J) 

Eo-rnodulÇ.' où Eü = Ai'lll· 1:. E est un J{. -espace vectoriel (de dimension ;~\JI.A.\f' 

1.1.1l t 

'PllIJ -)) 
Il1b€'rt .. S·-"rn~ n , __ -0. dlIIll:; En ;;:.:::.L F";lïnê; 



-'± 1)_ 

1 ta Ci • 'fi, ( r I) et l{I) sup Am. (0 

1ll,t.::'MaxA 
f c (ffl, 

4.2. I~ffim~_ Soit A un anneau nœthérien Soit 1 un idéal de A 

soit P un idéal maximal sur L Soit k 

OIl a : 

l' l nI':; r, . • t 

! 
~. i + F' ... .." '. ,-. 

t =1 -:;'1 

t 

, 8 1 , t 1- t Til In 

r 

In 
dnnk PlU 

tell€' que- = Pi r::q 
1"'1 

r 

A 
P et jJt. = P Ap _ Alors 

Vn o. 

d u 

et s ~ ,ij d'où, J ,lt E tq JI. l ::;'i (Xi ;;}1 E P In En 

r 
1'1 Jl ~"1 . (,n.) l Pl'it al 

" 1 

1 1 

1=1 

''l' '1 t ! " " Il 1 1 "1 11
,'1 _ i J , 11.\, 

i =1 
r 
~;. (~!I,q::ll t PIn) '" i) ,1'1"; 

l 'c 1 

,l' di p,',' 1 t 1 Il 1 l'· Il! ;'1 I,'t' l' , ; liiili!' 
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1) 

, êi l 
: -+ Pt- n il" 1'1- ",r, 

1 

In 
PIn 

1 1 

-t 1:' Tj n i~ r, 'II' Il rJ'~ L,:;" " , l,:, tr ' 'r ,., .. - . 

(u,j' + P) (ai + PP1) = 0 =:;::, 
~. .'. ' 

Ui ;)i + PI 11 O~, 

i=l 1 1 

r 

1 1 

v' 1 ": 1 J, r 1 i:i ',) ù c\j t P = l.1 .i ,) i + .' r n : 1 E [1 .. r 1 } 

11 
d' 

In 
dimk PIn 

CONCLUSION 

'1.3 COIolltiUi" ,. ~--------~--'" ... --_. -. 

rn.!:" p 
,llm,t.·p /'rn ---'­

r'IfI;\r' 

In 
dnrlj. ç' pl \f n c U 

,! ,) 

Soit A un ann.eau nœthérien. Soit 1 un idéal de A et soit P un 

( l 'r 1,1 ',:1 Tt Il ,:'.:, l" !,Ct'l'lt'll>-~' "'l" .. : .... ,:c(l;:'l'Jt '1',011 '.. .' ~.,. --" '.'- . '"- - ... . :-' - ~ -* - ~. -



Soit (A, 11L) un anneau nœthérien locaL Soit 1 un idéal et l' Ulle 

réduction de L V n ~ 1. on a : 

~ À (1") ~ Il (I") où J\.(A, 1) -
1 

:l: 1 D x:n , li ~,: X ~ t Ji (1') 
n:?::o 

désigne le nombre d "élémenLq d 'un système générateur minlm " 

de r. En particulier À (I) ~ Ji (I). 

Preuve 

Si ct 1", ;::11' ':.ont Tll-lOd~pendan ts dZUlS l alors 'ri n ~ 1 

,11 11' . 1'" , 
J -1 + \)0 l l - 1 + + 1 - t'Il ,,·~t l1t1 C,!"t·--tYl':::> I1 i )t'''' jatlC: 1'" l' --·r·r~' i, ... .:.. r J ;,. l' " r - . I:;::".J -' _ -..} 1 ,:;.t; ,_. J._ v l,.. __ , ç ' .. -~ ":1 r-·I.jJ .... .t:::' 

rl'! ,n+r-l 
dl't'!'ll, -'- ,. 1 1 (,1 • {. III '- \ r - l' ' 

r r J 

, n 1--4 ,:iJ II JI. 



r ! CONCLUSION et 

},.(I1l0) 2: J~ (IBO) 

.)!1 ;J donc: 

. t j" . :. - [1 .~ - . _. .: [11 1 'r::'j / "1 '. 
>:;; .' ( d. pt .:;-~:; .)d.!l:~.a.1 e j t. _,. ~:,. "t .. ) on a : 

. In . in { t. l ·.·.1 
• ;" • .1. J, 

.VI) = dan L '''. t1 :: dan (1 0:/'1"') ';p (.~ l ", 
1
'1" .'. IILl . J,. ". ij\ '.f L, .. ';:',.! . . . 

[' ëst uns- r4dudion cié 1 ~ 3 <r 2: l tBl que 'ri .:: :> (l (s ['1 = ['-1+;; , 

Supposons qu.€' p eléments eng\?ndrent r'1. Le nombrE:- d'';lém'2nt:; -:l'un 

. [~+~ 

p "r (:,,!f'lIl(->n 1-:: , (l," lll·-rn·· ']110- ~nI-I'~: 

a 1) 'PC, 1) < , 0 '!'( 1'\ d· r' , , ' 

. ' l's 
l 'P(s l') :: dun!·· ---,. • TrL IS 

" 

t:+[' 1 '1 
1 .\ 1'1 •. ' Il (' 1 . , '.'1. '., 1,'1 a (, If' (, , '''.1 ,_,; t' . 1 l,', t·. .,", (" l .). -_': l' ... r' 1 .. • ..... , :: t .. . ' . . . 

CONeL us mu 

f , . 



4-5 Corollaire 

Soit A un anneau nœthérien quelconque _ Soit 1 un idéal de A et 

soit P un idéal maximal sur 1 _ Alors on a -

cl- lt(Ap , IAp} 
lpO) 5 lp(I) 5 Àp(I) = ÀpAp{IAp) - diID(u, PAp) Jt(Ap,IAp} 

ÀpOO) y n ~ 1 

Preuve 
Le (')fol1aire implique que: 

f pO) - e Pi·,pOAp) 

D'après la proposition 4.4 , 

'L6 PropositiOJt: 

Soit A un anne·au_ Soit 1 un idéal dé A Soit j un idéal contenant 

1 Alors des élêments sont j-indépendants (respectivement fai--

blement j-indépendants) d"ordre k dans 1 si et seulement si ils 

sont J--indépendants dans 1 (respectivement faiblemennt j-inù,: 

pendan ts dans 1) 

FI' :11 :t '1 
\'_. "'.JLJ,.t~J qtl.-: 

(:( t:: J + l k ,~, co:. E J 



4.7. Corollaire : 

SO.l.t A un anneau nœthérierL Soit 1 un idéal de A et soit J un 

idéal contenant 1 .t\lors on a 

Par conséquent la largeur analytique d"ordre k d'un idéal est 

égale à sa largeur analytique (d'ordre ... (Xl). 

4.ô. Proposition: 

Soit A un anneau nœthérieD. Soit 1 un idéal de A et soit P un 

idéal maximal sur L On suppose que ~ est infini. Alors V k.EFi~, 
.. . IttAp 

t'pO) = t'pO, k) - t'pO, k) - Àp(I) - ÀPApOAp) dlm l PlnA 
n::.::o P 

Preuve: 

b. 

NortlKott et Rees- ont montré <lUE' si (A. 'TrU est ncethénen local av.j( ';l~~ 

infini al()r:~; ). ln, (1) :: J>m, (I) pour touti.j~a.l 1. 

l' 

l' il l", - i ni! ":'. r
t
):,· 1', ([ i~'I· i .:\ !). l "-i .« "t ", J. i . 

I f P ': l Id - J~ pU) 
Of +' 

p,ù.p: 'i.7 ~. '1 fp(I, k) YpO) 
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1 {lTn', i il" '-'t '1-1 l-''r-I-lr)l'-l ---'!-It l r_"',·_~l.I·' In '.'_'.'1'1 ,'_~1, '\p '.' - .. 'P' .. lç'. lç' lç' 1- ':. 1., C, . r-

l' _lIn) 'P" . 

4_9_ Corollaire 

1 il i (.ll)I_1 ''''p '.) ~ - * 

"l'Ill' i ('In'r (1 .... ··· 
J .. p' ) _"'p '. ,_ '.lU 

l ', il ') J" îI 'J' - rI (1 1/" P" . =P'- -<:-p-") 

Soit A un anne'au nœthérien_ Soit 1 un idé<tl de A et soit P un 

A 
idéal premief ~nf l, On suppose, que p est infini Alors V tE F4'*, 

_ InAp 
À PAp(IAp) ::: dlID :z PIDA 

D?:O P 

Preuve. 

r·'> nt-'-'tY ll'::'l',--::. .... 'J. f~ t:' l ',' < ~-:;t. du~ au çorol1;3Jr~ 4.7 ; d'a.prs-::; la, propos1tion 'iÔ on 

.., 

~PAp(IAp} U 

= )',PAp(TAI» 

!)1'. 

, ,\ 
A ........ p 

~~:;t infùl1 310rs e::t. infim et d'après le corollaire~; ::1. P PAp 

* of 
l, ,. l ' )" \' T ,\ '\ .', t II {I ') - Il 1 \' 1 h 'j -1,-, t' ,-, 't- .-'pl,,}:: "PAp.d~.p, t:'. '<C'ÇJ\} - , .• p.~p_ ........ pJ}(vl·._.(.>ld 



CAS DES FILTRATIONS FORTEMENT AP. 

,:i'un e fli 

C.1 Théorème-J ________ _ 

Soit A un anneau nœthérien. Soit ke Fi'*. Soit g = {Jn)n une filtration 

d€- A f('rtement A.P. Soit m:2: 1 tel que 
n _ 

'In Jmn = Jm. Soit J un 

idéal de A contenant 1t. Alors on a . 

(0 Vn> 

(11) 3 k:( e F:{* , multlple de ID tel que 

~ ~ n 
(au) 1 .. (g, k) :: ~lIp{1 /J18n . k) rH PI·} 1 J (Jm ,k) 

l;(g) sup{.t/Jmn):ne~·}=t;{J~) Vn>.l 

(iv) La suite n t---t t J{Jrn(nl) est crOissante, station 

nair.e et converge vers 1; (g) ; dt, m~rrH: qtW !a 



Preuve' 

(1) Soient :::q"" ;:\1' j-indépendants d'.:)rdre k dans .lm" où tir un 

_,~_ TT 
..... ' .; ... 

, tl n+1:, ,l~, 
l~1 II'rl'- '1 I T + J ',", - l f J + ] ',JI'l ~,lp.rl't'l';;",' ':1'll.':-,: , , 'J':. '. JfiI ID"~' !''-il'' 11' '=" + .m' =, t't'· -

-",:' 1'" (1 E 'l';) +:" 1~ , + te ). 1~' ", 1'" , le ' 
i' 'i j' • P .. q - . p+q" . p' l, 0 

! mde1)endants d'ordre 1: relativernent ;\ !d' Donc' 
[~ L' 

* :' {I l' i <' (1 {,' 1.' '1 " t ' J" ID" '. J -' ,~ I ,.):'., '., e 

"fI l,', i' (I ) ("i"-f.'l';'('" ';:::. ""1"'11'-11';':> , '7 ", , .. J''', mtl ' l'." :: ',' J''', m!i' .'. d} e,,;> f.., 1",(.' 'j ,j '.' <-j;, l ' .. 

, 'lt n un tllulUpli:.' non nul de m J 

,i'l _ { )tl ,_ .. , , . 
': '7 ·h:'!, "- Un1::'1""{ ~ X' 

L. "'lt 
il +,,,+11"'::;; 

'i" ,U x == 0 (mod, r, .Ile'r" + Jl({t"" .. 1,)) 
,.L. , .~ h 

{' 

(j'où x 

Vn 0t on a 
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1:. . 
r = f' "(1 1:", -::: i' (T '!':.' ',' .\. J ":=,.' .) - .. J'. Pt l' . 

"- "-
','.1' .,', f',' T 1" 1 -.:: l" (,-r 1·' ", '.'.! ''-.) u .. ~ .' j')1:,\. • ..\. l ',Ô! '., 

., ','u t,', - l' r' f (. 1 

( 1';='.0 ü, .. '. J "Pl~ 1 ., :' ~,~.. l 

(Hi) 

- 1-' .l'~ 1 

.:;-

','1;',' ~, f' -- (ri 1,", -l'T fi'l' [ '1 . , .... [ 's' ' . .0 _:' -(1) 1.. r' mn. t! 

( 

)' i _. 1,', '-""')1 (1 " '.' J ':~" !".' = :C"J}-, " . .l", ffit1, 1:.0 

En partl,.:lJl1er 

n -=- Jf+f 

_ li',.· L', ,t·, 
l'l-·t--· 1 riT' ," 
j) Il Il'':' .. [ù =- '..Illi ,: 

n, 
Jijj = Jmn ) ,:0[1:1 

~ . 1 
" t f. . (Co 1, \- ': l' r J p (r 1,.. n F IV l '-11 r J l' l' [ "r F n. l, - P (,=,', \:'"'.' .. J ,=,.0 !'.! - '-'-'r--' 1. . J"li'!!'!' 1..1. -' 1::: ':'-'1) ,. J'--·mn'· J .. 1',-·' 

• 
j' l' l ': . l' lu' 

") - t . j' d . j' 1· 1 fi (Iv :::'1 ':11}'.0 (lr son J-1!1(epen'-ants ,jans un vea 1 a (,rs (,n a al) 

i .. , ':::J 1 t 1 l' * (,-, \ - (0' l ' 1 1'" Ui)::::'..J Ki >- .& que.~·T'.é)- '~'J',Jnlq) '9n~ ': C'U 



1'1 f----f ;, (r y A'-'f' {·t'''-)1'':''''"':1!·!;''::' ":·f' (Ill"" ,··· .. :.t·t·:'l't· ,-, 1-··'t't·[·!.0.'-' <;· .. "'1' t A'-"':I'I'1 "1 ;. ~(." '1 
,f, .fl .lli'- t-,' l, ' "":;'.' '.' '.' ..•. ~,- ,~, '.' " - '.' '.",' .•.• , 1.:;. I.,t::'. 'C'.') '.' '.' 1 ' '.' ,,:, 1. i. ':. ,f. • , . . .i ,;, 

""11 TT -rg' "'-re- ,', ~.'('{' 1._-\) '/ t:' . t" ·i t:.::' .:. .{. T'. -::. ) . 
.' "'.-,' 

'-'Il" ·71 .... ·',.'11·(·11{::. 1;:.:. '-l'l;;'1'r-1P t'711":'-"'111(:>1'1"I-"<"'''' '~t 1'1 '-......... Il "f '1 'j'I!, " l '--!-' y ·.f - '.','" ',' v "'._", l ,. ! '.' il. t. ': ,. .(. r·, ni! , ~t::tnt rnultiple- (le- :: lm 

5.2 Remarque 

")1":'1'1 :j' l·r'lc.rlft '.-,; (111':::' , ·'il·t'I'l -~---.....:-<._~,-- "'"1'rY1 '-"'~'--'-~'--'::-:'-"~"--' 
. L . . ....,.) _., ., • i 11 .:,',', J" IF { t:. ,::: "~ ., 'fl'I .. 

_', ;.. . t. ' . .1 1. .. :~:} l,lJ, 

1 fi 'C.' r. 1:', ';-.. j:.1: ,-" ''l'!',' ~ ! T :, 1 L"', '.'. J 
·ffi 

,." t' T "1 ·l' .. . ,. 'Ill ,.1 i ::: , .. ltll , 
• .' 1 11 

'. --.' 

un c~rtain multiple de m; ·r·)ù. 

+ 
l' 

Il! 



de Okon, 

liser), (1) 

Exemple 

J III t l ffilHj --

:;: 

:1. 1 ' 

(1 = IfI'),'I'I,(I~t'l+/:" Ci", - Irlr (1' + 1 n", 'l", .,,1'. - b' f",rll"·fJ' 6'-

'~',; rl'~, LJ nt 

Pl 
d!llltTfUfJ d'CdJ ':,1 n 1---' !f"nl(l:!j,,·j 0';t·>~'li.t.lnr',',J r,,:J[!!i 



CflNCLIJ5ION 

r Il:! 

( (}'I n 
. , ,:.::.' po:'1 yn,':;rni::) 

fi f---, 'l' "1'1'1 (n q) - ,:i1rnl- 'o, " ',-" 'II L 1 , ",n 'lit 

t .f:., ',' :3 m E H* tel que .Jmn :: J~ '1 n=.:::O 

nl/m 
Jm 

, :1 1 >:,,:,t multiple de rn et 1~1(Ill(n 1 .. g) :: clin1l; ." rd/m 
, - 'II L r . , "m 

'~i r. n r 
r 

n 
Jm 

(lin1 t =-fi 
'111,Jm 

'~",' 1'1'" l' l' 1'\ ,- 110 :P';"'I'" 1, "m l 
" " 

(n 1) Cr? po1y,lôme e~::t (le même degn:> que 

, , ll!J' 1-:' ,J '~'ITt " , , lm) C,,:;'U· ,ne {le! : t ;:: no} est infini, on n·) peut identifier 

À (0 \ 1fl 't} 1 

('p11J1' (l,:. .. { T \:>t 
" '0' , '01" 't' 'Ill' ',ffi' t " 

tc-ut n, 



5.5. proposition: 

Soit A un ann€au nœthérien. Soit g = (Jn)n une filtration 

fortement A.P. de A, et soit m ~ 1 tel que Jmn = J: Ir! n. Soit 1 un 

idéal de A. Soit '1ll. un idéal maximal contenant JI et 1 Alors on a : 

).'-0. (g).:: À1Jl Umn ) V n E N* . en particulier. 

5.6. Corollaice : 

Soit A un anneau nœthécien. Soit g - (Jn)n une filtration 

fortement A.P. do A. Soit P un idéal maximal suc JI. Alors on 

Preuve: 

5.7. Corollaic<t 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g - (Jn)n une filtration de A 

fortement A.P. Soit P un idéal maximal sur J1. On suppose 

A 
qUE~ P soit innnL Alors on a: pour tout tE ~* 

~. 1: 

l p Cg, k) l p (g) ::: Àp(g) 

Preuve 

S,At rn j~.pl que m 1 et Jmn J~~ pour tout fI on ft 

Cf '* A 
1(, tl1éorèrne 5~ l =.;, .t p (g, 10 :::t p (Jm) .' p étant infini) 



.., 
;,} pr(JT-R)sitJ(,n 43 ~,r p (Jm) = ,i'pUm) et 55 ~ ;J,pUm) - )'p(g) 

;:- Ô G' , l' t' d d' R(A, gL , t l' t'A t A l) ). . enera lsa Ion e lm -( _) '1ri' A -) ou g es Oht"men' ,01.1 
U. J .,,~ • g 

et A un anneau nœthérien, 

5.3. L Notations: 

:;·)it A un anneau nœtll·.;>f1e-n, Soit g une Ilitration fort·~'m'2nt AP, On 

Ü) 1 r 19, k) -
1 

O(A "' 1 dim R' \ \ ~':,:} T~}'-:'~--:--\ - dlm 7 ff + T 

tt~ g 'fI U'" • ,1, 1 1... cr 1 ~ r.i Jt'1+1"-" 1.. ,_, , . .. ~, v ~. \.1..1., 1:) } J n >(. ','. , . 

En particulier on a ' 

1) = dl1n (u, J) ïfUA, g) .- dirn Z lI· + J
t
'+l 

n~~o' .tl 1 

,) \ .. ' i \ j' t~U·" g), ln ' 
y, J TV?' + (:{, } = 1.11n , , ,- r:i1rn ::> .-J.T I3't ~,erc} noté:r ) , . ...,.' TF" 1; .:. ) -, ' 

' .• \,1., ;:::0' n2':o .n 

(11 ) '(g, k) - sup ''JIl.(g, k) 
'fIL maximàf sur;g 

5.ô.2, .Localisation 

ln 
, 'JIll! w ,! Il " i j. '1 ,Ill " • l, ' :: l ""I ,,' : " ,Jill Il' ' .j 11 " '",1.: . :-: V ' J,. 1 d r Il J J Il If .: J •• Il l' '! ! 

nE.0. "1 



It· 
ICI \1n«(:01\~ tOU:3 :02::; J.nnea.ux gr:J.duè::; de la f(J!Trk Z I~:l. ~3(;-n:'nt 

'n 

5 ô 3 .Lemme· 

Si P est un idéal maXImal tel que v nEA ,P .In =. Kfi alors 

l'appllc~tlOn A -hnéaiH: 

telle que' 

J~ 
f : l K 

nE~ fi 

, " 

--} ~ 

.::.. .K A 
nEI:! fi P 

an 
K ~ --+K Ap 

fi 1 fi 

est un isomorphisme. dlsomorpllisme inverse l'application 

Z .. fi 

nEA 
ou 

JnAp 
, n : K A­

n P 

lWJfU':: 

1>~ 
V:&nEA -P , 'n' xn +KnAp~bnCn+Kn avec I-CnXnEP 

P'féUve: 

~:(:cit ,ô:.: A-P, 'r; fA E D. soit 

'-/ t) - J '.-1 ,- - v il" , ( t Il' !J. r '1 I---'t b~' IJ' 
y ,n'= ·.n ' V,,<'nt:,,'X) .. ,In' \ xn ':.n J:-"'~)} 11. Û.n t "n 

:J ..., t= ,.) '~1' - A tAlc' (111A 1 
...J ~n - r, ' .. n '= ., . '.' -' '1·" -

b'n 
x'n 

E Kn .t-.F P Hant rll;};:1rrrJ l, 

n a'n + Zn . M,)ntro!r::: qUE' 



n 

p(bn n -, xn b'n) E Kn d'où ën nlu.1tipliant par an a,'n NI a 

,)f 

',- TT t-' - p'T '-t v t,' - PT ~t' 
'1 "f!.In '= "n e, 'n ! n '= -n .'-:::.L':.n 

;'n est injective: 

, bn 
, :'1' ',II't,! -_ J - +}7 AD' 3 a E A 3 TT - F' 't ( " ':.n r ., ' , - n , ... " ï n '= 

·'"f. 

Un t'nan bnêt,n K ' d'où - - e ·nP ... p - - l ~':.n ;;;::n3 n -Yn 

'n est surjective' 

!o. '1""':'1" t' '::. '1-" r.lh'é Î .;;; l .. ,':;,' .J 1;:", (, là. u l... ) ~ 2::'Vn est un isümorphl-:',fIlê dé rf1l)dul.:;,'~, 
nEt:, 



c~ 

) " 
\lérifions que ~(-:;:: 'Yn est un morphisme d'anneaux graclues : 

n 
t,- , ,b' - , 

',,' bn E Jn.. zn E il), '~' [( .:t1 + KnAp) ( ,~, m + KmAp)] 
2\.n '1'. I!t 

t '-'l~ '""111'-' ~l:;::'..;1'~1_~ 

( 1 - Yu) (1 - 2fIl) :.: 1 - [Yn + 2ffi " ,', '1 ,~, t 
",-/~- '''''1, /J,! ....... LU J • ,,-'. ~ 

1T 1 _ 't;T .. , ,\T..., _ - r:. / - / n + '::"fIl - / n '"ra t:: t" J 1 

D'autre part, 

, [ bn \ .. b'fIl ,', ] 
= bn bru 3n+m + kn+ru = "0/ (:;-+ Kni\P) (-+ KmP,p ) 

""n ru 

[IONCJ.USION J, "IV est un isomç,rphlsme c1'anfl(:~aux gr:::1.due::, d 'i~,Orn(,r 

phisrne inverse l ~In OU 'f'n 
nEt, 

: bn + Kn 

'l' - I!(-J €ost un tsOmorpl11sme, 'f est un isomorphisme d'anneaux grél.jU(.:.-:, 

t"t.sa f&c:tproque est "0/ = = iVn' 
nEt, 

un idéal maximal de- A V k r:.: i\ii-- on a : 
-----~"---, 

... 
0) ~ ___ J~ ___ , est isomorphe 

n)~k. P ln + Jn+.k: 



--L p;:u conséquent 1\.(A, g) t - h ' 
k:) , es~ lsomorp ë a 

(u , p lt{A, g, 

1 
n = X ' ll(A, g) =: .= JnXn el pOUl 

llEj:l' 

+00 on convien.t. que Joo = (O) et u 00 = O. 

R(A, g) ______ _ 
ût paf conséquent R(A. cr) - -- est isomorphe à 

. b li (uk , P HUA, g) 

R(Ap, gAp) 1 
I{(Ap, gAp) ri (ut, pAp) JUAp,gAp) où u = X' R(A, g)= n~o JnX

n
, 

u()'J = 0 et Joo (0). 

En particllIîer _R(A~ ëst isomorphe à T, (Ap, gAp) 
PR(A, g) PApR(Ap, gAp) -

ID 
CliO Si g -- fI et P maximal sur 1 alors 2: PIn 

Il?.:O 

R(A, I) R(A, I) In 
J.! ( 1\ , ï')'-·.~~ (~k,-·p Hl. TA, -J j. :~; J> R ( A :-'0 ~ n ;: () p' ,-ri- ~:: 

~Ul\. 1) flo(Ap, IAp) R(Ap, IAp) 

In 

(il, p) RU\, 1) .. - (CI, pAp) ~UAp. IAp) ... PAp~(Ap. IAp) 

par p 
j. Jn+k 



t tlr!& 

~~oit A un annE'au nœthérien Soit g = (Jn)n une ftltratIon .je 

A_ Soit P un idéal maximaL Alors v k E i* on a _ 

.., ()- ( ) _ .ln .p g, _t - lpp,p gAp, k .:= dlID l p-J._- -~J----- et en pal lIculwI, 
n?:o n -ni-1C 

dim .~' 1!L et ~i g -= î 1 a VI}\, 1 ~~ P, on ,j 
n~oPJn 

. R(A 1) ID 
dun i>ÎHA, !) --- dirn :/~ p [n 

n::.ü 

largeur analytique de IAp au ~en~ de Ok()n_ 

(1) F'OUf 

--1-' ( ,', lt.iîP· 

(g, k) - 'PAP(gAp, k) - 0 V kE 

{ . 



de (!irn.s-m::lon 1. On pourra.it montrer Ô1I0ctement qu.'::;' 

11 

g D r) 1J .:; iJ P '/TIL i:'-
t:: rn;::t ::::.i:.. >:: Il 

l} .f(g 

t,,' ,> 

Donc 

5.ô.6. Pr..QP0sition. 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g une filtration de A fortement 

A.P. 5eoit ru E Nt: tel que Jmn .:: J! vn~O.Alorsona VKEii* 

Preuve' 

'!' , 1,\ f,'1 '111,' 
. , , [l' 
'7 ,-1 f"j' ,', . .. ' -fi, 

n 



Cl,-" - T 
. ~tl 

.j' u. 

T 

, est ~,}10f1 définie? 

;-, -mI' 

~ T 
,) 

C, l 

,) 

+ 

,,'f' il '} l ',vj' 1',1 r T,' ru 1,\ill jT l' 'l',rtlq, 
",v \ l 'f' i J P 1 1"11: ,;~ ". -\, '=- 'p';' - .Llp + -'l'In l 'j'fD+!: ," 

dim Bl = dirn Bo ::; dim Al-

Soit 



1 • -, 

rn m-j ,= J 
."J. 

Jp;:u Tj t Jplll (l'où, J . "':'1 

f ,.' ,. (fi P :p+ t -., v 1:> ' 
l\) = Irntp - 1. It.l p + JJm + J (fi ):... <'.Ip E Jpf . 

fi 
Ivlontrons qU'::' .'\1 t;:'::=t dltJ.èf ::;u.r Ao, 

n, (' fJl ID" fJlj:>I-!·:, .. ,·-., 
TTJ..J.l - h, fT 1" TI" Wh, •.... ) 
i - \i.· mp + ·,·.m + .lm /"1. • 

CONCLUSION 1 dirn .!!q .- dirn f'.l . 

ln 
dirn :: Un ~ III tI, 

Il',, 

Dan::; la. prenuère partie 

flli-j i 
Jpm +11:; .= UfJnl 

u.r~ 



5.ô.6. Proposition_ 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g une fjJtration de A iortement 

A.P .. Soit J un idéal contenant lI'avec g = On)n' Alors on a : 

Pour t,)ut lcléal l '~onh:Jnu dans J (-n a : 

In 
.... ('! l'j 1" In . " "J. :~, = (lm::::: TIn + In+t - (jim l TIn = rJO) 

i12:o' 112:0 " . 

.3 ln ::- 0 tel que Jmn = J~ 'v' 11 on a alors .. d'après la propv:;ltl0n ~j ·5 ~). 

5.ô.7. Théorème' 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g une filtration de A fortement 

A.P. Soit 1ll un idéal maximal contenant /g. Alors on a 

-l" 

v {) E Ft*, V k E Ft*' , l 'ffi, (g, p) s r 11l. (g, k) = À 'Ill (g) 

A 
Si de plus est infLf!i alors Vp E i*', Vk E Fi*, 

'm 

Preuve' ------

'i 

f. 'Til, (J::n " 



·f i-

Le tl"léoréme ~!l impliquü que f.:rn}Jm):"·~ (!Tt pl DE' rnerfJE-' 1,', 

t) 

t: il il « '1' ).v.v. ~OfOI aue : 

f­
'i 

t "'1" 
! b 

p) ~·.l 
'ITL 

1;' > r ,/ 

Soit (A, 'nu un anneau nœthérien local Si A/1Tl est infinl alors Id 

largeur analytique d'ordre p d'une filtration g fortement A.P, Û'!Jt 

~g,ale à Mg) et à r(g, k) pour tout kE i* 

).8.9. Corollaire: 

Soit A un anneau nœthérien. Soit g une filtration fortement AI) 

Alors. l*(g) - l*(g, p) ~ reg, k) ::- r(g) = A(g) v p E j::f*, v KEiÏ*. 

Preuve' 

:+: 
= Cl'p t.. 

~'." " 'fit (R,k. ) 
'Hl maximal ';ür (J 

(:: 

J (g, k) -- sup .l11t (g, l~) 
',rrl, t-max11lu.1 ;:;ur ,1 Ç[ 

'.' 

J'l"! (g) l, " 

,Vg) = ~up ;:'TI1 (g) On appUque le tl1~'or~ru,::, ~) ;:', '/ 
'fil r:naximal SUl./'g 

" ' 

Soit A un anneau üœthérien . Soit g une filtration nœthêfienfi~ 1 



la largeur am.dytique de g au sem; de Okon est égale ii 

l(g) et à l'(g, k.) "ri k ~ 1. 

Preuve: 

Il suffit ct 'appli<pJ0f la rernarcp ... 10 (héi 5 .;.t le (o!"ol1::un;> 

.. 
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