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RESUME

Nous apportons par cette thése notre modeste contribution a P’é¢tude des
superalgébres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres.

Le premier chapitre est un rappel de définitions et de propriétés connues sur les
superalgébres et les superalgebres de Malcév. Dans le deuxiéme chapitre aprés avoir
donné les définitionus de 1a notion de superalgébres triples de Lie et de supersystémes
triples de Lie, nous étudions la super-représentation faible d’une superalgébre de
Malcév. Nous montrons qu’une super-représentation de Malcév est une super-
représentation faible, nous donnons wune condition pour qu'une super-
représentation faible soit une super-représentation de Malcév et nous établissons les
groupes de cohomologie liés & Ia super-représentation faible. Dans le troisiéme
chapitre, nous délinissons Ia notion de relation projective entre superalgebles triples
de Lie. Nous étudions la famille des superalgebres de Lie de projectivité d’unce
superalgebre triple de Lie. Nous montrons qu’une superalgébre de Lie admet une
famille de superalgébres de Lie de projectivité et nous donnons une condition
qu’une superalgebre triple de Lie soit en relation projective avec un super-systéme
triple de Lie. '

Mots clés : Espace vectoriel Za;gradué, enveloppe grassmannicnne. Superaigéhre,
superalgébre triple de Lie, super-représentation faible, superatechre de Lie de
projectivité.



INTRODUCTION

La notion d'algebre triple de Lie a été introduite par K. Yamaguti sous le nom de
systéme triple général de Lie. Une algebre triple de Lie est une algébre anticommutative A
munte d'une composition trilinéaire [X Y Z] dans laquelle notamment les applications
AX.Y): Z - [X Y Z] sont des dérivations de A.

Notre travail consiste essentiellement a prolonger certains résuitats connus dans le

cas des algebres triples de Lie au cas des algebres Z,-graduées.

Au chapitre I, nous donnerons quelques résultats généraux sur les superalgebres et

sur les superalgebres de Malcev.

Au chapitre II, nous définirons la notion de super-représentation faible d'une
superalgebre de Malcév. Par la suite, aprés avoir montré qu'une super-représentation de
Malcev est une super-représentation faible, nous donnerons une condition pour qu'une
super-représentation faible soit une super-représentation de Malcev. Nous définirons ensuite
les notions de superalgébres triples de Lie et de super-systémes triples de Lie. Nous
définirons enfin les groupes de cohomologie liés a la super-représentation faible d'une

superalgebre de Malceév.

Dans le demier chapitre, nous adapterons les travaux de M. Kikkawa sur la
projectivité des algebres triples de Lie au cas des superalgébres triples de Lie. Nous
définirons une famille de superalgebre de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de
Lie. Nous nous intéresserons particulierement aux cas ou la superalgebre triple de Lie se

réduit a une superalgebre de Lie ou a un super-systéme triple de Lie.



CHAPITREI: GENERALITES SUR LES
SUPERALGEBRES DE MALCEV

I.1. ESPACES VECTORIELS 7, - GRADUES

Soit K un corps commutatif.

Définition 1.1.1.

H

Un K-espace vectoriel Z,-gradué M est la donnée d'un couple (Mg, M;) de

K-espaces vectoriels tels que M = Mg ® M,.

Les éléments de M, sont appelés éléments homogenes de degré 0.
Les éléments de M, sont appelés éléments homogenes de degré 1.

On note X le degré d'un élément homogene x de M.

Sotlent M=My® M, et N=Ny® N, deux K-espaces vectoriels Z,-gradués.
NcM signjﬁe NQCMQ etNl CM1
M@ N est un K-espace vectoriel Z-gradué et M®N), =M, ® N, i e Z»

M® N est un K-espace vectoriel Z,-gradué et
(M@N}O = M@®N0® M1®N1
(M@N)] = M0®N1 @Ml @No

Définition 1.1.2.

Une application K-linéaire f de M = My ® M, dans N =Ny @® N; est dite de degré k

st f(M,) @ Ny ;1. k € Z5, 1+ k calculé modulo 2.



Définition 1.1.3.

Une application K-lin€aire Z,-graduée f de M = M;@® M, dans N =Ng @ N, est un

couple d'applications lin€aires (fy, f;) o fy : Mg—> Ny et f;: M; = Ny,

Remarque 1.1.4.

Une application K-linéaire Z,-graduée est de degré 0.

2

I.2. SUPERALGEBRES DE MALCEV

Définition 1.2.1.

Une K-algebre Z;-graduée ou K-superalgebre est un K-espace vectoriel
Zy-gradué M = M;® M, muni d'une multiplication telle que MiM;c M,; ;1,) € Z,,
1 +j calculé modulo 2.

Définition 1.2.2.

Vs

Soient M=My@ M, et N=Ny;@ N, deux K-superalgebres. Un morphisme de
K-superalgébres f de M dans N est une application K-linéaire Z,-graduée telle que
f(xy) = f(x) f(y) pour tous x et y dans M.

Soit M= My @ M, une K-superalgebre
On définit 1'application K-trilinéaire
TMxMxM-o>M , (x,y,z) — T(x,y,z)

T(x.y.2) =(xy)z—x(yz) - (-1)¥*(x2)y ou xyze MyUM,

T est appelé super-Jacobien de M.

On définit la multiplication [,]: MxM — M telle que



[xy]=xy- (D" yx, x,ye MguM,

[, ] estappelé super-crochet de Lie.

Soit M =M, ® M; une K-superalgebre et G =Gy @ G, la K-superalgebre
grassmannienne dont la multiplication vérifie xy = (—l)iyyx pour tous X,y € GoGy. G est

une K-superalgeébre associative. On pose M(G) =M ® G. M(G) est une K-superalgebre.
On dit que M(G) est l'enveloppe grassmannienne de M si M(G) = (M ® G),.

Soit ¢ une classe d'algébres (de Lie, de Malcév, alternative...).

Théoréme 1.2.3.

Une K-superalgebre M = My @ M, appartient & une classe C si et seulement si

I'enveloppe grassmannienne M(G) = (M ® G), appartient a la classe C

Dans ce qui suit, nous supposerons que la caractéristique de K est différente de deux.

Corollaire 1.2.4.

Une K-superalgébre M = My © M, est une superalgebre de Malcev si et seulement si

son enveloppe grassmannienne M(G) = (M® G), est une K-algebre de Malcev.

Définition 1.2.5.

Une K-superalgebre M = M, @© M, est une superalgebre de Malcev si et seulement si

pour tous X.y,z,t € Mg M.



Définition 1.2.6.

Soit M= M, @© M|, une K-superalgebre de Malcev et
V=V, @ V, un K-espace vectoriel Z,-gradué
Endg(V) muni de la Z,-graduation définie par

(End(V), ={f € Endi (V/(V;) & Vi, i.j € Zo.i +  caleulé modulo 2]

est une K-superalgebre associative.

V est appelé un M-module de Malcev s'il existe une application K-linéaire Z,-graduée

p: M— Endg(V) qui a x associé p(x) = py telle qué l'on ait

pxzpzopy} +(=1)¥x+2Z) Py P _(—p¥x+2)

u

yz)x PyOPzx

Dans ce cas p est appelé super-représentation de Malcev de M dans V.

Remarque 1.2.7.

L'application K-linéaire R : M — Endg(M) telle que Ry (y) = yx est une super-

représentation de Malcev de M dans M, appelée super-représentation réguliere de M.



CHAPITRE II: SUPER-REPRESENTATION FAIBLE
D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans [10], K. Yamaguti montre qu'une algebre de Malcév peut étre munie d'une
structure d'algebre triple de Lie et définit la notion de représentation faible d'une algébre de
Malcev. Dans ce chapitre, nous définirons la structure de superalgebre triple de Lie et la
notion de super-représentation faible d'une superalgébre de Malcév. Nous définirons aussi
les groupes de cohomologie liés a la super-représentation faible d'une superalgébre de

)

Malcev.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro.
M=M,@® M, désignera une superalgebre de Malcev, V =V, @V, un espace vectoriel
Zs-gradue.

IL.1. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'APPLICATION| . , |

M =M; ® M, est une superalgebre de Malcev ; alors son enveloppe grassmannienne
M(G) = (M®G), est une. algebre de Malcev. D'apres [10] M(G) peut étre muni d'une
structure d'algébre triple"d»e Lie par l'application K-trilinéaire [ , , | défimt par
(XYZ] = X(YZ) - Y(XZ) + (XY)Z pour tous X,Y.Z € M(G).
M(G) a alors les propriétés suivantes :
*IXXY]=0
FIXYZI+H Y ZX]IH[Z X Y]+ (XY)ZHYDX +(ZX)Y =0
FIXY)ZV]+[(YZ)X V] + [(ZX)Y V] =0
FIXYZV=IXYZIV+Z[XY V]
FIXY[ZVW]E[[XYZIVW]IH[Z[XY VIW]H[ZVIXY W]]
pourtous X, Y,Z. V, W e M(G).
Soient X, Y, Z, V. W des éléments homogenes de M(G).



posons X=x®g:Y=y®g , Z=z®g" V=v®h, W=w®h
X, y.z,v,we MguM; : g g, g" hh € Gou(G
notons que X=g ; y=¢g ;“z'=§";?=ﬁ et W=h';

la multiplication dans M(G) est définie par :

XY =(x@¢g)(y®g)=(-1E xy@gg'= (- "V xy®gg'.
Développons l'expression suivante :
(XY Z]=X(YZ)-Y(XZ)+(XY)Z
(XY Zzl=(x®g)(yor)zog))-(vogl(xegzeg) +{(xoglyor)) z0g)
=(x®@g)(-17Fyz@g'g") - (v@ g)(-)* Zxz@ gg') +{(- D xy @ g | 2@ ¢")
_ (_1)y‘i+'§(§+z) «yz) ®gg,gu__(_l)’ii+y(i+'i) V(xz2) @ g'ge"+
+(_1)iy“+‘z(i+§) (Xy)z® og'y"

((__l)y z+%(y+2) x(yz)—(~D)F TR TR () 4 () F y+z(§+y)(xy)z) ®og'c"

Il

(zy)x=(=D% (zy + yx)) @ gg'g"

(XY Z]= ((zy)x _(-1)”(zx)y+2(>'?<)) ®gg'g"

d'ou la définition suivante :

Définition 11.1.1.

[ ., ]:MxM xM — M est une application K-trilinéaire définie par

[%.v.7] = (2y)x = (=0 ¥ (zx)y + z{ yx) pour tous x, y, z &€ My UM,

Remarques 11.1.2.

I.1.2.1. VX Y,Z e M(G), [XYZ] = [xy.z]®ggg"
H.1.2.2. vxyyz e MyUu M, , [x.y.z] = [Rq, Ry](2) + R« (2)

ouRy,: M->M | v = yx



En effet,

[x.v.2] = (zy)x = (=) ¥ ¥ (zx)y + 2 yx)

~(RyoR, (2) - 1)><>’(R ok, )(2)+ Ry (2)
[ Jos
Déduisons les propriétés de I'application [ , , ] dans M.

Pout tous X, Y.Z, V, W des éléments homogenes de M(G)
avee X=x®g;, Y=y®g , Z=2zQ0¢g" V=v®h;, W=w®h
X, v,z,v,we MguUM, ; g g g' hh e G(}uéi

. XX Y] =0
XXY] =xxv]®ggg'=0 Vx,ye MyuM, ; Vgg e GG tels que
X=xQg;, Y=yQ¢g

dou [x,x,y]=0.

e [XYZI+[YZX]+[ZXY]+(XY)Z+(YZ)X+(ZX)Y=0
XY Z]=[xy, z] ® gg'g"
YZX]=[y.zx|®@gg e = ()" Iy 2 x| @gg'g"
[ZX Y] =]zxy]®©g g = (DA [z x y]|@ gy’
(XY)Z +(Y2)X+(ZX)Y = (-D)¥ 749 (xy) 2@ g g"+(~1) 2 (y2)x D gg'g”

H-1)* Y (x)y @ gg'g"

d'ott I'on obtient par identification

[x,yjzl-!—(*l)?(y%)[y z x]+( 1) (xﬂ’)[z X v]+

+(~1)§?+2(?+?)(xy,)z~( I)”ﬂ(wz) (y7) - ( )i{wz)(m)y:o

alors {X.y.z]+(—1)X(?;z}[y,z.x1+(~—1)E{K{"7)[z,x,y]+(—1)i?+2(§+§) T(x,v,z):(}.



[(YZ) X V] :[(—-l)yzyzé@g'g” x®g v®h]
=(-1)"*lyzx.v|®g'g" gh
“—‘(—-1)%"'?(?”)[\12 X, v] ®gg'g"h

Ni

[(zX) Y V]=[(-)"2x®@g'g y®g vOh
=(-1)"?[zx.y.v]®g"ge'h
_ (_1)YE+E(SE+y)[ZX V. v] ®gg'e'h
d'ou 'on obtient (—l)iy[xy, zﬂv] +(=1)Y Z+X(3"+Z}{yz,xv] +(_1)§z+z(s‘<+y} [zx,y,v] =0

et [xy.z, V] +(~—1)E(¥J“Y)[yz,x,v] -1—(—1)37(@2)[2}(,}’,\'] =0,

e [XY@EW=[XYZIV +Z[XY V]
(XY (zV)]=[x®g yOg (-1)* 2v@g'h| =(-1)?"[x,y.2v|®gg'g"h
XY ZIV=([xy.z®gg ”)(v@h) (=) Vx5 ")[xyz]\/@gg 2'h
ZIX Y V=(2@¢")[x.y,v] ® g'h)

=(- l)z(’”’y”) [X\, \]®g" 'h
(127 {xvv]@gg' "h

Il

On obtient donc par identification

[x,y,zv] =(-1)" vz V)[x y,z]v+7x,y,v].

e [XY[ZVW]]=[[XYZ]VW]+[Z[XYV]W]+[ZV[XY W]
(XY [Z VW] = [x, v.[zv.w] © ggig'hh
Z XY VIW] = [z[xy.v]w] ©ggghh = ()75 [2]x.y.v].w] @ g’ b

[ZVIXYW] =[zv[xy.wl] © g'hggh' = () vy wl] @ gg g b’



10

d'ou par identification on obtient
[x,y,[z, v, W” = Hx,y,z},v,w] +(-—])2(i+y)[z,[x, Y, v]w} +(—1)(X"’y>(§+w[z,v,[x,y? WH

Nous obtenons la proposition suivante :

Proposition I1.1.3.

Soit M = M, @ M, une superalgebre de Malcev et [, , ] I'application K-trilinéaire
définie par [x,y,2] = (zy)x — (-1 * ¥ (2x)y + 7(yx)

Alors pourtous x. v, z, v, w € Mgu M, ona:

x,y,z] +(~1)§(?+2)[y,z,x] +(~1)2(§+§) [z,x,y] +(~«l)§§+2(i+y) T(x,y, z) =0

(_1)"2'(24-?)[);27){’ V] +(—1)y(i+i)[zx,y, v] =0

+

x,y,zv] =(—IV)V(%y)[x,y,zl\f+z[x,y,v]

[
[
[xy,2,]
|
[

x,y,[z,v,w]] = Hx,y,z],v,w] +(—])2(m?)[z,[x,y,v],w] +(_1){§+y)(‘;§+v) [Z,v,[x,y, WH

Deplus [XX Y] =0 v X, Y € M(G) implique

0=[X+Y X+Y ’Z]
0=[XYZ]+[Y X Z]
et [XYZ]=-YXZ]

alors [x,y,z] Dgg'g'= *[Y,X, Z] ®g'ge"
=~(-1"]y.x. 7] ®gg'e"

d'ot nous obtenons [xyy,z] = w(—l,)iy[y,x, z]

Cette proposition nous conduit a définir la structure de superalgebre triple de Lie de

la fagon suivante :
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Définition I1.1.4.

Une superalgebre triple de Lie T = T @ T, est un K-espace vectoriel Z,-gradue muni
d'une multiplication bilinéaire xy et d'une composition trilinéaire [x,y,z] vérifiant pour tous

X, v.z,vywe Tou T :

Exemples 11.1.5.

I1.1.5.1. D'apres la définition précédente, il vient immédiatement qu'une superalgebre

de Malceév M est une superalgebre triple de Lie munie de la multiplication xy et du triplet

[x,y,z] = (zy)x ~ (=D (zx)y + z(vx) pour tous X, y, z €My UM,.

II.1.5.2. Toute superalgebre de Lie L est une superalgébre triple de Lie.
En effet, il suffit de poser xy = [x,y] et [x,y, z] = (—1):‘«?%&@)[[)(,)/],2]

ou [, ] est la multiplication de L.

Remarques 11.1.6.

Soit T une superalgebre triple de Lic

ILL1.6.1. Si[xyv.z]=0 VY x vy, ze TyuT,aors T devient une superalgebre de Lie.

I.1.6.2. Sixv=0VY x,y € Tyw T, alors nous avons les relations suivantes :

[x,y,z} = —(—1)3%?[3/,.\;,2]
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{x,y,z] +(—1)Y(§+§)[y,z,x] +(—1)z(?+y)[zax,y] =0
[x,y,[z, v, w]] = [[X,y,z],v, w] +(—1)E(§+Y)[z,[x,y,v],w] +(_1)(x+y)(§w) [z, v,[x, V. wn

d'ou la définition suivante :

Définition 11.1.7.

Un super-systeme triple de Lie T = To@T), est un K-espace vectoriel Z,-gradué munie
d'une application K-trilinéaire [ , , | vérifiant pour tous X, y, z, v, w € Tou T,
[x,y,z] = —(—Uiy[y,x,z] '
[x.y.z] +(—~1)§(§+2)[y,2,x] +(—1)E{K+y\}[z,x,y] =0
[

X.y,[z,v, WH = Hx,y,z],v;w} + (—l)z(ﬂﬂ [z,[x, v, v]; w] +(—1)(¥+§)(2+V) [z, V,[x,y,wH.

I.2. SUPER-REPRESENTATION FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE
DE MALCEYV

Posons D(x,y) = [Re. Ry] + Ry , x,ye My U M;
D(x,y)z) = [R;, Ry] (z)+ Ryx(z) = [xy.z]

D(x,y) est une applicatioﬁk-linéaire de M dans M eton a D( X, y) =X+V.

Lemme 11.2.1.

Pour tous x,y,z € Myu M, | RD(x,y)(z‘) = [D(x})RZ}

En effet. R est une super-représentation de M dans M ;

alors R vérifie la relation suivante

R(YZ)x - [RX’RZORy} +('3)§{@2)ny01{2 __(_1)y(§+z) RyoR ;¢
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e HEVTAR s (el

e = R, 0R 0R, _(_1)§(§+2) R,0R,0R,
F(=)TIR oR — ()R 0R

(—E)i(%z) Rixzy = (—l)i(@_i)(RyoRzoRx —(«-1)?(’?'*'2}RzoRxoRy

AT R o, (TR o,

(- <72 (RzoRyORx ~(~D™*Y)R oR (0R,,

3
Nl
N

I

H) IR oR, ~ ()T IR 0R )

doi Ry v, =Re0R0R, ~(~1)*VRjoR ,0R , + R ;0R, _(=p2®+9) R ,0R (oR,
+(=)FT IR R JoR — () AT YIR R,
= (RyoR, —(~D¥ YR oR + Ry JoR, ~(~1) AV R o[ R (R,
~(-DFYR,0R +R ]

= D(X,y)oRZ - (—1)E(X+W RZOD(x,y) = {D(x, y),RZ]

dour RD(x’y){.Z)z[D(x,y),Rz].

Proposition 11.2.2.

L'application K-linéaire A(x,y) : M — M telle que

Alx,y)(z) = (-—1)2{@?) D(x,y)(z) ot x,y,z e My M, est une superdérivation
de M.

En effet, rappelons qu'une application linéaire f: M — M homogene de degré k est

une superdérivation si f(xy) = f(x)y-'r(—l)ik Xf(y) oux,ye MyuM,.

D'apres le lemme precedent RD(X Wiz = {D{x,y)?Rz] pour tous X, v.z € My M,
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D(x, y)(tz) = t(D(x,y)( .g)) +(_“])z(§+y) (D(X’y)(t))z
Par suite  Alx,y)(tz) = (—1){E+§}(§+§) D(x,y)(tz)
= (0TI D)) (0 Do)

= (wl,){(ﬂw tA(x,y)(z) + A(x,y)(t)z
il en résulte que A(x.y) est une superdérivation de M.
Soit maintenant p une application linéaire Z,-graduée de M dans Endg(V). Nous

savons que Endg (V) est une K-algébre associative Z,-graduée. Nous allons généraliser la

définttion de D en posant : pour tous X, y € Mo My, D(x,y) = [px, py] + pyx

D(x,y) est une application K-linéaire et D(x,y) =X+¥.

Définition 11.2.3.

Une structure d'espaces vectoriels Z,-gradués a opérateurs sur K de domaine M est la

donnée d'une structure constituée par un K-espace vectoriel Z,-gradué V et d'une application
p de M dans la K-superalgébre associative Endg(V). Les applications linéaires p(x) notees

px sont appelées les opérateurs de la structure.

Définition 11.2.4.

On dit que p est une super-représentation faible de M dans V si
1) p est une application K-linéaire Z,-graduce

2) [D(x,y),pz] = p[x’yjz] pout tous X,y,z e Mo M.
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Exemples 11.2.5.

11.2.5.1. L'application R: M — Endg (M) , R{y) = yx est une super-représentation
faible de M dans M.

11.2.5.2. Posons d(X.y) = [P, py] - Pyx pour tous x, y € Mg U M, et p une application
K-linéaire Z,-graduée.
Si d(x,y) = 0 pour tous x, ye My LU M, alors p est une super-représentation faible de M
dans V appelé super-représentation spéciale de M dans V.

En effet d(x,y) = [px, py] - Py ,si d(x,y) =0alors [p.. py] = pyx
dou [D(x.y), pz] = 2 [[px, Py, P2l

or Endg (V) muni du super-crochet de Lie est une superalgebre de Lie ; alors d'aprés la

super-identité de Jacobi on a L[px’py]’pz] = [Px ,[py,sz +(~1)§'§“px 3pz]:py]

d'ou

[P0 y).02] = [[Pe-py ) 02+ [ox [y ]| + (D72 (o2 )y
= Pux 2]+ Pr-poy |+ D7 oy
~ Pelyx) T P(zy)x +(*1)§2py(2><)

= Play)x =17 ¥z y+ A yx)

pinad p[X,yﬂZ] .

Proposition 11.2.6.

Si p est une super-représentation de Malcev de M dans V alors p est une super-

representation faible de M dans V.

La preuve est analogue a celle du lemme [1.2.1 en remplagant R par p.
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Théoréme [1.2.7.

Soit p une application K-linéaire Z,-graduée de M dans V. Alors pour tous x, y,z €

M, w M, les conditions suivantes sont équivalentes

}7(?+2)[

(1) p(yz)x - py(zx) = (—'1) pyopx=pz} +(—1)§2[pz:pyx]

(—1)¥(x+2)

_(_l)y(i—%i

i

)
(2) Ply)x = | Px»PzOPy |+ PyOPzx
(vz)

3) () pya) = prol p0py +(=1)77pyop, )~ (=1 Zp,ol pyopy +(~1) %7 pyopy)

(_1)?(@-2)

~ PzxOPy — PyOPzx + PxOPyz +(“1)§(‘7+ ?) Pz0Pxy

(i) [D(X:Y)> Dz] “Plx,y.z)

En effet,

montrons que (1) = (2)

(§+i) Xz

(—1)¥1%+2) PL0Py 0Py +{(=1)" % p,0py,

p(yz)x T Pyizx) T PyOPxOp, -(_1)X

\

—(-17¥* ‘[.I)‘yxopz +(~I}f(?+z) Pyz0Px “‘("l)y(iJrz) PyOP2zx

Py 0Dy

. UQ(V*’—Z.)

Play)e ™ Paty) =71 Px0Pz0Py NS pyOpy0p, +(=1}

— (=Y Pxz0Py +(*I)z{“§+y) PxyOP; ~ (-5 PxOPyz

_(_1)?(?+37)

PzOPyOPx “(~1)y{x+z} PxOP,0Py +(=1Y P<OP 2y

Plzx)y ~ QZ{XY)

7 X

. T X AT ‘ 7}
~(=1) % p0p, + (DD o op, ~ (1T Vg 0p,

d'ou d'une part

R raat ] Wi%+7) » ) | Vo
=1 VPlyz)x T Pylaxd +(=1) L(p(xy)z_px(yz)/;+(ml) \\p(ZX?}’_—pZ(Xy)J—



17 !
et d'autre part

Al CHINEIN R L (T )R (R -

= _(-p¥x+2 P20Pxy +2(W1)*(3?+"Z") PxyOPz + 2(—1)y(i+2‘) PyzOPx ~2(*1)2(@&) PxOPyz

+ 2("1)2(3“?) PzxOPy 2(-1) W7+2) PyOPzx
nous obtenons

(~pAx3)

(yz)x

_(_1)E(x+y PxOPyz ‘{“(_1)2(?.”} PzxOPy —(”1)§(§+Z) PyOPzx
de plus
_(—)¥7+2) +(—) ¥+ _
Pzx)y P xy)
= ("% opy0p, +(-1A¥ Y b 0p,0p, (-1 Zp 0,

H=1)*Y PzyOPx — (—1)E(§+?) PzxOPy + (_1)3’_(%@} PzOPxy

3 e

La somme de ces deux égalités nous donne

(D o =0 P pop, (01 s 0p ~ (<07 00,00,
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Montrons que  (2) = (3)

On a
Plyz)x = PxOPz0Py "(“1)i(§+§) PzOPyOP +(_1)Y(">E'+2} Pxy©Pz _(_1)37(?+2} PyOPzx
d'ou
Y &5
Plye)e =~ ( Po{yx)
= p,0p,0py ~(~1)7%* ¥ 0p 0p, H-1)" 2o 0p, —~(-17F P p0p,,
. (_nAZ+7)
Pl =Dy
= p,0py0py — (<1 2% g 0p,0p, +(-1) T+ o op, — ()" g 0p,
F(X+7)
P(zx}y = (-1 Py(zx)
= PyOPx0P, _'(_1)y(§+z} Px0pz0Py +(“1)2(§+y) Pyz0Px _("1)z($(+y) PzO0Pxy
alors
yz 3 NE: % 7+ 9(X+2)
(-1 Palyx) = —=1)” szopx()py =177 PxOPyOP, — (0* Z+yIx2) Pzy OPx

n (_1)? Z+YX+Z) PyOPxs

P(X+7% UNyV+z I X+Z
(_1) Hx+z) pz{xy) = _(”"1) X(Y+Z) pzopyopx +("1)y Xz pyopxopz - pzxopy + Py pyz
x(y+7)

_ *(_w]v)y(ﬂz) )x(y+z)

Pyl zx) PyOPxOPz + PxOPz0py — (~1) " Pyz0Px +(~1 PzOPxy

La somme membre a membre de ces égalités nous donne

Pyizx) = PxOPz0Py +(=1)7* PxOPvOpP; — (~1)*° PzOPxOPy -(-1) y+2) PzOPy 0P
+(~1)?2+'§(Y+E) pyopxz T PzxOPy + PxOPyz +(_1)§(§+E) pzopxy

Ce qui nous donne

pyop, | = (=11 p,of pyopy +(=1)* T pyop, |

— P2xOPy —(~ytx+e PyOP,, T Py OPy; +1=1) }y+2) P20Pyy

pyl x) pxo( pzopy ‘*‘("l)y -

d'ou le (3.1) est vénfié. La deuxieme partie correspond a la proposition 1L2.6. .



19
Montrons que (3) = (1)

Ona

XZ

Pyizx) = DXO(pzopy +(~1)yzpyopz)-(-1) p,0| pyopy +(-1)* ypyom)

(_l)y(x—!-"z')

~ PzxOPy — PyOPz T PxOPy, +(-1) A3z PzOPxy

et [D(Xz}’)xpz] = Plx.y.4]

[X.Y.2

Transformons la premiére égalité :

Py(zx) = PxOPz0Py +(_1)?2px0(pyopz “("1)?29209}* - sz) + PxOpPz0Py +(-1)" propzy

;

- (_1)§i(pzopx ”(ml)iuszopz - pxz)opy ~ Px0pPz0Py ~(-1)

X Z
Pxz0Py

(=17 5 o[ pyopy —(<DFT peopy = pxy |~ (=1 % p,0py0py —(-D p0p,

2+7)

~ PzxOPy +(pzxopy "(—1)Y(x+ PyOPzx ~ Py zx)) ~PxOPy T Py zx)

¥ pyopys (=D g op

nous avons

0=(-1¥*pyod(y.z) - (~1)¥ *d(z,x)op, ~(=0" 7 5 od(y.x) + d(zx.y) + pyop,0py
- (-1);( : PzOPx0Py — Pzx 0Py

ou d(x,y) = pyopy — (-1 pyopy — pyx Z[DX,py] — Py IX.y € MgUM,

et donc

0=(-1¥?p.odlv.z) - 2(—1)?2d(z,x)opy —(—)¥y+7) p,odlv.x)+d(zx.y)

v

imterchangeons X ety et aussi y et z dans I'égalite precédente.

nous obtenons les ¢galités suivantes :
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d(zy)op, — (~1)F 7 pod(x,y) +d(zy,x)

!
S
NI

(@ 0=(-1) Epyod(x,z) -2(-1)

i
|

(6)  0=(-D7%pyod(z,y) 21" dly.xop, ~(-)** 7 p od(z,x) +d(yx.2)

Transformons 1'égalité [D(x,y), pz] =P

PxOpPy - (-1~ ypyopx + pyx:pzl - p(zv)x ~(-1)* yp(zx)y +pz(yx)

:d(X,y)ppz] + 2[ pyx»pz} - P{Zy}x +(-1

:d(X»Y)@z] + zd(yx,z) T P(zy)x +(=1)

d'ou [d(x,y),pz]+2d(yx,z)+(_])><?+?(?+?)p -0

?(x,y,z)

et en interchangeant x et z [d(z,y),px] + Zd(yz,x) +(-1)iy+i(i+?) p =0

T(z?y,x)

on obtient les égalités suivantes

pzod(x,y) = (__Uf(ﬂ?) d(x‘y)opz + 2(_1)z(i‘+y) d(yx,z) +(-1)*Y PT(x.y.z)

d(zy)opy = (-0 p od(z,y) - 2d(yz.x) + Pi(xy.2)

remplagons ces deux termes dans (a) on obtient

0= (-1)§2pyod(x,z) - 2(_])§2+${(y+2) pxod(z,y) +4(~—1)Wd(yz,x> ~2(=1Y * py

J{x.y.z)

~(0" 7 d(x y)op, ~ 201" P d(yx,7) - (-1)7%p | +dlzy.x)

T(x.y.z
Or (-1)Y7p.od(z.v)+dlyx.z) =2(=1)% Y d(y.x)op, +(—1)E(?+z} pyod(\z,x} (d'apres (b))

ce qui donne

it

0=(-1)%? pyod(x,z\ — =1 dl xJop, — Epyod(z,x) +4(-1)7 24l yz.x) -~ 2 ~1)Y Py

=Ml vop, — (=17 py - +lzyx)
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NI

0=(-)% pyod(x,z)+3(—1)Y(y+z)d(x,y)0pz—2py0d(z,x)+3(—1)§Ed(yz,x)"3(-1)? PT(xy.2)

= («l)§—‘ipyopxopz ~ PyOPz0Px “(_l)&:ipyopzx + 3(_1)§(§+2) Px0pPyOPz — 3(-1% PyOPx0Pz

~3H=)F 7 o op, —2py0p,0p5 +2(=1) ¥ ?p,0p,0p, +2py0pys + 31T

—3(*1)?E+§W+Z)Px09yz “3(—1)37%9:{(},2‘)—3(—1)5729(“)2**3(*1)?2&( )+ 3Py

=—3py0p,0px — 3("1)¥ ? PyOPzx 3(“1)3{(?4‘2) PxOPy 0Pz —~ 3(“1}3{(?4-?)

+ 3(—1)572 PyzOPx — 3(_”§2+§(§+Z) PxOPyz — 3(“‘1)?2 p( Y, T3P xz)y

xy)z )
d'ou
(=) ¥x+2) Pz +(=1)¥%+2) Py =~{py0pz,px]—(—l)ﬁg(yﬁ}[px,pyz}
+ Py 0Pz +(—I)§pryopz
et alors
= })y(%-z) ( 1)7('2
p(yx)z py(xz) pyc’pppx + pxapyz
(=) b opy, —(~)F T g o,

Proposition 11.2.8,

St p est une super-représentation faible de M dans V alors pour tous

X, v.z.we Mgu M. ona

) Dlxy.z)+ (-2 D{yz ) + ()T Dlzx,y) = 0

) dlxv.z) + =D T d vz + ()T g y) = 2(-1) 2 Py«

.zl

3) [D( x.v).D{z. W’)J = D([\vz}w} +(_1)z(x+y) D(z,[x,yt w})

ou d(x,¥) = [pe Pl - P
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En effet,

p étant une super-représentation faible alors [D( x,y), pz] = Plyy.]

= {[apy] + Pveopa] = 01y € [Prpe] =0y =[PP ]

D Dlxy.z)+ (D@ Dlyz,x) + ()7 Dlzx y) =
:[pxyapz]+pz(xy)+(”1)i(i+y)qpyz>px]+px(y))’+( )~<§ a({pzx Py]+py(zx))

SRR N W P E T PR O ] | [ W P R O
y

__(’_,1)?(7(4"2 “Px,pz] Py } p( ) +(=1) (X+Y)p (y2) +{-1) (x+%) Py( )

Mosopy]pe]-

= . . "i(ier
wp[y,xwz]ﬂ'-('—1')2(‘“?)[2‘)’,9(]'%(—1)§(§+E>[x,2,y] prapx]:pz] (-1

_(_I)ﬁi"j)“pxgpz] } pz( ) _1)® x+y)(

St

l)ﬂ\-&f?)

YZ)Jf‘(* yiZX}

(Endg (V).[.]) étant une superalgebre de Lie, alors

H Py-Px ,pz] +(_1)§(§+§)

=[[py-px

pz,py],px} (—1)¥x+2) {[Px Pz] Py]

p] oy px.p2]] ”[py,pz ,px] P2.Py-Pe) =0

De plus [\\z] +(1~1)Z\E+§)[z,y,x]+(-—1)Y(-’E+2>[x,z,y} = (=)%Y #{% ) T(y X z)
d'apres la proposttion 11.1.3.
et z(‘xy}-:»(-l)zmﬁﬂx(yz)+(-1)y(§+z)y(zx)t
NERTE B b ‘)(v\)z ~(-«1)W+z(§+?)y(xz)~(~1}3‘_’(5‘:"'2}(yz)x
:(_“”f\-'y-fz{‘@yw(

. ‘y.‘X,Z)

dou Dixv.z) = (=125 Dlyz x) + (D7 Dzx.y) = 0.
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2) d(X>Y)=[vapy}—py‘x :D(X7y)_2pyx

dlxy. 2) +(D Y d(yz,x) + (175 o2 y) =

= D{xy.z) - °Pz(xy)+( 1)2(_ ) ( X)“2(—1)§(§+y)px(yz)
+(=1 )7(x+2) ( ) 2=

= D(xy,z) +(~1) ¥+ D(yz,x)+(~l)

_o(—p AR

ZW

pwopz + pWZ]

(
D(an)zpzopw] _“(_'l)zw[D(‘ y) pWOPz] + [D(X’y)ﬁpwz]

pzopwoD(x,y) - (“1) “v D(X=Y)Opwopz

D(x,y),p,0pw —(~1)

it

)& ZW

= Dx.y)op,0py ~ (-1
+(=1)" W (T 9) 2+ W) pwop,0D(x.v) + [D(\ v).pwz]

=[D(x,v).p, Jopy, +(~ “ypoD( Vopy, +(~)¥ )y o[ D(x,y). pu]
WIS p,oD(x, ylopy, [ pw]op ~(~1 )2“*'W(X+Y)p oD(x,y)op,
()M g oD, ) } R z)prD(XnY)Opz+[D(X’Y)apwz]

= Ply ]OPw + (—1)1(3z -)szp[xyw —(-1)2¥ Plx.y.w]OP2

_(_l)’\‘»f(iﬁﬁ) PWOPLy 2 + Py

:Lp{xwy’z]’pw}a"(_1)2(§+Y)[ , ‘:( N w J_{_
= D([x,y,z},w)+(-—l) Ax+3) ( [y.w] )

Soit A une superalgebre et A(G) son enveloppe grassmanienne
Soit p : A — Endg (V) une application K-lineaire Z,-graduée et

¢ : A(G) = Endg(VOG) une application K-lineaire.
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X, Y, Z, T des éléments homogenes de A(G).
Posons X= x®g ., Y=yQ® , Z=z20¢" , T =t®h

Théoréeme 11.2.9.

Posons by (T) =(=1) ' p (1) ® gh
¢ est une représentation de Lie de A(G) dans V®G si et seulement si

p est une super-représentation de Lie de A dans V.

H

En effet, si A(G) est une algebre de Lie et ¢ une représentation de Lie de A(G) dans
V&G, alors ¢xy = [¢x. dy] = dxody-0yodx
bxv(T) =0 _ype5,y gy (LOD) ()R HE) Py (1) ®gg'h
px0by (1) =dy0dx (T) = | (-7 p, (1) @ ' h) =4y (-1 ¥ p, (D) D gh)
_ (ﬂl)y{+§{y+f) pxopy(t)gg'h—(»*l)ﬁw(%{) pyOpx(T) ® o'gh

_ ((_—”x ?+~i{?+§) pxopy(t) _(*_1)3('§+f(?+§)+i37 ) ®g\%e h

d'ou par identification nous avons
Py (1) = pxopy (1) = (=1)*¥ p op, (1)
= Pyy = PxOPy —(=D*Y pyOPx €t p est une surper-représentation de Lie de A dans V.

Réciproquement si p est une super-représentation de Lie de A dans V alors
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alors

‘bXY(T) z(b(‘l)i'vxv@gg‘(t@h)

= () ) (D@egth

= ()X 5 0p (1) = (=)F T popy (1)) @ eg'h

= (05T op, (0@ —(—1) T T op (1@ g'eh
=0T px[py (@ 2h) (-1 % py(pc(1) @ h)

= x0by (T) =0y 0 x (T) = ($ 00y ~y0d )(T)

3

doll ¢y =hx0dy —dyody et d est une représentation de Lie de A(G) dans V&G,

Théoréme 11.2.10.

Posons §(T)=(-1)"'p (1) ® hg
¢ est une représentation de Malcev de A(G) dans VG si et seulement s1 p est une super-

représentation de Malcev de A dans V

En effet, s A(G) est une algébre de Malcev et ¢ une représentation de Malcev de
A(G) dans V®G alors ¢ vénfie la relation

d(xyiz =|0z.0v00 x|+ zx0by — %00 vz
=0700y0dx —dyodx0dz +dzx0dy —dx0dvz
dxy)z (T) = (t®h)

Wwi(ay)(’ xy)z@gg's"
= () ¥V {‘(+y)+t(x+y+z)p( )(t)®hgg’g"
0709 ,00x{T) = by 00 x0 7(T) +6 700 y(T) ~dx00y7(T) =

:(_])¥(i+§+§f]((_])fi?'f“i(?é‘-f—\)pzopyopx(t)®hgg: "~ )xz +yl X+ Z) D\,OQKOQZ( ) ® he' o’

[§$)=]

+(“1)f?+}7(¥?'23pzxopy(t)®hgngng ( )yZ‘f‘X(y% Z)p\((}p)z( } hgngug)

+{m])E(QLy»z)*Vzpl‘(opy(t)@hggr 1y ( l) (X+y+Z y p\opyz(t)®llggrglc
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d'ou par identification on a ;
p(xy)z = pZOPyOPx _(_1)2(5“—?) pyopxopz +("1)Y(}7+2) pzxopy “("1) X(Y*Z) pxopyz

- {pszycpx] (¥+7) PocOp, () PxOPyz
¢t p est une super-représentation de Malcév de A dans V.

Réciproquement, si p est une super-représentation de Malcev de A dans V

alors
P(xy)z = PzOPyOPx _*(__l)i(fﬂ-?) PyOPxPz +(_1)§'(§+’2) PzxOPy — (“l)ﬂy.ﬁ) PxCPyz

(t®h) = (—)F yezx+y )+ U(x+7+7) o

dJ(Xy}Z{T) =4 (Xy)z(t)®hgg’g"

(=D)F §+2(i+y}( )z®gg' "
= (=¥ Y+ 7+9)+ 4 i+y+i)(pzopy0px(t) —(=1) 2 %+y) pyODXOQZ(t) +(=1) x(v+2) POy (1)
m..(_. l) §(§+2) pxopyz(t)) ® hgg‘ gu

0,0p,0p () ® hgg'g"~(~1) ¥V 5T 7 5 65 0. (1) @ heg'g"

()T 20T 2) opy (1)@ heg'g"—(~1)T 2T o5 (1)@ hgg'”

= (—) VAR ) +(R 5 2)

= (<) (2R (o 0p ()@ hig g'-py 0pyop, (1) ® he' g
+px0py (1) @ hg'g" g —p, 0p, () @ hg'e" g)

= (-0 Ty (o, 0p (1) @ hgg!) — (1) ¥ F D (5, 0p,(1) @ he'e)

+ (=T (bzx(Py(t)@hg) (- )VZ+t(Y+Z)¢X(pVZ(t)®hgvgn)

= (—1)“(1’20(1’&’(%(0 ® hg) - (——1)”(1)\{04);((;32(’&) @ hg") + 0 2300 y(T) = ¢ 509y 7(T)
=0700y00x(T) = dy0d 097 (T) + ¢ 70 (T) — o 0y (T)

Ce qui nous donne

Pixyiz = {¢z>¢yo¢x] +dzxohy —dx0b

et ¢ est une représentation de Malcev de A(G) dans VOG.
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Théoréme 11.2.11.

Posons &y (T) =—(-1)%p, (1) ® he

¢ est une représentation faible de A(G) dans V®G si et seulement s1 p est super-

représentation faible de A dans V.

En effet, si A(G) est une algebre de Malcév et ¢ une représentation faible de A(G)
dans V&G alors

[D(X»Y)>¢Z] = 4’[}{ Y Z)
(XY Z]= [x,y,z] ®gg's"
D{X, YNT) = ¢ 00 v(T) = yod (T) + xy (T)

= ()7 o op, (1@ hg'g —(~) ¥ I o, () @ heg

—{=1)

|

()T o0 (16 heg (-1 T T b op (06 hee
(=) 5 ()@ heg
=(-1) i(i+§)(pX0py(t) —(=p*Y pyop, (t) + pyx(t)) ® hgg'
= (D IB(x,y)() @ heg
doi

¢[XYZ](T)=¢[ Jt®h) = —(‘ml)f(?"'y*i)p (t)®hgg'g”

x.y,2®gg'g [x,y.2]

[D(X,Y),$2)(T) = D(X. Y)od 7(T) ~ ¢ ,oD( X, Y)(T)

= DX, VY1) Zp, (0 @he') -, (- Dlx,y)(0) ®hgg')

- _(_1)2&4@ vHZ-1) o

x.vjop,(t)®hg"gg'
+(_])f(?<‘+§}*2i? V4t QZOD(XJ")“) ®hgg'g"

= —(—])E(%FZ)(D(& viop,it) - {\ﬂl)?(@?) pzoD(x.y)(t)) ® hgg'g"

d'ot on obtient
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= D(x,y)opz _(_l)z(suy) DZOD(& Y) = [D(x,y),pz]

et p est une super-représentation faible de A dans V.

Réciproquement, si p est une super-représentation faible de A dans V alors

{D(Xa Y)a pz] = p[x,y,z}

brx vz (T = d)[x y. Z]O%.g,.(t® h)

=yl

= (=) [D(x,y),p, (1) @ bgg'e”
= (=) D(x y)opz(t)®hgg' () T AE) o op(x y)() ©heg' "
1)t(x+y+z +Z x+y D(\ y)op(t ®h0"gg'+( ) (ﬂy“*z)ﬁ(ﬂy)pZOD(x,y)(t)®hgg'g"

=~
= <=DZ DX, Y)(p, () @ hg") ~ (=) ¥ g, (D(x,y)(1) @ hee))
=D(X,Y)od7(T) — ¢ 70D(X,Y)(T)

](t) ®hgg'g"

X.¥.Z

K

d'ou dxyz = [D(X,Y),(b Z] et ¢ est une représentation faible de I'algébre de Malcev A(G)

dans V®G.

Remarque 11.2.12

¥

On aboutit aux mémes résultats en définissant ¢ de la fagon suivante

Théoréme 11.2.9 ; dx( T) = p(t)® hg
Théoreme I1.2.10 ox( T) = p()Y® gh
Théoréme I1.2.11 dx( T) = - p(1)® gh
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11.3. COHOMOLOGIE ASSOCIEE A LA SUPER-REPRESENTATION
FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans ce paragraphe, nous définissons les groupes de cohomologie liés a la super-
représentation faible d'une superalgebre de Malcev. Pour cela, nous définissons l'opérateur

cobord 8.

Soit p une super-représentation faible de M dans V.
Soit f une application (2p-1)-linéaire de M dans V telle que
f(Xl sy X2k~ ,sz,...,sz_l) =0 dés que Xop = Xk

2p-1

Désignons par C “ (M, V) 'ensemble de telles applications.

Posons C°(M,V) = V

Posons 8,:V — C' (M,V)

Vi 8o (V)ixi> (=0 Vp, (v),ve V,uV,.x € My UM
0 X 0\ V) 0 1

Définissons 62P_I:CZP'I(M, V) = C?P*Y(M.V) une application linéaire Z,-gradude i

_S?,p~1 =0 par

= (—1) P Szpat{ X1y *‘f) pmpﬂ[(—})gﬁwl(f}‘*“""5‘_29’-’ +f) Pasy (f(x1 s X2pa2s Xgp))

VKo [ Xy 4%y g "
~(0) 29l ol )szp(\f(xlnwexzp—l))+f(Xl=~-~X2p-2~~‘<2p-‘42p-1”

P ko ;v‘*-',‘ X, T e k3 . F \ j - R
_sz(_“i)k I <X“kw1+xﬁ\)(xﬁ+x2k‘2f>D(‘<2k-l~\2k)(f(‘(l »»»»» \7k~1~x2k~~X2p+1))

L Zp+1 = L _ L ,
‘Y'Z z ("‘})kA(‘(:k—l—r‘(:k)(X,Zk-lrfx‘l)f(xi"{:k"j{&;}\‘[XEK*I‘XZK‘XJ}?“XZD‘LI}
k=1 j=2k~=1

ou le symbole "A" sur un élément indique que cet élément doit étre omis.
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Nous commengons par démontrer quelques lemmes importants pour la suite. Pour

cela définissons les deux applications suivantes :

dx.y):C?P M, V) » C?® (M, V) vp= 1 par

2p-1

- X (_1)&??)(%1*”}%_1+f)f(x1,...;{x,y,xj],...,xzp_l) ;
= j

x,ye My w My, x(x,y) est une application K- linéaire et K(xy) =X+Y;

x,y):C?P" (M, V) - C?P3(M, V), ¥p > 1 par

(L(X,y)f)(xl,...,x2p_3) :(—I)(Y-‘ryﬁf(x,y,xl,..‘,sz,,g) )

x,ye My w M. ux,y) est une application K-linéaire et 1(x,y) =X+ . De plus i(x,y) est

une injection V x,ye My w M;.

Lemme [.3.1.

vp > ]? 62{)‘3 0 L(XSy) + L(XaY> Y 0 2p-1 = K(Xry)‘

En effet, soit f e cwl MV)oup>1,

1(x,y)

CrP M, V) CEP*(M,V)@S—?&» P (M. V)

CZP"l(M,v)%c2P+1(M,V}% Cc?P(M, V)
(6:}3_301(){,}’)]{}(?{1 ?“"sz*l) = (52p_3(l(X,Y)f))(X1 ..... szmi) =

I ;
{

_ (ﬂ.]‘)p71+a] p\zpﬂ l((_nX’zp—g(f;-km-ki:p—sg-!-l(X,Y)f) pxzp-ﬁ((ljx’y‘)f‘)‘ X v~‘~tX2p—~4'x2p--2))

L.

— (1) S “*"_\Tzr’"w‘(x‘y’)f) Pxzp- ((1("3’) f)(xl,,,_.xm,_; ))

""‘(1(\\’)]?}{\1 ..... X:p__4,X2p_2X2p_3)]
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p-l :
k+1 c o
+k§(“1) " +a2D(sz—bxzk)((‘(xa}”)f)(xl;---7X2k~1,><2k>~--:X2p—1))
p-1 Z%Sl K
+ 2 (1) +a3(L(X>Y)f)(XI=~»-;X2k—laX2kau-a[x.’kalaX2kaXJ‘] ----- sz-»l)
k=1 j=2k+1
ou

oy = X;Ep--l(il+"-+i2p—2 ‘}‘l(X?y')fl)

oy =Ry + i2k)(‘551+---ﬁzk—z “(X;Y)f)

o3 = (Xaio +§2k)(§2k+1+~-+7—(3’—1)

(83p”301(x,y)f)(x; ,...,sz_1)=

_ (_I)p~~1+(1] +(§-’r?}f px2p—l[(__1)i2p_3(fl+...+§2p-4 “*‘f‘*‘?“i‘f,) px2p~3 (f(X?}’,X Lseee ,sz_4 3X2p—2 ))

. (__1) §2p_2(il+.,.+§2p,3+i+y‘+f)

Pxpp2 (f(xa}’:xl >‘--»X2p~-3))

+f( X, ¥ X145 X0p—g 3X2p—2x2p*—3)]

_ _v=p-l
H-lF W}f:Z (_1)k+1+a2D(X2k-laX2k)(f(XaY=X1v-~-a§2k41.~§{2kr'-x2p-—l))
=]
B . | —_
+( 1)(x4«y)fpz %: (wl)k+a3f‘(x,y,x1 ,,,,, iZk_lgggk,..,,{sz_l,X?_k,XJ‘} ..... sz—l)
k=1 j=2k+]
(L(X>y)62p~-lf)(xl7"'X2p—1):(—1)(32*‘?)6213“1{‘(SQPV_If)(Xn}I-X]r'“vx:’,p—l)

= (“1)(@?)%(82;}_1&(&%xl 7...,X2p_1),

Posons X=y; . y=vyy , %= yu2 , 17 1,.., 2p-l

=[x, yr)62p~If‘)(xlv"'vXval) = (“1)(‘?@)?(\52;3»»}{)( Yi-Ya..o .Vzp+1)

- /

Py =XV Vap-il V14 +Vap_2 + ) .
= (i) pyzp+l[(~l)y~9 (e oFanes Yoy v vapa vap))

-
Yopei
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..(._1)?21)(371*'.“-%?21)-1*‘?) p}’2p (f{YI yee ,yzp_l )) =+ f(yl?"'?y2p-2 ’yZpy?‘p_l)}

A=) WQ}%D(BH J’z)(f( V3 w-:szu))

=P
f kel . )
+(~1)(X+Y) kz ~1)%" +ﬁ2D(szwvi.»}/zk)(f(}’l,-»-Y;zk—hsz>~-7Y2p+1))

i
D

. _az2p+] N -
(-t % (~1)(y“'y2){ya’*”"ﬂ}'l)f(Y.s:-»-»[}’1>Y2’Yj}:~-,§/2p+1)
K . .
(1—1) +B3f(YI:~~ay2k~I=Y2k:"~>[Y2k—]:Y2kaj]r~-ay2p+1)
Y
By =Y2p+1(?1+---+?2p+fJ

By = (?zk--l+§"2k)(§1+-u+3’—2k-2 +f]

B, Z(?zk_1+?2k)(?2k+1“‘“-»-*37,1—1)

Posons kK=k-1 = k=k+1

j=i2 = j=j+2

= (l(X’Y)‘SZp-lf)(Xl?..‘,sz_l) =

- (_,1)9+f31+(i+§)f pysz {(_D?zp—i(?ﬁ’ +y2p~:+f) p)’2p~1(f(YI’w Y 2p-2 ,}fzp))

—(—l)ylp(?ﬁ"*yzl"ﬁ?) pybﬁ( f()h ~-~3Y2p—1)) + f(Y1 s--~sY2p—2>YZpY2p—-l)]

+(——1)(5‘"+§)?+(§1+§2)fD(}’1 ,Yz)(f(y's:---vY2p+1>)

. =P e
%+ §)f K . .
H-)EIIES (b D(y ey sz .)(f(Y1w»>YQk’+1’Y2k'+2w'aYEp+I))

klzl :

_(*1)(§+?)f 2.%_1(._1)(?1*?2 93+ Vi) f(yﬁ fm,[}"by.z ,yj,+2]7’,. aY2p+1)

_ _ap=l 2p-l % ,
+(W1)(X+Y)f Y § (4)‘{""“{55{(\“‘_w.”‘_ R

Pa

S

k'=1 j=2k'=1

. | e

= Va1t 921002 191+ 420 411

§

“

~ - - T
Ps= (sz'+1+Y21<'+2,}*\_\’2k'»3+~-““-"1'4f



33

(l(X:Y)52p~1f)(xl,... ’X2p~l) =

- (_1) p+oy +(Y+§)t: px~p,l

m(wl)-’Qp-Z(i Y+ Xt ’erp 3"’f) pmp_z(f(x,y,xl ..... szw3))+f(x,y,x1,...,sz_g_xgp_g)]

H I D ) glx - xp )
- )(X*Y) Z( 1)k+a (‘<7k 1s \,,k)(f(x VaX 1,0 X2k 15X 2K s+ szui))

_(_1)(X-«ry)f2]%"]](_-1)(x+y)(xlﬁ‘A..%'gj—l)f(xl?”_)[X’yng}y”’xzp_l)
“p-1 2p-1

+('—1)(X+Y)fi§:1 j:2k+(1"1)k+lTCLBf(X,y,Xl,...pﬁzk_l,izk,...,[?{ﬂ(_l,sz,XJ],.“.X’ZP_I)
d'ou
(62P_301(x y)f)(xl ..... X2p~1)+(L(X y)(ﬁop_lf))(xl ..... xzp,l)—

2p—1

et par suite 8y, 30Uy + %, v)od,, 1 f = dx,y)f

et 8yp 30Ux,y)+idx,v)ods, s =(x,y).

Lemme 11.3.2.

Vp > 1, [»c(\ ).z w} ([x,y,z];w)+(—])'Z(?+?)L(z;[x,y,w”

+ W} (

En effet [K{ vl zow) }-— i x, \)OL(Z w)—(— 1)(’”37)(E Uz w)ordx vl

ce-l(y, v) 2wl C‘:p"B(I\,JIA\/)-—wH}\{X’y> C?P~3(M, V)

1{'z,w)

c?P M. V) CP73(M, V)
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(K(X y)( ))(xl ..... Xop— 3) zD(x y)(( Uz, w)f)(xl,‘..,xg_p%))
— PZ x+y xy*" AXjo (zw)f )(( ) )( [X’ijj]"_";(zpﬁz)

:(..w*fu(x,w(f(zwxl o)

M(W1)(E+Wﬁ2;3(~1)(x+y)(x1+ X+ ZH 'v'v+1?)f(z’w’xl,_n[x,y,xj},...,Xgpﬁg)
(_,1)(“*)")(2+W\(1(Z W)(){(X,y)f))(xl ..... Xgp_j,) =

_ (_1)(i’+y)(‘i+w)+(i+w}1<(x,y)f(K(X,y)fXZ,w,xl - ,X’zp_3)
:»:(—I){z*'m?D(x,y)(f(aw,xl,...,xgp._g))—(~1)(2+W}¥+(§W)%f([&y,zl?wﬂxl === ’X2p-3)

_(__1){2+W)f+(¥-§~y)(i+f) f(z {x y, W] Xppooes Xgpug)

) e S S SR
_.(M_])(Z*'W)f %: (_1)(x+y)(z+w+x;+ *Xr”f)f(Z,W,M,---7[7’(,3!,?(;]:-‘-,)(2}3—3)
j=1

d'ou

([K(X,}/),L(Z,W)}f)( X5 X2p— 3) (~ 1)(§ y+z+ )Ff([x,y,z],w,x}....,xzpu?))

£ (o) AT+ (X*HZ*W)ff( 21y WX Xaps)

= (L([x,y,z:];w)f}(xl,...%gzp_3) +(-1)E(§+y)(t(z;[x,y,W])f)(xl ,...,xzp@)

Par suite [K{X,Y},L(Z,W}] = 1([x,y, z];w) +(_*Uz(_?+y) 1(_\2;[x,y,w]),

Lemme 11.3.3.

vp =l [K( x,y),m(z,w)} = 1<([x,y,z];w) +(—1)z('€wﬂ K z{ X, V. w])

En effet - supposons p=1 et feC' (M.V) alors
(el vl o wE) ) x, ) = DAx, y)((K(z,w}f)(x} )) — (=1 Xﬂkv}x(ﬂz‘w”)}(}c(zt w)f)([xvx}})
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i

S o 11 R N VR | R L TP 1 MO |

+(_1){7\>‘+§")(z+mf)+(z+w}? f([z,w,[x,y,xlm

De méme

(i) x.9)1)) (1) = Dlz.whob{xy){ e )~ -0 T Dl wi{ {5, 3.,
()T D ) 1{(z w5, ])) DT I [y L)

d'ou
([x.) sz )]e)(x,) = (D) Dz o, ) =

+(__1){3<+3?)(2+W+F)+<2+W}? f([z’w’[x,ijlm_(_i)?(myw'z-ﬁ) f([x,y,[z,W,xIH)

or nous savons d'aprés la proposition 11.1.3 que
e lzowog T DFIER 0 gy xg]) = lxy, 2w

—(.fl)z(m?)[z,[x,y, w],xl}
et dapres la proposition I12.8. [D(x,y),D(zw)] = D[x.y.2).w) + (=) %V D(2 [x,y, w])

alors

)+<~1>‘Z’<i*?) Dz [x,y, wl)(i(x,)]

- (HX,}/,Z],W,XJ) ( l)zlx%w H\-f\ 7+ Jv’lif<[/ W {X,Y,le

. 1 )
par suite pour p =1, {K(x,y),h{z,w)j = K({x.y‘z}.v\f/} +(-1) }\{ Ix.y,w }
Supposons la relation vrale pour toute application & CP MLV

. Ip+ : o .
et prenons £ dans CP7 (M, V) alors 7 u, ve My UM, on a

i

duvio| s x. v z,w)] = u, v)or{x, vior z, w) ~{- 1) o (Ll.\'}orxiz,\v)o}c(x,y):
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Utilisons le lemme 11.3.2., nous avons alors

u,v)o[(x,y). Kz, w)] =
= (—-1)(%?)@'?}(@}( yjou(u, v)ox( z, w)—t([x,y,u] v]or{z,w) - ( a(x+y) (u;[x,y,v})owc(z,wn

- (1) Nz ) (1 2 w)oi(w, v)or{ x, v) = [z, w,ul; )OK(X y)

(=T (z+W) 1(u;[z,w,v )OK(X,}? )

= ()T B TE I (o zowlorw,v) -k x. y)o [z, w,u]); v)

~(=D)" 7 X yJouus] z, w, v )

(L EH)E Rz (e g T }(K{z W)m([x v ul: ) ([Z w [X,y,uH;V)
"(_1)(z+w)('x+y+a)l([x_y uJ:{LW,V}))

()R

—(-1) (“W)L(u [z,w [x v, ]m
(= 1)t2+w)(i+y+‘ﬁ+v) +{X+y)Eev (K(Z w)ok{x,y)ou(u, v) K(Z,W)Otﬁx,y,u};v)
—(—I)ﬁ(@y)dz,\v)ot(u;[x.y,vj)\)

(-1 (R+9)(z+w+T) (

+H=1)? (z«rw)%-(X*) i+v) (K(x y)m [z W, V]) ({x,y,u};[z,w,v])

(—)lx+9) 1(11;[&%[2- v, “’m)

:(_1)(E+T)(X1—y+2n—w {K{‘( V) K’(Z W) Ol(u,v)+(_1)(2+?)(E+V)+(2+W)(X’+?+E+‘§‘§L([Z’W'[x_\.’ULE.’\,}

+ (_1)(§+§)(v-rz+w\+v< 7+ W)

L(u [z,\x',';x,y,vm—% \ ([X y. [z.w. U} )

_(___D‘G(Y-*-?+Z+w1 L(u;[x‘ }iZ W*\’H\)

d'autre part,



37

:(_1)(ﬁ+'\7)(?+§? Z+W>(K([x,y,z];w)+(—1)E(§+y)dz;[x,y,w]))ot(u,v)
B (_I)V(Yﬁ/’-t-i—:-‘v?) L(u;[[x,y, ZL WND

)l(u‘[ ,{x,y,w],v})—(—1)(“\’)(”””“) (Hx,y,z],w,u,};v)
__(_1)'7:{}-1-)') (ﬁ”)ﬁ”"'z’“"‘)L([z,[x,y,w],u];v)

|
—
i
k.
pa—
PN
=
+
<l
+
il
i
+
|
+
(=1
+
£

en utilisant la proposition 1I.1.3 on sait que ’

[[x.y.zlw.v]+ (-0 “”Mz [,y w)v] = [y [z, )] - (DT 2w [,y
“x,y,z], ] 2x+3 [ X, Y, W ] X, v.lz, w,u]]~(-—1)(E+W)(§*y)[z,w,[x,y,u]]

d'olu

_(_1)z(i+?) K(z;[x,y, WDOL(u,V)).

Cette derniere expression est nulle par hypothese de récurrence par suite, comme (u,v) est

injectif alors on a

[K(X,y),K(z,w)]:K{[x,y,z};w)+(—1)E(X+-y“)l<<z;[x,y,w]) VpzL
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Lemme 11.3.4.,
vV p21, [Szpwi,x(x,y)]:o i.e. 8y, oOK(x,y)=K(x,y)ody, .

SUPpOizzfie;cl(M,V) clm, v)—) el v) =25 3, v)
v, v) - A3 (M, V)~—«——-—l—+C3(M V)

(SI(K(XaY)f))(XI»XmM)=“(‘1)X3(YI+X2+KWH) Px, (“I)X‘(x+y+f)9x1(( K(xy)f)(x2))
) ) szl)]

+(-)FEEIET D, x, )(x(x,v)f)(x3) ) (1)) ([0 3255 )
= —(~)BlR%s ’““y“)px3[( DR oD(x,y)(f(x,))

(=) (f((x,y.x, )~ (<12 oD (x,y)(£(x,)

s ()RR T, (%, )+ D%y )(E(x0%))

0TI ([0, vz 00 ]) |+ (DD, x, JoD (x,v)(£(x3))
()RR TS D () )(£([xy.%5])) - Dy )(F{[ %1 %2 .x3]))

N (_1)(f+?)ff([x, y,[xngzaxsm

m(ml)i?. (X, +X+7+f) pxz(

( (%, Y)(B f))(XI’XZ’XBj;D(x’)’)((alf)(xlﬁxbxfi))“(”l)(i+Y)?(61f)([x’y’xl]=x2’x3)
—(~ pE* F("1"'3(6 f)(xl,[x,y,xg],x3)—-(——1)(“?)(21”2#)(Slf)(x;,xz,[x,y,x3])
= (- ])XB( %2 +f)D(X,Y)OPx3{(“1)f'fpxi(f(Xz))‘(“l)ig(ilﬁ)sz(f(xl))*"f(xle)]

N (_l)(§+\ (X +)+%5 (X*?+f1+fz+g)px3 [(_1)"11?;))(! (f([x,y’ X5 D)

 (~1)(ErT ) (E ) p[x’y’xz](f(x1 IER{ES B )}
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_(__1)(¥+}7}(321+f)+(x+v+x1+x2 fD(Xl,[X v, Xz])( ( ))
+(—1)(¥+¥)<¥1+?)f( [x,y.x,], )

+(“1)(i+?)(5"1+f2 +)+ (X+Y+X3)(x1+x2+f)p[x,y X3 [( 1)* i;pxl(f(xg))
-(wl)iz(i”’aph(f(xl))+f(xle)}—(—1)(?"'“’)(””2”) (X‘ﬁzﬁD(xl,xz)(f([x,y,x3])),

IR e[, 50, (x5

En utilisant judicieusement la proposition II.1.3., la définition II.2.4 et la proposition I1.2.8,
nous obtenons : §,0x(x,y)—k(x,y)od, =0 ie. [5;,x(x,y)]=0

Supposons [6213_1 , K(x,y)] =0 pour p supérieur & 1, alors

1(2,w)0[8,,,, k(x,¥)| = Uz, w)0dy, ok (x,¥) - Uz, W)ox(x,¥)08,,

d'aprés le lemme I13.1 et le lemme I1.3.2.

1z, W)O[azpﬂ ,K(x,y)} =k(z, w)ok(x,y) - 85,0 Uz, w)ox(x,y)
+(=)FIED e(x,y)o Uz w)0day,, +U[x.y.2] 1 W)o 8y
()25 [x,y,w])odyy, |

=z, w)ork(x,y) + (-D)FVNED5,  ox(x,y)ou(z,w)+8,, oi([x.y.z] ; w)
H=8y oz [x,y,w])| = (-DF T T e(x, y)ox (2, w)
+(=D)FTE T i(x,y)08,, o1z, w) + (-DF T Fie([x y.2] 5 w)
~(~1)NEEou[x,y.2) s w)+ (=D V(2 [x,y,w])
~(=D)¥EE, oz [x,y,w])

=[ic(z.w), k(% 9)]+ (DFTE D ([x,y,2] 3 w) + (D25 [xy,w])
+<w1><*+?><f+w>[ k(x,y).83,_, Jouz )

= (= FIEN e (x,y), 16z, )]+ (~DF T ([, y, 2] w)
+(~1)‘V(x+y)1<(z;[x,y,w])+(-—1)(¥+?)(2+W)[K(x,}'),6213-!]ot(zzw)

=0, d'aprés le lemme I1.3.3. et notre hypothese de récurrence.

Par suite, puisque 1(z,w) est injectif alors :

{BEPH L K(x, y)} =0 Vpzl
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Théoréme I1.3.5.

& est un opérateur cobord i.e. 8,08y =0 et Vpz1 8,, 0d,, =0.

En effet :

a) vérifions que 6,00 =0

50(V)(X)— (=1)* V(v

( )X1X2X3
%3(%

=—(- 1)X3( 1+X2+80("))p [(—l)ilmgxl(a{)(v)(@))

0B g, (30(v)(x,)+80 (1)(x2%1) |

+(~—1)(X‘+X3)60(V)D(x3 xz)(ﬁ{}(v)(x3))-—So(v)([xl,xz,x3])
= ()R ()T Rp, 0p,, (V)4 (-, o, (v)

_(*I)V(“Xli-ffg)pxz)(l (v)}—~ (_1)V(Xl+‘ig+‘i3)D(xl,X2 )Opx3 (v)+ (_1)\7(?1+3€3+3E3)p[X;’X2’x3](V)

_ (__I)V(Kj+?2+§3)+?3(f1+'fz)px3 [Px,Ong (V) __(___l)ixiz px«,opxl (V) + pszl (V)J

= (=)D () xg Jopy, (V) + (-1 ()

— (ﬁl)'\?(ﬂ%-iz +>_<'3)((Ml)fs(fﬁffz)pr{)D(Xl ,Xz)(\’)"— D(X} s X2 )Opx3 (V) + p{xl»xz x3](v))

(”UV(XIHQHE})(*[D(Xl,xz),px3]+p[xhx2,x3](v)):0, car p estune super —

représentation faible.
Par suite §;00, =0.

b) Vérifions que 57008, =0
(85F)(x; X0, X5, Xy, X5) =

_ (‘MI)%(XE&-...-‘:X{: +F)px5 [(_1)i3(f1+fz+f)pxs (f(x! L Xa, X4 ))

_(‘_1>X4§Xt+xz-f~X3-&f>pX4 (f(xl=x23X3))+ f(XI’XEde,XE)}

+("1)?(}]+i2>D(X1,Xz)(f(XB,X4,X5))—(—1)(x +x1){il X‘+%)D(\X3,X4)<f(xl,Xz,Xs))
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-~f([xl,xz,x3],x4,x5)—(~1)K3(X1+K2)f(x3,[x1,xz,x4],x5)

- (-1)(X‘+¥2)(¥3+¥4)f(x3,x4,[x1,x2,x5]) + f(xl ; x2,[x3,x4, x5])

( 3(8; )) X{, xQ_,X3,X4,X5):

= (-aystaessellp Jepmtme Do (86)(x,x.x))

_(._1)"54(?142*?3“’?);) (( £)(x1, %2, x3)) (3, )(xl,xz,x4x3)}

+

( 1) X1+X2 D(Xl X?,)( X3 X4 X5 )

TR ey ) (8) 313 553) (o) [ s )
(1) x1+x2)(81f)(x3,[XI,Xz,M],XS)__(_1)(333”4)(?1”2)(51f)(x3,x4,[x1,x2,x5])
(

Slf)(xl X2, [X3,X4’KSD

-+

Développons ces expressions :

(1) (yfslieemety Lepalrm o ((5,6)(x, %)
(R o (8)(x1.%0.X3) (B (61,10, 54%3) | =

— (—1)s(Ri+rRa) o, }:(__1)23(21+’£2+f) s, (( DRty [(wl)i,? oy, ((x2))
-(wl)EZ(i”f)sz(f(x;))+f(x2xi)]+(~1)f(-’51+§2>D(x1,x2)(f(x4))—~f([x1,x2,x4]))
— (Rt (st T, (1(x)

0o, (1) + 10+ (D D08, 3 ) 1 055)) = (000

+ (-1 RID 0 )£ (xx5)) = ({51052, a5 )
(st R o op. oy (((x2)

+ (-nE R Lo op op, o, ((x)))

SRR op op, (F(x0x)))

()BT op oD(xy,x, )(1(x4))
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—("1)X3(E‘+§2+F)Dx509x3 (£([x1-%2.%4]))

(TR 06 op o (£(x,))

—(-1) x3+x4)(x1+><2+f)-f_x3x4+x2(x]JFf)pxSc)pMOpMopx2 (f(x1 ))

f (- RIE T 0 op, (£(x0%)))

~ (Rl me i)y, op, oD(x),%,)(f(x3))

+(-Ui“(i‘ﬁzﬁ“?)PXSOPM (£([x1.x2.%3)))

— (—1)Fs e )FiemorT et Px OPx x;0Px, (F(x2))

(~)r)FmER Ry o op, (£(x))

— (R Rﬁ?)PxSOPM“ (f(x2x1))

(1)) g oD(x),x, )(F(x4x3)) - P (f([xl,xz,x4x3]))]
_ (_1)x5(x-l +...+X4+f)[_"(_1)(@4—?4)(?1+‘>€2+f)+3€1? P, oD(x3.%4 )0 oy, (f(X2 ))

(-G, oD (xs x,)op,, (F(x1))

—(-n)ER)ER )y oD(xy.x, )(F(x%y))

(Bl TGy oo oD(x,,x,)(F(x4))

—(-l)ﬁ(iﬁgﬁj)pxsof)x; (f([x],xz,x4]))
_ (_1)f4(¥; +Y2+f3+f)+f(i1+i2)pXSQpX4QD(X] X5 )(f(x3 ))
+ (__l)i4(§1 +§2+i3+f)pxscpx4 (f([xl’xzsxam

+ (wl)?(il‘*iZ)stoD(xl X )(f(x4x3)) ~ Pxg (f([xl,xz,x4x3]))]

2) (- 1)? ilWE)D(Xl Xz)((S £)(xs X4>X5))
—(- 1) +Xa (X% %f)D(x x4)((6 £)(x3.%q, xs))—
= (1) (R+%2) D(xl,xz)(—(—ﬁ)“(xﬁx“f P | (-1 Py (£(x4)

~(=1y%l® 0 (1(x 3))”(&&)}*( (%) D5, X4)(f(xi))‘"HEXE:X4=X5D\J
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B (_1)(3634»354 )(';Z1+‘Xz+?) D(x3,x4)(~(“1)i5(§1 +¥2+?)px5 [(_1)¥1prl (f(xz))

=00 D (£()) £ o) | (D I 02 ) B(xs) = £{[x0.30.55)
) x1+x2)+x5(x3+x4+f) fD(XI x2)0ps, ops, (£(xs))

(=) (R s (T e T (5 ’+f)D(X1,X2)OPXSOPx4 (£(xa))

(- 1)f X;+%, )+ X5 (X3 +X4+f)D(x1,x2)opxS(f(x4x3))

(=) TSI () x; oD (x5, x4 )(f(x5)) — (1) 17T 2>D(X1axz)(f([x3’x4vXs]))

()BTRS T T Dy op opy (T(x0)

(R (@ T 5D Jopy opy, (£(11)

()RR E R T SE T D ¢ op (E(xan,))

- ()RR R D (g x oD (34,3, )( £ (x5))

+ (—l)(%ﬁ‘*)(i‘ﬁﬁ?) D(x3,x4 )(f([xl ,X5,Xs ]))

(1) + ( 2) nous donne

)p }Opxl(f(XZ))
()RR xR "**f[ (x3:xa). P Jop, (£(x1))
),

+( l) x3+X4+X5)(X1+X2+f [ (x3 X4 pxS ]( (szl))
(- 1) x]+x2)+x5(x3+x4+f)+x4(x3+f)(D(Xl,Xz)opxsopx4
_.(_1)(?1%22)(i4+i5)px50px4o[)(x1,xz))(f(x3))

(- 1) (%+%X )+X5(§3+i4+f")+i3f(D(XI’XE)OPXSOPXB
_(_1)( 1+X2}(¥3+3‘_5}QXJ)DMOD(XI»Xz))(f(xal))

(- 1) “3(*"‘”4”)(D(x] : xz)opXS —(»1)Y5(i1+?2)px5oD(x] X5 ))f(\xl‘x&)

+ (—1)f(i1+i?-+§3+i4){l)(x! LX), D(x3,x4)](f(x5))

* -)PXSOPXB(f([Xl’XzaM]))

+ (_1)i4(§1+iz+23+?}+'25(3{1 +m+'x=4+f)pxsopx4 (f([xlsXZa X3]))
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- (—1)¥5(i1+"‘+f“+%)9x5 ({010 x20 %43 ])) - (~1) 1+ %2)p(x, x, (%3, %4,%5])

n ('_1)(23-{-364 +(x) +§2+F)D(x3,x4 )(f({xl Xy, Xs]))

__(__1)?2(?‘ +f) Py, (f(xl )) +£(x0%, ))# (_1)f(3<', +Xp +X; )+ X5(X3+X g +) p[x],xz,XS]OPX3 (f(x4 ))

B (_1)f(il+‘i2 +X3 )+ T (X +. Xy +)

PxSOP[xl,xz,xd}(f(Xa))
_ (= 1) (R R s Ry R ) Plsy o] (‘“f‘ (xa%5))
()T R () x) ), D(x3,x4)](£(x5))
(1) E R TS (7 +) 0P, (F([x1 %2, %4 ])
4 (_l)’i4(i1+3€2+i3+f)+i5('£1+...+i4+1?)pxsopx4 (f([xl’xbx?y]))
—(—yRsEr R )y (g x0.x0x])) = (DT EID(x, x, ) ([ x3,%4.X5]))

+ (_])(K3+i4)+(il+i2+f)l)(x3,X4)(f([xl » X2 ,Xsl))

3) ~(8f)([x15%2, %3] X4%5) =
_ ('_1)i5(i1+.4,+i4+f) Pr. [(__l)f(m +Xz+i3)p[x1,x2,x3](f(x"«))

_ (wl)ia(fl’“fz*fﬁ?)px;(f([xl,xg,x3])) + f(x4[x1,x2 ) x3])]

— (wl)f(il +fz+33+§4)D([x1,xz,x3];x4 )(f(xs)) + f([[XI,XZ,X3 ],x4,x5])
(_I)SZS(EI +.,.+i4+f)+f("ix+"iz +f3)px50p[xl X253 (f(x4 ))

Px 00y, (f([xl,x2,x3]))
+(~1)25(i1+"'+i4+f)9x5 (f(x4[x1 , X1, x3m

_ (_1)f(il+xl+i3+i4)D([x],xz,x3];x4 Jt(xs))+ f(“xl : xz,x3],x4,x5])

(4) —“(—1)i3(i1+3{2)(61f)()§3,[Xl,Xz,X4],X5):

_ (w1)¥3(§1+i2 }+i5(§,+...+i4+f}+i3?pxsopxs (f([xlvxz , de

_ (“])i3(§l +%g R g (R ot Ry (X %y +%4 )(Ra+T) PxsOP[x, x.%4] (f(x3 ))
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+ (_1)23(21-@2 )+25(’>€1+...+i4+?)px5 (f([xl X0 X4 X3 ))
__(__]’)')E_a,(il+"i2)+f(§1+fz+i3+3€4)D(x3 ; [Xlaxzaxzt])(f(xs))

FEPEI ([ [x10 0] x5 )

(5) ._(,.1)(—)(1'*'?2)(3{3-*.3(4)(6]f)(X3,X4,[X},XQ,XS]):
- (_1)2’5(X3+f4+f)+i3?p[h . Xs}opx3 (f(X4))
ey g 2
"("1) S( T f) X4(X3¥f) X1 X7, X5 px4 (f ) XS(X3+X4+f)pXlsxz’xs}(f(xlim))
_(_l)ﬁlﬁz)(%*ﬂ) £(X3+%4) x3 X4 ( ( X1>%2+X5 ))
I

+(—1)(il+?2)('f3+§4)f([x3 X4.[X1. X2, X5 )

©) (8,f )(Xl Xy, %35 %4, XS])_

_ _(_1)(7{3 +3('4+'5('5)(71+§2+f)+x1f p{XS xa, xs]opxl (f(X2 ))

+(—“l)f(ilﬁ-‘}-%)D(XI,X2)(f([X3,X4,X5}))“f([X],Xz,[X3,X4,X5 ”)
Lasomme (1)+(2)+ 33+ (4)+(5) + (6) nous donne

(*1)?(i‘+§2ﬁ3ﬁ4)[D(X1 X ), D(x3, X4)](f(xs))
“(*1)25(Xl+"'+x“+f)9x5( ( X1 X5 . X 4%3 )) s(X1+. +X4+f)px5(f(xél[xl’XZ’XBD}
— (~)EHFt TR [ ) 5] 5 %y )(E(x )
({50500 xeora]) - IR ({0 x e
(DGR - [k 0 ])(E(xs)
[ [y ks )+ (D TR [ g5, ]

—f([xl,xz,[x3,x4,x5m
en utilisant la proposition I1.1.3. et la proposition I1.2.8. nous obtenons
(85(8,f))(x1.%2,X5,X4,X5) =0 et par suite 8;08; =0.
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¢) Vérifions pour le cas général

Nous savons déja que 8308, =0
supposons 8y, 08,, =0 pour p supérieur a 1

alors 1(x,y)08,, 08,, =K(x,¥)0d;p, =85, 0 Yx,y)0d,,

i

(x, y)oﬁzp | =0, IOK(X y)+8;,, 085, 01(x,y)

K
[ K(x,y) S2p,, ]+62p+1082p“10 Ux,y)
0.

i

Par suite 8, 08, =0.

0 est un opérateur cobord.

Définition 11.3.6.

g2~ (M,V)=Kerd,p,, /Imd,p_,,Vp21 est le (2p-1)-ieme groupe de
cohomologie de M dans V.
H°(M,V)={ve V/p, (v)=0,VxeM}.
On appelle cocycle une élément f de C2F~1(M, V) tel que 8sp-1(f)=0.
On appelle cobord un élément de C2F~1(M, V) de la forme g = 87p-3(f).
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CHAPITRE I1I : PROJECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES
DE LIE

La notion de superalgebre triple de Lie a été introduite dans le chapitre II. Dans ce
chapitre, nous adaptons les travaux de M. Kikkawa sur les algebres triples de Lie [ 3 ] au
cas des superalgebres triples de Lie.

Nous définirons la notion de projectivité des superalgeébres triples de Lie puis nous
étudierons les superalgébres de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de Lie.

Enfin, nous voyons les cas particuliers oil la superalgebre triple de Lie est une
superalgebre de Lie ou un super-systeme triple de Lie.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro et V est un
K-espace vectoriel Z,-gradué.

111.1. PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE

Nous savons d'apres la définition II.1.4. qu'une superalgeébre triple de Lie
G =Gy @© G est un K-espace vectoriel Z,-gradué muni d'une multiplication bilinéaire xy et

d'une composition trilinéaire (X, y, z] vérifiant pour tous X,y,z,u,v,w € Gy U G
xy=—(-1)"Tyx

[x.y.z]=~(- 1) My.x,z]

[%,y,2]+ (=) Ty 2. x]+ (=)"F* [z, x, y ]+ () TZEDJ(x v, 2) =0
[xy,2,w]+( >“*”[yz,x,wh<-1>?<*”>[zx,y,w]=o

[u,v,xy]= (17w, v,x]y + x[u, v, y]

[

u,v,[x,y.z]]= [[u,v,x],y,z]+(—1)§{G+V}{x,{u,v,y],z]+(—1)(i+?)(ﬁw)[x.y,[u,v,z]].

Posons B(x,y)=xy et D(x,y,z)=[x,y,z].

Nous obtenons la définition équivalente suivante :
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Définition IT1.1.1.

Une superalgebre triple de Lie G={V;B,D} est la donnée d'un K-espace vectoriel

Zp-gradué V, d'une multiplication bilinéaire B: VXV — V et d'une composition trilinéaire
D:V XV XV — V vérifiant pour tous x,y,z,u,v,w & Vy U V] les relations suivantes :

(D B(xy)=—(-1)"VB(x.y)
2)  D(x,y,z)=—(-1 ”D(yxz)
(3) D(x,y.2)+(- 1)X VI D(y,z,x)+(-1)* Z(%+y D(z,x,y)+(—I)X%E@W)B(B(x,y),z)
+(-1)7 2B(B(y.2).x)+ (1) Y B(B(z,x),y) = 0
@ D(B(xy).zw)+(=1)* " TD(B(y,z),x,w)+ (~1)" D D(B(z.x).y,w) =0
(5) (u,v,B( ,y))=(-1 )y(”” (D(uvx),y)%—B(x,D(u,v,y))
(6) (uaV’D( x.y,2))=D(D(u,v.x),y,z)
x(u+v) D(x,D(u,v,y),z)+ (—-1)mm(ﬁw)D(x,y,D(u,v,z)).

K

Supposons qu'il existe sur V une structure de superalgébre de Lie notée £={V;L}
dont la multiplication est donnée par [x,y], =L(x,y) ¥x,y€ Vo U V.

Définition 111.1.2.

Une superalgebre de Lie £ ={V;L} sera appelée superalgebre de Lie de projectivité
d'une superalgebre triple de Lie G={V;B,D} si elle vérifie les relations suivantes

(M L(x,B(y.z))= B(I:'(ix, y).z)+ (-1)*YB(y,L(x,2))

(8) L(x.D(y,z.w))=(-1)"*"¥ID(L(x,y),z,w)+(~1)* *D(y,L(x,2), w)
+D(y,z,L{x,w))

(9  D(uv.L(x,y))= (~1)§(G+G}L(D(u, v,x),y)+L(x,D(u,v,y)).

Théoreme 111.1.3.

Soit G={V;B,D} une superalgébre triple de Lie et £={V;L} une superalgebre de
Lie de projectivité de G. Alors G= {V; B, 13} définie par
B(x,y)=B(x,y)+2L{x.y)
D(x.y,2)=D(x,y.2)— (~1)* T EFVL(B(x,y).2 z)- (-1 7" 2L (L(x.y).z) pour tous
X,y,2 € VoV, estune superalgebre triple de Lie.
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En effet, les relations (1) et (2) sont évidentes.
Vérifions (3) pour §

D(x,y,z)+(~1"* DDy, 2,x)+ (-1 B(z,x,v)

+ (=1 HHIB(B(x,y), 2)+ (-1)7 2B(B(y.2).x) + (-1)F T B(B(z.x).y) =
=D(x,y ) (~1)F TEEIL(B(x,y),2) - (~DF FEEIIL(L(x, y),2)
(=" ID(y,2,x)~ (1Y *L(B(y,2).x) ~ (1)

=~ (=D L(B(z.x).y) - (-DF T L(L(z.x), )+ (- )“‘"f“*ﬂB(B(x,y)az)
( 1)x y+Z(X+Y) B(L(x ) l)xy+z( L( )
+4(- 1)”“ S9L(L(x,).2)+(~1)7 B(B(y.z), )+2( 1) *B(L(y,2),x)
+2(-1)Y *L(B(y,z),x) + 4(-1)Y *L(L(y,2),x)+(~1)* Y B(B(z,x),y)
+2(~ 1) B(L(z.x),y)+2(-1)*'L (B(z x),y)+4(=1)* Y L(L(z,x),y).

>

-+

y

Nous savons que ( 3 ) est vérifié dans G donc
D(x,y,z)+(-1)* y+‘7‘)D(y,z,x)+(~I)E(X"'y)D(z,x,y)+(—1)§ y*'“Z‘(EW)B(B(X,y),z)

+(=1)" *B(B(y,2),x)+(~1)" " B(B(z.x),y) = 0.
Il reste donc

(~)F TR (B(x,y), z)+(—1)?EL( ).x)+(=1)* TL(B(z.x).y)
+3(~1)F VAR (L (x, y).z 2)+3(-1)7 °L ( (y,2),%)+3 1)”L(L(z,x),y)
+2(~l)z')?“LZG’LS?)B(L(X,y),z)+2(~-—])yz ( (y.z),x )+2( 1)*YB B(L(z,x),y)

or (~1)¥ ?'FZ(KW)L(L(x,y),z)+(-—1)yEL(L(y,z),x)—{—(—l)??L(L(z,x),y):

_ (_1)i §+z(i+§7)jﬁ(x’y’z) -0

et finalement
(wl)gwi(ﬂy)L(B(x,y),z)%«(-I)W‘L(B( ,Z)

+2(-1)% ?"’_z(ﬂ?)B(L(x,y),z)+2(—l)5} “B(L(y,z).x)+2(-1)F YB(L(z,x),y)=

o
s
M
ke
R
-4
P
]
—
g
pai
—
w
p—
N
>
g
R

~f
N
-
|-
—
Lt
N
N’
i
p—
+
~—~
L
R
o
~—
N
e
e
p——



d'ou le (3) est vérifié.

Vérifions la relation (4)
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en utilisant aussi le (4) qui est vérifié dans G et la super-identité de Jacobi il nous reste
donc

(-1 (B(B(x,y),2), w)+ 2D(L(x,y).2. W)

~ (- EET L (B(B(y, 2),x), w) + 2(-1)* XD (L(y, z).x, w)

— (=)L (B(B(z,x),y), W)+ 2(~1)" T D(L(z.x), y, w) =
= (=)7L ()" (B(x,y),z)+(-1)?<‘f+f>B(B(y,z),x)+B(B(z,x>,y),w)
+2(=1)"ID(L(y. z),x, w) +2(~1) 7 D(L(z.x), 2D(L(x,y),z W)
= (=T TSI D(x,y,2) + (DT Dy, 2, %) + (- 1)2(“3’}0(2,&3/)}“’)
+2D(L(x,y).z,w)+ 2(-)ZF I D(L(y, 2), x,w) + 2(~1) D D(L(2,x),y, w) (c£(3))
= (~)F I (D(x,y,2), w)+ (- )F T L(D(y, 2,x),w)

1+ (~)FTHERIRTETD L (D4 x, y), w) + 2D(L(x. y), 2, W)
+2(=1)"9)D(L(y, 2), x, ) + 2(=1) T I D(L(z, %), y, w)
= (=)* T TID(x,y,L(z, W)= (-1 T L(2,D(x,y,w)) + (1) "Dy, z, L(x,w))
= (1) L (x,D(y, 2, W)+ (-1)T I Dz, Ly, w))

- (—I)Y(ﬂw)“"z(ﬂ?) L(y,D(z,x,w))+2D(L(x,y),z,w)

(X+

+2(-1)Z(i+y)D(L(y,z),x,w)+2(«1)y(i+z)D(L(z,x) y,w)  (cf(9))
= (=1’ D(L(z,%),9,w) - (<)Y D(x,L(z,y), w) - D(L(x,y),2, W)
~(~1)*ZD(y,L(x,2), w) = (~1)"ZID(L(y,2), x, w) = (~1)* TEEI D2, L (y, x), w)
+2D(L(x,y),2,w)+2(-1)"YD(L(y, 2), x, w)

+2(-1)Y®* B D(L(z,x),y,w) (cf (8))

=0
d'ou le (4) est vérifié.
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Vérifions le (5)

D(u,v,B(x,y))= (- 1)Y(5+V>B(D(u vix),y)+B(x,D(u,v y)) (cf (5))

V), B(x,y))=
—(=1)FVHY “*‘f)B(xL (B(u, V)y) (ef (7))
,v),B

~(-1)¢ V’“?(EJ“")B(X, L(L(u, v), y)) (cf (7))
2D(u, v, L(x,y)) = 2(~1)" " IL(D(u, v,x),)+ 2L (x,D(u, v,y))  (ef (9))
(- 1)ﬁv+(ﬁ+v)(i+y)L(B(u,V))L(X,y)):_2( 1)EV+(E+V)(@Y)L( ( ), X y)

+2(=1)"VFEY (“”)(ﬂy)L(L(B(u,v) y).x) (cf super - identité de Jacobi

)

)
“2(=D)F HEVEILL (u,v), Lxy)) = 2D FEIEILL(L (0, v),x).y)

)

+2(-1)" VX O+ )(T §)L(L(L(u,v),y) )(cfsuper identité de Jacobi

faisons la somme ; nous obtenons

f)(u v, B(x, Y)) (- I)Y(U+V)(B+2L)(D(U v.x),y)+(B+2L)(x,D(u,v,y))

—————— ), x),y )= (=1 OB L2 )(x, L(B(u, v), y))
~(~ 1}1W+(ri-f-v)f<'+y (B+’JL)(L(L( V), ) y)= (1P EIB 2L ) (x L(L{u.v)y))
u V+X(0+V) (

= ) y(U+V) (B+2L (D(u v.x)—(~1 B(u,v),x)—(~ 1)GT EEW)L(L(u‘v)gx),;
+(B+2L){x.Dlu.v.y) <—1'G"*’”‘““’ L(B(u,v),x) = ()" T DL (L (wv) )

= (-1 (B+2L)(D(u, v.x),y )+ (B+2L)(x, D(u,v,y))

/,.._\\

=(-1)Y*V)B ( u,v,x), \z)+B x,D(u, v y))

d'ot D( ,B(x, )} (—1)¥E*Y) B(D(u,v,x),y)%—ﬁ(x,f)(u,v,y)) et le (5) est vérifié.
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Vérifions pour terminer le (6)
D{u,v,D(x,y.z))= f)(u,v,D(x,Y,Z) — (~1)F L (B(x, y),2)

_(_1)¥ ?+E(‘K+Y)L(L(x,y), z)) = ﬁ(u, v,D(x, y,z))

(%,.2)) = (=17 D (u, v, L(B(x,y).2))
()T ET AL By, v), L(B(x, ), 7))
1 (~1)F VAT TH(049) (R4 +7) L(L(u, v), L(B(i, y), Z))
)
4 (1T TARIT @I Ry v) (1 (x,y),2))

)

(CF IR ILL (0,v), L{L(x,y).2))

transformons chaque terme de cette somme :

D(u,v,D(x.y.z))=
=D(D(u,v,x),y,z)+ (-1)§(H+V)D(X,D(u, v,y),z)+ (—1)(¥+?)(G+V)D(x, y,D(u,v,z))
_(_l)ﬁ '\7+(ﬁ+§)(3€+7+3’:) L(B(U, V),D(X,y, Z)) —
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= (- 1) x+u+v)+z(x+y+u+V) (B(D(u,v,x) y) Z)

—(«l‘)xyﬁ(ﬂ?wﬁ)L(B(x,D(u,v,y)), ) (=1)* 7+ X+y)L(B(x,y),D(u,v,z))

(wl)i Y+Z(X+Y)+U V+(T+7)(X+7+2) L(B(U, v), L(B(X’ y): Z)) -
_ (_])i FHZ(X+Y)+T VHU+V)(X+7+7Z) L(L(B(U, V)’ B(X’ y))’ Z)

(- 1)iv+av+(ﬁ+v)(i+?+2)L(L(B(u,v) z),B(x,y))
= (- I)X VHZ(RHY T VHUHV)(X+Y+Z) (B(L( u,v), ) )Z)

4 (—1)F TR (B(x L(B(u,v),y)).7)

+(_1)x §+1 V+ 2(x+y+u+v ( X y L(B u,v), Z)))

(~1)F FHEETHTIHE I (a,v), L(B(x,y),2)) =

= (—1)T TR HENET L (L (L (,v),B(x,y)).7)
B (_1)2 y+1 ?+(ﬁ+v)(i+§z‘+‘i)L(L(L(U)V),Z)’B(X’ y))

_ (_1)2 J+Z(X+¥)+u v+(a+v)(x+y+z)L(B( ) y), z)

L (1 ERNTAL B L(L(u,v),y)).2)

L (—1)F T v+z(i+y+ﬁ+V)L(B(x,y), L(L(u,v), z))

L(L(u,v),x

=—(~1) X y+Z(X+y+0+ ( UVLX}' ) (-1 Xy”Xﬂ/ ( D(uvz))

= —(—1)F XUV WA +TEY) L(L(D(u,v,x),y),z) - (- DA A v)L(L(X,D(u,v,y)),z)

(1) y+z(i+?)L(L(x,y),D(u,v,z))

(—1)F FHZ(R+7)+T VHU+V)(X+V+2Z) L(B(U, V), L(L{x.y), Z)) -

=(-1)% yHZ(X+y ) v+ V)(X*')"*'Z)L(L(B(u v), L(X,Y»»Z)

(- l)‘x7+av+(u+v WE+Y+ i ( B(u v) y))

() ST (11 (B(u») x).y).7)
(=1 |)EXFT T THE+Y) (x+3+2) (L(L )3)
()T (L (e )L >>
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= (=1 F+Z(X+F)+T F+{T+V)(X+7+Z) L(L(L(B(u, v),x), y), z)
(=R TR B T4 (49)(5+7) L(L(x, L(B(u,v),y)). Z)

+(=1)F TRy T _)L(L(x,y),L(B(u,V),z))

(_1)-g-y-+z(y+'}7)+ﬁv+(U+V)(§+Y+Z (L(u v),L( (x, )Z)):
(DRSS L(L(L(w,v),L(x.y))2)
x )

__(_1) J+1 ’\7+(ﬁ+§)("5€+§+z) ( (L(uv ) ( ))

:(_1)iy Z(X+¥)+u v+(u+v)(x+y+Z)L( ( ( (u,v), X) ) Z)

+
—
L
R — o
4
et}
+
=l
<}
+
)
>
.+
3
+
s
..|,.
P
S
L—* t
——
-
o~
bl
et
p—
-
—
-
P
=
<
"
S’
Nt

_ ("DY FH+E(X+ )+ V+(T+V)(X+7+7Z) L(L(L(L(u, v), x), y), z)
(=1 FHE(R+Y)+T V+(T+7)(7+7) L(L(x, L(L(u,v), y)) z)

+ (_1)‘?2 S/-'Fﬁ V‘?'Z('?E‘P'?'?'ﬁ'i‘_{') L(L(x’ y)’ L(L(u’ V), Z))
L.a somme membre 4 membre nous donne

ﬁ(u, v,D(x,y, z)) =

DD, (T TITE (p02).5).
_(_1)§(K+3+V)+Z(i+y+ﬁ+§)L(L(D(u,V,X)’y),z)._(_l)ﬁv Z(u+V)D(L(B(u,V),x),y,Z)
" (_1)35 F+E(R+7)+0 ?+(E+V)(i+?+2)L(B(L(B(u,v),x),y),z)

4+ (=1)F TR THET) (45 +7) L(L(L(B(u* v).x),), Z)

—(—1)ETHRET) D(L(L(u,v).x),y,2)

(1)@ (1 (1 (u,v),x),v),2)

$ (CD)F T T ES L (L(L(u,v),x),y),2)

+(=1 D (x,Dlu,v.y).2) - ()T e “IL(B(x.D(uvy)).)

(1T X+\+u+\}L(L<X D{u.v,y)).z) - (~DF " EET Dl L(B(u.v).y).7)
4 (~1)F T O L (B(x, L(B(u,v),¥)).2)
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—(- l)u v+(u+v)(x+y+z)D(X’ y, L(L(u, v), Z))

:D(D(u,v,x),y,z)+(—-1)§(E+V)I~D(x1ﬁ(u,v,y) )+( —1)(RHFHEY) D(x y,D(u,v z})

nous avons en définitive

f)(u,v,f)(u,y,z)) = D(f)(u, v,x),Y, z) + (=)™ D(x,D(u,v,y),2)

+(-1)(X+Y)f)(x,y,ﬁ,(u, v, z))

d'ou le (6) est vérifié.
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Remarque I11.1.4.

Soit G={V;B,D}, £={V;L} et Gz{V;fB,f)}
vérifiant le théoreme II1.1.3. Alors la superalgebre de Lie ~2={V;-L} est une
superalgebre de Lie de projectivité de la superalgebre triple de Lie G et G induit la
superalgebre triple de Lie G par les relations

B(x,y)=B(x,y)-2L(x.y)
D(x,y,z)=D(x,y,z)+ (-D)* Wz(ﬂY)L(B(x,y),z) E y+z(x+3) L(L(x, y), z).

Ainsi nous pouvons donner la définition suivante :

)

Définition I11.1.5.

Deux superalgébres triples de Lie Get G sur le méme espace vectoriel Z,-gradué V
sont dites en relation projective s'il existe une superalgebre de Lie £2={V;L} de
projectivité de G telle que G se déduit de G par le théoréme I11.1.3.

II1.2 SUPERALGEBRES DE LIE DE PROJECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la somme et le produit par un ¢élément de K des
superalgebres de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de Lie et nous en définissons
une famille.

Soit £={V ; L} une superalgebre de Lie. Nous rappelons qu'une application
linéaire f: 2 — £ est une superdérivation de degré k si pour tous x,y € Vo U Vy,

f(L(x,y))=L(f(x),y) +(—1)ikL(x,f(y)). Soit a € VUV, alors l'application linéaire
L,:x—>L,(x)=L(a,x) est une superdérivation de degré a appelée superdérivation
intérieure de 2. i.e. Vx,y,z€ VyuU VI,L(X,L(y,Z)) = L(L(x, y), z) +(-1)* L{y,L(x,2))
cela vient du fait que J ,(x.y.z)=L(L(x,y),z)-L(x,L(y.z)) —(~=1)Y "L{L(x.2).y)=0

Commencons par donner le lemme suivant :
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Lemme HI1.2.1.

Soit 4 :{V;Ll}et 2, ={V;L2} deux superalgebres de Lie sur le méme espace

vectoriel Zp-gradué V. Supposons que les superdérivations intérieures de /£j sont des
superdérivations de Z;1,j=1,2, i# j. Alors la somme L = L} +L; forme une superalgebre

de Lie sur V notée £=L +2L,.

En effet, il est facile de voir que pour tous x,y € Vyu Vy L{x,y)=—(-1)*YL(y,x).
L(x,y)=L;(x,y)+L,(x,y). Posons L,(y)=L(x,y). Par hypothése L, est une

superdérivation pour L et pour L;.
L(x,L(y.2))=L,(L(y.z))=L,(Li(y,2)+ L, (y,z))

= Ll (LX(Y)’ Z) +('l)iyL1(y’ LX(Z)) +)L2(LX (Y)’ Z)"" ("UK yLZ(y’ LX(Z))
= (L + Lo J(Ly(y),2) + (=17 (L + Ly )(v, Ly (2))

=L(L(x,y).2)+(-1)* Y L(y,L(x,2))
d'olt L(L(X,y),z) - L(X,L(y,z))—(-—1)§zL(L(x,z),y) =0, s0it J ,(x,y,z)=0 et par suite,
L= 2, + 2L estune superalgebre de Lie.

Théoréme 111.2.2.

Soit G={V;B.D} une superalgebre triple de Licet £={V;L} et 2= {V;I:}deux
superalgebres de Lie de projectivité de G. Supposons que toute superdérivation intérieure
de I'une est une superdérivation de l'autre.

Alors £+ 7= {V;L + I:} “est une superalgebre de Lie de projectivité de G.

En effet, d'apres le lemme II1.2.1., nous savons que 2+ 2 est une superalggbre de
Lie. Vérifions les relations (7) (8) et (9).
Soient x,y,ze VUV

(L+ I:)(X,B(y*z}) = L(x.B(y.z))+L(x.B(y,2))

+ (=1 B{y.L(x.2)) (cf(7))

5 . .

(
=B(L(x.y).2)+(~D*VB(y,L(x,2))+B[L(x,v).7]

(

)

=B{(L+L)(x.y).2)+ (~D By, (L+L)(x.2))

LA

Par suite [a relation (7) est vérifiée pour L+ L.
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De méme
(L + I:)(x, D(y,z,w))=L(x,D(y,z,w))+L(x,D(y,z,w))

= (-)**¥)p D(L(x,y).z,w)+(~D* ¥ D(y,L(x,z),w)+D(y,z,L(x,w))
+(— 1)X(Z+W)D(I:(x y).z, W)+( DXYD (y, i(x,z),w)+D(y,z,ﬁ(x,w)) (cf(8))
= (- I)X(Z+W}D( x,y)+L(x,y)z, W)+( I)XWD(y,L(x,z)+i(x,z),w)

+D(y,z,L(x,w)+L(x,w))

= (—)XEFW) ((L+I:)(x,y),z,w)+(—1)§V’7D(y,(L+I:)(x,z),w)+D(y,z,(L+I:)(x,w))

par suite la relation (8) est vérifiée pour L + L.

De méme

D(u,v,(L-l—ﬁ)(x,y))zD(u,v,L(x,y))+D(u,»’,I:(x,y))

= (=Y EIL(D(u,v,x),y) +L(x,D(u,v,y)}+ (=Y L(D(u,v,x),y)
+L(x,D(u,v,y)) (cf(9))

-_—(_1)§(E+V)(L+I:)(D(u,v,x),y)+(L+I:)(x,D(u,v,y))

Par suite la relation (9) est vérifiée par L+ Let donc £+ 2 est une superalgebre de Lie de

projectivité de G.

Théoréme I11.2.3.

Soient £ ={V;L} une superalgébre de Lie de projectivité d'une superalgébre triple
deLie 6={V;B,D}et G= {V;ﬁ,f)} la superalgebre triple de Lie en relation projective
avec G. Si 2= {V;I:} est une superalgébre de Lie de projectivité de G et si toute

superdérivation intérieure de £ est une superdérivation de Z et réciproquement alors 2
est une superalgebre de Lie de projectivité de G.
De plus, toute superalgebre triple de Lie en relation projective avec Gest en relation

~

projective avec G.

En effet, commencons par démontrer que 2 est une superalgebre de Lie de
projectvité de G. Pour cela, vérifions les relations (7) ; (8) et (9).

D'aprés les hypotheses, nous avons les relations suivantes :
B(x,y)=B(x.y)+2L(x.y)

Dlx.y.2) =D(x.3,2) = (-1 TIL(B(xy).2) = (- THTIL(L v ).2)
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pour tous x,y,z€ VuU'V,
L(x,B(y.2))=L(x.B(y,2))-2L(x,L(y.2))
= B(I:(x,y), z)+ (—l)iyﬁ(y,ﬂ(x,z)) - 2L(I:(x,y), z) —2(-DF yL(y, I:(x,z))

(cf (7) pour 2 et le fait que les superdérivations intérieures de 2 sont des superdérivations
de 2).

Par suite I:(X,B(y,z)) = B(I:(x,y),z) + 2L(I:(x,y)z) +(=D¥ yB(y, L(x, z))
* )

2= L(y. L(x,2))-2L(L(x,y).z) - 2(-D" VL (y. L(x,2))
= B(L( y),z)+(~l)XyB(y,I:(x,z)) et la relation (7) est vérifiée.
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T I 5)) Ly Ll

)) L(x, L(y,z)),w)
:(-—I)K(E*'W}D(I:(X,y),z,w)+(—1)iWD(y,i( ) ( z, i(x,w))
et la relation (8) est vérifiée.

+ (- I)EV+'&+V(§+§ (L(u ( >) (cf(Q))

]

= (-DPILD(,v,x) = (=1 LB, v), ) = (<D T EIL(L (0, v),x), v

+I:(x D(u,v,y)—(~D" VI (B(u, v),y) - (~1)8 T u+V)L(L(u,v),y))

(
(= 1)11 v+(u+v}(x+y ( B(u V ,x),y)+( 1)u v+y(u+»)L( (B(u,v),y))
______ ) )+( 1>u v+y{u+V}L( (L(U,V),y))
=(-1)Y uw)L(D(u,v,x),y)%»L(X,D(u,v,y))

Par suite la relation (9) est vérifiée.
Donc 2= {V;I:} est une superalgebre de Lie de projectivité de G. D'apres le

théoréme 11.2.2., £ = L+ 2= { ViL+ I:} est une superalgebre de Lie de projectivité de G.

Montrons que L(I:(x,y),‘z)z L(L(x.y).z) Vx,y,zeVuuUV,.

=1L(x,B(y.2)) - 1 (-D"B(y.L(x.2)) = $ L{x,B(y,2)) + 3~ By, L(x.2))
=1L(x.B(y.z)-B(y.2))- 1 (-1 (B-B|(y.L(x,2))

=1 L(x.2L(y.2)) = $(-1* " 2L{y. L(x ,:))

=L(x,L(y,2)) = (=" L{y.L(x.7))

=L(x,L(y,2)) = (=Y (L(Lly.x).2) = (=D L{x,L(y.2)))

= —(-D*YL({L(y.x).z)=L({L(x.v).z)
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= {V;I:} est une superalgebre de Lie de projectivité G. Posons G ={V;B',D'} la
superalgebre triple deLie en relation projective avec G ; alors nous avons les relations

suivantes
B'(x,y)=B(x,y)+2L(x.y)

D'(x,y.z)=D(x,y,z)~ (=% yHE(x+3) I:(E(x,y),z) —(-1)* y+2(%+y) I:(I:(x, y),z)

=B(x.y)+2L(x.y)
D' (x,y,2)=D(x,y,2)~ (- 1>XY+Z<X+y>£(B( hz)= (DT L (x,y),2)
L(B(x

—(—1)f“’Z"(M)L(B(x,y),z)—z( 1T 2(’““Y)L(L(x,y),z)—(—1)”*2(“?)Il(ll(x,y),z)
= D(x, y, z) — (—1)i y+z(%+7) L, (B(X, y),Z) - (‘DY yr2(x+3) L, (Ll (X’ Y)’ Z)

et alors G est en relation projective avec G a travers la superalgebre de Lie de projectivté

£ ={V;L,}.

De la démonstration du théoréme précédent, nous tirons le lemme suivant :

Lemme I11.2.4.

Sous les hypotheses du théoreme précédent on a
L(I:(x, y), z) =L(L(x,y).z) Vx,ye Vo U V,.

Maintenant, soit .2+ .2 la superalgébre de Lie de projectivité de G obtenue dans le
théoréme I11.2.2. ; alors la superalgebre triple de Lie en relation projective avec G est définie

par gzw {V gL+Z Dzu}

avec BZ4(x.y)=B(x. y)+2L(x,y)+2L(x,y)

()R (L + L)((L + f,)(x, y), z).
Il est clair que s1 £ est une superalgebre de Lie de projectivité de la superalgebre
triple de Lie ¢, alors la superalgebre de Lie / kK-xr= {V:kL} avec k €K , k non nul est
une superalgebre de Lie de projectivité de G.
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Il est évident que LX 4 0 = 25 h ke K et 29 est une superalgebre de Lie abelienne.
Ceci nous conduit au corollaire suivant :

Corollaire I111.2.5.

Pour toute superalgebre de Lie .2 de projectivité de la superalgébre triple de Lie G, il
existe une famille {f Kke K} de superalgebres de Lie de projectivité de G. De plus pour
tout £k, la superalgebre triple de Lie en relation projective avec G, G¥ est définie par
gk :{V : Bk,Dk}

B¥(x,y)=B(x,y)+2kL(x,y) -

z) x

Vx,y,ze Vyu V.
Deux quelconques superalgebres triples de Lie Gk et Gb sont en relation projective a
travers la superalgebre de Lie de projectivité £ bk,

En effet, {,!3 K ke K} est une famille de superalgebres de Lie de projectivité de §.

De plus, pour tout q € K, £ 9 estune superalgebre de Lie de projectivité de GX. Soit G la
superalgebre triple de Lie en relation projective avec Gk par 2P alors nous avons B et
D qui sont définies par
B(x,y)=B(x,y)+2(h—Kk)L(x,y)

=B(x.y)+2kL(x,y)+2(h—k)L(x,y)

=B"(x.y)

D(x.y.z)=D*(x.y.z) - (-1)" "2 (h—k)L(B¥(x,y). 2)

=D(x.y.z)- (=¥ ?ﬁ(ﬂ?)kL(B(x,y ,z) ~(=1F Y+ER+T) K*L(L(x.y). z)

~ ()R OL(B(x, y),2) = 2(-D)F TPV (h S kKL (L (x.y).7)



64

III.3 PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES DE LIE ET DES
SUPER-SYSTEMES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la projectivité de deux cas particuliers de
superalgebres triples de Lie. Le casou B =0etlecasou D = 0.

Il est évident que toute superalgebre de Lie G={V;B} peut étre considérée comme

une superalgebre triple de Lie avec D = 0. De méme un super-systeme triple de Lie
S={V;D}peut étre vu comme une superalgebre triple de Lie avec B = 0. D'ou la définition

suivante qui est équivalente a la définition I1.1.7.

Définition I1.3.1. )

Un super-systeme triple de Lie §={V;D} est un espace vectoriel Z-gradué V muni
d'une application trilinéaire D:VXVxV =V telle que
D(x,y,z)=—(-1)"?D(y.x,z)
D(x,y,z)+(—1)f('V+Z)D(y,z,x)+(—1)z(i+Y)D(z,x,y) =0
D(u,v,D(x,y,z)) = D(D(u,v,x),y,z)+(——1)i(ﬁ+v)D(x,D(u,v,y),z)

+(~1)(_'+Y)(ﬁ+v)D(x,y,D(u,v,z))
pour tous X,y,z,u,ve VyuU Vi,

Voyons d'abord le cas des suparalgebres de Lie

Soit G ={V;B} une superalgébre de Lie considérée comme une superalgebre triple
de Lie avec D = 0. Dans ce cas, toute superalgébre de Lie 2 ={V:L} de projectivité de G
est définie par la relation
L(x,B(y,z)) = B(L(x,y), z) + (—l)in(y, L(x,z)), Vx,y,zeVogu'V, d'aprés la
définition III.1.2
Si L vérifie cette relation alors d'aprés le théoréme I11.1.3. G induit une superalgebre triple
de Lie G = {V; B. D} définie par les relations
B(x,y)=B(x.y)+2L(x.y)

D(x,y.z)= —(=1)* yrz(x+y) L(B(x,y),z) - (—1)i Yﬁ(ﬂﬂL(L(x,y), z).

Or G étant une superalgebre de Lie, G vérifie cette relation : donc toute superal zebre
de Lie G={V:B} admet une superalgebre de Lie de projectivité qui est elle-meéme.



65
D'apres le corollaire II1.2.3. nous obtenons une famille de superalglébres de Lie
kG={V:;kB} de projectivité de G et par conséquent une famille de superalgebres triples de
Lie gk = {V;Bk . Dk} k € K, définie par les relations :
B¥(x,y)=(2k+1)B(x,y)
DX(x,y,z)=—k(1+k)(-1) y'*'2(75'*?)}3(8()(,y),z) VXx,y,z € Vo UV,

qui sont en relation projective avec go =3.

Voyons maintenant le cas des super-systemes triples de Lie.

Soit £={V:L} une superalgébre de Lie.
En posant Dy (x,y,z)= (—l)wﬁ(ﬂ?)L(L(x,y),z) Vx,y,ze Vyu'Vy, alors le systéme
{V:D_} devient un super-systéme triple de Lie.

Soit §={V;D} un super-systeme triple de Lie ; alors & est une superalgebre triple de
Lie avec B = 0. La projectivité de 8 peut étre vu de la fagon suivante : soit Z={V;L} une

superalgeébre de Lie. Alors d'apres la définition II1.1.2, .2 est une superalgebre de Lie de
projectivité de § si les relations suivantes sont satisfaites pour tous X, y, z, u, v, w € Vo UV,

L(x.D(y,z.w)) = (—l)i(i"'w)D(L(x,y),z,w)+(—1)KWD(y,L(x,z),w)+D(y,z,L(x,w))
D(u,v,L(x,y)> - (—])«V(G+V)L(D(u,v,x),y)+L(X,D(u,v,y))A
Supposons que .£={V;L} est une superalgébre de Lie de projectivité du super-systéme
triple de Lie §={V;D}. Alors, d'aprés le théoreme III.1.3, la superalgébre triple de Lie
G= {V B, 13} en relation projective avec 8 se définit comme suit :

B(x,y)=2L(x,y),

D(x.y.2) = D(x,y,2)~ (-1F T H#IL(L(x,y).2)

=D(x,y,2)- Dy (x,y,2)

d'olt nous vérifions aisément que : 2= {V;B} est une superalgebre de Lie et 8 :{V;D}
est un super-systeme triple de Lie.

De plus B(x.D(y. z,w)) = B(X,D(y,z,w)— (—1)7 7+¥(5+7) L{L(y.z), w))

=2L(x.D(v.z. w))=2(~1) z”"W(?'*'Z)L(x,L(L(y,z), w))
= 2= FID(L(x.y), 2w )+ 2(=DF ¥ D(y. L(x,2), w) + 2D (.2, L{x. w))

- 2(—1\}? Z*W(“i)L(L(X,L(y,z)),w)+2(~1)WL(L(X,W), L(y7))
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=2(-)"*¥ID(L(x,y),z,w)+2(~1)* *D(y,L(x,2), w)+2D(y,z,L(x,w))
~2(~1) HEEEL L(L(x, y)z),w)+2(~D" T BL(L(L(x,2),y), )

:(ml)i(ﬂ'w)(D(ZL(X,y),Z,W) (~ ]) (x+y +W(X""Y+Z)L(L(ZL(x,y),Z),W))

+(-1)W(D(y,zL(x,z), w) ~(—1)y(fﬁ)'}'W(YW’*’E)L(L(y,2L(x?z}),w))

d' o B(x,f)(y,z,w)) = (—1)7‘(2+W ‘(B(x,y),z,W)+(——1)iwﬁ(y,l~3(x,z),w)
+I~)(y,z,1§(x, W)) !

Cela nous amene au théoréme suivant :
Théoreme IT1.3.2.

Une superalgebre triple de Lie éz{V;E,f)} est en relation projective avec un
super-systéme triple de Lie 8 ={V;D} si et seulement si 2= {V ; E} est une superalgebre
de Lie, & ={V ; f)} est un super-systeme triple de Lie et la relation suivante est vérifiée

pour tous X,y,Z,wWe VqguU'V,
]é»(x,f)(y,z,w)):(—1)3"(7'*'@I~)(l"3(x,y),z,vv)-i—(—-—lfEW (y,B(x z), ) (y,z,@(x,w)),

En effet, on a déja montré que si G = {V;E,ﬁ} est en relation projective avec un
super-systéme triple de Lie §={V;D} alors 2 ={V ; E} est une superalgebre de Lie,
= {V ; f)} est un super-systeme triple de Lie et la relation suivante est vérifiée pour tous

X,y,2,we Vau 'V,
E(x,ﬁ(y,z,w)):(——l)z(ﬂw)f)( (x,v).z, W)+( 1H)* ¥ (y B(x,z), )+D(y,z,§(x,w)).

Réciproquement, soit (= {V;E,f)}une superalgebre triple de Lie telle que
Z:{V;]NB} est une superalgebre de Lie, = {V;f)} est un super-systeme triple de Lie et
VXx,y.z,weVyuV,ona
E(x,f)(y,z,w)) (=) FVID (B(x v), z. w)+( D*¥D (y B(x,z), )+f)(y,z,§(x,w)\)‘
Nous définirons une superalgebre de Lie de projectivité de G et la superalgebre triple de

Lie induite par G par le théoreme I11.1.3.
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Posons L(x,y)= m-;—f’)(x, y), VX,yeVyuU V.
Alors nous vérifions que 2={V;L} est une superalgebre de Lie de projectivité de G. La
superalgebre triple de Lie G={V;B,D} induite par G est définie par les relations :
B(x,y)=B(x,y)+ 2(—%E(x,y)) =0

5 L X +E(R+9) B[R 1, x942(349) 5 (&
D(x.3,2) =D(x.y,2)+ > (-1) v+ JB(B(x,y),z)-Z(-n +HH9)B(B(x,y).2)

=D(x.,y,z)+ B(é(x,y),z) =D(x,y,z)+ %Dﬁ(x,y,z)

NP

alors G={V;B,D} se ramene a S;{V;D} qui est un super-systeme triple de Lie en
relation projective avec G.
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Nous apportons par cette (hése notre modeste contribution a dtude  des
superalgébres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres.

e premier chapitre est un rappel de définitions et de propriétés connues sur les
superalgébres et les superalgehres de Malceév. Dans le deuxieme chapitre aprés avoir
donne¢ les définitions de 1a notion de superalgeébres triples de Lie et de supersystémes
triples de Lie, nous ¢tudions Ia super-représentaiion faible d une superalgebre de
Malcév. Nous montrons qu’une super-représentation de Malcéy est une super-
représentation  faible, nous donnons une condition pour quiune super-
représentation faible soit une super-représentation de Malcey et nous ¢tablissons les
groupes de coliomologic lids a la super-représentation faible. Dans Ie (roisicie
chapitre, nous définissons la notion de relation projective entre superalgéhles triples
de Lie. Nous ¢indions la famille des superalgébres de Lic de projectivité d'une
superalgébre triple'de Lie. Nous montrons qu’une superaigébre de Lic admet une
famille de superalgébres de Lic de projectivité et nous donnons une condition
qu’une superalgébre triple de Lie soit en relation projective avec un super-systéme
triple de Lic.

Mots clés : Espace vectoriel Zgogradué, enveloppe grassmannienne. Superalegebre,

superalgebre triple de Lie, super-représentation faible, superatechre de Lice de
projectivité.



