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Chapitre 1

Introduction

La notion de sentinelles est un outil d’analyse pour étudier des systémes d’évolution
3 données incomplétes. La théorie a été initiée et developpée par J.L.Lions pour des
problémes d’évolution & un temps. Le travail qui suit propose une extension de la notion
4 des problémesd’évolution & deuz temps. La notion de sentinelles telle que décrite par
Lions repose sur trois considérations :

- une équation d’état a données incomplétes,

- un systéme d’observation

- une fonction d’analyse appelée sentinelle.

L’introduction générale qui suit est consaccrée & une présentation formelle de ces trois

points. Leur developpement est I'objet de cette these.

1.1 Systémes a données incomplétes

On considére dans ce travail des systémes distribués qui sont décrits par des équations
aux dérivées partielles d’évolution & deux temps; c’est & dire des systémes dont 'état du
systéme, qui sera noté y, est donné par la résolution d’un probléme aux limites pour une
équation aux dérivées partielles, d’évolution & deux temps.

En précisant un peu, on suppose que la structure générale de équation aux dérivées



partielles qui gouverne ’état du systéme étudié est connue, soit formellement

%Y"ti + ? + Ay = source dans 'ouvert (0,7) x (0, A) x § (1.1)
a

oul ) désigne un domaine de R*(n = 1,2,3 dans les applications), t et a sont deux
variables de temps et A est un opérateur.

Pour que I'état puisse étre défini, il faut donc connaftre :

les coeflicients de 'opérateur A et la structure des

(1.2)
non linéarités éventuelles
les termes sources qui apparaissent au 2°™ membre de (1.1) (1.3)
les conditions initiales (1.4)
les conditions aux limites (1.5)
et
I'ouvert 2 (1.6)

Le systéme est dit a données incomplétes si I’'une au moins des informations (1.2)...(1.6)

n’est que particllement connue.

1.2 Termes manquants et termes de pollution

Considérons la situation suivante. On suppose que 'opérateur A est elliptique du 26

ordre. On suppose que 1’équation (1.1) s’écrit

dy Oy n
5 T, TAV=SHAS (2.1)

ou f est donnée dans un espace fonctionnel convenable, disons Y, et ou Af n’est pas



connu. On suppose seulement que

f est dans la boule unité de Y’ (2.2)

X est "petit” dans R.

On note y = y(t, a, ). On suppose que les coeflicients de A et Pouvert €2 sont connus
mais que les données initiales en temps ¢ sont incomplétes. Si 'on désigne par y(0,.,.) la

fonction (a, ) — y(t = 0;a,x), la condition initiale en temps s’exprime sous la forme
y(0, 0, 2) = 1°(a, 2) + 77°(a, ) (2.3)

ot y° est donné et ou

7° est dans la boule unité d’un espace de Hilbert ou de Banach (2.4)

convenable et avec 7 7 petit”.

On suppose par ailleurs que les conditions aux limites sont connues, par exemple
y =0 pour (¢,a,z) € (0,T) x (0,4) xT (2.5)

Notre objet dans ce travail est, pour 'exemple précédent, puis éventuellement pour
des familles d’autres exemples, de donner des méthodes permettant d’obtenir des infor-
mations sur /\f qui ne soit pas affectées par les variations de la donnée initiale (en temps
t) au voisinage de y°(a, ).

On établit ainsi une distinction entre le terme /\f qui est dit “ferme de pollution” ct

le terme 77° qui est dit “terme manquant” et que I’on ne cherche pas 4 identifier.

Remarque 1.2.1 Pour le probléme précédent, en plus de la condition initiale (2.3), nous

avons besoin d’une condition initiale en temps a. Elle est donnée par

y(t,0,2) = y'(t,2) (2.6)



oy} est donnée.

Naturellement, pour espérer obtenir quelques informations il faut “observer y »

1.3 Observation du systéme

On ” observe” 1'état du systéme sur un observatoire O pendant un intervalle de temps

T. L’observatoire O est supposé distribué i.e :
OXaRY (3.1)
On a donc
y(t, a,z; M, 77°) = mo(t, a, ) dans (0,T) x (0,A) x O (3.2)

ou mg est connue.

En fait, il y a un ”bruit” dans I’observation g, et on a donc plutot
y(t,a,x;)\f, %) = mo(t, a, ) + Bk(t,a,z) dans (0,T) x (0,A) x O (3.3)

ou k(t,a,z) = k € espace K, k demeurant dans la boule unité de K et ol 5 est petit.

Moyennant une observation du systéme, le probléme maintenant est le suivant :

peut-on obtenir, a partir de la donnée de myg, des informations sur )\f (3.4)
3.

qui soient indépendantes des variations de y(0, .,.) au voisinage de 3° ?

q



et, dans le cas ot il y a un bruit Sk dans P’observation :

peut-on obtenir des informations sur Af qui soient indépendantes des variations

de y(0, .,.) au voisinage de y° et qui ne soient pas affectées par le bruit Sk ?
(3.5)

La notion de sentinelle tente de donner des éléments de réponses a ces questions.

1.4 Sentinelles

Soit y(t,a,z; A, 7) = y(A,7) I'état correspondant & une pollution Af et & un terme
manquant 77°. On écrit formellement y(\, 7) pour simplifier I’écriture et on considere
pour le moment le cas ou il n’y a pas de bruit additif dans 'observation sur (0,7) x

(0,A) x O. Les /\f et 77° correspondant & la situation réelle satisfont a :
y(A,7) =mg sur (0,T) x (0,A) x O (4.1)

Soit kg une fonction donnée sur (0,T) x (0, A) x O, on considére la fonction S définie

T A4 T A
S\, 1) 3/0 /0 /Ohfoy()\,'r)dtdad:va/ / /wy()\,v’)dtdadz (4.2)
4] 0 w

ou w est un autre ouvert de et o0l w = w(t, a,z) est une fonction & déterminer de

par

maniére que :

0S8
=2(0,0) = 0, V7°,

- 1 (4.3)

171l 20,y <
et

”w”L2((O,T)x(O,A)xu) = min ¢mum (4.4)
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La condition (4.3) exprime l'insensibilit¢ (désirée) de la fonctionnelle par rapport a 7
au premier ordre pres.

La fonctionnelle, supposée non nulle, définie par (4.3) et (4.4) cst appelée sentinelle,

plus précisément la sentinelle définie par ho, w et 0.

1.5 Informations fournies par les sentinelles
Si Pon suppose que Pétat y(A, 7) dépeud différentiablement de A et de 7, on peut
écrire, formellement

08
S(A7) = 5(0,0) +A57(0,0) (5.1)

(puisque, par hypothése, %f(0,0) = (). Utilisant (4.1) on peut donc écrire

as T A T A
A—(0,0) ~ / / / ho(mg — yo)dtdadz + / / / w(mo — yo)dtdadz  (5.2)
OA o Jo Jo o Jo Ju

ou 1o est I'état calculé pour A =0, 7 = 0.

Par conséquent, on a une estimation de la quantité

88 T A T A
5(0, 0) :/ / /hoy,\dtdad:c -+/ / /wy,\dtdadz (5.3)
o Jo Jo o Jo Ju

ou y, désigne la dérivée en A de I'état pour A = 0, 7 = 0. Cette dérivée y, ne dépend
plus que des quantités connues et de f. Par conséquent Iestimation (5.2) de /\‘Z—f(0,0)
contient des informations sur /\f Plus précisément, cn introduisant ’état adjoint ¢ de
Pétat y comme il sera indiqué au Chapitre 2, nous verrons que (5.3) est donné par une

forme linéaire sur Af :

a8 T rA N
A==(0,0) = / / / gAfdtdadx (5.4)
oA o Jo Ja

11



Finalement on a ’estimation
T A R T A g T A
/ / / gAfdtdadx ~ / f / ho(rmg — yo)dtdadx + / / / w(mg — yo)dtdadz
o Jo Ja o Jo Jo o Jo Ju
(5.5)

qui est une égalité dans le cas linéaire.
Telle est l'information fournie par une sentinelle sur la pollution /\f. Une pollution

/\f est par conséquent non détectable (on dira : furtive pour la sentinelle définie par hyo)

T A ~
/ / / gAfdtdadz = 0. (5.6)
0o Jo Ja

On a organisé la présentation du travail de la maniére suivante. On reprend au Cha-

81

pitre 2 de fagon précise la notion de sentinelles pour les systémes dissipatifs & deux temps
et & données incomplétes. Ce qui nous conduira & mettre en évidence des problémes de
controlabilité. Les problémes de controlabilité ainsi mis en évidence nécessitent pour leurs
résolutions des outils mathématiques que nous présénterons au Chapitre 3. Le Cha-
pitre 4 est consacré & la résolution effective des problémes de controlabilité. Enfin au

Chapitre 5 on étudiera la furtivité pour un ensemble de sentinelles.
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Chapitre 2

Sentinelles pour systémes dissipatifs
a deux temps et a données

incomplétes

2.1 Systéfnes distribués a deux temps et a données

incomplétes

2.1.1 Equation d’état a données incomplétes

Soit 2 un ouvert borné de R™ ( n = 1,2, 3 dans les applications) de frontiére I' variété

de classe C™. Soient T et A deux réels strictement positifs. On pose :

13



U = (0,7)x(0,A)
Qs = (0,4A)xQ
Qr = (0,7)x0

O = UxQ

Y = UxT

et on considére le probléme d’évolution & deux temps suivant :

%+§§-Ay+uy=f+/\f dans @;

- 3.
y=0 sur X; (1.1)

y(0,a,z) = 1°(a,z) + 79°(a,z) dans Qu;

y(t, 0, z) jo B(t,a,z)y(t, a,x)da dans Qr.

Les données de (1.1) sont incomplétes au sens suivant :
f et 40 sont connues avec f € L2(Q) et 4 € L*(Qa). Par contre les termes Af et 7y°

ne sont pas connus. On sait seulement que :

<15 150 egqy S 1

|7
ct (1-2)

A € R, 7 € R sont supposés assez petits.

L3(Q)

Le systéme (1.1) est un modele linéaire de la dynamique des populations (c’est &
dire I’¢tude de ’évolution des populations soumises & certaines contraintes). Ce genre de

problémes posés aux démographes et biologistes a attiré attention des mathématiciens

14



depuis fort longtemps : conférer entre autres Hoppenstead [12], Gurtin-MC Camy [11].
Dans le systéme (1.1), la dynamique de la population est décrite au moyen d’une fonction
y dépendant des trois variables (t,a,x) ol t est le temps, a est I’age et = la position

géographique :
tc(0,7), ac (0,4), z€QCR"

A est un majorant de 'age maximum que peut atteindre un individu quelconque de
Pespéce considérée. La fonction y = y(t,a,z) représente la densité d’individus d’age
a € (0,A), a linstant t € (0,T) et & la position géographique = dans le domaine €2 de
R™. Ainsi l'intégrale 'faalz Jo u(t, a,z)dadz représente le nombre d’individus dont I'age est
compris entre a; et as, qui & l'instant ¢, se trouvent dans la région Q.

Dans I’équation (1.1}, les termes p et f s’interprétent de la maniére suivante :

- le terme p est le taux de mortalité, taux dépendant de I'dge a, et éventuellement du
temps t et de la position géographique z. Ainsi si V est un volume contenu dans €2, la
quantité [, u(t,a,z)y(t, a,z)dz représente le nombre de déces d’individus d’age a dans
V' a Pinstant t. On supposera i bornée mais ayant une trés grande valeur au voisinage
de A. |

- le terme f = f(¢,q, 1) est une fonction en général nulle, elle tient compte d’éven-
tuelles modifications dans la population dues & d’autres causes que la mort et les nais-
sances. Si par exemple on considérait une population de poissons dans un lac, f repré-
senterait le nombre de poissons prélevés dans le lac et le terme /\f serait une incertitude
associée 4 ce prélévement quant au comportement global de la source.

L’équation (1.1)2 indique que la frontiére du domaine est inhospitaliére. A P’instant
initial on a une densité y° qui est donnée par (1.1)s, le terme 73° est une incertitude
associée & 3°. Enfin le processus de naissance est décrit par I'équation (1.1)4 ou A(t, a, x)
est le taux de natalité. Le terme _/;)A B(t, a, z)y(t, a, z)da représente le nombre d’individus

qui naissent & I'instant ¢, au lieu géographique .



Remarque 2.1.1 Beaucoup d’auteurs se sont intéressés a la résolution de problémes de
dynamique des populations. Dans [10] les auteurs ont montré Uexistence d’une solution
faible d’un modéle linéaire du type (1.1). Dans [31, 26] 'auteur monire l'ezistence d’une
solution faible pour un modéle non linéaire. D’autres auteurs ont mené des études dans
le méme sens avec différentes méthodes. Dans [25] Uauteur a résolu un probléme non
linéaire par la méthode des semi-groupe. Dans [24] les auteurs utilisent une méthode de
régularisation parabolique pour monlrer eristence d’une solution positive au probléme

étudié dans [25]

2.1.2 Orientation

Pour le systeme (1.1), (1.2) le probléme posé est d’obtenir des informations sur le
terme /\]? qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiale y(0,a, )
autour de y°(a,z). Le terme /\f est un terme de pollution et le terme 77° est un terme
manquant. On cherche 4 estimer la pollution. On ne cherche pas les termes manquants. On
rencorntre évidemment ce type de probléme pour les problémes d’évolution & un temps, par
exemple Péquation de la chaleur. Pour les problémes d’évolution & un temps, la théorie
des sentinelles de Lions [15] apporte des ¢léments de réponses. Comme annoncé dans
I'introduction, la notion de sentinelles, initiée et developpée par Lions dans les années
1980-1990 [16, 17, 18] pour des problémes d’évolution & un temps, repose entre autres
sur la donnée d’une fonction “observation” mng et la recherche d’une fonction “controle”
w ayant toutes deux leurs supports dans un méme ouvert.

La notion a été ensuite généralisée par Nakoulima [22] pour une observation mg et un
contble w ayant leurs supports dans deux ouverts distincts et toujours pour un probléme
d’évolution & un temps. Dans ce qui suit nous considérons le point de vue de Nakoulima
pour définir et proposer une notion de sentinelles pour des problémes d’évolution a deuz

temps.

16



2.2 Une notion de sentinelle pour les problémes d’évo-

lution a deux temps

2.2.1 Définitions

Equation d’état : c’est le systéme (1.1) qui gouverne I’état y du systéme évolutif.

Pour le probléeme (1.1), on fait les hypothéses suivantes :

(Hy):Bpe Lin(@Q);820,p20;

(Hs) : 7% € L¥(Qa); f € L¥Q) et A, 7 € R,

(Hy) O0<t< A z€ fot,u(b,a—t—u,:v)db——++ooquanda——»A
3)°
A<t<T,zeQ, [jult—a+a az)da — 400 quand a — A

Sous les hypotheses (H;), (Hs) et (Hs) le probleme (1.1) admet une solution unique
dans L?(Q) notée

y= ?j(t,d,.’l?;)\, T) = y(’\’T) (21)

Remarque 2.2.1 L’hypothése (Hs) assure que la solution de (1.1) s’annule pour a = A.

(voir(10, 18])

Systéme d’observation : il est defini par un ouvert O C Q appelé observatoire et

une observation de y sur O pendant I'intervalle de temps 7. On dispose donc de :

y(t, a,T; ’\: T) = Yobs SUr U x O (22)

17



pour laquelle on distingue deux cas : le cas d’une observation sans bruit, i.e

Yobs = Mg (23)

ot mg € L*(U x O) est connue. On distingue ensuite le cas d’une observation bruitée,

ie
N
Yobs = g + Z Bim; (2.4)
1=1

ou les fonctions mng, 7ny, ..., Ty sont connues dans L¥(U x O); mais les §; ne sont pas
connus. On sait seulement que les B; sont “petits”. On dit que les termes §,m; sont les
termes de “bruits”. Dans ce cas on veut aussi obtenir des informations sur /\f qui soient
indépendantes de 77° et des 8;m;, i =1,...,N

Sentinelle S(A, 7) : C’est une fonctionnelle & construire & partir de ouvert O, d’une
fonction hg donnée dans L2(U x O) et d’un autre ouvert non vide w de ). Plus précisément

pour une fonction controle w € L*(U x w) & déterminer on pose :

T A T pA
SO\ 7) = / / / hoy(X, 7)dtdadz: + / / / wy(\ 7)dtdadz.  (2.5)
0 0 o] J0o o] w

Comme c’est a partir de ’observation que I’'on veut estimer /\j?, on est amené & distinguer
deux types de sentinelles correspondant chacun a un type d’observation. On explicite et

on précise maintenant tout cela en distinguant deux problémes modéles.

2.2.2 Problémes modéles

Probléme 1 : Sentinelles pour une observation sans bruit

On cherche & obtenir des informations sur les termes de pollution /\f qui soient in-
sensibles aux données manquantes 74°. Par définition on dira que S donnée par {2.5) est
une sentinelle définie par ho, w et O s'il existe une fonction controle w telle que le couple

(w, S) vérifie les deux conditions suivantes :

18



080,00 = 0,v 5 € Q) [l gy < 1 26

et
1wl L2 xwy = minémum. (2.7)

Remarque 2.2.2 hy étant donnée, les condilions (2.6), (2.7) définissent au plus un

unique w. On dira alors que S est la sentinelle définie par hy.

Remarque 2.2.3 La condition (2.6) exprime l'insensibilité de S par rapport a 7 ( au
premier ordre prés ); autrement dil si ’état du systéme est connu pour A=0et =0 (

i.e sans perturbations ) alors pour une perturbation A # 0, 7 # 0, on a :

S\ 1)~ 5(0,0) + /\g—i(0,0)

Remarque 2.2.4 Si hg vérifie

ho > 0, / / hodtdadxr =1
vJo

alors

/ / hoy(t, a, z; A, T)dtdadz
uvJo

est une moyenne. La condition (2.7) exprime alors que S est “proche” d’une moyenne (au
sens de L*). Dans les applications hy est & notre disposition. La condition (2.7) exprime
que l'on “s’éloigne le moins possible”(au sens L?) de hy.

Probléme 2 : Sentinelles pour une observation avec bruit

On cherche dans ce cas a obtenir des informations sur les termes de pollution /\f qui

solent non seulement insensibles aux données manquantes 77° mais aussi aux bruits B.mi.
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Par définition, on dira que S donnée par (2.5) est une sentinelle discriminante définie
par hg, w et O s'il existe une fonction controle w telle que le couple (w, S) vérifie les trois

conditions suivantes :

g—fm =0,V 7° € LX(Qa), [Pl g, <1 (2.8)

T A T A
/ / / hom;dtdadz + / / /w’midtdadx =0,1<i<N (2.9)
o Jo Jo Jo Jo Ju

et
1wl 2y xw) = minimurn. (2.10)

Remarque 2.2.5 Le cas w = O correspondrait au point de vue de Lions [15]. Dans ce
cas les fonctions hy et w ont toutes deux leurs supports dans w = O. La relation (2.5)

s’écrit alors

SO 7) = /0 r/o ’ /O (ho + w)y(\, 7)dtdadz (2.11)

et 1l est immédiat que w = —hg est un controle tel que S(\,7) = 0. Le seul probléme dans
ce cas est de montrer que le conltrdle w de norme minimale est tel que w # —hg. Ce qui
est évidement essentiel, sinon S serait identiqguement nulle et ne pourrait donc fournir
d’informalions sur /\f. St w # O, on éuile ’écueil précédent puisque w et hg ont leurs

supports dans les ouverts w et O distincts

Remarque 2.2.6 Reprenons la condition (2.9) de la notion de sentinelle discriminante.
Par hypothése les fonctions m; ont leurs supports dans 'owvert U x O et on cherche w
a support dans U X w. Si donc wN O =, alors fOT fOA [, wmidtdads =0, 1 = 1,..., N.

La condition (2.9) sera réalisée dés que l’on prend la fonction hy orthogonale & toutes les
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fonctions m;. En conséquence, il est naturel de considérer le cas w N O # 0 et on peut

alors, sans restreindre la généralité, supposer
wCO (2.12)

dans le cas d’une observation bruitée. Cette hypothése est évidemment sans objet dans le
cas d’une observation sans bruit, ou on considére seulement le cas w # O,peu importe

qu’ils soient disjoints ou non.

Nous allons maintenant voir que V'existence d’un contrdle w, et donc d’une sentinelle
S, est en fait équivalente 4 un probléme de controlabilité comme il apparait dans ce qui

suit.

2.3 Equivalence & un probléme de controélabilité

2.3.1 Controlabilité a zéro sans contraintes sur le controle

On se place dans le cas d’une observation sans bruit. On commence par transformer
s . e s . R oy
la condition d’insensibilité (2.6). Pour ce faire on suppose que ’on peut calculer 3£ = y,

pour A = 0,7 = 0. La fonction y, cst donnée par la résolution du probléme

e+ % - Ay +pyr =0 dans Q)

yr =0 sur 5 (3.1)
y-(0,a,z) = 7° dans Q4 ;

y-(,0,2) = jéAB(t,a,m)yT(t,a, z)da dans Qr

Y

Sous les hypothéses (Hy),(H>) et (H3) le probléme (3.1) admet une solution unique
y- telle que y,(t,A,z) = 0. Pour la preuve de l'existence d’une solution au probléme

(3.1), on peut se référer a [24, 31, 25, 27]
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Sl en est ainsi la condition d’insensibilité (2.6) est équivalente a

Yllezga) = :
Edl on <1 (3.2)

T A T A
/ / / hoy-dtdadz + / / / wy,dtdadr =0, ¥ 7°,
JO 0 0] 0 0 Jw

On transforme alors I’équation (3.2) par introduction classique de I'état adjoint. Plus

précisément, on définit la fonction ¢ = ¢(t, a, x) solution du probléme :

¢
99 _ %4 _ Ag + pg = Bq(t,0,2) + hoxo + wx,, dans Q

ot Oa
g=0sur X
q(T,a,x) =0 dans Qa

q(t, A, z) = 0 dans Qr

(3.3)

ou xo et x,, désignent respectivement les fonctions caractéristiques de O et w.

Le probléme (3.3) admet une solution unique q = ¢(t, a, z; w) dans L*(Q) ot w est la
fonction controle & déterminer. Pour la preuve de Pexistence et de 'unicité de la solution
de (3.3) on peut utiliser le Théoréme du point fixe pour une application contractante

comme dans [2, 3|

Proposition 2.3.1 Considérons les deuz systémes d’équations (8.1) et (8.8). Alors la
condition d’insensibilité (2.6) est équivalente & q(0,a,z) = 0 presque pour tout (a,z) €

(0,A) x §2

Preuve. En multipliant la premiére équation de (3.3) par y, et en intégrant sur Q

on obtient :

0 0 .
—/(a—§+5(1-)y7dtdadz~/ Aqyrdtdad:rnt/uqy,dtdada:z/ Bq(t, 0, z)y,dtdadz
Q a Q Q Q

T A T A
+/ / / izog/Tdtdu(io:+/ / /wyrdtdad:r (3.4)
0 Jo O o Jo w
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En considérant (2.6)(ou (3.2)),la relation (3.4) devient

—/(@—+@—)y1dtdada:—/Aqyrdtdadw—i—/ pqy-ditdadz =

/ Bq(t,0, z)y-dtdadz ' (3.5)
Q

En intégrant (3.5) par parties on obtient :

/ (% + % Ay + iy )qdtdadz + / [(y-@)(t,0,2) — (y-q)(t, A, x)] didadz

v (r)0.0) - ()T )] dedade = [ (6.0, 20080, 2oz )
Qa Qa

Comme

Oy Oy
q(T,a,z) = q(t, A,z) =0 et GYr | 9Y

—AT T:0
ot Vo, oVt

la relation (3.6) devient

/ 9(0,4,2)§%(a, )dadz = 0¥ 7°,||7°]| s 0, < 1

A

d’ou

¢(0, a,z) = 0 presque partout sur Q4

En résumeé, le probléme de la recherche d’un contrdle w tel que le couple {w, S) soit
solution de (2.6),(2.7) est équivalent & la recherche de w tel que le couple (w, q) vérifie le

systéme
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—%5} - gg — Aq + pg = Bq(t,0,z) + hoxo + wx,, dans
qg=20 sur % (3.7)
q(T,a,z) =0 dans Q4
L q(t,A,x) =0 dans Qr
q(0,a,z) =0 dans Q4 (3.8)
ct
1wl 2wy = Min irnum (3.9)

Le systéme (3.7),(3.8) et (3.9) est un probléme de contrdlabilité 4 zéro avec un contréle
w de norme minimale dans L2(U x w). On cherche w qui conduise ’état ¢ de O (& l'instant
“initial“ t = T') jusqu'a P’état q(0,a,2z) = 0 a linstant “final“ ¢ = 0 et ceci avec une

“dépense“ minimum pour w, au sens (3.9).

2.3.2 Controlabilité a zéro avec contraintes sur le contréle

On se place cette fois-ci dans le cas d’une observation avec bruit. Comme dans
le paragraphe 2.3.1, on montre que la condition d’insensibilité (2.8) est équivalente a
q(0,a,2) = 0 dans Q4 ou g est I'état adjoint de y défini par le systéme (3.3). Il reste
alors & transformer les contraintes (2.9). Pour ccla on considére le sous-cspace vectoricl

K défini par

K = sous-espace vectoriel engendré dans L* (U x w) par les N fonctions m;x,,

que 'on peut supposer linéairement indépendants.

(3.10)
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Proposition 2.3.2 Soit K* l'orthogonal de K dans L*(U x w). Considérons (2.9). 1l

existe un unique élément ko € K tel que :

T A T A
/ / / hom;dtdadzx +/ / / komidtdader = 0,1 <i< N (3.11)
0 0 (o] 0 0 w

et donc
w— kg € K+ (3.12)
Preuve. Considérons I'application linéaire

A A A
0: K —RY kv (/ / / km,-dtdadm)
o Jo Ju IKi<N

Cette application ¢ est bijective. Pour le voir, il suffit de montrer que ¢ est injective car

dim K = dimRY = N. Soit k € K tel que (k) = 0. Alors

T pA p
/ / / kmidtdadr = 0,Vi,1 <1< N
0 JO w

Donc k € K+. Ainsi k € K et k € K*. Donc k = 0 et ¢ est injective. Donc ( est une

T rA
b= (*/ / /ho’lTLidtdadl') .
0 0 o 1<i<N

On a b€ RY et comme ¢ est bijective, il existe un élément unique ky € X tel que

T A T A
o(ko) = b 1.e / / /komidtdadx = —/ / / homidtdadz,¥i,1 <i < N
o Jo Ju o Jo Jo

Par suite

T A T pA
/ / / hom,dtdadz + / / / komidtdadz = 0,Vi,1 <i < N
0 0 (o] 0 0 Jw
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Si maintenant on rapproche (3.11) de (2.9), on obtient

T A
/ / /(w — ko)m;dtdadz = 0,Vi,1 <1 <N
0 JO Jw

On en déduit que

w—ky € K.

Posons v = w — Ky, alors le probléme de la recherche d’un controéle w tel que le couple
(w, S) vérifie (2.8) (2.9) (2.10) est équivalent & la recherche d’un controle v tel que le

couple (v, q) vérifie le systéme

vekt (3.13)

—% — 8 — Aq+ pg = Bq(t,0,2) + hoxo + kox, + vX,, dans Q
qg=0 sur ¥
(3.14)
¢(T,a,2) =0 dans Q4
{ q(t,A,z) =0 dans Qr
q(0,a,z2) =0 dans Q4 (3.15)
et
vll 2(xwy = minémum. (3.16)
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Ceci est un probléme de controlabilité & zéro avec des contraintes linéaire (en nombre

fini) sur le contréle v de norme minimale dans L? (U X w).

2.4 Informations fournies par une sentinelle

2.4.1 Usage d’une sentinelle

A quoi sert une sentinelle, et la terminologie utilisée est-elle justifiée 7
Pour répondre a cette question, on se place dans le cadre d’une observation sans bruit

(cf Probléme 1). On connait alors I’état obscrvé :
Yobs = 11lg 4.1)

ou my est connue dans U x O.

On calcule ensuite g solution du systéme

[ 2420 Aot pyo = £ dans Q;

Yo=10 sur ¥;

Y0(0,a,2) = y°(a,z) dans Qu;

Yo(t,0,z) = fo (t,a,z)yo(t, a,x)da dans Qp

Alors si w est calculé, la sentinelle S est donnée par

S\, 1) / / /hoy AT dtdadz+/ / / (A, T)dtdadzx | (4.3)

et on connait

T A T A
S(0,0) :/ / /fLog/odtdad:r+/ / /wyodtdad:r. (4.4)
o Jo Jo o Jo Ju
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On a par ailleurs
S\ 1) = 5(0,0) + )\g—i(o, 0)

( puisque par hypothese %(D, 0) = 0).

Il vient que

o8 T A , T A p
A—=—(0,0) = / / / ho(mo — yo)dtdadz + / / / w(mo — yo)dtdadz.
OA o Jo Jo Jo Jo Ju

Cela étant, on a aussi

55 T A , ToA
—(0,0) = / / / hoyadtdadz + / / / wyxdtdadzx
a)‘ 0 0 (o] 0 JO w

ou ¥ est la solution de

Qgﬁ%—%% — Ayx + pys = f dans @Q;

yr =0 sur ;

ya(0,a,2) =0 dans Qu;

\ yr(t,0,) zf(;qﬁ(t,a,w)yx(t,a,z)da dans Qr

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Multiplions la premiére équation de (3.3) par y, et intégrons par partie, on obtient

T A T A N
/ / / hoyrdtdadz + / / / wyrdtdadzr = / fqdtdadz
o Jo Jo 0 Jo Ju Q ‘

c’est & dire que

oS -~
5(0,0) = /Q fqdtdadzx

28
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et donc

/\%?(0, 0) = /(; (Af)qdtdadz. (4.11)

Finallement la sentinelle S définie par hg, O, w donne 'information

‘ T A o T A
/ (Af)gdtdadz = / / / ho(tng — yo)dtdadz + / / / w(mo — yo)dtdadz
Q o Jo Jo 0o Jo Ju

(4.12)

Remarque 2.4.1 La relation ({.12) est une équation intégrale dont l’inconnue est le

lerme /\f. Une résolution numérique de celte équation permettra d’estimer la pollution.

On considére maintenant la question de 'information fournie par (4.12) en introdui-

sant la furtivité

2.4.2 Furtivité

Au premier ordre prés, on peut dire que si

q = q(ho)

est la sentinelle définie par hg, O ¢t w, alors

. T A g T A g
/ Afq(ho)dtdadr = / / / ho(mo — yo)dtdadz + / / / w(my — yo)dtdadz.
Q o Jo Jo o Jo Ju

(4.13)
La pollution /\f est dite furtive pour la sentinelle définie par kg, O et w si
/Q q(ho) A fdtdadz = 0 (4.14)
Les pollutions que la sentinelle définie par ho, O et w ne pourra pas observer sont appelées
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pollutions furtives. Une question naturelle est alors :

peut-on trouver une famille de sentinelles définies par
des fonctions hgy, hgo, ... & support dans I’observatoire

O tels qu’il n’y ait pas de pollutions furtives?

Ce probléme sera examiné au Chapitre 5
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Chapitre 3

Inégalités de Carleman

Dans ce Chapitre, nous présentons les outils mathématiques nécessaires a la résolu-
tion des problémes de contrélabilité mis en évidence au Chapitre 2. L’ensemble de ces
outils est constitué¢ par des inégalités de Carleman. Beaucoup d’auteurs ont utilisé des
inégalités de Carleman dans leurs travaux. Dans [29] 'auteur présente une application
de l'inégalité de Carleman globale aux problémes inverses et de controlabilité. Dans [23],
lauteur utilise une inégalité de Carleman pour résoudre le probléme de contrdlabilité
avec contraintes sur le contole pour le probléme & un temps. Dans [30], Pauteur utilise
une estimation de Carleman pour montrer I’existence d’un controle insensibilisant pour
I’équation de la chaleur sémi-linéaire. Dans les travaux cités les inégalités de Carleman ont
été établies pour des problémes d’évolution & une seule variable temps. Quant aux pro-
blémes d’évolution & deux variables temps, I'inégalité de Carleman globale a été établie
par Ainseba [1]. Nous revisitons la question dans l'intention de clarifier la présentation.
Nous procéderons comme dans J.P.Puel [29] ou les inégalités sont présentées pour des

problémes & un temps.
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3.1 Inégalité de Carleman

Nous reprenons d’abord les grandes lignes de la définition d’une fonction poids
que nous utiliserons pour la suite. L’existence de la fonction 1 est due & A.Fursikov et

O.Imanuvilov[9, 8]

3.1.1 Fonctions poids

Lemme 3.1.1 [29] Soit wy un owverl lel que Wy C w ( par exemple wy esl une boule

owverte ). Alors il existe une fonction 1 € C*(Q) telle que

Ylz) > 0,Vr el
Y(z) = Ovzel
|V(z)] # 0,Vz € Q- wp

Preuve. Comme {2 est regulier, on choisit d’abord ¢ € C*(R™) tel que Q = {z €
R™ é(z) > 0} et [Vo(z)| # 0,Vx € T. Ceci peut se faire localement, puis globalement par
partition de 'unité. D’aprés le théoréme de densité de Morse [5], il existe une suite (¢, )
de fonctions de Morse (i.e telles que leur gradient ne s’annule qu’en un nombre fini de
points) telles que ¢, — ¢ dans C%(Q) si k — +00 (¢, ne s’annule pas nécessairement sur
la frontiére). On peut prendre ¢, > 0 comme ¢ > 0 sur Q. Soit C = {z € R"*, V¢(z) = 0}

I’ensemble des points critiques de ¢. Comme

Vé(z)| # 0,Vz € T, il existe un voisinage
ouvert V de I' dans R™ et § > 0 tel que

Vo eV, V()| > 6
Soit ¢ € D(V) tel que p(z) =1,Vz € " et 0 < p < 1. On pose

() = 84(2) + p(z)((z) — di())
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Alors p(z) = 0,Vz € T', e (x) > 0,Vz € Q et de plus
Ve e U=V, Vi () = Vy(z)
Size(lnV,ona
Vi (x) = Vo (z) + o()(Vo(z) — Vor(a)) + Vo(a)(d(z) — ¢ ()

Ainsi pour £ > ko, ko asscz large, on a

V(@) > |[V(z)] -2 ”SDHCI(IS) o~ ¢kncl(ﬁ)
2 0=2leller@my ¢ — dellera
> 0
-2

Choisissons k > kg et posons u(z) = u,(z). Alors pu est une fonction de Morse car les
points qui annulent son gradient sont contenus dans I’ensemble des points qui annulent
V¢,. De plus on a g = 0 sur I'. Soient maintenant , x5, ..., z, les points critiques de .
Alorsz; ¢ Q—V,i=1,...,r. On peut trouver r chemins disjoints et reguliers [y, ..., [, tel

que pour ¢ =1,...,r

m

C=([0,1]; R™);
Q-V, Vtelo 1],

o~
—~ ol
Lo —
= o~
S m

li(t2)7 vtlatQ € [01 ]-]1 tl # t?y
l,(l) = @ et l,(O) € wy,
Vst € [0,1], Li(s) # l;(t), sii# g,
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et on peut trouver r fonctions f, ..., f, telles que pouri =1, ... r

fi € C®RMR"), et

dl; f: (L), vt € [0,1]

E?(t)

i

Maintenant pour ¢ = 1,...,7 on peut trouver des voisinages ouverts W; de {l;(¢), t € [0, 1]}

tels que
WiCcQ -V, et W,NW; =0sii#j

Ensuite on construit les fonctions ¢; € D(W;) telles que ¢;(L:(¢)) = 1, Vi € [0,1] et on

pose
gi(z) = e;(w) filx)
Considérons le systéme différentiel

() = gi(x(t))
z(0) = g

On note S; : R® — R™ Popérateur qui & x, associe x(t). On a

Posons
S(x) =Sl oSfo..08(x).
On voit que si x € Q — (U_,W;), alors S(z) = z ¢t donc

VeeV, S(z)==z
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D’autre part, chaque S! est un difféomorphisme de {2 sur lui-méme, donc S est un dif-

féomorphisme de ) sur lui-méme et V.S est inversible. Posons

Alors ¥(z) = 0, Vz € I. De plus si Vi(z) = 0 alors puisque VS est inversible, cela veut

dire que S(z) € {z1, ..., z,}. Mais on sait que S = Id sur @ — W, donc
S(1:(0)) = S} (l(0)) = .
Comme S est un difféomorphisme, on voit que
S(x) € {z1, .., 2z} = 2 € {L(0),....,(0)} = z € wp
Par suite
Vi(z) =0= 2 € wp

et 1) satisfait a toutes les conditions du Lemrne. Ce qui achéve la preuve du Lemme =

Maintenant on utilise la fonction v pour définir d’autres fonctions poids. On choisit

2 Wl _ ()

t,a,T) = .
a(t,a, ) AT 1) , A>0 (1.1)
, C/\vji(:c)
SO( 7@,1) == at(T——t) (12)

Alors a(t,a,z) > 0, (t,a,z) > 0 et on a les propriétés suivantes

Va=-AViyp, Vo = AVip (1.3)



C(fQQ’ \@ai S 0902’ iat‘ S 0992, |ait| S C(rog

IA

|99t|
o] < C% Jan] < CP o] < Cp° (1.4)

3.1.2 Inégalité de Carleman globale

On considere 'opérateur différentiel L défini par :

g 0
L=—+_——-A+ul .
ot + da ta (1.5)
et on introduit I'espace
V=1{pecC>®Q), p=0sur ). (1.6)

Théoréme 3.1.2 Il exisle A, > 1 el s, > 1 et il existe C > 0 tels que pour tout A > A,

et pour tout s > s, on ail :

e-2sa
/Q " (lo, + pal’ + [Ap|2) dtdads + / sA2pe™ %% |Vp|* dtdadz
Q

+/ $SMpPe2 | p|? didada
Q

T .
< C (/ e~ | Lp|® dtdadx + / /
Jq Jo Jo

pour tout p €V .

w

A
/ AP |p|2dtdadw) (1.7)

Preuve. Pour s > 0 ¢t A > 0 on pose

w(t,a,z) = e~***7p(t a,7), Vp € V. (1.8)
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On vérifie que

w(t,0,z) = w(t,Ax)=0

w(0,a,z) = w(T, a,z) =0. (1.9)
Calculons
Pw = e **L{c*®w). (1.10)
Ona
2(f’sau)) = saue®tw + e w
ot - S
0 (€*w) = saue**w + e**w
aa - a a
—_ = §— _—
bz o b
o Oow
= A et sa Y
S axigop w+ e £y
o, OW oLy
- — s\
¢ (azi ° W@xiw)
>, . dae 0w o sar 02w 0, o
5.”5_?(8 w) = ba—zie (0-’151' — .s/\cpaT:iw) 4 e [0112 - b/\&ci (gpaxiw)]
oY Ow gl OPw O
SNy ‘,2/\2 20 7Y \2 el O 2
e*¥—s Basi(p@ - + A% (a:n,-) w+ o SA (@afi) ow)
sar 8%y oY Ow
+e [»s/\apab?w - sz\goal_i d—q;]
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d’ou

Ale*®w) = e *[—s Vi.Vw + §2A% 2 |V¢|2 w+ Aw — )2 ’VTM2 w]
+[—s pApw — sApV ). V]

donc

L(e®w) = w4+ w, — Aw + 25 oV Vw — s2 X2 p? |V'(/)|2 w + sA2p |V [* w)

45 [SA@Ad)’U) + pw + seyw + .s'aa'w].
Par suite

Pw = e **L(e**w) = w, +wa — Aw + 25X VihVw — s?A%p? lV'l,/)|2 w

+5A20 | VY|P w + shpAgw + pw + soqyw + saqw. (1.11)
Posons
Piw = —Aw — $°X2? [VY* w + soqw + saqw
Pyw = wy + wy + 28XV Vw + 2570 [VL/)lz w
fs = Pw — pw — sApAyw — s/\zap \V'L[)|2 w
alors on a

Piw + Pyw = f; (1.12)
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donc

1foll* = 1 Praw]* + | Pw])” + 2 (Prw, Pow) . (1.13)

Calculons le terme principal (Pyw, Pow) .

(Piw, PBw) = —/Awwtdtdada:—s2/\2/<p2|V1/)|2w'u1tdtdadI
Q

Q
+ s / aywwdtdade + s / agwundtdad
Q Q

—/ Aww,dtdadx — 32/\2/ 902\V1/)\2 ww,dtdadz
Q Q
+ s / aywwgdtdadzs + s / aguwwgdtdadx
Q_ Q
—25\ / OVYVwAwdtdadz — 25°\3 / ©* |VY|* VVwwdtdadz
Q Q :
+252) / e VyVwwdtdads + 2%\ / pa, Vi Vwwdtdada
JQ Q
—2s\? / ¢ |VY|° wAwdtdads — 252 / & |Vy|* widtdadz
v Q Q

+252 )2 / ooy [V widtdada + 232/\2/ Qo |V wdtdadz(1.14)
JQ Q
Désignons par I, les 16 termes de (1.14), alors on a

(le, Pz’w) = 11‘1 + 11,2 + ]2,1 + 12,2
+]311 + ]3,2 + 14,1 + 1—4,2
Hisy 4 Isp + Iy + s

+I71+ I72 + Ig) + Iy (1.15)
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Dans la suite C désigne des constantes variées indépendantes de s et A. Pour organiser

les calculs nous donnerons une importance particuliere aux termes suivants

5A? / ¢ |Vw|* dtdadz

v Q

et

$At / ©*w?dtdada:.

s Q
On prend s > 1 et A > 1 et on note A tous les termes qui peuvent étre bornés par
C(sA+ /\2)/ ¢ |Vwl|? dtdads
Q

et on note par B tous les termes qui peuvent étre bornés par

C(s*2* + 33/\3)/ P widtdadz.
Q

Ces termes seront absorbés, comme on le verra par la suite. Calculons maintenant les

termes fi;.

[ " ow

hy = = | Awwdtdads = — | Z-wdtdado + / VuVwdtdads
Q s On 0

Ow 1 d ,
= - —wdtd — — ’ , Iy = ) N :
s an wydtdado + 5 /Q I |Vw|® dtdadz; = 0 d’apreés (1.9)
Ly, = —s2)\? / <p2 vajzwwtdtdadx
v Q

1 d
- _53%2 / O |V — (w?)dtdadz
0 dt

= 82/\2/ o, |Vi|* widtdadz
Q
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donc

11y‘2 = B

Iy = s / o wwpdtdade
Q

1

d
= 58 ./Q ala‘i(u}2)dtdadl‘

1 ' .
= —=3 / ayw dtdads
2 Jg

d’apres (1.4)

Iy, = s/aawwtdtdadm
Q

= '];b/ aai(uﬂ)dtdada:
Q

2 dt
1 2
= —=s5 | agw dtdadz
2 Jg
donc d’aprés (1.4), on a
lLo=D
I3; = —/ Aww,dtdadz
Q
0 1 d
= - —ﬂwadtdada + = / =< \Vw|? dtdadz = 0 d’apres (1.9)
Js On 2 Jgda
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I3y = —s*\° / (p2|V'(/)|2 wwydtdadx
Q

I

32)\2/ oo, |VY|* widtdadzs
@
donc

Lyz = B.

Ijyy, = s / awgdtdads
Q

<

1 ) .
= —;s/ atdtdade
Q
done

]411 = B

I4gp = s / agwwadtdadz
Q

1 7
= ——s/ Qaqw dtdadz
2 Jo

alors
14'2 = B

Avant de continuer les calculs, rappelons que comme 1) et w sont nulles sur ', on a pour

tout x € I”

Vi = (Vyn)n et Vw = (Vw.n)n (1.16)
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ou 77 désigne le vecteur unitaire normal extéricur a I'.

Is; = ——28/\/<pV7,bVwAwdtdadl'
Q

2

O\ i dado

= —3,\/ e
x On |0y
+23/\2/ © V). Vu|? dtdadz

Q

82’(/) aw aw
28\ dw dw
- /Q g ; Ox:0z; Oz; Oz; dtdadz

-5/\2/ o |VyI* |Vwl|® dtdadz
Q

~5/\/ A | Vw|? dtdadz
JQ

Donc on a

2

Owl” idado

oy
Is, = —s/\/ — =
>t 290677 on

+2s/\2/ 0 | V). Vw|? dtdadz
Q

X2 / o [V |Vwp dtdads
Q
+A

Is2 = —283/\3/903|V1,b|2 ViyVuwwdtdadz
Jo
= 333/\4/ &3 |[Vy|* widtdadz
Q

+33/\3/ Pdiv(| V| Vi) widtdadz
Q
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donc

done

donc

]5,2

I

34321 / & V|  widtdads
Q

+D.

252/\/ o, VyVuwwdtdadz

Q

— ’2/\2/ ooy |Vip|* widtdadz
Q

— 5222 / o, |V widtdada
Q

—s%)\ / o, AYwidtdada
JQ

[(;'1 = B

252\ / wa, ViyVwwdtdadz
Q
—s%A? / o, |V widtdads
Q
—52)\? / v, |VY|* widtdads
Q

—52) / pa, AYwidtdadz
Q

I()"Q = B.
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I;; = —25/\2/ © | V| wAwdtdadz
Jo
= 25\’ / © |VY|* [ Vw|? dtdada
Q
—sA* / © | Vp|* widtdada
—s/\:’/ wdiv(|V|? Vi) widtdadz
JQ

—s/\B/ oV (| V|2 Vypwdtdada
Jo

—s/\2/ OA(| VY| )w?dtdada.
Q
On a donc

Ir; = 2sA? / o |V |Vw|® dtdadz
Q

+B.

Iy = —253/\4/ o |V'(/)|4102dt{iad;1:
Q

Ig; = 232/\2/<pmlvwlzwzdtdadx
Q

= B

Iso = 252/\2/ o VY| widtdadz
Q
= B.
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En regroupant les différents termes I on a :

2

dtdado

2 (le, P2’w) = A+ B
dw

9
—28/\/ -
xw()n an

12502 / o | V|2 |Vl didadz
Jq

+2530* / ©* |Vy|* widtdadz
J/Q

+ds)? / @ jV’(/).Vw|2 dtdadr. (1.17)
Jq
Comme
25/\/ 00 100]" o 0
—2s — |=—| didadc >
29087) on
on a

2(Piw, Bbw) > A+ B+ 2(9/\2/ o |Vy|? [Vl dtdadz
0 :

+2$3/\4/ ©® |V * widtdadz.
Q

Comme |V)| # 0 sur  — wy, il existe § > 0 tel que |[V¢p| > § sur  — wp. Donc

T A g T A g
2 (Pyw, Pyw) + 25225° / / / @ |Vw|® dtdadz + 25 A6 / / / OSwidtdad
0o Jo Jup 0o Jo Juwo

> 232762 / ©|Vw|® dtdadz + 25 X6 / widtdads + A+ B. (1.18)
Q JQ
On a

fs = Pw — ppw — shpAyw — sA%0 [Vt w
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d’oll
/ |fs|? dtdadz < 5 / |Pwl|® dtdadz + B. (1.19)
Q 2Jq
Des relations (1.12),(1.17) et (1.18) il vient que
| Pwl|® + || Pyw][® + 257?67 / ¢ |Vw| dtdadz + 2s32*5* / PCwdtdade
Q Q

- A A
< / |Pw|® dtdadz + 2s3*4* / / / o |Vw|? dtdadz
Q 0 0 Juwp

T aA
+253 )45 / / / Qdwidtdadr + A + B. (1.20)
JO JO wy

On élimine A et B en choisissant A et s suffisamient grands. Il existe alors Ag et s tel

que pour tout A > Ag et $ > sg on ait

| Pow|® + || Paw) + s/\252/ ¢ |Vw|?® dtdadz + 33/\454/ Y widtdadz

Q Q
T A
< / |Pw|® dtdadz + 25/\262/ / / ¢ |Vw|? dtdadz
Q 0 0 wy
T A
+233)\4(54/ / / Y widtdadz (1.21)
0 0 wg
On a aussi

—Aw = Pow + 2220 VY|P w — seqw — saqw (1.22)
Wy + we = Pyw — 25X V. Vw — 25720 |[Vy|* w (1.23)

On déduit alors de (1.21), (1.22) et (1.23)que

1 ' ;
/ ; |Aw]2 dtdudz < C (/ [Pow|? dtdadzx +/ 33/\4<p“w2dtdadz)
Q Q Q
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/ 1 lwy + wa|® dtdadz < C ( / | Pywl|? dtdadz + / s/\2<p|Vw|2dtdadm)
Q S¥ Q Q

D'ou
/ (lwe + wal® + | Awl?) dtdadz + / sA2p|Vw|? dtdadz + / s AP wdtdad

< C/ | Pw| dtdadm/ / / sAZp |[Vwl? dmadw/ / / AP dendd)

On veut maintenant éliminer le gradient de w sur wy, pour cela soit ¢ une fonction

telle que

0€Dw), 0< o<, o(x) =1,Vz € wo

On multiplie (1.12) par sA2ppw ct on intégre par parties. Aprés quelques calculs on

obtient :
T A ‘ K T A
/ / / sA2@|Vw|2dtdad$§C(/ |Pw|2dtdadz+/ / /33/\4ga3w2dtdadz)
0o Jo Jup Q o Jo Ju
(1.25)
Et par suite (1.24) et (1.25) nous donne
1 2 2 2 2
‘—(p(|wt+wa| + |Aw| )dtdadz+/ s\ |Vw|” dtdadx
Q
+ / A wdtdadzs
) T hA g
( | Pw| dtdadw+/ / /193/\4cp3w2dtdadx> (1.26)
0 0 w
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On veut donner l'inégalité (1.26) en terme de p an lien de w. En se rappelant que w =

¢75%p et en prenant A et s suffisament large, I'inégalité (1.26) devient

—2sa
/ - ([/)L+pal2+\A/)|2) dtdada:+/s/\2<pe"2m\Vp|2dtdad:L'
Q ¢ JqQ
+/ s A pPe > ptdtdadz
Q
. A rA ‘
< C(/ 6_23“|Lp|2dtdad:1:+/ / /szi/\‘*(pBe_z'sadetdadz) (1.27)
Q 0 0 w

D’ou le résultat. m

3.1.3 Une inégalité d’observabilité

Dans cette sous section nous allons déduire du Théoréme précédent une inégalité
d’observabilité qui sera utile pour la construction d’une sentinelle dans le cas d’une ob-

servation sans bruit.

Lemme 3.1.3 Il existe une fonction® poids” @ vérifiant
b

0 est de classe C? dans Q
(1.28)

L go s
5 bornée sur Q

et il existe une constante positive C' > 0 telle que

1
/ 7 |p|? ditdadz
Q

1 I A 1
< c( | g2 1ol* dtdado + / / / le"’dtdadx) (1.29)
Q 0 0 w

pour tout p € V.
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Preuve. On déduit directement de U'inégalité (1.7) que

/ S |p|2 dtdadx
JQ

. oA
< C (/ e~ | Lp|* dtdada: +/ / / s At pPe 2o |p|2dtdad$> (1.30)
Q o Jo Ju

Posons

5

=7

1 .
g alors 7= o\/pe

on peut alors vérifer que 0 € C*(Q) et que 7 est bornée dans Q. L’inégalité (1.30) dévient

alors

1 1 Tt
0 0 w

mais
T < constante (1.32)
D’ou le Lemme w

Remarque 3.1.1 Etant donné que 5 est bornée, Uinégalité (1.29) peut étre reduite a

1.
/ = |pf didada:
ot

. T, A . '
< C (/ |Lp|* didadz -1- / / / |/)|2(lf,(1ad:z:) (1.33)
Q JO JO Jw

ou C est une constante positive et ot p € V.
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3.2 Inégalité de Carleman adaptée

Nous avons vu au Chapitre 2 que la construction des sentinelles discriminantes est
aussi équivalente a la résolution de probléme de contrélabilité avec contraintes sur le
contole. Pour résoudre ce type de probléme nous allons établir une inégalité de Carleman

dite “adaptée”aux contraintes. C’est 1'objet de ce qui suit.

3.2.1 Enoncé du Théoréme
Soit w un ouvert non vide de Q et soit K un sous espace vectoriel de L2(U x w) de

dimension finic. On fait hypothése suivante sur K -

Il n’existe pas d’éléments non nuls & de K tel que

(2.1)
ke L*(U; H'(w)) avec % + % — Ak + pk =0 dans U x w.

Considérons maintenant P Popérateur de projection orthogonale de L2(U x w) dans

K. On peut alors énoncé le Théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 On suppose (2.1). Alors il existe une fonction “poids“ 6 positive de

classe C* sur Q, 5 bornée sur Q et il existe une constante C > 0 lelle que

1
/ 7 \p|? dtdadz
Q

T (A
< C (/ |Lp|? dtdadz +/ / / lp — Pp|2dtdad:L') (2.2)
Q 0 0 w

pour lout p € V

3.2.2 Preuve du Théoréme 3.2.1

La démonstration du Théoréme 3.2.1 est basée sur trois arguments : I'inégalité d’ob-
servabilit¢ (1.33), la compacité de ’opérateur de projection PP assurée par la dimension

finie de I'espace vectoriel K et enfin la continuité de Popérateur P.
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Raisonnons par 'absurde comme dans [23]. Supposons qu'il n’existe pas de constante

C > 0 telle que (2.2), alors

Vi € N*3p, €V, [, [o # |p,|" didadz =1, 0.3
. ij‘zdtdadrl; < Jl et [y, [ |p; - ijf dtdadz < Jl

nous allons voir en trois étapes que cela conduit 4 une contradiction.

Etape 1 : Nous avons

//H—E’P/)jlzdtdad:n < / /%‘pj’?dtdadﬂ;-k
U Jo UJw

1 2
-+ / / 7 ‘pj —~ Pp;| dtdadz.
JU Jw

Comme 517 est bornée, alors d’aprés (2.3), nous avons

1 2
Ll?wmdmmSa (2.4)

On note par (k|g) le produit scalaire de L? (U x w) défini par
(hlg) = / / hgdtdadz.
UJw
Soit {1, k2, ..., kn} une base de K. Comme (p; = Ppix,)x., € K+,alors on a
(p; — Pp;lk;) =0 Vi, 1 <i< N, Vj € N*.

Donc



d’ou

N
1 Z 1

On déduit de (2.4) que

>l |, [

=1

(2.5)

Autrement dit la suite ((p;]k:))jen- est bornée dans R. Donc d’aprés (2.9) la suite

(ij) jen+ €st bornée dans L? (U x w) et le Théoreme de Pythagore nous donne

(ijw)jeN‘ est bornée dans L* (U x w). (2.6)

Etape 2 : D’aprés (2.6) et (2.4), on peut extraire de la suite (PjXw)jen+ une sous
suite notée encore (p;x,,)jen- ¢t il existe une fonction p € L% (U x w) telle que d’une part

on ait
p;X, — p faiblement dans L* (U x w) (2.7)
et d’autre part on ait
(p; = PpjXu)Xw — U fortement dans L* (U x w). (2.8)

Maintenant comme K est un espace vectoriel de dimension finie alors 'opérateur P

est compact. Ainsi, il existe une fonction ¢ € K telle que
Pp;x,, — ¢ fortement dans L? (U x w). (2.9)

On déduit de (2.7) et (2.8) que p;x, — p = ¢ dans L? (U x w) fort. Comme P est
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continu, on obtient
Pp;x, — Pp dans L* (U x w) fort.

11 §’en suit que Pp = p et donc p € K.

Etape 3 : En t'zxit; on a p = 0. En effet, d’apres (2.3), nous avons aussi Lp; — 0
fortement dans L? (U x w) et donc Lp = 0. L’hypothése (2.1) implique p = 0 dans U X w.

En résumé, p; — 0 fortement dans L* (U x w).

Conclusion : Comme p; € V, alors I'inégalité d’observabilité (2.2) nous donne

/U/(;%‘pjfdtdadl‘
< C(/ /.[ijlzdtdadl'—}-//|pj‘2dtdad1;>
UJQ UJw

D’aprés la troisieme étape on déduit que [, [, 7 ‘pjfdtdadw — 0 gquand j — +o0.
Ce qui contredit (2.3). D’ou le Théoreme 3.2.1.
Remarque 3.2.1 Les inégalités de Carleman sont établies dans ce chapitre avec des

conditions de Dirichlet. On peul aussi les établir avec des conditions de Neuman, pour

ce faire on peut se référer o Ainseba et Anital4]

Remarque 3.2.2 Les inégalités de Carleman peuvent étre établies dans le cas général

ou l'opérateur L est défini par

g 0
L=—++—+A
ou A est un opérateur elliptique du second ordre o coefficients réguliers de classe C?. Les

calculs se font de la méme maniére.
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Chapitre 4

Controlabilité a zéro

4.1  Un probléme de contrélabilité & zéro pour un
probléme a deux temps

4.1.1 Position du probléme

On considere le probléme : trouver un contdle v € L*(U x w) tel que si ¢ = ¢(¢, a, z)

est la solution unique du systéme

—% — g(% — Aq + pg = Bq(t,0,2) + h + vy, dans Q
g=20 sur X (L1)
1.1
q(T,a,z) =0 ~  dans Qu
q(t,A,z) =0 dans Qq
on ait
q(0,a,2) =0 dans Qg4 (1.2)
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et
0]l 2 xewy = min imaemn. (1.3)

ot h est donnée dans L2(Q) et w est un ouvert non vide de €2, x,, désigne la fonction
caractéristique de w. Le probleme (1.1), (1.2) et (1.3) est un probléme de controlabilité
4 zéro sans contraintes sur le controle. On cherche v qui conduise 'état de 0 (& 'instant
“initial“ ¢t = T) jusqu’a Pétat ¢(0,a,2) = 0 a Pinstant final £ = 0 et ceci avec une
“dépense” minimum pour v au sens (1.3).

Le probléme de controlabilité a zéro sans contraintes sur le controle pour un probléme
a deux temps a été étudié dans [4] puis par Ainseball] dans le cas d’un probléme linéaire
en dynamique des populations. La méthode utilisée dans [1] repose sur une inégalité
d’observabilité de type Carleman. Dans le cas précis, pour le probleme (1.1) (1.2) (1.3)
nous utilisons une méthode variationnelle developpée dans [9] et revisitée dans [28]. La

méthode utilise elle aussi une inégalité de Carleman.

4.1.2 Un probléme variationnel

Au chapitre 2, nous avons montré qu'’il existe une fonction poids 6 vérifiant > 0,6

de classe C* sur Q, 3 borné sur @ et il existe une constante C > 0 tel que

T oA
/ / /—2(p|2dtdad.7:
o Jo Jab
e A . ) T A . .
< C’(/ / /[Lp| dtdad:c+/ / /|p|2dtdadz) (1.4)
o Jo Ja Jo Jo Ju

pour tout p € V ={p € C*(Q), p=0sur %}, et ou

g 0 a 0
L=—+—— = e -
8t+6a A+ plet L 5% " Ba A+ pl.
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Le second membre de I'inégalité (1.4) conduit & munir V' de la forme bilinéaire

T A T (A 4
ag(p,p) = / / / LpLpdtdadz + / / / ppdtdadz. (1.5)
Jo Jo Ja Jo Jo Juw

Lemme 4.1.1 L’application (p,p) —— ag(p,p) est un produit scalaire sur V.

Preuve. L’application (p,p) — ag(p,p) est bien définie car |ag(p,p)| < +oo. Par

définition ag(.,.) est une forme bilinéaire et symétrique ct pour tout p € V

T A T A
ag(p, p) = / / / |Lp|? dtdadz: +/ / / p|? dtdadz > 0
o Jo Ja o Jo Ju

Il reste & montrer que P’égalité ag(p, p) = 0 implique p = 0. Or

T A T A
0=ap(p,p) = / / / |Lp|? dtdadz + / / / |p|? dtdadz
Jo Jo Ja Jo Jo Ju

implique Lp =0 sur Q et p = 0 sur U x w et l'inégalit¢ (1.4) donne p = 0 dans Q =

Soit Vp le completé de V pour la norme

pr— lplly = Vas(p, p) (1.6)

Vp est un espace de Hilbert pour le produit scalaire ag(, .,) et la norme associée et V
cst dense dans V.

On introduit ensuite I'espace Hy des fonctions h : ) — R mesurables défini par :

T A g
’ 1
Hy = {h : / / / — |h|* dtdadz < +oo} (1.7)
o Jo Jadb

Pour h € Hy, on pose

v A . 1 , %
Ay, = (/ / / — |h|? dtdadz (1.8)
o Jo Jab



Hp est un espace de Hilbert pour la norme [.|, ~associée au produit scalaire (-, JH,

défini par

T A oy
(g, h)m, =/ / —ghdtdadz (1.9)
o Jo Jab

Lemme 4.1.2 On a Vy C Hy avec injection continue.

- T A
Preuve. Pour p € V), on a ag(p, p) = fol fOA fa |Lp|* dtdadz + I I L |o)? dtdadz <
“-00 ¢t donc (1.4) implique fOT fOA Jo 517 |p|* dtdadz < +oco. Autrement dit p € Hy. De

plus d’apres (1.4) |pl,;, < C|lplly; autrement dit I'injection est continue. m

Lemme 4.1.3 Soit h € L*(Q) et 0 la fonclion poids définie précédement. Alors la fonc-

T, A
p— / / / hpdtdadx
Jo Jo Ja

est une forme linéaire continue sur Vj.

tion

Preuve. Comine V est dense dans V), il nous suffit de vérifier le résultat sur V.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

T rA g
/ / / hpdtdads
Jo Jo Ja

X

T oA 3
< ( / / / 6% |h)? dtdad:y)
Jo Jo Jao
T A 1 5
( / / / P dtdadm)
Jo Jo Ja b

On déduit du lemne 4.1.2 que

T A
/ / / hpdtdadx
0o Jo Ja

D'ou le résultat m

< lgzh‘lng ‘p(u,, <C |02h|110 lelo-

Le résultat qui suit est alors une application immédiate du théoreme de Lax-Milgram|6]
Proposition 4.1.4 Pour h € L*(Q) avec fQ 0°h2dtdadr < +oo il existe Pp unique dans
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Vy solution du probléme variationnel

T A g
ap( g, P) = / / / hodtdadx (1.10)
o Jo Ja

pour toul p € 'V

4.1.3 Résolution du probléme de controldlabilité
Théoréme 4.1.5 Soit h € L*(Q) avec fQ 6*h2dtdads < 400 et p, la solulion unique de

(1.10). On pose

0= TheXe (1.11)

qo = Lpy

Alors le couple (v, qp) est solulion du probléme (1.1)(1.2).

Preuve. Montrons que (v, q¢) défini en (1.11) est solution de (1.1)(1.2).
En effet, comme p, € Vj on a déja vp € L*(U x w) et go € LU x §2). En reprenant
la définition de gy en (1.11) et en explicitant le produit scalaire défini en (1.5), ’équation

variationnelle (1.10) s’écrit

T A T A /- T prA p
/ / / goLpdtdadz + / / / pepdtdade = / / / hpdtdadz,¥p € Vy.
0o Jo Ja 0o Jo Ju 0o Jo Jo

Il vient

T pA T pA T pA p
/ / / goLpdtdadr = / / / hpdtdada — / / / popdtdadr,Np € Vj.
o Jo Ja o Jo Jo 0 Jo Ju

Finallement, en considérant la définition de vg en (1.11), on obtient

T A T A p
/ / /qoLpdtdad:L' = / / /(}L + vpx,, ) pdtdadz,¥p € V) (1.12)
0o Jo Ja o Jo Jo
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On choisit dans (1.12) p € D(Q). 1l vient que
L*qo = h 4 vpx,, daus D'(Q). (1.13)

Comme h € LU, L*(Q)), alors L*qy € L*(U, L*(2)). Maintenant ¢ € L*(U, L*(Q)) et
Agy € H™HU, L3(2)). Alors d’apros les théorémes de trace de Lions-Magenes [21] on
peut dower un sens A la trace de gp sur X et oun a |l € H=Y(U, H=2(T")). De méme
q € L*(U,L*(Q)) avec 2 + 42 ¢ L*(U, H~*()). Donc qy € C(U, H%(2)) et on peut
donner 1a aussi un sens & g0, a, %), qo(T,a, 1), qo(t,0,2) ct a qo(t, A, x) dans H72(Q).

Multiplions maintenant (1.13) par ¢ € V et intégrons par parties. On obtient alors

"0
/ 4o Ldtdadz + / O i + / (@) (1, 0,2) — (qo) (6, A, )] dtdz+
Q e v Jar

+/ [(909)(0, a, z) — (qop (T, a, x)|dtdx = /(h +vpx,)pdtdadz, Yo € V. (1.14)
Qa Q

En considérant la relation (1.12), la relation (1.14) devient

5 .
| otz + [ Ha)(t.0.9) ~ (o)t A, )+
z QT
+/Q [(a00)(0, a, ) — (qoo) (T, a, 2)dtda = 0, Yo € V. (1.15)
A

On en déduit alors que

qo = 0sur 2, ¢o(0,a,2) =0 et q(T,a,z) = 0 dans Qu;

q0(t,0,2) = 0 et qo(t, A, 2) = 0 dans Q.
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Remarquons que gg(t,0,2) = 0, par conséquent (1.13) est équivalent &'
L*go = Bao(t,0,x) + h + vgx,,- (1.16)

11 en résulte alors que le couple (vg, qp) est solution du probleme (1.1) (1.2) =

Remarque 4.1.1 La structure (1.5) de ag(.,.) montre qu’il existe une infinité de possi-

bilités pour le choix du produit scalaire sur V. Donc il existe une infinité de contréles v
qui vérifient (1.1) (1.2).

Il reste & selectionner un controle de norme minimale sur L*(U x w). Pour cela, on
définit Pensemble Uyq des controles v € LU x w) tel que le couple (v, ¢) soit solution
du probleme (1.1) (1.2).

Lemme 4.1.6 L’ensembleUsq est un sous-ensemble non vide conveze et fermé de L2(U><
w)

Preuve. D’aprés le Théoréme 4.1.5 Uy est non vide. Soit v; € Usg et vy € Uyg tel
que (v1,q1) et (v, g2) soient solution de (1.1) (1.2) et soit A € [0, 1], posons

V' = (1= Xv+ Ay et ¢ = (1 —N)gq + Age. Alors v/ € L*(U x w) et (v, ¢) vérifie
(1.1) et (1.2) donc v/ € Uyq et par consequent Uy,q est un convexe. Il reste & montrer que

Usa est ferme. Pour cela soit (v,) C Uaq tel que (v, ) vérifie (1.1) (1.2) et tel que

vp, — v dans L*(U x w)

4o — g dans L*(U x Q)
alors
L*q, — L*q dans D'(Q).

On déduit alors des équations (1.1), (1.2) vérifices par (Uns gn) que le couple (v, q) est

solution de (1.1) (1.2) et donc v € U,y. Ainsi U,y est formé w
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11 résulte du Lemme 4.1.6 qu’il existe un unique controle vy € Uyq de norme minimale
dans L?(U x w); c’est-a-dire tel que

1

~ o1
5 [Tell 2y = min{5 10 22y v € Uaa} (1.17)

Il reste maintenant & caractériser le contrdle optimal vy par un systéme d’optimalité.

4.1.4 Systéme d’optimalité singulier

Soit gp I’état optimal du systéme (1.1)(1.2)(1.3) correspondant au contréle optimal
Up. On utilise comme dans [2, 3] la méthode de pénalisation ( voir [14, 15, 20, 19])pour
obtenir le systéeme d’optimalité du couple optimal (U, @p). Plus precisément pour € > 0

on introduit la {onction J, définie par

L2
Je(U7Q) = —2'||v||L2(wa)+
1 2

ot 7g ~ Dutpy—Bq(t,0,2) = h—ux, (1.18)

L2(Q)

ou les couples (v, ¢) sont tels que

ve LU x w)

—88 — 89 _ Ag+ pg— Bq(t,0,2) € LXQ)
gq=0o0n%;q(T,a,2) =0in Qa;q(t, A,2) =0 in Qr
7(0,a,z) =0 in Q4

(1.19)

\

On considére alors le probléme

inf{Je(v, q) | (v, q) vérifie (1.19)} (1.20)
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Proposition 4.1.7 Il existe un unique couple (v, ) tel que
J(ve, q) = it {J (v, q) | (v, q) vérific (1.19)}. (1.21)

Preuve. Comme ensemble des couples (v,q) vérifiant (1.19) est non vide et que

Je(v,q) > 0,V (v,q) vérifiant (1.19) alors
de = inf{J:(v,q) | (v,q) vérifie (1.19)}

existe, comme borne inférieure d’une partie minorée non vide de R. Soit (vy, ¢ ) vérifiant

(1.19) une suite minimisante telle que
1
de < Je(n,qn) < de + - <d.+1.
n
11 existe alors une constante C. > 0 telle que

”vnHL2(U><w) < C,

- - %

(1.22)
Ot X Aqn + Hn — B(In(tv U, ~L) —h- UnXuHLQ(Q) S Ce

On peut donc extraire de (v,) une suite, notée de la méme facon et il existe v, telle

que
Un — v dans L*(U x w) faible.

Comme (g,) vérifie (1.19) et (1.22), on déduit que (¢,) est bornée dans L*(Q). On peut

alors extraire une suite de (g,) notée de la méme facon et il existe g. telle que
¢n — qe dans L*(Q) faible.

On déduit que g, — g, faiblement dans D’ (Q) et par continuité faible de Popérateur L*
dans D'(Q)) on obtient L*q, — L*q, faiblement dans D’ (Q). En outre de la continuité des
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applications traces,on déduit que (v, g.) vérifie (1.19). Donc lim inf J(vn, Ggn) > Je(Ve, ge)
avec (ve, qe) vérifiant (1.19). On déduit de la stricte convexité de J, que (v, ¢e) est 'unique
solution de (1.21). m

Etudions maintenant la convergence du procédé.

Proposition 4.1.8 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.5, on a quand € — 0

ve = Uy faiblement dans L*(U x w)

‘ (1.23)
gc = o Jaiblement dans L*(Q)

Preuve. Le couple (7, q) vérific (1.19) donc on a J.(ve, ¢.) < J.(9,q). De plus

J(To, @) = % |V0l| 217 xery - On déduit de la structure (1.18) de J, que

“'UGHL?(wa) <C

(1.24)
H_%’Jf - Qaqa£ - Aq?— + K“qe — B%(t;OyI) - h - UEX(_,)”LZ(Q) S C\/E

o C' est une constante indépendante de e. De la relation (1.24), on déduit que la suite
(ge)e est bornée dans L3(Q). On peut donc extraire de la suite (Ve, ge) une sous-suite

encore notée (ve, ¢e) et deux fonctions vy € L3(U x w) et gy € L2(Q) telle que
ve — vg faiblement dans L*(U x w), ge — qo faiblement dans LZ(Q)

On déduit que g, — ¢ faiblement dans D'(Q) et par continuité faible de 'opérateur L*
dans D'(Q) on obtient L*qe — L*¢o faiblement dans D’ (@). De la relation (1.24), on

déduit aussi que (v, g.) vérifie le systeme suivant

_%{If - %%e‘ —Aq, +pg, = Bq.(t,0,z) + b+ v, X, + k. dans Q

g =0sur X

7.(T,a,z) = 0 dans Q4 (1.25)
q.(t, A,z) = 0 dans Qr

2:(0,a,2) =0 dans Q4
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avec ||hell2(gy < C\/c. Alors en passant & la limite dans (1.25) on obtient (vo, @o) qui
verifie

~% % Ngy+ pgo = Baolt,0,2) + h+ o, dans @

go = 0 sur % | (1.26)
qo(T, a,z) = 0 dans Q4

qo(t, A, z) = 0 dans Qr

¢o(0,a,z) = 0 dans Q4. (1.27)
De D’gstimation suivante
Vel 2wy S Jelves 66)
on a
||U0”12,2(wa) < liminf Je(ve, ge)

Comme le couple (Tg, 3y) vérifie (1.1)(1.2)(1.3), on a liminf J(v,, ¢.) < H%”iﬁ(wa)- On
déduit alors que [|voll 27wy < [108llL2(wy 8 done |[voll 2wy = T8l L2 xey - Alnsi
vg = Up. De l'unicité de la solution de (1.26) on obtient go = 7 =

Ecrivons maintenant les conditions d’optimalité pour 1'unique solution de (1.20)

Proposition 4.1.9 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.5, le couple (ve, q¢) est la so-

lution optimale du probléme (1.20) si et seulement si il existe une fonction p, telle que



(Ve, Ge, pe) S0it solution du systéme d’optimalité suivant :

—6:9(: - %qf — AGe + pge = Bge(t,0,z) + h + vex,, + €pe dans Q
ge =0 sur X
qe(T,ya,2) =0 dans Qa

| qe(t, A, x) = 0 dans Qr

qe(0, a,2) = 0 dans Q4

%’?—F%—Ape—kupe:OdansQ
pe =10 sur®
(1,0,2) fo B(t,a,z)p.(t,a, x)da dans Qr

= —PeXw

Preuve. La condition d’optialité d’Euler-Lagrange est donnée par

/ / vevdtdadz +

9g.  0q.
€ /U Q( at - au Aqf + ,U/(]C - ﬁ(k(ta Oyl) - h' - 'Uexw)

dp Oy
X(—‘E - aa/ AQO + pp — ﬁ(p(t,(), ‘E) - ’UXw)dtdad"L‘ =0
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pour chaque couple(v, ) satisfaisant

(e L2(U X w)
—% % — Ap+ pp — Bel(l,0,z) € LAHQ)

0 =0 sur Z; (T, a,z) =0 dans Q4
p(t, A, z) = 0 dans Qr; ¢(0,a,2) =0 dans Q4

(1.33)

Posons

ot Ja

1 Oqe.  Oq,
Pe=—=1|—

— Aqe + pqe — Bae(t,0,2) — h — 'Uéxw)

on déduit alors (1.28) et la relation (1.32) devient

//vcvdtda,da:—

dp 0
//pe __(p__(P_A(p+mp_5<p(t,0,m)—vxw)dtdadl‘zﬂ

da

pour chaque couple (v, ¢) vérifiant (1.33). Alors, aprés intégration par parties, on obtient

d’une part

%, — Ap, + pp, = 0 dans @

pe=0sur ¥
(8,0, ) [0 B(t,a,x)p.(t,a,x)da dans Qr

et d’autre part

/ / (ve + pe) vdtdadz = 0, Vv € L*(U x w)
UJw

Donc

Ue = —pX, dans U X w
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D’ou la Proposition.4.1.9 m
Remarque 4.1.2 Toutefois on a aucune information sur p(t, A, z) et p(0, q, z), p(T,a,x)

Nous allons maintenant étudier le comportement de (pe)eso quand e — 0. D’apres

(1.24) et (1.31), on a
H/)chHm(uXu) <C (1.34)
Des relations (1.4),(1.5),(1.6) ct (1.34), il vient que
oy, =€ (1.35)

On peut donc extraire de la suite (p,. ), une sous-suite, encore notée et il existe une
I c/€ b €

fonction p, € Vy telle que
p. — Py faiblement dans Vj (1.36)

En résumé nous avons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.1.10 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.1.5 ont lieu. Un couple
(Ts, Q) est solution optimale du probleme (1.1) (1.2) et (1.3) si et seulement si il existe

une fonction p, telle que (Vg, G, py) soit solution du systéme d’optimalité singulier suivant

Uy € L°(U xw), @ € L*Q). By eV (1.37)

—%(ng — % — AGy+ 1o = Bo(t,0.2) + h + Tyx,, dans Q
Go =0 sur ¥

@w(T,a,x) =0 dans Q4

Qo(t, A, ) = 0 dans Q

(1.38)
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G9(0,a,2) = 0 dans Qa (1.39)

%?J% + % a — APy + 1Py = 0 dans Q)
Do =0 sur ¥ (1.40)
po(t, 0, 2) fo B(t,a,2)py(t,a,z)da dans Qr

Up = —PoX., (1.41)

4.2 Controlabilité a zéro avec contraintes sur le controle

4.2.1 Position du probéme

On consideére les notations du Chapitre 2 paragraphe 2.1. Soit w C 2 un ouvert non
vide et K un sous-espace vectoriel de L*(U x w). Soit h € L?(Q). On cherche un couple

(k,q) vérifiant

ke Kt (2.1)
——9 52— Aq+ pg = Bq(t,0,z) + h + kx, dans @
g=0 sur
(2.2)
q(T,a,z) =0 dans Q4
q(t,A,z) =0 dans Qr
q(0,a,2) =0 daus Q4 (2.3)
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ct
HkHLg(UW) = min rnum (2.4)

Le probléme (2.1)-(2.4) est un probléme de controlabilité & zéro avec contraintes sur
le controle k. Il s’agit de trouver un contréle k& (mais cette fois-ci k doit appartenir & K*)
qui conduise I'état de 0 (a instant “initial“ ¢ = T) jusqu’a I’état ¢(0, a, ) = 0 & I'instant

final ¢ = 0 ¢t ceci avee une “dépense® minimum pour A au sens de (2.4).

Remarque 4.2.1 La résolution du probléme (2.1)-(2.4) fera lobjet de ce qui va suivre
avec en vue une application a Uexistence de sentinelles discriminanles dans le cas général

ot w C O.

Dans toute la suite on fera ’hypothdse suivante

K est de dimension finie et il n’existe pas d’éléments non nuls k£ € K

tels que k € L2(U, H*(2)) avec 2 + 25 — Ak + pk =0in U x w (29)
On fait également Phypothése suivante :
h € L*(Q) est telle que 01 € L2(Q) (2.6)
On note enfin
P = la projection orthogonale de L* (U x w) sur K (2.7)

En vue de résoudre notre probléme de contrélabilité, nous définissons le probléme

variationnel suivant & partir de I’inégalité de Carleman adaptée aux contraintes(cfer Cha-

pitre 3)

70



4.2.2 Un probléme variationnel

On rappelle quau Chapitre 3, on a encore montré Pexistence d’une fonction poids

8 > 0,0 € C*(Q) et 5 bornée sur Q tel que

T rA p 1 .
/ / / ~2-|p\2dt(iad:L'
0 JO 09
T pA p T A p
< c( / / / |Lp|® dtdads + / / / |p——Ppl2dtdad$) (2.8)
0 0 Q 0 0 w

VpeV ={peC=Q), p=0sur £} ot C cst une constante positive.

Le second membre de (2.8) conduit & munir ) de la forme bilinéaire défini par

ag.p(p,p) = / / LpLpdtdadz + / /(p — Pp)(p — Pp)dtdadx (2.9)
JU JQ JU Jw

Lemme 4.2.1 L’application (p,p) — ag p(p,p) est un produit scalaire surV

La démonstration du Lemme 4.2.1 est analogue a celle du Lemme 4.1.1

Soit Vp p le complété de V pour la norme

pr—=llpllo,p = 1/ a0.p(p, p) (2.10)

Vi, p est un espace de Hilbert pour le produit scalaire ap p(p,p) et la norme associée,

et V est dense dans Vo,p.

Remarque 4.2.2 Soil L3(Q) Uespace de Hilbert défini par
2 1 o
Ly(Q) = {p [ / 7 |p|” dtdadz < —{—oo}
JQ

munit de la norme

1 . %
Ip[ﬂ%(@) = (/Q P p] dtdadz) < 400

Alors le premier membre de (2.8) montre que Vy p C LEH(Q) avec injection continu. Autrement
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dit il existe une constante C > 0 telle que

<C ||P||0,PVP € Lg(@)

‘ 1
~p
0" 112

On revient a h pour laquelle on suppose (2.6). Alors Papplication

pr— / hpdtdadz
Q

est une forme linéaire continue sur Vj p. Le théoréme de Lax-Milgram|[6] assure I'existence

(’une solution unique py € V. p de I'équation variationnelle

ap,p(pg, p) = /Qh/)dtdadz Vp e Vyp (2.11)

4.2.3 Résolution du probléme de controlabilité avec contraintes

sur le controle

Proposition 4.2.2 Considérons (2.5) (2.6). Soit p, Uunique solution de (2.11). On pose

ko = —(pg — Ppox.,)Xxw
qo = Lpy

(2.12)

Alors le couple (ky, qp) est une solution du probléme (2.1)-(2.3)

La démonstration de cette proposition cst analogue a celle du Théoréme 4.1.5
Remarque 4.2.3 La struclure (2.9) de ag p(.,.) montre qu’il existe une infinité de choiz
possible du produitl scalaire sur V. Par conséquent il existe une infinité de contréles k
solution de (2.1)-(2.3)

Si nous définissons maintenant I’ensemble des controles & tel que (2.1)-(2.3). On vérifie
comme au Lemme 4.1.6 que cet ensemble est un sous-ensemble non vide fermé et convexe
de L*(U x w). Dong, il existe un contréle unique ky de norme minimale dans L2(U x ).

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant
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Théoréme 4.2.3 Sous les hypothéses de la Proposition 4.2.2, pour chaque sous-ensemble
w de Q, il existe un controle k tel que (2.1)-(2.3). De plus on peut oblenir un controle ke

de norme minimale dans L*(U x w) c’esl & dire tel que (2.4).

On établit maintenant le systéme d’optimalité pour /150

4.2.4 Systéme d’optimalité pour le controéle optimal

Soit gy état optimal du systéne (2.1)-(2.3) correspondant au controle optimal k. On
utilise également dans ce paragraphe la méthode de pénalisation pour obtenir le systéme
d’optimalité pour le couple optimal (ky, gp). Plus précisément pour € > 0 on introduit la

fonction J! définie par

1 1 p
Je(ka (1) = 5 ”’I‘:Hi'z(wa) +
1 0qg Oq 2
Sl G, RN — By(t,0,z) — h — .
273 ~ 3y ~ D4t He— Bat,0,) = h - kx, . (2.13)
ou les couples (k, ¢) vérifient
( ke Kt
—% — 81— Aq+pg — Bq(t,0,3) € L*(Q) (2.1
g =0sur Z;¢(T,a,z) = 0 dans Qa; ¢(t, A,2) = 0 dans Qr
¢(0,a,z) = 0 dans Q4
Le probleme
inf{J{(k, q) | (k,q) vérific (2.14)} (2.15)

admet une solution unique qui sera caractérisé comme suit

Théoréme 4.2.4 Sous les hypothéses du Théorcme 4.2.3, le couple (ke, q.) est la solution

optirnale du probléme (2.15) si et seulemnent si, il existe une fonction p. telle que (ke, qe, p.)
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soit solulion du systéme d’oplimalité suivante :

—%; - 6“‘ — Age + pge = Bqe(t,0,7) + h+ kex, + €pe dans Q
ge=0 sur X (2.16)
q(T,a,z) =0 dans Q4
qe(t,A,z) =0 dans Qr
qe(0,a,2) =0 dans Q4 (2.17)
6”‘ + 2 2 — Ap + pp, = 0 dans Q
=0 sur X (2.18)
(¢,0,) fo (t,a,z)p(t,a,x)da dans Qr
ke = —(pc = Ppexa)Xe, (2.19)

La preuve de ce Théoréine est analogue a celle de la Proposition 4.1.9. Ici également
on a pas d’information sur p (1, A, x), p(0,a,z) ct p (T, a,z).
Pour la convergence du systéme d’optimalité approché (2.16)-(2.19), nous avons le ré-

sultat de convergence suivant dont la démounstration est analogue a celle de la Proposition

4.1.8

Proposition 4.2.5 Sous les hypothéses du Théoréme3.2.3, on a quand ¢ — ()

ke — ko faiblement dans L3(U x w)
g. — Qo faiblement dans L*(Q)

Nous allons maintenant étudier la convergence de la suite (p, )0 quand € — 0. Comme
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au Paragraphe 4.1.4,on montre que
1(pe = Ppexa)xull £ C (2.20)
ct,
Noelly, , <C (2.21)

On peut donc extraire de (p,) une sous-suite notée encore (p,) et il existe une fonction

Py € Vo p telle que
p. — pp dans Vj p [aible (2.22)

Avec les méme techniques developpées dans la preuve du Théoréme 3.2.1(Chap 3}, on
montre que p, — P, dans L*(U x w) faible. Ainsi Pp, — ko dans L2(U x w) fort (car
l’opérateur de projection orthogonal P est compact sur le sous espace vectoriel de di-
mension finie X de L*(U x w)). Donc ko € K. De la relation (2.20) on déduit aussi que,
pe — Pp.— k; dans Kt faible. Alors Do = ko + k1 et donc ko = Pp, et

pe — Pp. — Dy — PP, dans L*(U x w) faible

En résumé nous avons prouve le résultat suivant, :

Théoréme 4.2.6 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.2.8 ont licu. Le couple
(Eo, Q) est la solution optimal (2.1)-(2.4) si et seulernent si il existe une fonclion By telle

que (759, o, Pp) Soit solution du systéeme d’optimalité singulier suivant :

ke KY, G e AU x Q), By € Vop (2.23)
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—ng — AQy + pgy = Bgp(t,0,2:) + h + onw dans Q)
Go =0 sur (2.24)
G@(T,a,2) =0 dans Q4 .
w(t, A, z) =0 dans Qy

70(0,a,2) =0 dans Q4 (2.25)

ap, ~ ~
%%antg‘:f-Apo-Fupo:O dans Q
’;3 =0 sur ¥ (2.26)
9(1,0,2) fo B(t,a,x)py(t,a,x)da dans Qr

)

— (0o — Pboxu)Xw (2.27)

Orientation : L’ensemble des résultats de controlabilité obtenus dans ce chapitre
nous servira d’une part & définir des sentinelles puis d’autre part a étudier la furtivité.

C’est ce qui constitue 'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5
Furtivité

On reprend les notations du Chapitre 2. Dans ce chapitre nous examinons la ques-
tion de information fournic par unc sentinelle. Mails auparavant, nous revenons sur la

construction des sentinelles.

5.1 Construction de sentinelles

5.1.1 Sentinelle pour une observation sans bruit

Nous avons montré au Chapitre 2 que la construction d’une sentinelle dans le cas
d’une observation sans bruit était équivalente au probléme de controlabilité suivant :

Trouver le couple (w, q) qui vérifie le systeme

~%8 — % — Ag+ pg = Bq(t,0,2) + hoxo + wx,, dans Q
q=20 sur % (L.1)
q(T,a,z) =0 dans '
| q(t, A,z) =0 dans Qr
q(0,a,2) =0 dans Q4 (1.2)
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et
Wwll L2y = minzrnum (1.3)

On reconnait alors le probleme (1.1)-(1.3) du Chapitre 4, paragrahe 4.1 quand h = hoXp
et v = w. Considérons donc les résultats obtenus au paragrphe 4.1 du chapitre 4. Soit

(Tp, Qo, pp) défini au Théoréeme 4.1.10. Alors
Up = ~PyXu
Par conséquént la sentinelle S(A, 7) est définie par
S\, 1) = / / hoy(t, a,z; N, 7)dtdada: — / / poy(t, a,x; A, 7)dbdady
vJo Ju Jw

On dit que S est la sentinelle définie par kg, O et w.

5.1.2 Sentinelles discriminantes

La construction d’une sentinelle dans le cas d’une observation bruitée était équivalente
4 un probléme de contrélabilité & zéro avec des contraintes sur le controle (cf Chapitre

2). Plus précisément il s’agissait de trouver un couple (v, q) solution du systéme :

ve Kt (1.4)

~58 - % — Aq+pg = Bq(t,0,z) + hoxo + kox,, + v, dans Q

q=0 sur ¥

q(T,a,z) =0 dans Q4 (1.5)
q(t, A,z) =0 dans Qp



q(0,a,2) =0 dans Q4 (1.6)
ct
(0[] 2wy = minimurn (1.7)

Alors le probléme (1.4)-(1.7) est le méme que le probléme (2.1)-(2.4) du Chapitre 4,
paragraphe 4.2 quand h = hoxp + ko), €t v = k. Ce qui nous ameéne & reconsidérer tous
les résultats obtenus au paragraphe 4.2 du Chapitre 4. Plus précisément soit K défini en
(3.10) (Cf Chapitre 2, paragraphe 2.3) telle que (2.5) (Cfer Chapitre 4, paragraphe 4.2)
et Ny et ko telle que (2.6) (Cf Chapitre 4, paragraphe 4.2). Alors soit (Z’o, o, Py) défini au
Théoréme 4.2.6. On a

ko = —(Pg = PPoXw)Xu
et la sentinelle S(\, 7) est définie par :

S(/\,T)z//hoy(t,a, J;;/\,T)dtdad:r:+/ /(A:O—ﬁo+P’/)oxw)y(t,a,:y;/\,T)dtda(l:z;
UJo UJw

On dit que S est la sentinelle discriminante définie par hgy, O et w
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5.2 Ensemble de sentinelles pour une observation sans

bruit

5.2.1 Position du probléme

Soit le systeme a données manquaites suivant :

%‘wa%ff Ar/+/u/—/+/\f dans @ ;

y=0 sur ¥;
y(0,a,z) = y°(a,z) + 79°%(a,2) dans Qa;

y(t,0,z) = fo (t,a,z)y(t,a,z)da dans Qr

\

On suppose que 'observation est sans bruit, ¢’est-a-dire

Yobs = YXo (22)

Remarque 5.2.1 On examine ensuile le cas ot il y a un bruit dans Uobservation (2.2)

A la section 5.1 ci-dessus, on a construit la sentinelle définie par hg, ol hy est donnée
dans L2(U x O).

On considére maintenant une suite de sentinelles construites & partir de hgy, hgz, ... ol
toutes les fonctions hg; sont & support dans U x O. Autrement dit toutes les sentinelles
sont basées sur le méme observatoire.

On rappelle qu’une pollution jA’est dite furtive pour toutcs les sentinelles définies par

}I,()i si

/ o (hos) fdtdads = 0, Vhe, € [2(U x O), i = 1,2, .. (2.3)
Jo



La question a étudier est la suivante :

existe-t-il des J?furtifs pour toutes les sentinelles, (2.4)

et si oui, quelle est leur structure ?

5.2.2 Quelques formules

Pour un controle v, tel que (U, Gp) soit solution du probléme (1.1)-(1.3) la sentinelle
cst définie par

S\, 1) =// hoy(t, a, z; A, T)dtdadr + / /%y(t,a, x; A, 7)dtdadz (2.5)
vJo Ju

on rappelons-le 7y est défini & partir de 'unique solution p, de I’équation variationnelle :

eV
Po & Vo (2.6)

a9(pg; p) = (8*hoXo:P)i, VP € Vo

Plus précisément

1/}\0 = —p()Xw (2'7)

Comme Vapplication p —— ag(py, p) est une forme linéaire continue sur V), il existe

Ag € L(Vp,V)) tel que

(09, p) = (AP, Plviv, VP € V.

De plus Ay est un isomorphisme auto-adjoint, i.e. A) = Ay et (A;')* = Ay !. Rappelons

qu’'on a le schéma suivant :
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ou les injections canoniques respectives i et j de Vyp dans Hy et de Hy dans Vj sont
continues. L’injection canonique j est définie comme suit ( voir [6]) : étant donné h € Hy,
Papplication p € Vp +— (h, p) g, est une forme linéaire continue sur Hy et a fortiori sur

Ve; on la note j(h) € Vj de sorte que
(j(h)>p>V0’Vg = (}Lap)Ho Vh € Hy, Vp e Vy

Avec ces formules de représentation, I’équation (2.6) s’écrit :

po € Vo
o (2.8)
(Aopo Phygy = (10 hox0): P) sy, V0 € Vo
Par conséquent
Agpy = §(0*hoxp) dans Vj
et donc
Pg = (A51 © j)wz}’/OXo) (2.9)

Avec ces notations, I’équation (2.6), explicitée & l'aide de la définition de ag(.,.) au

Chapitre 4, paragraphe 4.1.2, de %y = —pyx,, ¢t de (2.9) donne

' "1
/Q LpyLpdtdads = / 55[92}L0Xo —~ 6*(i0 Ayt 0 §)(8%hoxo )X, ] pdtdadz Vp € Vp
Q .

On pose

R=1i0A; 0]
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Alors R € L(H). On vérifie facilement que I est anto-adjoint, i.e 2* = . Donc

/ LpgLpdtdade: = (0*hgxe - (}21?((}211,0,\{0);\{u;p),,o
Jq ’

= (P*hoxop — R*(0°px.)) e
En conséquence et pour conclure la sentinelle S définie par /i est donnée aussi par :
SN 7) = (0*hoxos (A7) = B¥(8*y(N\, 7)x.)) 1, (2.10)

5.2.3 Furtivité

On suppose maintenant que
ho parcourt une suite compléte de L*(U x O) (2.11)
On rappelle qu’une pollution /\jA' est furtive pour toutes les sentinelles définie par hq
si

oS -
—(0,0) = / Qo fdtdadx
I\ 0

= / (hoxo + Vox,)yadtdada
4 Q
= 0, Vho

ou encore d’aprés (2.10)
aS 2 *(n2
5(0, 0) = (6°hoxo; ya — R (0°yax.))m, = 0, Yho (2.12)
On déduit de (2.11) que
yr — R*(0%ysx.,) =0sur U x O (2.13)
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ou y, est la solution de

%’T* + %-‘% — Ayx + pyr = [ dans @Q;

yr =0 sur X; (2.14)
yx{0,a,2) =0 dans Qu;

a(t,0,z) = f“‘ AL, a,x)yx(t, a,x)da dans Qp

Quant & R*(8%yxx,), on pose R*(6yxx.,) = pa.

Lemme 5.2.1 La fonclion p, est solulion du probléme

apA 4 6/),\ — Apy 4 ppy =0 dans Q;

py=0 surk; (2.15)
px(0,a, ) = (A7 0 ) (0*yax.) (0, a,z)  dans Qa ;
A\ (t,0,2) fo B(t,a,z)p,(t,a,x)da dans Qr

Preuve. Par définition de R* = R, on a Agp, = j(6%*yax.,); autrement dit

pEV (2.16)
GO(P,\J)) = (92Z/AXwP)H,,, VpeVy

qui explicitée donne
/ LpyLpdtdadz = (0°(yx — B (6°YrXw)) Xei P t1gr V0 € Vi
JQ
et done d’apres (2.13)
1
: ?Lp,\Lpdtdada: =0, Vpe W

Par suite Lpy, = 0. D’ou le Lemme 5.2.1.

Théoréme 5.2.2 Soit f une pollulion furtive pour toutes les sentinelles définies par hg,

ot hy décrit une suite compléte hoy, hoo, ... d’éléments de L*(U x O). Alors fA est de la
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Jforme

~ 0¢  0¢
f—§+55“A¢+IL¢ dans @

ot ¢ € Vy avec de plus ¢ =0 sur U x O et donc f-—- 0 surU x O.

Preuve. On pose
Or = Yx = Pa-

Alors ¢, est solution du probléme

( % + %’;—* — A¢y + pgy =0 dans @
¢y =0sur &
&,(0,a,z) = —p,(0,a,z) dans Q4
| &, (t,0,2) = fOA B(t, a, )b, (¢, a, z)da dans Qp

avec d’apres (2.13) ¢, = 0 sur U x O et donc f: OsurUxO. =

On fait maintenant I’hypothése

fest concentrée dans un ensemble U x S, ou S C €.

(2.17)

(2.18)

Remarque 5.2.2 Si S C O, alors d’aprés le Théoréme 5.2.2 fE 0 et il n’y a aucune

pollution furtive.

On suppose done que :

S ouvert de Q et que SNO =

(2.19)

Cette derniére hypothése correspond & la situation ot ’on essaye d’observer une pollution

de “loin”. On déduit alors du théoréme 5.2.2 le corollaire suivant :
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Corollaire 5.2.3 On suppose (2.18),(2.19). On suppose que hy parcourt une suite com-
pléte hoy, hog, ... d’éléments de LA(U x O). Alors une pollution f est furtive pour toutes

les sentinelles définies par hoy, hos, ... st el seulement si f est de la forme

f':%+%~A¢+u¢ sur U x S (2.20)
ot Ou

avec p € Vy et ¢ =0 hors de S.

5.2.4 Orientation.

On va maintenant considérer les problémes analogues ou 'observation est entachée

d’un bruit.

5.3 Ensemble de sentinelles discriminantes.

5.3.1 Position du probléme.
On se place dans le cadre du probléme 2, Chapitre 2 ol 'observation est bruitée :
N
Yobs = Mo + Z B,m; (3.1)
=0

On rappelle que la construction de la sentinelle discriminante était équivalente a la ré-
solution du probléme de controélabilité (3.13)-(3.16), Chapitre 2 et que ce probléme est
résolu par le Théoréme 4.2.3, Chapitre 4.

Remarque 5.3.1 Dans le cadre du Théoréme 4.2.8, Chapitre 4, on a pris
K = espace engendré par myx,, maXxy, - MN Xy (3.2)

On va construire maintenant une famille de sentinelles définies par des fonctions

01, hog, ... et discriminantes pour K.
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Quelle est la structure des pollutions furtives pour toutes les sentinelles ainsi construites
5.3.2 Quelques formules.
Soit 7, la solution de I'équation (2.11) Chapitre 4, i.c

Dy € Vo p
Po = Vo (3.3)

ao,p(po. p) = (0°h, ) 12(q)
avec b = hoxo + kox,, est telle que (2.6), Chapitre 4. On a
ho = =Py = Phox,)x.
et la sentinelle discriminante est donnée par
S(A,T) = /th(/\,*r)dtdada; + /J / koy(\, 7)dtdadz
. U Ju

Comme 'application p — ag p(py, p) est une forme linéaire et continue sur V5 p il

existe App € L(Vpp, VOIP) tel que

GO,P(ﬁo,P) = <A0,P’ﬁ07p>V0"P1V0,P Vp S %,P

N . . ] T . _ -1 _o4-1
De plus Ap,p est un isomorphisme auto-adjoint, i.c Aj p = Agp et (App)* = A7p. On a

le schéma sutvant
i/ 2 jl /
Vor = Lp(Q) = Vg p
ou les injections 7’ et j” sont continues. Alors 'équation (3.3) devient

Pop € Vop
~ 102
(Ao,pBo: 0}y v, o = (T O°1), 0)

b,pVo.P

(3.4)
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Par conséquent
Ay ppy = ' (8°1) dans Vol,p
et donc
Po = (Agp o i) 0°h) (3.5)

Avee ces notations I'équation (3.3) explicitée a Paide de la définition de ap p(.,.), de

ko = ~(Dy — Ppgx.,)x, et de (3.5) donne

S

LpgLpdtdade = ((' 0 Ay po 7)(67h); P(0°px.,) — (0 px.))raig) + (071 p) 1200
0

= (0°h; (T o P)(0%px,) — T*(0°0x.) + 0)130)

ot T =10 Aj} 04 est un opérateur auto-adjoint, i.c 7' = T,

En conséquence la sentinelle discriminante est donnée par

SO T) = (0°1; (T* o PY(0*y(A, T)xu) — T (8*(\ T)xa) + ¥(A 7)) 20 (3.6)

5.3.3 Furtivité

Une pollution Af est furtive pour toutes les sentinelles discrimminantes définies par ho;

si

aS * Y *
35 (0.0) = (0°h; (T" 0 P)(6*yrx,) — T*(6*yax) + 1) gy = 0 (3.7)

On suppose que

ho parcourt un ensemble complet de L*H(U x O) (3.8)
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On déduit alors de (3.7) gque
(T o P)(6*yax.,) — T (0 yax,) + ya =0 sur U x O (3.9)
avec 1 solution de (2.14), on pose
Ba =T (6% yax.) — (T7 0 P)(E*yax.,)
Lemme 5.3.1 La fonction py est solution du probléme

% + %7;1 — Apy 4+ upy, =0 dans Q;

0, =0 suri¥;

P - (3.10)
0:(0,a,2) =95 dans Qa,

2,(t,0,z) = jOA Bt a,z)p,(t,a,z)da dans Qr

La preuve est analogue & celle du lemme 5.2.1.

Théoréme 5.3.2 Soit f une pollution furlive pour toules les sentinelles discriminantes

définies par hoj. Alors f est de la forme

’:_31&
f=2

oY
5 + B A + i dans @

oty € Vp p avec de plus v =0 sur U x O el donc fz 0 sur U x O.

Preuve. On pose

’l/),\ = Yx — ?5,\-
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Alors ¢, est solution du probleme

Y, O, ol e — o dans
S A Ay gy = [ dans Q

Py, = 0 sur X
U, (0,0,2) = —70 dans Q4
P, (t.0,2) = [”\ St a, )l (Loaca)de dans Qp

avee d'apres (3.9) 4, = 0 sur U x O et done f =0sw U x0. m

On fait mainutenant les hypotheses

7 est concentrée dans un ensemble U x S, ou S C €. (3.11)
S ouvert de Q ¢t que SNO =1 (3.12)

On déduit alors du théoreme 5.3.2 le corollaire suivant -

Corollaire 5.3.3 On suppose (3.11),(5.12). On suppose que hg parcourt une suile com-
pléte hoy, hoa, ... d’éléments de L*(U x Q). Alors une pollulion f esl furtive pour toules

les sentinelles définies par hoy, hog, ... si el sculemendt si | est de la forme

-~ dd; (r)/(/) _
= — - A [ 4. SUr J P . ’:
f Py + o -+ surU x S (3.13)

avec i € Vp p et ¢ =0 hors de S.
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Résumé

Cette these est consacrée a Uetude de divers problemes de controlabilités
pour des systéimes dissipatifs & deux tetups. Pour v parvenir dans chague cas,
nous ¢tablissons une inégalité d’observabilité de type Carlenian.

Les résultats de controlabilité obtenus sont ensuite utilisés pour constru-
ire des sentinelles pour des systemes dissipatifs a deux temps et a données
incomplétes.

Nous examinons aussi la question de 'information fournie par une sen-
tinelle par I'étude de la fintivité pour un ensemble de sentinelles.

Mots clés : Sentinelle, sentinelle discriminante, contrélabilité, controla-
bilité avec contraintes sur le controle, inégalite de Carleman.




