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Chapitre 1

Introduction

La notion de sentinelles est un outil d'analyse pour étudier des systèmes d'évolution

à données incomplètes. La théorie a été initiée et developpée par J.L.Lions pour des

problèmes d'évolution à un temps. Le travail qui suit propose une extension de la notion

à des problèmesd'évolution à deux temps. La notion de sentinelles telle que décrite par

Lions repose sur trois considérations :

- une équation d'état à données incomplètes,

- un système d'observation

- une fonction d'analyse appelée sentinelle.

L'introduction générale qui suit est consaccrée à une présentation formelle de ces trois

points. Leur developpement est l'objet de cette thèse.

1.1 Systèmes à données incomplètes

On considère dans ce travail des systèmes distribués qui sont décrits par des équations

aux dérivées partielles d'évolution à deux temps; c'est à dire des systèmes dont l'état du

système, qui sera noté y, est donné par la résolution d'un problème aux limites pour une

équation aux dérivées partielles, d'évolution à deux temps.

En précisant un peu, on suppose que la structure générale de l'équation aux dérivées
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partielles qui gouverne l'état du système étudié est connue, soit formellement

ay + ay + Ay = suurce dans l'ouvert (0, T) x (0, A) x n
8t aa (1.1 )

où n désigne un domaine de Rn(n = 1,2,3 dans les applications), t et a sont deux

variables de temps et A est un opérateur.

Pour que l'état puisse être défini, il faut donc connaître:

les coefficients de l'opérateur A et la structure des

non linéarités éventuelles
(1.2)

les termes sources qui apparaissent au 2ème membre de (1.1) (1.3)

les conditions initiales (1.4)

les conditions aux limites (1.5)

et

l'ouvert n (1.6)

Le système est dit à données incomplètes si l'une au moins des informations (1.2) ... (1.6)

n'est que partiellement connue.

1.2 Termes manquants et termes de pollution

Considérons la situation suivante. On suppose que l'opérateur A est elliptique du 2ème

ordre. On suppose que l'équation (1.1) s'écrit

ay ay ~
- + - + Ay = f + >'fat aa (2.1)

où f est donnée dans un espace fonctionnel convenable, disons Y, et où >.1 n'est pas
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connu. On suppose seulement que

1est dans la boule unité de Y

>. est" petit" dans R.
(2.2)

On note y = y(t, a, x). On suppose que les coefficients de A et l'ouvert S1 sont connus

mais que les données initiales en temps t sont incomplètes. Si l'on désigne par y(O, ., .) la

fonction (a,:r) f-----+ y( t = 0; a, x), la condition initiale en temps t s'exprime sous la forme

où yO est donné et où

f? est dans la boule unité d'un espace de Hilbert ou de Banach

convenable et avec T "petit".

(2.3)

(2.4)

On suppose par ailleurs que les conditions aux limites sont connues, par exemple

y = a pour (t, a, x) E (0, T) x (0, A) x r (2.5)

Notre objet dans ce travail est, pour l'exemple précédent, puis éventuellement pour

des familles d'autres exemples, de donner des méthodes permettant d'obtenir des infor­

mations sur >.1 qui ne soit pas affectées par les variations de la donnée initiale (en temps

t) au voisinage de yO(a, x).

On établit ainsi une distinction entre le terme >.? qui est dit "terme de pollut-ion" et

le terme Tf? qui est dit "terme manquant" et que l'on ne cherche pas à identifier.

Remarque 1.2.1 Pour le problème précédent, en plus de la condition initiale (2.3), no1J,S

avons besoin d 'nne condition initiale en temps a. Elle est donnée par

y(t,O,x) = yl(t,X)

8

(2.6)



OÙ yl est donnée.

Naturellement, pour espérer obtenir quelques informations il faut "observer y "

1.3 Observation du système

On" observe" l'état du système sur un observatoire 0 pendant un intervalle de temps

T. L'observatoire 0 est supposé distribué i.e ;

Oen

On a donc

~ -0
y(t, a, x; >"j, ry ) = mo(t, a, x) dans (0, T) x (0, A) x 0

où ma est connue.

En fait, il y a un "bruit" dans l'observation ma, et on a donc plutôt

(3.1 )

(3.2)

y(t, a, x; >..1, rf!) = mo(t, a, x) + j3k(t, a, x) dans (0, T) x (0, A) x 0 (3.3)

où k(t, a, x) = k E espace K, k demeurant dans la boule unité de K et où j3 est petit.

Moyennant une observation du système, le problème maintenant est le suivant :

peut-on obtenir, à partir de la donnée de 'ma, des informations sur >..1
qui soient indépendantes des variations de y(O, .,.) au voisinage de yO?

9
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et, dans le cas où il y a un bruit (3k dans l'observation:

peut-on obtenir des informations sur ),J qui soient indépendantes des variations

de y(O,., .) au voisinage de yO et qui ne soient pa..,> affectées par le bruit (3k?

(3.5)

La notion de sentinelle tente de donner des éléments de réponses à ces questions.

1.4 Sentinelles

Soit y(t, a, x; >.., T) = y(>.., T) l'état correspondant à une pollution >"Î et à un terme

manquant Tf? On écrit formellement y(>.., T) pour simplifier l'écriture et on considère

pour le moment le cas où il n'y a pas de bruit additif dans l'observation sur (0, T) X

(0, A) x O. Lés >..J et Tf? correspondant à la situation réelle satisfont à :

y(>.., T) = mo sur (0, T) X (0, A) x 0 (4.1)

Soit ho une fonction donnée sur (0, T) X (0, A) X 0, on considère la fonction S définie

par

où west un autre ouvert de n et où w = w(t, a, x) est une fonction à déterminer de

manière que :

et

~~ (0,0) = 0, vft, IlftIIL2((O,A)Xrl):S 1

Il w ll L2 ((O,T)X(O,A)Xw) = min imum

10
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La condition (4.3) exprime l'insensibilité (désirée) de la fonctionnelle par rapport à T

au premier ordre près.

La fonctionnelle, supposée non nulle, définie par (4.3) et (4.4) est appelée sentinelle,

plus précisément la sentinelle définie par ho, w et O.

1.5 Informations fournies par les sentinelles

Si l'on suppose quc l'état y().., T) d{?pcud différentiablcment dc ).. et de T, on peut

écrirc, formellement

(5.1 )

(puisque, par hypothèse, ~~(O,O) = 0). Utilisant (4.1) on peut donc écrire

où Yo est l'état calculé pour >. = 0, T = O.

Par conséquent, on a une estimation de la quantité

~~ (0,0) = lT lALhoy>.dtdad:r -+ lT lA1wy>.dtdadx (5.3)

où Y>. désigne la dérivée en ).. de l'état pour ).. = 0, T = O. Cette dérivée ]l>. ne dépend

plus que des quantités connues et de 1 Par conséquent l'estimation (5.2) de >.~~ (0,0)

contient des informations sur >.1 Plus précisément, en introduisant l'état adjoint q de

l'état y comme il sera indiqué au Chapitre 2, nOllS verrons que (5.3) est donné par une

forme linéaire sur )..[:

as rTrA r ~
>. a>. (0, 0) = la la ln q>'fdtdadx

11
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Finalement on a l'estimation

T fA f fT l'A l' (' l'A11Jo Jn q>..Jdtdadx ~ Jo Jo Jo hoCmo - Yo)dtdadx + Jo Jo w w(mo - Yo)dtdadx

(5.5)

qui est une égalité dans le cas linéaire.

Telle est l'information fournie par une sentinelle sur la pollution >'f. Une pollution

>.T est par conséquent non détectable (on dira: furtive pour la sentinelle définie par ho)

SI

(5.6)

On a organisé la présentation du travail de la manière suivante. On reprend au Cha­

pitre 2 de façon précise la notion de sentinelles pour les systèmes dissipatifs à deux temps

et à données incomplètes. Ce qui nous conduira à mettre en évidence des problèmes de

contrôlabilité. Les problèmes de contrôlabilité ainsi mis en évidence nécessitent pour leurs

résolutions dès outils mathématiques que nous présenterons au Chapitre 3. Le Cha­

pitre 4 est consacré à la résolution effective des problèmes de contrôlabilité. Enfin au

Chapitre 5 on étudiera la furtivité pour un ensemble de sentinelles.

12



Chapitre 2

Sentinelles pour systèmes dissipatifs

à deux temps et à données

incomplètes

2.1 Systèmes distribués à deux temps et à données

incomplètes

2.1.1 Equation d'état à données incomplètes

Soit n un ouvert borné de Rn ( n = 1,2,3 dans les applications) de frontière r variété

de classe Coo. Soient T et A deux réels strictement positifs. On pose:

13



U (0, T) x (D, A)

QA -- (a, A) x n

Qr = (0, T) x n

Q -- uxn

1: Uxf

et on considère le problème d'évolution à deux temps suivant:

fit + ~ - 6.y + I1Y = f +)..f dans Q;

y = 0 sur 1:;

y(O, a, x) = yO(a, x) + Tf!(a, x) dans QA;

y(t, 0, x) = Jt f3(t, a, ;r;)y(t, a, x)da dans Qr.

(1.1 )

Les données de (1.1) sont incomplètes au sens suivant:

Jet yO sont connues avec f E L2(Q) et yO E L2(QA)' Par contre les termes )..f et Tf!

ne sont pas connus. On sait seulement que:

Le système (1.1) est un modèle linéaire de la dynamique des populations (c'est à

dire l'étude de l'évolution des populations soumises à certaines contraintes). Ce genre de

problèmes posés aux démographes et biologistes a attiré l'attention des mathématiciens

r

1

1

1

1

1

1

1
1

f Il ~IL'(Q) :0: 1 ;c:IY"1I1>'(QA) :0: 1

l À E R, TER sont supposés assez petits.

14
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depuis fort longtemps: conférer entre autres Hoppenstead [12], Gurtin-MC Camy [11].

Dans le système (1.1), la dynamique de la population est décrite au moyen d'une fonction

y dépendant des trois variables (t, a, :1:) où t est le temps, a est l'âge et x la position

géographique :

t E (0, T), a E (0, A), :r E 0 C Rn

A est un majorant de l'âge maximum que peut atteindre un individu quelconque de

l'espèce considérée. La fonction y = y(t, a, x) représente la densité d'individus d'âge

a E (0, A), à l'instant t E (0, T) et à la position géographique x dans le domaine 0 de

Rn. Ainsi l'intégrale Ia~2 J~ y(t, a, :r)dad:[ représente le nombre d'individus dont l'âge est

compris entre al et a2, qui à l'instant t, se trouvent dans la région O.

Dans l'équation (1.1h les termes J.t et f s'interprètent de la manière suivante:

- le terme J.t est le taux de mortalité, taux dépendant de l'âge a, et éventuellement du

temps t et de la position géographique x. Ainsi si V est un volume contenu dans 0, la

quantité Iv J.t(t, a, x)y(t, a, x)dx représente le nombre de décès d'individus d'âge a dans

V à l'instant t. On supposera J.t bornée mais ayant une très grande valeur au voisinage

de A.

- le terme f = f(t, a, x) est une fonction en général nulle, elle tient compte d'éven­

tuelles modifications dans la population dues à d'autres causes que la mort et les nais­

sances. Si par exemple on considérait une population de poissons dans un lac, f repré­

senterait le nombre de poissons prélevés dans le lac et le terme >.J serait une incertitude

associée à ce prélèvement quant au comportement global de la source.

L'équation (1.1h indique que la frontière du domaine est inhospitalière. A l'instant

initial on a une densité yO qui est donnée par (1.1h, le terme Tf! est une incertitude

associée à yo. Enfin le processus de naissancc est décrit par l'équation (1.1)4 où f3(t, a, x)

est le tatL'< de natalit{~. Le terme .f~A f3(t, a, :E)y(t, a, :r)da représente le nombre d'individus

qui naissent à l'instant t, au lieu géographique :1:.

15



Remarque 2.1.1 Beaucoup d'auteuT8 se sont intéTessés à la résolution de problèmes de

dynamique des populations. Dans [10) les aute71:rs ont rnontr'é l'existence d'une solution

faible d'un modèle linéaire du type (1.1). Dans [31, 26) l'auteur montre l'existence d'une

solution faible pour un modèle non linéaire. D'autTes auteuTS ont mené des études dans

le même sens avec différentes méthodes. Dans [25) l'auteur a résolu un problème non

linéaire par la méthode des semi-groupe. Dans [24) les auteurs utilisent une méthode de

régularisation parabol'ique pour montrer l'existence d'une solution positive au problème

étudié dans [25)

2.1.2 Orientation

Pour le système (1.1), (1.2) le problème posé est d'obtenir des informations sur le

terme >..f qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiale y(O, a, x)

autour de yÛ(a, x). Le terme >.J est un terme de pollution et le terme Tf! est un terme

manquant. On cherche à estimer la pollution. On ne cherche pas les termes manquants. On

rencontre évidemment ce type de problème pour les problèmes d'évolution à un temps, par

exemple l'équation de la chaleur. Pour les problèmes d'évolution à un temps, la théorie

des sentinelles de Lions [15J apporte des éléments de réponses. Comme annoncé dans

l'introduction, la notion de sentinelles, initiée et developpée par Lions dans les années

1980-1990 [16, 17, 18] pour des problèmes d'évolution à un temps, repose entre autres

sur la donnée d'une fonction "observation" mû et la recherche d'une fonction "contrôle"

w ayant toutes deux leurs supports .dans un même ouvert.

La notion a été ensuite généralisée par Nakoulima [22] pour une observation mû et un

contôle w ayant leurs supports dans deux ouverts distincts et toujours pour un problème

d'évolution à un temps. Dans ce qui suit nous considérons le point de vue de Nakoulima

pour définir et proposer une notion de sentinelles pour des problèmes d'évolution à deux

temps.
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2.2 Une notion de sentinelle pour les problèmes d'évo-

lution à deux temps

2.2.1 Définitions

Equation d'état: c'est le système (1.1) qui gouverne l'état y du système évolutif.

Pour le problème (1.1), on fait les hypothèses suivantes:

{

0 < t < A, x E n, J; J1.(/" a - t + /', ;r;)d/' ---> +00 quand a ---> A
(H3 ) :

A < t < T, x E n, Jo
a

J1.(t - a + a, a, x)da ---> +00 quand a ---> A

Sous les hypothèses (Hd, (Hz) et (H,3) le problème (1.1) admet une solution unique

dans LZ(Q) notée

y = y(t,a,x;À,T) = y(À,T). (2.1)

Remarque 2.2.1 L'hypothèse (H3 ) aSS'UTe (rUe la solut:ion de (1.1) s'annule pOUT a = A.

(voiT!10, 13J)

Système d'observation: il est defini par un ouvert 0 C n appelé observatoire et

une observation de y sur 0 pendant l'intervalle de temps T. On dispose donc de :

y(t, a, x; À, T) = Yobs sur U X 0

17
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pour laquelle on distingue deux cas : le cas d'une observation sans bruit, i.e

Yobs = ma (2.3)

où ma E L 2(U x 0) est connue. On distingue ensuite le ca.', d'une observation bruitée,

I.e

N

Yobs = ma + L Pimi
i=]

(2.4)

où les fonctions ma,m], ... ,TnN sont connues dans L2(U x 0); mais les f3i ne sont pas

connus. On sait seulement que les f3i sont "petits". On dit que les termes f3imi sont les

termes de "bruits". Dans ce cas on veut aussi obtenir des informations sur )..j qui soient

indépendantes de Tf? et des f3iffii, i = 1, ... , N

Sentinelle S()", T) : C'est une fonctionnelle à construire à partir de l'ouvert 0, d'une

fonction ho donnée dans L 2 (U x 0) et d'un autre ouvert non vide w de n. Plus précisément

pour une fonction contrôle w E L2 (U X w) à déterminer on pose:

S()", T) = lT lA f hay().., T)dtdadx + fT rA1wy().., T)dtdadx. (2.5)
o a Jo .la Jo w

Comme c'est à partir de l'observation que l'on veut estimer )..j, on est amené à distinguer

deux types de sentinelles correspondant chacun à un type d'observation. On explicite et

on précise maintenant tout cela en distinguant deux problèmes modèles.

2.2.2 Problèmes modèles

Problème 1 : Sentinelles pour une observation sans bruit

On cherche à obtenir des informations sur les termes de pollution )..j qui soient in­

sensibles aux données manquantes Tf? Par définition on dira que S donnée par (2.5) est

une sentinelle définie par ho, w et 0 s'il existe une fonction contrôle w telle que le couple

(w, S) vérifie les deux conditions suivantes:
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et

IlwIIL2(UXW) = min imum.

(2.6)

(2.7)

Remarque 2.2.2 ho étant donnée, les conditions (2.6), (2.7) définissent au plus un

unique w. On dira alors que S est la sentinelle définie par ho-

Remarque 2.2.3 La condition (2.6) exprime l'insensibilité de S par rapport à T ( au

premier ordre près),. autrement dit si l'état du système est connu pour À = 0 et T = 0 (

i. e sans perturbations) alors pour une perturbation À i- 0, T i- 0, on a :

as
S(À, T) ~ S(O, 0) + ÀaÀ (0,0)

Remarque 2.2.4 Si ho vérifie

ho 2:: 0, l Lhodtdadx = 1

alors

l Lhoy(t, a, x; À, T)dtdadx

est une moyenne. La condition (2.7) exprime alors que S est "proche" d'une moyenne (au

sens de L2
). Dans les applications ho est à notre disposition. La condition (2.7) exprime

que l'on "s'éloigne le moins possible"(au sens L2 ) de ho.

Problème 2 : Sentinelles pour une observation avec bruit

On cherche dans ce cas à obtenir des informations sur les termes de pollution ÀÎ qui

soient non seulement insensibles aux données manquantes Tf! mais aussi aux bruits f3
i Tni.
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Par définition, on dira que S donnée par (2.5) est une sentinelle discriminante définie

par ho, w et 0 s'il existe une fonction contrôle w telle que le couple (w, S) vérifie les trois

conditions suivantes:

et

as -:-{J 2(Q) II-:-{JII < 1Eh (0, 0) = 0, v y ELA, Y L2(QA)-

T A .1' A

( ( ( homidtdadx + 1 r1wmidtdadx = 0, 1 :S i :S N
Jo Jo Jo ./0./0 W

IlwIIL2(UXw) = min imum.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Remarque 2.2.5 Le cas w = 0 correspondrait au point de vue de Lions (15]. Dans ce

cas les fonctions ho et w ont toutes deux leurs supports dans w = O. La relation (2.5)

s'écrit alors

S(À, r) = rT

lA l (ho + w)y(>.., r)dtdadx
./0 ./0 ./0

(2.11)

et il est immédiat que w = -ho est un contrôle tel que 5(>", r) == O. Le seul problème dans

ce cas est de montrer que le contrôle 'lU de norme minimale est tel que 'lU =J -ho. Ce qui

est évidement essentiel, sinon 5 serait identiquement nulle et ne pourrait donc fournir

d'informations sur >"f. Si w =J 0, on év'ile l'éC'ueû précédent puisque w et ho ont leurs

supports dans les ouverts w et 0 distincts

Remarque 2.2.6 Reprenons la condition (2.9) de la notion de sentinelle discriminante.

Par hypothèse les fonctions mi ont leurs supports dans l'ouvert U x 0 et on cherche w

à support dans U x w. Si donc w n 0 = 0, alors J;; Io
A L wmidtdadx = 0, i = 1, ... , N.

La condition (2.9) sera réalisée dès que l'on prend la fonction ho orthogonale à toutes les
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fonctions mi' En conséquence, il est naturel de considérer le cas w n 0 # 0 et on peut

alors, sans restreindre la génémlité, supposer

wcO (2.12)

dans le cas d'une observation bruitée. Cette hypothèse est évidemment sans objet dans le

cas d'une observation sans bruit, où on considère seulement le cas w # O,peu importe

qu'ils soient disjoints ou non.

Nous allons maintenant voir que l'existence d'un contrôle w, et donc d'une sentinelle

5, est en fait équivalente à un problème de contrôlabilité comme il apparaît dans ce qui

suit.

2.3 Equivalence à un problème de contrôlabilité

2.3.1 Contrôlabilité à zéro sans contraintes sur le contrôle

On se place dans le cas d'une observation sans bruit. On commence par transformer

la condition d'insensibilité (2.6). Pour ce faire on suppose que l'on peut calculer ~ = YT

pour À = 0, T = O. La fonction 117 est donnée par la résolution du problème

YT(O, a, ;z;) = ft dans QA;

YT(t, 0, x) = j~A (3(t, a, X)YT(t, a, x)da dans QT

éJl éJl
~ +~ - Ll'IJ + 'L1'J = 0Bt Ba ,T ~ • T

YT = 0

dans Q;

sur 2:;
(3.1)

Sous les hypothèses (Hr), (H2 ) et (H3 ) le problème (3.1) admet une solution unique

YT telle que YT(t, A, x) = O. Pour la preuve de l'existence d'une solution au problème

(3.1), on peut se référer à [24, 31, 25, 27]
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S'il en est ainsi la condition d'insensibilité (2.6) est équivalente à

fT rA r hoyTdtdadx + rTrA rwyTdtdad:r; = 0, v if, IlifII L 2(QA) ::; 1 (3.2)
.Jo .Jo .Jo .Jo .Jo L

On transforme alors l'équation (3.2) par l'introduction classique de l'état adjoint. Plus

précisément, on définit la fonction q = q(t, a, x) solution du problème:

-~ - ~ - b..q + JU] = f3q(t, O,x) + hoXo + wxw dans Q

q = 0 sur l:

q(T, a, :c) = 0 dans QA

q(t, A, x) = 0 dans QT

(3.3)

où XO et Xw désignent respectivement les fonctions caractéristiques de 0 et w.

Le problème (3.3) admet une solution unique q = q(t, a, x; w) dans L 2 (Q) où west la

fonction contrôle à déterminer. Pour la preuve de l'existence et de l'unicité de la solution

de (3.3) on peut utiliser le Théorème du point fixe pour une application contractante

comme dans [2, 3]

Proposition 2.3.1 Considérons les deux systèmes d'équations (3.1) et (3.3). Alors la

condition d'insensibilité (2.6) est équivalente à q(O,a,x) = 0 presque pour tout (a,x) E

(O,A) x [2

Preuve. En multipliant la première équation de (3.3) par YT et en intégrant sur Q

on obtient:

- r(~~ + ~q )yTdtdadx - r b..qyTdtdadx + r JLqyTdtdadx = r f3q(t, 0, x )yTdtdadx
.JQ a .JQ .JQ .JQ

i·TIAi· l'Tl'Al+ hoyTdtdadx + wyTdtdadx
0.0 0 0.0 w
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En considérant (2.6)(ou (3.2)),la relation (3.4) devient

10 f3q(t, 0, x)Yrdtdadx

En intégrant (3.5) par parties on obtient:

(3.5)

1

1

1

1

1

r

1

1

1
1
1

r(OYr + oYr _ 6.Yr + Il'Yr )qdtdadx +1 [(Yrq)(t, 0, x) - (Yrq)(t, A, x)] dtdadx
JQ ot oa CJT

+ l [(Yrq)(O, a,x) - (Yrq) (T, a, x)] dtdadx = l Yr(t, 0, x)q(t, 0, x)dtdadx (3.6)
JQA . QA

Comme

OYr O'Ur A
q(T,a,x) = q(t, A,x) = 0 et ot + oa - UYr + J1Yr = 0

la relation (3.6) devient

d'où

q(O, a, x) = 0 presque partout sur QA

•
En résumé, le problème de la recherche d'un contrôle w tel que le couple (w, S) soit

solution de (2.6),(2.7) est équivalent à la recherche de w tel que le couple (w, q) vérifie le

système
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-fit - ~ - !:lq + p,q = (3q(t, 0, x) + hoXo + WXw dans Q

q = a sur I;

ct

q(T,a,x) = a
q(t,A,x) =0

dans QA

dans Qr

q(O, a, J;) = 0 dans QA

IlwIIL2(Uxw) = min imwn

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Le système (3.7),(3.8) et (3.9) est un problème de contrôlabilité à zéro avec un contrôle

w de norme minimale dans L2(U x w). On cherche 'UJ qui conduise l'état q de a (à l'instant

"initial" t = T) jusqu'à l'état q(O, a, x) = a à l'instant "final" t = a et ceci avec une

"dépense" minimum pour w, au sens (3.9).

2.3.2 Contrôlabilité à zéro avec contraintes sur le contrôle

On se place cette fois-ci dans le cas d'une observation avec bruit. Comme dans

le paragraphe 2.3.1, on montre que la condition d'insensibilité (2.8) est équivalente à

q(O, a, x) = a dans QA où q est l'état adjoint de y défini par le système (3.3). Il reste

alors à transformer les contraintes (2.9). Pour cela on considère le sous-espace vectoriel

Je défini par

{
Je = ~ous-espace vectori~l ~~gendré c~an~ L2 (U x w) par les N fonctions miXw

que 1on peut supposer hnemrement mdependants.

(3.10)
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Proposition 2.3.2 Soit K1. l'orthogonal rle K dans L2 (U X w). Consirlérons (2.9). Il

existe un unique élément ko E K tel que :

'1' Ar rTr r11 Jo homidtrladx + Jo Jo L komidtdadx = 0, 1 ::; i ::; N

et donc

w-ko EK1.

Preuve. Considérons l'application linéaire

rp : K -;RN, k f---+ ( (i' lA l kmidtdadx)
Jo Jo L l'Si'SN

(3.11)

(3.12)

Cette application rp est bijective. Pour le voir, il suffit de montrer que rp est injective car

dimK = dimRN = N. Soit k E K tel que rp(k) = O. Alors

TA·r r 1krnidtrladx = 0, Yi, 1 ::; i ::; N
Jo Jo L

Donc k E K1.. Ainsi k E K et k E K1.. Donc k = 0 et rp est injective. Donc rp est une

bijection. Soit

b = (_ rTrA rhomidtdadx) .
Jo Jo Jo l'Si'SN

On a b E RN et comme rp est bijective, il existe un élément unique ko E }( tel que

'1' A .'1' A

rp(ko) = b i.e 111 kornidtdadx = -la 1LhOmidtdadx, Yi, 1 ::; i ::; N

Par suite

j TjA l 1~ A
hOmidtdadx + r i komirltdad:r = 0, Yi, 1 ::; i ::; N

o 0 a 0 Jo . w
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Si maintenant on rapproche (3.11) de (2.9), on obtient

rTrA r(w _ ko)midtdadx = 0, "h, 1 .:; i .:; N
Jo .la L

On en déduit que

•
Posons v = w - ka, alors le problème de la recherche d'un contrôle w tel que le couple

(w, S) vérifie (2.8) (2.9) (2.10) est équivalent à la recherche d'un contrôle v tel que le

couple (v, q) vérifie le système

-%'f - ~ - ~q + f-Lq = f3q(t, 0, x) + hoXo + koXw + vxw dans Q

(3.13)

et

q=O

q(T, a, :r) = Ü

q(t,A,x)=ü

sur z=

dans QA

dans QT

q(ü, a, x) = Ü dans QA

IlvIIL2(UXw) = min imum.
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Pour répondre à cette question, on He place dans le cadre d'une observation sans bruit

Ceci est un problème de contrôlabilité à zéro avec des contraintes linéaire (en nombre

fini) sur le contrôle v de norme minimale dans L2 (U x w) .

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

r

2.4 Informations fournies par une sentinelle

2.4.1 Usage d'une sentinelle

A quoi sert une sentinelle, et la terminologie utilisée est-elle justifiée?

(cf Problème 1). On connaît alors l'état observé:

Yobs = '{no

où 'mo est connue dans U x O.

On calcule ensuite yo solution du système

axtO + 1: - !J.yo + p,yo = f dans Q;

Yo = ° sur L;;

Yo(O, a, x) = yO(a, x) dans QA ;

Yo(t, 0, x) = Io
A

(3(t, a, x)Yo(t, a, x)da dans QT

Alors si west calculé, la sentinelle S est donnée par

(4.1)

(4.2)

S(À,T) = l T1A
{ hoY(À,T)dtdadx + r

T
rA {wY(À,T)dtdadx (4.3)

o 0 Jo Jo Jo L
et on connaît
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On a par ailleurs

as
sp" r) = S(O, 0) + ,\ a,\ (0, 0)

( puisque par hypothèse ~~ (0,0) = 0).

Il vient que

as l TlA l' fo'T la'A j''\-(0,0) = ho(mo - Yo)dtdadx + w(mo - Yo)dtdadx.
a,\ 0 0 0 . 0 .0 w

Cela étant, on a aussi

~ lT1A1' L~!'Al-(0,0) = hoy>.dtdadx + wy>.dtdadx
a,\ 0 0 0 0 .0 w

où Y>. est la solution de

?tf +~ - 6.Y>. + ILY>. = Î dans Q ;

Y>. = 0 sur z=;

y>.(O, a, x) = 0 dans QA;

y>.(t, 0, x) = Io
A

13(t, a, x)y>.(t, a, x)da dans QT

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Multiplions la première équation de (3.3) par Y>. et intégrons par partie, on obtient

c'est à dire que

as l ~a,\ (0,0) = fqdtdadx
.Q
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et donc

as j' ~
.-\ a.-\ (0, 0) = J

Q
(.-\f)qdtdadx.

Finallement la sentinelle 8 définie par 11.0 ,0, w donne l'information

(4.11)

fa r>1)qdtdadx ~ lT lA fa hü(rT/{) - Yo)dtdadx +lT lA1w(rT/{) - Yo)dtdadx

(4.12)

Remarque 2.4.1 La relat'ion (4.12) est une équat'ion 'intégrale dont l''inconnue est le

terme.-\.f. Une résolut'ion numér'ique de cette équation permettra d'est'imer la pollution.

On considère maintenant la question de l'information fournie par (4.12) en introdui­

sant la furtivité

2.4.2 ~rtivité

Au premier ordre près, on peut dire que si

q = q(ho)

est la sentinelle définie par 11.0 ,0 et w, alors

j' .-\Îq(ho)dtdadx = j'T j'A j' ho(mo ~ Yo)dtdad:r + (' j'A j' w(rno _ Yo)dtdadx.
JQ Jo Jo Jo Jo Jo L

(4.1:l)

La pollution .-\Î est dite furtive pour la sentinelle définie par ho, 0 et w si

~ q(ho).-\Îdtdadx = 0 (4.14)

Les pollutions que la sentinelle définie par ho, 0 et w ne pourra pas observer sont appelées
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pollutions furtives. Une question naturelle est alors:

peut-on trouver une famille de sentinelles définies par

des fonctions hOl , hQ2, ... à support dans l'observatoire

o tels qu'il n'y ait pas de pollutions furtives?

Ce problème sera examiné au Chapitre 5
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Chapitre 3

Inégalités de Carleman

Dans ce Chapitre, nous présentons les outils mathématiques nécessaires à la résolu­

tion des problèmes de contrôlabilité mis en évidence au Chapitre 2. L'ensemble de ces

outils est constitué par des inégalités de Carleman. Beaucoup d'auteurs ont utilisé des

inégalités de Carleman dans leurs travaux. Dans [29] l'auteur présente une application

de l'inégalité de Carleman globale aux problèmes inverses et de contrôlabilité. Dans [23],

l'auteur utilise une inégalité de Carleman pour résoudre le problème de contrôlabilité

avec contraintes sur le contôle pour le problème à un temps. Dans [30], l'auteur utilise

une estimation de Carleman pour montrer l'existence d'un contrôle insensibilisant pour

l'équation de la chaleur sémi-linéaire. Dans les travaux cités les inégalités de Carleman ont

été établies pour des problèmes d'évolution à une seule variable temps. Quant aux pro­

blèmes d'évolution à deux variables temps, l'inégalité de Carleman globale a été établie

par Ainseba [1]. Nous revisitons la question dans l'intention de clarifier la présentation.

Nous procéderons comme dans J.P.Puel [29] où les inégalités sont présentées pour des

problèmes à un temps.
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3.1 Inégalité de Carleman

Nous reprenons d'abord les grandes lignes de la définition d'une fonction poids 'ljJ

que nous utiliserons pour la suite. L'existence de la fonction 'ljJ est due à A.Fursikov et

0.Imanuvilov[9, 8]

3.1.1 Fonctions poids

Lemme 3.1.1 (29J Soü Wo un ouverL lel que Wo C w (par exemple Wo esl une boule

ouverte J. Alors il existe une fonction 'ljJ E C2 (O) telle que

'l/J(x) > 0, \;J;r; E 0

'ljJ(x) 0, \;Jx E r

\V'l/J(.T) \ i= 0, \;Jx E fi -- Wo

Preuve. Comme 0 est regulier, on choisit d'abord cP E c 2 (Rn) tel que 0 = {x E

Rn, cP(x) > O} et [VcP(x)1 i= 0, \;Jx E r. Ceci peut se faire localement, puis globalement par

partition de l'unité. D'après le théorème de densité de Morse [5], il existe une suite (cPk)

de fonctions de Morse (i.e telles que leur gradient ne s'annule qu'en un nombre fini de

points) telles que cPk -t cP dans C 2 (O) si k -t +00 (qJk ne s'annule pas nécessairement sur

la frontière). On peut prendre cPk > °comme cP> 0 sur O. Soit C = {x E Rn, VcP(x) = D}

l'ensemble des points critiques de cP. Comme IVcP(.T)! i= 0, \;Jx E r, il existe un voisinage

ouvert V de r dans Rn et J > a tel que

\;Jx E V, IVcP(x)1 2': J

Soit r.p E 1J(V) tel que r.p(x) = 1, \;Jx E r et aS; r.p S; 1. On pose

32



>

Alors Pk(X) = 0, "'Ix E r, Pk(X) > 0, "'Ix E n et de plus

Si :1: E D n V, on a

Ainsi pour k :::: ko, ko t\.'iSCZ large, on a

> 1\71>k(X)I- 21Icpllcl(o) 111> - 1>,Jcl(O)

> 6- 21Icpllcl(O) 111> - 1>kllcl(o)
6
2

Choisissons k 2:: ka et posons f-l(x) = f-lk (x). Alors P est une fonction de Morse car les

points qui annulent son gradient sont contenus dans l'ensemble des points qui annulent

\7 rPk' De plus on a f-l = °sur r. Soient maintenant Xl,X2, ... , Xr les points critiques de p.

Alors .7:; E D - V, i = 1, ... , T. On peut trouver T chemins disjoints et reguliers ll, ... , lr tel

que pour i = 1, ... ,T

l; E Coo([O, 1]; Rn);

l;(t) E n- V, Vt E [0,1],

l;(td 1 l;(t2), Vtl, t2 E [0,1], t l 1 t2 ,

l;(1) :1:;, et l;(O) E Wo,

Vs, t E [0,1], l;(s) Ilj(t), si i 1 j,
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et on peut trouver T fonctions ft, ... , j~ telles que pour i = l, ... , T

fi E CXJ(Rn, Rn), et

dl; (t) = fi(li(t)), Vt E [0,1]
dt

Maintenant pour i = 1, ... , T on peut trouver des voisinages ouverts Wi de {li(t), tE [0,1]}

tels que

W; c st - V, et W; n '(Vj = '" si i 1= j

Ensuite on construit les fonctions c; E D(W;) telles que e;(l;(t)) = 1, Vt E [0,1] et on

pose

!Ji (x) = Ci (:r:) fi (:r )

Considérons le ::;ystème différentiel

{

:(t) = gi(X(t))

x(O) = Xo

On note S~ : Rn --t Rn l'opérateur qui à Xo associe x(t). On a

SWi (0)) = Xi, i = 1, ... ,T

Posons

S(;I:) = st 0 Sf o ... 0 S~(:[).

On voit que si X E n - (Ui'=l "Wi), alors S(:r) = :[ et donc

V:[ E:: V, S(x) = .T
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D'autre part, chaque S~ est un difféomorphisme de n sur lui-même, donc S est un dif­

féomorphisme de [2 sur lui-même et V' S est inversible. Posons

'l/J(x) = p,(S(:r;))

Alors 'l/J(x) = 0, \Ix E r. De plus si \ll/J(x) = 0 alors puisque \lS est inversible, cela veut

dire que S(x) E {Xl, ... , xr }. Mais on sait que Si = Id sur [2 - Wj donc

S(l;(O)) = S~(li(O)) = Xi.

Comme S est un difféomorphisme, on voit que

Par suite

et 'ljJ satisfait à toutes les conditions du Lemme. Ce qui achève la preuve du Lemme _

Maintenant on utilise la fonction ~} pour définir d'autres fonctions poids. On choisit

c2 '\111/ill oo _ e'\';;(x)

a(t,a,,'r) = ( ) ,À> 0
at T - t

Alors a(t, a,x) > 0, '(J(t, a, x) > 0 et on a les propriétés suivantes
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l'Ptl < C'P
2
, l'Pal::; C'P

2
, latl ::; C'P

2
, laul ::; C'P

3

le\'al < C'P2, laatl ::; Ci;}, laaai ::; C'P3

3.1.2 Inégalité de Carleman globale

On considère l'opérateur différentiel L défini par:

o 0
L=-+--6+f..t1ot oa

et on introduit l'espace

v = {p E COO({J) , P = 0 sur ~}.

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Théorème 3.1.2 Il e:r:isle Ào > l el sa > l cl 'il e:J:isle C > 0 tels que pour toul À > Ào

et pour tout s ~ sa on ail :

r e~2SO: (Ipt + Pal 2+ 16p12) dtda(h; + r sÀ2'Pe-2so: IVpI 2dtdadxJQ S'P JQ

+ rs3À4'P3e-2so: Ipl2 dtdad;I:
.!Q

< C Ck e-2
.
m ILpl2 dtdadx + .lT l,A13

3 À4'P3e-2so: Ipl2 dtdadX) (1.7)

pour tout p EV,

Preuve. Pour s > 0 ct À > 0 on pose

w(t,a,x) = e-so:(t,a,x)p(t,a,x), Vp EV,
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On vérifie que

w(t,O,:r) w(t, A, :r;) = 0

Calculons

On a

w(ü, CL, x) = w(T, a, x) = ü.

aa SQ SQ aw
s-e w+e -
a:r; ax;

a'l/J aw
-sÀ-<peso.w + eSQ

_

ax; ax;
SQ( D'Il! \ a'ljJ )

C -r- - SA<P-Wa.T; ax;

aa SQ( aw \ a'l/J) sa[a2
w a ( a'i/J )]s-e - - SA<p-W + e -r- - sÀ- <p-w

ax; [h, a:r, ax; ax; aXi
SQ[ \ a'ljJ aw 2\2 2(a'I/J)2 a2w \2(a'l/J)2 ]e -SA-<P- + S A <p - w + - - SA - <pw

aXi aXi aXi ax; aXi
SQ" \ a2

'1/J a'l/J aw]
+e l-SA<p-W - SÀ<P--r-

a:r; aXi a:];i
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d'où

esa [-5),'PY''l)J.Y'W + 52),2'P2 1Y''l)J12W + t::..W - 5),2'P 1Y'~.b12 W]

+ [-S),'Pt::..7jJW - S),'PY"I!J.Y'W]

donc

Par suite

Pw e-sa L(esaw) = Wt + 'Wa - t::..W + 2s),'PY''l)JY'W - S2 ),2'P2 1Y''l)J1 2W

+S),2'P 1Y"tI'12 w + S),'Pt::..'t/JW + f-lW + SCl:t'W + SCl:a'UJ.

Posons

alors on a
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donc

(1.13)

Calculons le terme principal (P1'W, P2w).

(P1w, P2W ) = - ktlwwtdtdad'1: - 8
2>.2k'P2 1V''lj}1

2
WWtdtdadx

+ 8Lat'w'uhdtd(u!:T: + 8LCYaWWtdtdad:r

-ktlwwadtdadx - 8
2>.2k'P2 1V''lj}[2 wwadtdadx

+ 8 katWWadtdad:r; -1- 8 j~ aawwadtdadx

-28>'L'PV'1jJV'wtlwdtdadx -- 283 >.3 j~ 'P3 1V"l/J1 2
V'1jJV'wwdtdadx

+282>. r'PatV'1jJV'wwdtdadx + 282 >. 1" 'Paa V''lj}V'wwdtdadx
.!Q JQ

2[2 3 41 3 4 2-28>' 'P iV''lj} 1 wtlwdtdad:r - 28 >. 'P 1V'1jJ 1 W dtdadx
.Q Q

+282>.2 1" 'Pa" 1V''lj}12w2dtdad:r + 282>.2 1" 'Paa 1V''lj}1 2w2dtdad:E(1.14)
.~ JQ

Désignons par h,l les 16 termes de (1.14), alors on a

(Pl'W, P2w) = h,l + I l ,2 + 12,1 + h,2

+la 1 + la 2 + 14 1 + h 2, l , ,

+h,l -1- I.~,2 -+- h,l + h,2

+17,1 + h,2 + ls,l + ls,2'
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Dans la suite C désigne des constantes variées indépendantes de 5 et '\. Pour organiser

les calculs nous donnerons une importance particulière aux termes suivants

et

On prend 5 2 1 et ,\ 2 1 et on note A tous les termes qui peuvent être bornés par

et on note par B tous les termes qui peuvent être bornés par

Ces termes seront absorbés, comme on le verra par la suite. Calculons maintenant les

termes h,t.

I l ,1 r l' a 1- j t1wWtdtdadx = - ~Wtdtdada + \7w\7wtdtdadx
Q ~ ary Q

i aIL' Il ri 2= - -aWtritdadO" + - - l\7wl dtdad:r: = 0 d'après (1.9)
,~ Tl 2 Q dt

Ir,2 - 52,\2 r<p2 1\7?/J 1
2'WWtdtdadx

./Q

_~52,\2 k<p21\7?/Jj2 ~ (w 2)dtdadx

5
2

,\2k<P<Pt 1\74'1
2

u?dtdad:r
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donc

h,l S j~ ŒLUJ'lUtdtdad:r

~s r Œt~('I1?)dtdadx
2.!Q dt

1 l' 2- - S ŒttW dtdad:r:
2 Q

d'après (1.4)

12,1 = fl.

12,2 S hŒawwtdtdadx

1 l' d- S Œa -d (w 2 )dtdadx
2 Q t

-~s rŒatW2dtdadx
2 JQ

donc d'après (1.4), on a

12,2 = fl

h,l - k6.wwadtdad:r:

i 8W 11' d 2- ~8wadtdada + - -1 lY'wl dtdad:r = 0 d'après (1.9)
.E ~ 2 Q(a
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h,'2 _i).'2h!.p'2I\7'~)I'2 'W'Wadtdad;r

S2).
2k!.p!.pa 1\71P1 2

w
2dtdadx

donc

1:1.2 = J].

donc

hl =B.

alors

14,2 = B.

Avant de continuer les calculs, rappelons que comme 1P et w sont nulles sur r, on a pour

tout ;r E r
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où TI désigne le vecteur unitaire normal extérieur à r.

Donc on a

h,l -sÀ i ~ ~~ 1~~ 1

2

dtdada

+25À
2h~ 1\7'ljJ.\7w 1

2
dtdadx

2 r 2 2
-SÀ J

Q
~ 1\7?/J1 l\7wl dtdadx

+A.

h,2 -253À3 r~31\7?/J12 \7'ljJ\7wwdtdadx
.!Q

3s3
À

4j~ ~31\7'ljJI4 'u?dtdad.'E

+éÀ
3h~3div(I\7?/J12 \7?/J)w2dtdadx
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donc

donc

donc

15,2 3,,:>).4 j~ <p3/\lV)(u?dtdad:r

+B.

h,l = 252
).~ <patV7jJVwwdtdadx

_5
2

).2~ <pat IV'i);1 2 'u?dtdadx

_s2).2 r<P<Pt IV1pl2 w2dtdadxJq

_52). l' <pat6.7jJw2dtdadx
JQ

h,l =- B.

2 l'h,2 25 ). J
Q

<paaVV)Vwwdtdad,T

2 2 / 2 2
-8 ). J

Q
<peta 1V '1/) 1 w dtr1ad:r;

_S2).2 ~ <P<Pa IV7jJ1 2 w2dtdadx

_52).~ <paa6.7jJw2dtdadx

h,2 =B.
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On a donc

17,1 28).2 j~ <p 1\7'tPI 2 1\7wI2
dtdadx

+B.

'34/ 'i 42h,'2 = -2s·). J
Q

<p' 1\74)1 w dtdad:r

'2 '2 r '2 2
18,1 2s). J

Q
<pat 1\7'tP\ w dtdadx

B.

'2 '2 / '2 '2
18,2 2s). J

Q
<pÜa 1\74)1 w dtdadx

B.
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En regroupant les différents termes h,l on a :

Comme

on a

2 (P1w, gw) > A + B + 28À2 rcp IV7/J1 2 1\7wI2
dtdadxJQ .

+283À4hcp
3 1\77/J1 4

w2dtdadx.

Comme !V7/J1 of 0 sur n - wo, il existe <5 > 0 tel que IV7/J! 2:: <5 sur n - wo. Donc

(1.17)

2(Pt'w,P2w)+2sÀ2
<5
2 rT

rA r cplV'wI 2âtâwh: + 2"pÀ4
<5

41T1A

r cp3w2âtâaâ:D
Jo Jo Lo 0 0 La

> 2SÀ2
<5

2 r cp IVwl2 âtâaâx + 283 À4
<5

4 r cp3 w2âtâaâx + A + B. (1.18)JQ .~

On a

2 2Is = Pw - ILW - sÀcp6.'ljnu - ,';À cp !V7/J1 w
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d'où

[2 5 j' 2J
Q

Ifsl dtdadx::::; "2 J
Q

IPwl dtdadx + B.

Des relations (1.12),(1.17) et (1.18) il vient que

(1.19)

IIP1Wl12 + IIP2wI12 + 25>.252h'P lV'wl
2

dtdadx + 253>.45
4j~ 'P3w2dtdadx

• -1' A

< 1 IPW!2 dtdadx + 25>.252 1 [ j' 'P IV'W\2 dtda(LE
JQ Jo Jo Lu
+253>.4 64 [1' j'A [ 'P3w2dtdad:r: + A + !J. (1.20)

.Jo .Jo Lu

On élimine A et B en choisissant>' et ,'; suHisamcnt grands. Il existe alors >'0 et 50 tel

que pour tout>' > >'0 et 5 > 50 on ait

IIP1wl1 2 + IIP2wl1
2

+ 5>.26210 'P IV'wl 2
dtdadx + 53 >.45410 'P3w2dtdadx

< [IPwI 2dtdad.x + 25>.252 [1' [A [ 'P lV'wl 2dtdadx
.JQ Jo Jo Lu
+283>.454 [1' [A1'P3'u?dtdadx (1.21)

Jo Jo Wu

On a aussi

(1.22)

(1.23)

On déduit alors de (1.21), (1.22) et (1.23)que
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D'où

On veut maintenant éliminer le gradient de 'W sur wo, pour cela soit {} une fonction

telle que

f! E V(w), 0 ~ (} ~ ], {}(:r;) = 1, \;Ix E wo

On multiplie (1.12) par 8).,2 {}rp7.L! ct on intôgrc par parties. Après quelques calculs on

obtient :

lT lA 10 8).?rp lV'wl 2
dtdadx ~ C (i IPwl 2

dtdadx + lT lA18
3

).4rp3w2dtdadx)

(1.25)

Et par suite (1.24) et (1.25) nous donne

r~ nUit + wa l
2 + lL\.wI2) dtdadx + l 8).2rp lV'w/ 2 dtdadx

JQsrp JQ

+i 8
3

).4rp3w2dtdadx

< C (i IPwl 2
dtdadx + lT lA 183 ).4rp3w 2dtdadx) (1.26)
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On veut donner l'inégalité (1.26) en terme de p an lieu de 'W. En se rappelant que IV =

e-sc>p et en prenant ,\ et s suffisament large, l'inégalité (1.26) devient

r e~2SC> (Ipt + Pal 2+ 16(12) dtdcul:I; + r s,\2epe-2sQ IVpl2 dtdad:r;
JQ sep .JQ

+ j~ s:J,\4ep3e-2sa p2dtdad:r

< C (j~ e-2sQ ILPl2 dtdad:r; + 1'/' 1/11s:J,\4ep3e-2.mldtdadx) (1.27)

D'où le résultat. •

3.1.3 Une inégalité d'observabilité

Dans cette sous section nous allons déduire du Théorème précédent une inégalité

d'observabilité qui sera utile pour la construction d'une sentinelle dans le cas d'une ob­

servation sans bruit.

Lemme 3.1.3 Il existe une fonction" poids" e vérifiant

{

fi esi de classe C2 dans Q

t bornée sur Q

et il existe une constante positive C > 0 telle que

r~ ipl2 dtdadx./Q fi

(1 1 (' {ALI )< C Q e2 ILpl2 dtdadx + Jo./o w e2 Ipl2 dtdadx

pour tout p E V.
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Preuve. On déduit directement de l'inégalité (1. 7) que

Posons

(1.30)

011 peut alors vérit'er que eE C 2(q) et que i est bornée dans q. L'inégalité (1.30) dévient

alors

mais

D'où le Lemme _

1
3 3 4 :s; cons tan te

'P s À
(1.32)

Remarque 3.1.1 Étant donné que î est bornée, l'inégalité (1.29) peut être reduite à

1\Ipl:! rltrlru!:r:
Q(}

< C ( { ILpl2 dtrirui:r -1- (l' {il {lpl2 dtri(l,d:Z:)
JQ .Jo .Jo L

où C est une constante positive et où p EV.
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3.2 Inégalité de Carleman adaptée

Nous avons vu au Chapitre 2 que la construction des sentinelles discriminantes est

aussi équivalente à la résolution de problème de contrôlabilité avec contraintes sur le

contôle. Pour résoudre ce type de problème nous allons établir une inégalité de Carleman

dite "adaptée"aux contraintes. C'est l'objet de cc qui suit.

3.2.1 Enoncé du Théorème

Soit w un ouvert non vide de n et soit K un sous espace vectoriel de L2(U x w) de

dimem;ion finie. On fait l'hypothôsc suivante sm K :

{

Il n'existe pas d'éléments non nuls k de K tel que
(2.1)

k E L2(U' H1(w)) avec âk + âk - 6.k + IIk = 0 dans U x w, &t âa. t'" •

Considérons maintenant P l'opérateur de projection orthogonale de L2(U x w) dans

K. On peut alors énoncé le Théorème suivant:

Théorème 3.2.1 On suppose (2.1). Alors 'il existe une fonction "poids" e positive de

classe C2 sur Q, ~ bornée sur Q et 'il existe 'une constante C > 0 telle q'ue

(2.2)

pOUT l,out P E V

3.2.2 Preuve du Théorème 3.2.1

La démonstration du Théorème ~3.2.1 est ba.sée sur trois arguments: l'inégalité d'ob­

servabilité (1.33), la compacité de l'opérateur de projection P assurée par la dimension

finie de l'espace vectoriel K et enfin la continuité de l'opérateur P.
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Raisonnons par l'absurde comme dans [23]. Supposons qu'il n'existe pas de constante

C > 0 telle que (2.2), alors

nous allons voir en trois étapes que cela conduit à nne contradiction.

Étape 1 : Nous avons

Il' 1 2
2"IPfJj( dtdcu1:c <

u w e

Comme b est bornée, alors d'après (2.3), nous avons

On note par (hly) le produit scalaire de L2 (U x w) défini par

(hly) =Il hgdtdadx.
u w

Donc

N N

PPj = I)ppjlki)ki = 2)Pjlk.i)~
i=1 i=1
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d'où

On déduit de (2.4) que

N j'l' 12 2
~ I(Pjlki)1 . r;. we21kil dtdadx ~ C. (2.5)

Autrement dit la suite ((Pjlki))jEW est bornüe dans R. Donc d'après (2.9) la suite

(PPj)jEW est bornée dans L2 (U x w) et le Théorème de Pythagore nous donne

(2.6)

Étape 2 : D'après (2.6) et (2.4), on peut extraire de la suite (PjXw)jEN' une sous

suite not(~e encore (PjXw)jEN' et il existe une fonction P E L2 (U X w) telle que d'une part

on ait

PjXw ----' P faiblement dans L2 (U x w)

et d'autre part on ait

(Pj - PPjXw)xw ----+ 0 fortement dans L2 (U x w).

(2.7)

(2.8)

Maintenant comme K est un espace vectoriel de dimension finie alors l'opérateur P

est compact. Ainsi, il existe une fonction ( E K telle que

Ppj Xw ----+ ( fortement dans L2 (U X w) . (2.9)

On déduit de (2.7) et (2.8) que PjXw -----t P = ( dans L 2 (U x w) fort. Comme Pest
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continu, on obtient

Il s'en suit que Pp = p et donc p E Je.

Étape 3 : En fait, on a p = O. En effet, d'après (2.3), nous avons aussi Lpj --* 0

fortement dans L2 (U x w) et donc Lp = O. L'hypothèse (2.1) implique p = 0 dans U x w.

En résumé, Pj - 0 fortement dam, I} (U x w) .

Conclusion: Comme Pj E V, alors l'inégalité d'observabilité (2.2) nous donne

D'après la troisième étape on déduit quP lu J~ -b Ipj 1

2
dtdad:r - 0 quand j - +00.

Ce qui contredit (2.3). D'où le Théorème 3.2.1.

Remarque 3.2.1 Les inégalités de Carleman sont établies dans ce chapitre avec des

conditions de Dirichlet. On peut aussi les établir avec des conditions de Neuman, pour

ce faire on peut se référer à Ainseba et Anitaf4J

Remarque 3.2.2 Les inégalités de Carleman peuvent être établies dans le cas général

où l'opérateur L est défini par

a a
L=-+-+Aat aa

où A est un opérateur elliptique du second ordre à coefficients réguliers de classe C 2 . Les'

calculs se font de la même manière.
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Chapitre 4

Contrôlabilité à zéro

4.1 Un problème de contrôlabilité à zéro pour un

problème à deux temps

4.1.1 Position du problème

On considère le problème: trouver un contôle v E L2(U X w) tel que si q = q(t, a, x)

est la solution unique du système

on ait

a a- ai - ~ - t:.q + I),(] = f3q(t, 0, x) + h + vxw dans Q

q = 0 sur L;

q(T, a, x) = 0 dans

q(t,A,::r:) =0 dans

q(O, a, :r) = 0 dans QA
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et

(1.3)

où 11, est donnée dans L2 (Q) et west un ouvert non vide de 0, Xw désigne la fonction

caractéristique de w. Le problème (1.1), (1.2) et (1.3) est un problème de contrôlabilité

à zéro sans contraintes sur le contrôle. On cherche v qui conduise l'état de 0 (à l'instant

"initial" t = T) jusqu'à l'état q(O, a, :I:) = 0 cL l'instant final t = 0 et ceci avec une

"dépense" minimum pour 'Ii au sens (1.3).

Le problème de contrôlabilité à zéro sans contraintes sur le contrôle pour un problème

à deux temps a été étudié dans [4] puis par Ainseba[l] dans le cas d'un problème linéaire

en dynamique des populations. La méthode utilisée dans [:1.] repose sur une inégalité

d'observabilité de type Cademan. Dans le cas précis, pour le problème (1.1) (1.2) (1.3)

nous utilisons une méthode variationnelle developpée dans [9] et revisitée dans [28]. La

méthode utilise elle aussi une inégalité de Carleman.

4.1.2 Un problème variationnel

Au chapitre 2, nous avons montré qu'il existe une fonction poids () vérifiant () > 0, ()

de classe C2 sur Q, ~ borné sur Q et il existe une constante C > 0 tel que

(1.4)

pour tout p E V = {p E Coo(Q), P =-= 0 sur L:} , et où

a a â a
L = !:) +~ - L}, + /û et L * = - - - - - L}, + jû.ut ua at aa
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Le second membre de l'inégalité (1.4) conduit à munir V de la forme bilinéaire

T Al IT1Ai'ao(p, p) = r r LpLpdtdad.T + ppdtdadx.
Jo Jo n . 0 o. w

Lemme 4.1.1 L'appücat'ion (p, p) f------' ao (p, p) est un produit scalaire sur V.

(1.5)

Preuve. L'application (p, p) f------' ao(p, p) est bien définie car lao(p, p) 1 < +00. Par

définition aoc,.) est une forme bilinéaire et symétrique et pour tout p E V

l
Tl'Aj lTj'Aj'ao(p, p) = ILPl2 dtdad:r: + Ipl2 dtdadx .:2: 0

o a n 0 0 w

Il reste à montrer que l'égalité ao(p, p) = 0 implique p = O. Or

ITj'Al /~lAl0= ao(p, p) = ILPl2 dtdad:r: + Ipl2 dtdadx
.o.o.n .0 0 w

implique Lp = 0 sur Q et p = 0 sur U x w et l'inégalité (1.4) donne p = 0 dans Q •

Soit VO le completé de V pour la norme

(1.6)

Vo est un espace de Hilbert pour le produit scalaire aoC ") et la norme associée et V

est dense dans VO,

On introduit ensuite l'espace Ho des fonctions h : Q ----t R mesurables défini par:

Pour h E Ho, on pose

(
(l' l'A l' 1 ) 1

Ihl11u = Jo Jo .ln e2 Ihl
2

dtdadx
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He est un espace de Hilbert pour la norme 1.IHo associée au produit scalaire (., ')Jlo

défini par

l
T 1A j' 1(g, h)[{o = 2ghdtdadx

a one

Lemme 4.1.2 On a Va C Ho avec injection continue.

(1.9)

T A 2 T A 2
Preuve. Pour p E va, on a ao(p, p) = Jo Jo Jn [Lpl dtdad:J: + Jo Jo. L Ipl dtdadx <

+00 ct donc (1.4) implique JoT JoA
Jn*Ipl2 dtdad:r; < +00. Autrement dit p E Ho. De

plus d'après (1.4) Ipluo ::; c Ilpllo; autrement dit l'injection est continue.•

Lemme 4.1.3 Soit hE L 2(Q) et e lŒ Jonction pO'ids définie précédernenl. Alors la Jonc-

tian

P -----4 lT lA l hpdidadx
.la .la .ln

est une forme linéaire continue sur Va.

Preuve. Comme V est dense dans va, il nous suffit de vérifier le résultat sur V.

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

Iff ln hPdidarül cS (ff ln 0'1"1' dldad.") '

x (lT lA l ~ Ipl2 dtdadx) ~
Jo Jo Jn f)

On déduit du lemme 4.1.2 que

D'où le résultat •

Le résultat qui suit est alors une application immédiate du théorème de Lax-Milgram[6]

Proposition 4.1.4 Pour hE L
2(Q) avec JQ e2h 2dtdad:r < +00 il existe Po unique dans
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VO solution du problème variationnel

l' A .

0.0 (Po, p) = r r / hpdtdad:r:
Jo .Jo .Jn

pour tout p E 110

4.1.3 Résolution du problème de controlôlabilité

(1.10)

Théorème 4.1.5 Soit h E L 2 (Q) avec J
Q

(Ph 2dtdrub: < +00 ct Po la solution unique de

(1.10). On pose

(1.11)

Alors le couple (vo, (jo) est solution du problème (1.1)(1.2).

Preuve. Montrons que (vo, (jo) défini en (1.11) est solution de (1.1)(1.2).

En effet, comme Po E Vo on a déjà Vo E L 2(U X w) et qo E L 2(U x n). En reprenant

la définition de qo en (1.11) et en explicitant le produit scalaire défini en (1.5), l'équation

variationnelle (1.10) s'écrit

l
TlA1 j'T l'A r 11' l,A j'qoLpdtdadx + j popdtdadx = hpdtdadx, Vp E Vo,

o 0 n 0 O,w 0 0 n

Il vient:

j 'T rA r rT rA { {T rA {
o Jo Jn qoLpdtdad:r = Jo Jo Jn hprltdad:r: - Jo Jo L popdtdadx, Vp E va.

Finallement, en considérant la définition de 110 en (1.11), on obtient

{TlA { {TlA {
Jo 0 Jn qoLpdtdadx = Jo 0 Jn(h + 1IoXw)pdtdadx, Vp E va
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On choisit dans (1.12) P E D(Q). Il vient que

L*qg = h + VoXw dans D'(Q). (1.13)

Comme 11, E L2 (U, I}(O)), alors L*qo E L2 (U, f.}(O)). Maintenant qo E L2 (U, L2 (O)) et

6qo E H-1(U, U(O)). Alors d'aprôs les théorèmes de trace de Lions-Magenes [21] on

peut donner un sens à la trace de qo sur I: et 011 a qolf E H-1(U, H-~(r)). De même

(j() E L2 (U, U(O)) avec ~ + ~ E L2 (U, H- 2 (O)). Donc qo E C(U, H- 2 (O)) et on peut

donner là aussi \In sem; Ù qo(O, a, :I:), (fo(1', (/" :r), (/o(t, 0, :r:) et à qo(t, A, :r:) dans H- 2 (O).

Multiplions maintenant (1.13) par t.p E V et intégrons par parties. On obtient alors

r (j()Lt.pdtdadx + I~ ~~ qodI: + r [(qot.p) (t, 0, x) - (qot.p)(t, A, x)]dtdx+JQ J~ .JQ'J'

+ r [(qot.p)(ü, a, x) -(qot.p)(T, a, ;r:)]dtdx = r (11, + voXw)t.pdtdadx, \/t.p E V. (1.14)
.JQA .JQ

En considérant la relation (1.12), la relation (1.14) devient

+ r [(qot.p) (0, (/" :r) - (qot.p) (T, a, :l:)]dtd:r = 0, \/t.p E V. (1.15).JQA

On en déduit alors que

qo = a sur I:, qo(ü, a, :1:) = a et qo(T, a, :r:) = a dans QA;

qo(t,o,:r:) = Ü et qo(t,A,:l:) = °dans QT.
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Remarquons que qo(t, 0, :1:) = 0, par conséquent (1.13) est équivalent à'

L*qo = (3qo(t, 0, :c) + II, + voxw·

II en résulte alors que le couple (va, (jo) est solution du problème (1.1) (1.2) •

(1.16)

Remarque 4.1.1 La structure (l.5) de ao(.,.) montre qu'il existe une infinité de possi­

bûüés pour le chob: du produit scalaire sur V. Donc il existe une 'infinüé de contrôles v

qui vérifient (l.i) (l.2).

Il reste à sc1ectionner un contrôle de lionne minimale sur L'2 (U X w). Pour cc1a, on

défillit l'ensemble Uad des contrôles v E L2(U X w) tel que le couple (v, q) soit solution

du problème (1.1) (1.2).

Lemme 4.1.6 L'ensemble Uad est un sous-ensemble non v'ide convexe et fermé de L 2(U x

w)

Preuve. D'après le Théorème 4.1.5 Uad est non vide. Soit VI E Uad et V2 E Uad tel

que (VI, ql) et (V2, q2) soient solution de (1.1) (1.2) et soit>' E [0,1], posons

v' = (1 - >')Vl + >'V2 et q' = (1 - >')ql + >'q2. Alors v' E L2(U X w) et (v', q') vérifie

(1.1) et (1.2) donc v' E Uad et par consequent Uad est un convexe. Il reste à montrer que

Uad est fermé. Pour cela soit ('Un) C Uad tel que (vn, qr.) vérifie (1.1) (1.2) et tel que

vn ---7 'U dans L'2(U X w)

qn ---7 q dans L'2(U x fl)

alors

L *qn ---7 L *q dans V' (Q) .

On déduit alors des équations (1.1), (1.2) vérifiées par (un, qn) que le couple (u, q) est

solution de (1.1) (1.2) et donc 'U E Uad . Ainsi Uad est fermé •
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Il résulte du Lemme 4.1.6 qu'il existe un unique contrôle VA E Uad de norme minimale

dans L2 (U x w); c'est-à-dire tel que

(1.17)

Il reste maintenant à caractériser le contrôle optimal VA par un système d'optimalité.

4.1.4 Système d'optimalité singulier

Soit {fo l'état optimal du système (1.1)(1.2)(1.3) correspondant au contrôle optimal

vo. On utilise comme dans [2, 3] la méthode de pénalisation ( voir [14, 15, 20, 19])pour

obtenir le système d'optimalité du couple optimal (va, go). Plus precisément pour E > 0

on introduit la fonction J( définie par

1 2
"2llvIIL2(UXW) +

1 Il Bq Bq 11

2

+- -- - - - 6.q + /..Ml - f3q(t, 0, x) - h - vXw
2E Bt Ba L2(Q)

(1.18)

où les couples (v, (1) sont tels que

v E L2(U X w)

-fil - ~ - 6.q + fl,q - f3q(t, 0, x) E L2 (Q)

q = 0 on L,;q(T,a,x) = 0 in QA;q(t,A,x) = 0 in QT

q(O,a,x) = 0 in QA

On considère alors le problème

inf{J«(v,q) 1 (v,q) vérifie (1.19)}
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Proposition 4.1. 7 Il e:J:Ïsle un urâqne muple C/lE , (!c) lel que

JJIJe1 Cf,) = iuf{ J,('u, Cf) 1 CI', (l) vérifù: (J.1D)}. (1. 21)

Preuve. Comme l'ensemble des couples ('/J, q) vérifiant (1.19) est non vide et que

JE(v, q) :2: 0, V (v, q) vérifiant (1.19) alors

dE = inf{JE(v, q) 1 (v , q) vérifie (1.19)}

existe, comme borne inférieure d'une partie minorée non vide de IR. Soit ('Un, qn)n vérifiant

(1.19) une suite minimisante telle que

Il existe alors une constante CE > 0 telle que

(1.22)

On peut donc extraire de (vn ) une suite, notée de la même façon et il existe V
E

, telle

que

Vn -----' 'Ue dans L2(U x w) faible.

Comme ((jn) vérifie (1.19) et (1.22), on déduit que ((jn) est bornée dans L 2 (Q). On peut

alors extraire une suite de (qn) notée de la même façon et il existe qE telle que

On déduit que qn -----' (jE faiblement dans D'(Q) et par continuité faible de l'opérateur L*

dans D'(Q) on obtient L*qn -----' L*(jE faiblement dans D'(Q). En outre de la continuité des
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applications traces,on déduit que (vE , CiE) vérifie (1.19). Donc liminf JE(vn, qn) 2:: JE(VE, Ch)

avec (vE, qE) vérifiant (1.19). On déduit de la stricte convexité de JE que (vE, Ch) est l'unique

solution de (1.21).•

Etudions maintenant la convergence du procédé.

Proposition 4.1.8 Sous les hypothèses du Théorème 4.1. 5, on a quand E f---------> 0

{

'/Je --'-. V() ,/lL'ihlc'rnenl dans J} (~ x w)

q, --'- Îj() jàiblc'fTwnl dans L 2((2)
(1.23)

Preuve. Le couple (vo, qo) vérifie (1.19) donc on a JE(VE, (h) ~ JE(V"o, qo). De plus

JE(VO,qo) = ~ Ilvoll~2(Uxw)· On déduit de la structure (1.18) de JE que

(1.24)

où C est une constante indépendante de E. De la relation (1.24), on déduit que la suite

(qE)E est bornée dans L 2 (Q). On peut donc extraire de la suite (vE, (h) une sous-suite

encore notée (vE, qE) et deux fonctions va E L2 (U x w) et qo E L2 (Q) telle que

VE --'- va faiblement dans L2(U x w), (h --'- qo faiblement dans L2(Q)

On déduit que (h --'- qo faiblement dans V'(Q) et par continuité faible de l'opérateur L*

dans V'(Q) on obtient L*qE --'- L*qo ü1ÎlJlement dans V'(Q). De la relation (1.24), on

déduit aussi que (vE, C/E) vérifie le système suivant

-~ - ~ - !:::.q, + f-UI, = (3q,(t, 0, x) + h + v,Xw + h, dans Q
q, = 0 sur 1:

q,(T, a, x) = 0 dans QA

q,(t,A,x) = 0 dans Qr

qE(O, a, x) = 0 dans QA
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avec Ilhe II
L

2(Q) ~ CJË. Alors en passant à la limite dans (1.25) on obtient (vo, qo) qui

vérifie

_0Js!. - 0.& - b:.qo + fU/o = f3qo(t, 0, ;z;) + h + VoXw dans Qat aa

(jo = 0 sur L:

(jo(T, a, 1:) = 0 dans QA

qo(t, A, x) = 0 dans Ql'

CJo(O,a,x) = 0 dans QA'

De l'estimation suivante

on a

(1.26)

(1.27)

1

1

1

1

[

1

1

r

Comme le couple (7JoJio) vérifie (1.1)(1.2)(1.3), on a liminf Je(ve,qe) ~ 117Jo11~2(uxw)' On

déduit alors que IlvoIIL2(Uxw) ~ 117JoII L2(uxw)' et donc IIvoIIL2(uxw) = IlvoIlL2(uxw)' Ainsi

Vo = Va. De l'unicité de la solution de (1.26) on obtient qo = (]o •

Ecrivons maintenant les conditions d'optimalité pour l'unique solution de (1.20)

Proposition 4.1.9 Sous les hypothèses du ThéoTème 4.1.5, le couple (ve , (je) est la so­

lution optimale du problème (J. 20) si ct seulement si il existe une fonction Pe telle que
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( V (] p) soit solution du système d'opt'imal'ité suivant 0'f' ,E, f

_0k - 0k - b.q~ + /-Lq~ = f3q~(t, 0, x) + 11. + v~xw + Ep~ dans Q
8t 8a

q~ = 0 sur L:

(je (T, a, :1;) = 0 dans QA

qe(t, A, x) = 0 dans Qr

!j~((),a,x) = 0 dans QA

!
8p, +~ _ b.p + "P = 0 dans Q&t 8a ~ r' ~

p~ = 0 sur L:

p~(t, 0, x) = J: f3(t, a, :r)p~(t, a, :D)da dans Qr

Preuve. La condition d'optimalitô d'Euler-Lagrange est donnôe par

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

66



pour chaque couple(v, cp) satisfaisant

v E L2 (U X w)

-~- ~ - 6.cp --1- /.LCp - f3cp(t, Cl, x) E L2 (Q)

cp = 0 sur 2::; cp(T, a, x) = 0 dans Q11

ip(t,A,x) = 0 dans QT;cp(O,a,:r:) = 0 dans QA

Posons

on déduit alors (1.28) et la relation (1.32) devient

Il vevdtdadx-
. u w

1{ ocp ocp
u Jn Pe(-ai - oa - 6.cp --1- /.LCp - (3cp(t, 0, x) - vXw)dtdadx = 0

(1.33)

pour chaque couple (v, cp) vérifiant (1.33). Alors, après intégration par parties, on obtient

d'une part

1
~ --1- ~ !\ --1- - C) d, 'Qal aa - u.Pc pp, - ,U1S

Pe = 0 sur 2::

p,U, 0, :c) = ,ft: (3(t, a, :c)pJt, a, :r;)da dans Qr

et d'autre part

11 (Ve --1- pJ vdtdadx = 0, 'ï/v E L2(U X w)

Donc
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D'où la Propositioll.4.1.9 -

Remarque 4.1.2 TOlLtefois on a alLcune information s'ur PE(t, A, ;];) et PE(O, a, x), PE(T, a, x)

Nous allons maintenant étudier le comportement de (PE)e>O quand f ----'>. O. D'après

(1.24) et (1.31), on a

(1.34)

Des relations (1.4),(1.5),(1.6) ct (L~4), il vient que

(1.35)

On peut donc extraire de la suite (pJe llne sous-suite, encore notée (PE)E et il existe une

fonction Po E Vo telle que

PE ----'>. Po faiblement dans Vo

En résumé nous avons démontrer le résultat suivant:

(1.36)

Théorème 4.1.10 Supposons que les hypothèses du Théorème 4.1.5 ont lielL. Un couple

(vo,(io) est solution optimale du problème (1.1) (1.2) et (1.3) s'i et seulement si il existe

une fonction Po telle que (vo, qo, Po) soit solution du système d'optimalité singulier suivant

-i!Jf - f?J: - /:).qo + ILqo = f3qo(t, 0, :E) + h + vOXw dans Q

qo = 0 sur E

qo(T, a, x) = 0 dans eJA

qo(t, A, x) = 0 dans Ql'

68

(1.37)

(1.38)



(10(0, a, x) = °dans QA

!
EJPo EJPo A ~ ~ (l 1 Q75t + & - upo + Il,po = (,ans·

Po = °sur L;

Po(t, 0, x) = J;~ p(t, a, :r)po(t, a, x)da dans QT

~ ~

Vo = --PoXw

(1.39)

(1.40)

(1.41)

4.2 Contrôlabilité à zéro avec contraintes sur le contrôle

4.2.1 Position du probèrne

On considère les notations du Chapitre 2 paragraphe 2.1. Soit w c n un ouvert non

vide et K un sous-espace vectoriel de L2 (U x w). Soit h E L2 (Q). On cherche un couple

(k, q) vérifiant

-fif - ~ - ~q + Jj,q = pq(t,O,x) + h + kXw dans Q

q = ° sur L;

q(T, a, x) = ° dans QA

q(t, A, x) = ° dans QT

q(O, a,:r) = 0 daus QA
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et

IlkIIL2(UXw) = min irnurn (2.4)

Le problème (2.1)-(2.4) est un problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur

le contrôle k. Il s'agit de trouver un contrôle k (mais cette fois-ci k doit appartenir à K.l.)

qui conduise l'état de 0 (à l'instant "initial" t = T) jusqu'à l'état q(O, a, x) = 0 à l'instant

final t = 0 et ccci avec une "dépense" lllinilllulll Jlour k au sens de (2.4).

Remarque 4.2.1 La résolution du pmblème (2.1)-(2.4) fem l'objet de ce qui va suivre

avec en vue 'Une application à l'e:àstence de sentinelles d,tscT'iminantes dans le cas général

où wC O.

Dans toute la suite on f~ra l'hypothèse suivante

{
K. est de dimension finie et il n'existe. pas d'éléments non nuls k E K

(2.5)
tels que k E L2(U, H1(O)) avec ~~ + ~: - 6k + Ilk = 0 in U x w

On fait également l'hypothèse suivante:

On note enfin

P = la projection orthogonale de L 2 (U X w) sur K.

(2.6)

(2.7)

En vue de résoudre notre problème de contrôlabilité, nous définissons le problème

variationnel suivant à partir de l'inégalité de Carleman adaptée aux contraintes(cfer Cha­

pitre 3)
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4.2.2 Un problème variationnel

On rappelle qu'au Chapitre 3, on et encore montré l'existence d'une fonction poids

e> 0, eE C2(Q) et ~ bornée sur Q tel que

Vp E V = {p E Coo(Q), P = 0 sur I:} où C est une constante positive.

Le second membre de (2.8) conduit à munir V de la forme bilinéaire défini par

(I,O,P(p, p) =! r LpLpritriari:r+ j' l' (p - Pp )(75 - pp)ritdadx (2.9)
.U~2 .u.L

Lemme 4.2.1 L'application (p, p) f--; CLo,P(p, p) est un produit scalaire sur V

La démonstration du Lemme 4.2.1 est analogue à celle du Lemme 4.1.1

Soit VO,P le complété de V pour la nonne

(2.10)

Vu,P est un espace de Hilbert pour le produit scalaire ao,p(p, (5) et la norme associée,

et V est dense dans 1Io,p.

Remarque 4.2.2 Soit L~(Q) l'espace de IlilbeTl défini par-

muni de la norme

( 1' 1 2 )1
Ip(L~(Q) = J

Q
02 (pl dtdadx < +00

Alors le premier membre de (2.8) montre que Vo,P C L~(Q) avec injection continu. Autrement
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dit il existe une constante C > 0 telle que

On rcvicnt à II, pour laquelle on suppose (2.6). Alors l'application

P f---~ J~ hpdtdadx

est une forme linéaire continue sur VO p. Le th(x)rèrnc de Lax-Milgram[6] assure l'existence

d'une tiolutioll unique Po E VO,P de l'équatioll variatiollncllc

(2.11)

4.2.3 Résolution du problème de contrôlabilité avec contraintes

sur le contrôle

Proposition 4.2.2 ConsidéTOns (2.5) (2.6). Soit Po l'unique solution de (2.11). On pose

{

ko = -(Po - ppoxJxw

qo = Lpo

Alors le couple (k:(), qo) est une solution du ]JTOblème (2.1)-(2.8)

La démonstration de cette propotiition Ctit analogue à celle du Théorème 4.1.5

(2.12)

Remarque 4.2.3 La stT1Lcture (2.9) de ao,p(",) montre qu'il existe 'une infinité de choix

possible du pTOduit scalaire sur- V. Par conséquent il e:rlste une infinité de contrôles k

solution de (2.1)-(2..1)

Si nous définissons maintenant l'ensemble des contrôles k tel que (2.1)-(2.3). On vérifie

comme au Lemme 4.1.6 que cet ensemble est un sous-em,emble non vide fermé et convexe

de L2 (U x w). Donc, il existe un contrôle unique ko de norme minimale dans L2 (U x w).

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant

72



Théorème 4.2.3 Sous les hypothèses de la Proposition 4.2.2, pour chaque sous-ensemble

w de D, il existe un contrôle k tel que (2.1)-(2.3). De plus on peut obtenir un contrôle k{J

de norme minimale dans L2 (U x w) c'est à dire tel que (2.4).

On établit maintenant le système d'optimalité pour ka

4.2.4 Systèlne d'optimalité pour le contrôle optimal

Soit (Jo l'état optimal du système (2.1)-(2.3) <.:orrespondant au contrôle optimal ka. On

utilise également dans ce paragraphe la méthode de pénalisation pour obtenir le système

d'optimalité pour le couple optimal (ko, (Jo). Plus prédsément pour f > 0 on introduit la

fonction J~ définie par

J~(k, Il) =
1 2
"2"kllL2(uxw) +

1 Il 8q oq 11

2

+- -- - - - 6.q + l.Iq - f3q(t, 0, x) - h - kXw
2f 8t 80, L2(Uxn)

(2.13)

où les couples (k, q) vérifient

k E Ki-

- ~~ - ~ - 6.q +W1- f3q(t, 0, x) E L2 (Q)

q = 0 sur 'L,; q(T, a, :c) = 0 dans QA; Ij(t, A, x) = 0 dans QT

q(O, a, x) = 0 dans Q.4

Le problème

inf{J~(k, Il) 1 (k, q) vérifie (2.14)}

admet une solution unique qui sera caractérisé comme suit:

(2.14)

(2.15)

Théorème 4.2.4 Sous les hypothèscs (Ill Théorème 4.2.3, le couple (k
E

, (h) est la solution

optimale du problème (2.15) si et seulement si, 'il e:âste 1me Jonction PEtelle quc (k
E

, !JE' PE)
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soit solut'ion du système d'optimalité suivante:

-if - ~~ - 6q( + fUir = j3qE(t, 0, 7:) + h + kEXw + EPE dans Q

qE = 0 sur r;

qE(T, a, x) = 0

qE(t, A, :E) = 0

dans QA

dans Q1'

q((O, a, :r) = 0 dans QA

(2,16)

(2.17)

1
a:t + a;; - 6p( + MP( = 0 dans Q

PE = 0 sm' r;

p((t, 0, :r;) = Io
A

j3(t, a, :E)PE(t, a, :r:)da dans Qr

(2.18)

(2.19)

1

1

1

1

1

1

1

r

1
1

La preuve de ce Théorème est analogue à celle de la Proposition 4.1.9. Ici également

on a pa." d'information sur (J((t, A, :1'), (J(Ul, (/" :r) ct (J((T, a, :r).

Pour la convergence du système d'optinwJité approché (2.16)-(2.19), nous avons le ré­

sultat de convergence suivant dont la démonstration est analogue à celle de la Proposition

4.1.8

Proposition 4.2.5 Sous les hypothèses du Théorèrnc3.2.3, on a quand E~ 0

{

k( -----' ka faiblement dans L 2 (U x w)

(h -----' (Jo faiblement dans L 2 (Q)

Nous allons maintenant {~tudier la convergencc de la suite (pJ(>o quand E -----' O. Comme
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au Paragraphe 4.1.4,on montre que

(2.20)

(2.21)

On peut donc extraire de (pJ une sous-suite notée encore (PE) et il existe une fonction

Po E vo,p telle que

PE -~ Po dans Vo,p [aiGle (2.22)

Avec les même techniques developpées dans la preuve du Théorème 3.2.1(Chap 3), on

montre que PE ----' Po dans L2(U x w) faible. Ainsi PPE --t ka dans L2(U x w) fort (car

l'opérateur de projection orthogonal P est compact sur le sous espace vectoriel de di­

mension finie K de L2(U x w)). Donc ka E K. De la relation (2.20) on déduit aussi que,

PE - PPE ----' k1 dans K1- faible. Alors Po = ka + k1 et donc ka = FPo et

PE - PPE ----' Po - FPo dans L 2(U x w) faible

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant:

Théorème 4.2.6 Supposons que les hypothèses du Théorème 4.2.3 ont lieu. Le couple

(ko,(Jo) est la solution optimal (2.1)-(2.4) si et seulement si il e:ristc une fonction Po telle

que (ko,(Jo, Po) soit solution du système d'optimalité singulier suivant :

(2.23)
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-!!jf - fi/; - 6qO + jiéio = f3qo(t, 0, :I:) + h + koXw dans Q

qO = 0 S11:r L:

qo(T, a, :E) = 0

qo(t, A, .7:) = 0

dans C2A

dans Q'J'

(2.24)

qo(O, a, :E) = 0 dans QA (2.25)

1
~ ~ A~ ~ - 0 d' Qat + 8a - UPo + j1.Po - ans

Po = 0 sur L:

Po (t, 0, x) = IoA f3(t, a, :r:)po(t, a, :r;) da dans QT

(2.26)

(2.27)

Orientation: L'ensemble des résultats de contrôlabilité obtenus dans ce chapitre

nous servira d'une part à définir des sentinelles puis d'autre part à étudier la furtivité.

C'est ce qui constitue l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Furtivité

On reprend les notations du Chapitre 2. Dans ce chapitre nous examinons la ques-

tian de l'information fournie par une sentinelle. Mais auparavant, nom; revenons sur la

construction des sentinelles.

5.1 Construction de sentinelles

5.1.1 Sentinelle pour une observation sans bruit

Nous avons montré au Chapitre 2 que la construction d'une sentinelle dans le cas

d'une observation sans bruit était équivalente au problème de contrôlabilité suivant:

Trouver le couple (w, q) qui vérifie le système

a a-Wf - ~ - t:.q + JU} = j3q(t, 0, x) + hoXo + wxw dans Q

q = 0 sur E

q(T, CL,:I:) = 0 dans

q(t, A,:r;) = 0 dans

q(O, CL, x) = 0 dans QA
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et

\\wll L2(Uxw) = min im'u:ln (1.3)

On reconnaît alors le problème (1.1)-(1.3) du Chapitre 4, paragrahe 4.1 quand h = hoXo

et v = w. Considérons donc les résultats obtenus au paragrphe 4.1 du chapitre 4. Soit

(voJio,po) défini au Théorème 4.1.10. Alors

~ ~

Vo = -fJoXw

Par conséquent la sentinelle S(À, T) est définie par

sex, T) = r r hoy(t, a, :r:; À, T)dtdlUl:r: -- /' j' 75oy(t, a, :r:; À, T)dtrlarl:r:lulo .u,w

On dit que S est la sentinelle définie par ho, 0 et w.

5.1.2 Sentinelles discriminantes

La construction d'une sentinelle dans le cas d'une observation bruitée était équivalente

à un problème de contrôlabilité à zéro avec des contraintes sur le contrôle (cf Chapitre

2). Plus précisément il s'agissait de trouver un couple (v, q) solution du système:

v E Ki.., (1.4)

a a-7ft - ~ - b.q + J1q = f3q(t, 0, x) + hoXo + koXw + VXw dans Q

q = 0 sur E

q(T, a, x) = 0

q(t,A,x) =0

dans QA

dans QT
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et

q(O, a, :c) = 0 dans C2A

Ilvllp(uxw) = min àrw:rn

(1.6)

(1.7)

Alors le problème (1.4)-(1.7) est le même que le problème (2.1)-(2.4) du Chapitre 4,

paragTaphe 4.2 quand h = hoXo + koXw et v = k. Ce qui nous amène à reconsidérer tous

les résultats obtenus au paragraphe 4.2 du Chapitre 4. Plus précisément soit K défini en

(3.10) (Cf Chapitre 2, paragraphe 2.3) telle que (2.5) (Cfer Chapitre 4, paragraphe 4.2)

et ho et ko telle que (2.6) (Cf Chapitre 4, paragraphe 4.2). Alors soit (koJio,Po) défini au

Théorème 4.2.6. On a

et la sentinelle S (>1, r) est définie par :

S(>I, r) = li hoy(t, a, x; À, r)dtdad:D +Il (ka - Po + ?poxw)y(t, a, :r:; À, r)dtdad:r:

On dit que S est la sentinelle discriminante définie par ho, 0 et w
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5.2 Ensemble de sentinelles pour une observation sans

bruit

5.2.1 Position du problème

Soit le système à données manquantes suivant:

!!Ji. + éjJL - /'::,'1 1 + fl,'l} = f' + ,\ f--:- dans Q "dl. da .f , •• ~

y = 0 sur L;;

y(O, a, x) = yO(a, 1:) + Tff(o.,:r) dans QA ;

y(t, 0, x) = Io
A

(3(t, a, x)y(t, a, 1:)da dans QT

On suppose que l'observation est sans bruit, c'est-à-dire

Yobs = YXo

(2.1)

(2.2)

Remarque 5.2.1 On examine ensuite le cas où 'il li a un bmit dans l'observation (2.2)

A la section 5.1 ci-dessus, on a construit la sentinelle définie par ho, où ho est donnée

dans L2 (U x 0).

On considère maintenant une suite cle sentinelles construites à partir de hOl, ho2 , ... où

toutes les fonctions hOj sont à support dans U x O. Autrement dit toutes les sentinelles

sont basées sur le même observatoire.

On rappelle qu'une pollution j est dite furtive pour toutes les sentinelles définies par

hOi si

rqo(1~oi)ldtdadx = 0, 't/ho; E L 2 (U x 0), i = 1,2, ..../Q
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La question à étudier est la suivante:

existe-t-il des f furtifs pour toutes les sentinelles,

et si oui, quelle est leur structure?

5.2.2 Quelques formules

(2.4)

Pour un contrôle 7Jo tel que (Vo, qo) soit solution du problème (1.1)-(1.3) la sentinelle

est dMinic pa.r

S(À, T) =1j' hoy(t, a, :r:; À, T)dtdad:r; + /,' l' vOy(t, a, :r; À, T)dtdadx (2,5)
U 0 ' u Jw

où rappelons-le vo est défini à partir de l'unique solution Po de l'équation variationnelle:

(2.6)

Plus précisément

(2.7)

Comme l'application p 1----+ ao(po, p) est une forme linéaire continue sur Vo, il existe

Ae E .c(Ve,VJ) tel que

De plus Ao est un isomorphisme auto-adjoint, i.e. Aô= Ao et (AO
l )* = Ail, Rappelons

qu'on a le schéma suivant:

Vo '-' Ho = H~ '-' V;
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où les injections canonique~ respective~ i et j de Va dan~ Ho et de Ho dans V~ sont

continues. L'injection canonique j est définie comme suit ( voir [6]) : étant donné h E Ho,

l'application P E Vo 1----+ (h, P)Hu e~t une forme linéaire continue sur Ho et à fortiori sur

Vo; on la note j(h) E V~ de sorte que

(j(h),p)v.'V; = (h,p)Hu Vh E Ho, Vp E Vou u

Avec ce~ formules de représentation, l'é~quation (2.6) s'écrit:

(2.8)

Par con~équent

et donc

(2.9)

Avec ces notations, l'équation (2.6), explicitée à l'aide de la définition de ao(.,.) au

Chapitre 4, paragraphe 4.1.2, de Va = -PoXw et de (2.9) donne

On pose
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Alors RE J:(H). On vérifie facilement que fl est alita-adjoint, i.e fl* = n. Donc

j" LpoLpdtd(l(i:J:
.!Q .

En conséqllcnce et pour conclure la sentinellc S définie par ho est donnée aussi par:

5.2.3 ~rtivité

On suppose maintenant que

ho parcourt une suite complète de L2 (U x 0)

(2.10)

(2.11)

On rappelle qU'lIne pollution \1" est furtive pour toutes les sentinelles définie par ho

si

ou encore d'après (2.10)

as
[).. (a, 0) kqo Îdtâad:r

j" (hoxo + voxJv>.dtdad:r:
.!Q
0, Vho

On déduit de (2.11) que
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où Y>. est la solution de

Bgt +~ - b.y>. + Jty;.. = Î dans Q ;

Y>.. = 0 sur I:;

y;.. (0, a, x) = 0 dans QA ;

y;.. (t, 0, x) = .rc;1 (-l(t, a, :r)y;..(t, a, :r:)da dans Ch

Lemme 5.2.1 La fonction P;.. est solu/,ion du p1'Obl(~n/'c

Bp). + Bp). _ b.p + Itp = Cl dans Q .al Ba >.. t;" , ,

P;.. = 0 sur I:;

p;..(O,a,:L') = (AO
I o j)(e2y>..xJ(O, a,:L') dans QA;

P;..(t, 0, x) = IoA
j3(t,a,x)p;..(t,a,x)da dans QT

Preuve. Par définition de R* = R, on a Aop>.. = j(e2 y>..Xw); autrement dit

qui explicitée donne

et donc d'après (2.13)

Par suite Lp>. = O. D'où le Lemme 5.2.1.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Théorème 5.2.2 Soit f une pollution furtive pour toutes les sentinelles définies par ho,

où ho décrit une suite complète hOl , ho2 , '" d'éléments de L2(U x 0). Alors Î est de la
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forme

~ 8cP 8cP
f = - + - - !:lcP + PcP dans Q

ai Da

où cP E VO avec de plus cP = a sur U x 0 et donc Î = a s'l1,r U x o.

•
Preuve. On pose

Alors cP>. est solution du problème

â<jJ.\ _L âeP>. _ !:l,l, + "A, = 0 dans Qat {- âa 'fi>' ,..,'fI>. ~

cP>. = 0 sur I::

cP>.(O,a,x) = -p>.(O,a,x) dans QA

cP>. (t, a, x) = IoA p(t, a, x) cP>. (t, a, x)da dans Qr

avec d'après (2.13) cP>. = asur U x 0 et donc f = 0 sur U x O.•

On fait maintenant l'hypothèse

f est concentrée dans un ensemble U x 5, où 5 c D.

(2.17)

(2.18)

Remarque 5.2.2 Si 5 c 0, alors d'après le Théorème 5.2.2 f == a et il n'y a aucune

pollution furtive.

On suppose donc que:

5 ouvert de n et que Sn 0 = 0 (2.19)

Cette dernière hypothèse correspond à la situation où l'on essaye d'observer une pollution

de "loin". On déduit alors du théorème 5.2.2 le corollaire suivant:
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Corollaire 5.2.3 On suppose (2.18),(2.19). On suppose que ho par-court une suite com­

plète hOl , h02 , ... d'éléments de L 2 (U x 0). Alors une pollution f est Jurl'ive pour toutes

les sentinelles définies par hOl , h02 , ... si eL seulement si f est de la forme

~ DcP D(I)
J = - + - - 6.4) + fUP sur U x S

Dt Da

avec cP E va et cP = 0 hors de S.

5.2.4 Orientation.

(2.20)

On va maintenant considérer les problèmes analogues où l'observation est entachée

d'un bruit.

5.3 Ensemble de sentinelles discriminantes.

5.3.1 Position du problème.

On se place dans le cadre du problème 2, Chapitre 2 où l'observation est bruitée:

N

Yobs = ma + L {J;mi
;=0

(3.1)

On rappelle que la construction de la sentinelle discriminante était équivalente à la ré­

solution du problème de contrôlabilité (3.13)-(3.16), Chapitre 2 et que ce problème est

résolu par le Théorème 4.2.3, Chapitre 4.

Remarque 5.3.1 Dans le cadre du Théorème 4.2.3, Chapitre 4, on a pris

K. = espace engcndrr paT IlL1Xwl m2Xw ' ... , mNXw (3.2)

On va cOllstruire maintenant une famille de sentinelles définies par des fonctions

hol , h02 , '" et discriminantes pour K..
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Quelle est la structure des pollutions furtives pour toutes les sentinelles ainsi construites '!

5.3.2 Quelques formules.

Soit Po la solution de l'équation (2.11) Chapitre 4, i.e

avec h = hoXo + koXw est telle que (2.6), Chapitre 4. On a

et la sentinelle discriminante est donnée par

S(À, T) = rhy(À, T)dtdadx + l' l' kOY(À, T)dtdadx
.JQ .Ju.~

(3.3)

Comme l'application P f------t ao,?(po, p) est une forme linéaire et continue sur va,? il

existe Ao,? E L(VO,?, V;,p) tel que

De plus Ao,p est un isomorphisme auto-adjoint, i.e Aô,p = Ao,p et (AO,~)* = AO,~' On a

le schéma suivant

, .,
., 2 J '

Vo,}' <-t Lo((2) <-t VO,p

où les injections i' et j' sont continues. Alors l'équation (3.3) devient
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Par conséquent

- '/(:2 1Ao,pPo = J g 11,) dans Vo,p

et donc

(3.5)

Avec ces notations l'équation (~3.3) cxplicité~c ù l'aide de la définition de o,o,p(" .), de

ko = -(Po - ppoXwh.w et de (3.5) dOlllle

rLpoLpdtdadx
.JQ

(( il 0 AO,~ 0 .7')( g2 11,); P(02PXw) - (g2 pxJ h~(Q) + (02
11,; p) L~(Q)

(0:211,; (T* 0 P)(fPPXw) - T*((J:2 pXw ) + P)L~(Q)

où T = i' 0 AO,~ o.J' est un opérateur auto-adjoint, i.e T = T*.

En conséquence la sentinelle discriminante est donnée par

5.3.3 ~rtivité

Une pollution Àf est furtive pour toutes les sentinelles discriminantes définies par hOj

si

On suppose que

ho parcourt un ensemble complet de L:2(U x 0)
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On déduit alors de (3.7) que

2 2(1'* 0 P)(() y)..xJ - T*(fJ y)..Xw) + y).. = 0 sur U x 0

avec VA solution de (2.14), on pose

Lemme 5.3.1 La fonction p).. est solution du problème

fJp~ fJp~ A ~ ~ - 0 d 1)---al + a;; - u.p).. + jJ,p).. - ans "'t:';

p).. = 0 s'Ur E;

- (0 ) ~O 1 ()p).. ,a,:]; =p).. (ans ~A;

p)..(t, 0, x) = J;: f3(t, a, :r;)p)..(t, a, :r;)da dans QT

La preuve est analogue à celle du lemme 5.2.1.

(3.9)

(3.10)

Théorème 5.3.2 Soit f nne pollution furtive p(),/J:r tD'lLies les sentinelles discrim'àwntes

définies par" hoj . Alors f esl de la frmne

'":' 81jJ 81jJ
j = -;:;- +~ - tl'l/) + /J''I/) dans Q

ut ua

où 1jJ E VO,? avec de plus 1jJ = 0 s'ur U x 0 el donc Î = 0 s'ur U x O.

Preuve. On pose
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AloŒ '1/) .. est solution du problème

J';' 0'1. ~
~ -\-~ ~- 6u), +- 1.[1/1)\ = r dans qôL Da . " ,.

'1/) .. = °sur 2~

-q,)..(O, (l, :r) = ~Î~ dans Q/\

'~) .. (t, 0, x) = ./;;\ ;J(t, (l, :[')1/'.\(1. (l, :J:)da dans Ch-

avec d'après (:U))I/J>. = II sur U x () ct donc l :-: 0 sur U x (J, •

On fait maiutenant les b'ypoth(~scs

Test concentrée dans un ensemble U x 5, où 5 c n,

5 ouvert de n ct que 8 n 0 = Vl

On déduit alors du théorème 5.3.2 le corollaire suivant:

(3.11)

Corollaire 5.~~.3 On sappose (S. 11), (S. 12). On sUJipose que ho parCouTt une suite com­

plète 11,01, h02 , ... d'éléments de L2 (U x 0). Alors une pollution Test furtive pour lO1des

les scnl:inelles définies par 11,01, h02 , ... si el. seulement si f est de la. jOrrne

gO

(3.U)
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Résumé

CdL(~ Llj(~sc cst (:()llsacrée Ù l'(~I\I(I(~ de (Iivc!'s Jl]"()I)h~lllCS dc Cl)Jjlrt)la1Jilit,{~s

pom d(~s syst.èllles dissipatifs ù deux LClllpS. F'our y parvcnir dans chaque CilS,

nOlls N,ablissons une inégalité d'observabilité dc type CarlcmiUl.
Les résnltat.s cie cont.rôlabilité obt.cnus SOllt cnsuite utilitiés pOIll' const.l'll­

ire des sCllt.incl!es pour cles SYStl)lllCS dissipat.if.s ù deux temps ct. à données
incolllplèLcs.

Nous examinons aussi la questioll de l'inforlllation fournie par une sen­
tinelle par l'étude de la fmtivité pour un ensemble de sentinelles.

Mots clés: Sentinelle, sentinelle discriminante, contrôlabilité, contrôla­
bilité avec contraintes sur le contrôle, inégalité de Carleman.


