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INTRODUCTION

La théorie des algebres génétiques est une branche des algébres non associatives
sans élément unité. Elle a pris naissance grace notamment aux écrits de I M. H.
Etherington en 1939 et de R. D. Schafer en 1947. Le premier a introduir les notions
d’algeébre pondérée. d’algebre train et d'algebre train spéciale. Le =econd a &te a
I'origine des objets connus actuellement sous Uappellation algeébres génetiques auw seps

de Schafer.

La théorie a par la suite connu un essort particulier avec les travaux de H. Gonshor
(1960). auteur de la notion d’algébres génétiques au sens de Gonshor. et ceux e P
Holgate (1973) qui a défini algébriquement les algébres de Bernstern. Ces algebroes
découlent d'une traduction en termes algébriques du probleme posé par S. Bernstein
en 1923, portant sur la classification des opérateurs d’évolution saristaisant au principe

de stationnarité,

Cette these s'articule autour de quatre chapitres. Dans le premier. nous rappelons
quelques résultats de base utilisés dans les trois autres chapitres. Le second est consacré
principalement & l'étude des d-algebres de Bernstein monogenes. Dans le troisieme.
nous étudions le lien entre l'algebre des multiplications dune algebre et ['algeébre des
multiplications de sa dupliquée. Enfin le dernier chapitre porte sur la résolution d une
équation de Riccati dans les d-algébres de Bernstein. D apres Andreoli et Heuch. les

solutions de cette équation admettent une interprétation biologique .



ALGEBRES GENETIQUES

1.1. Généralités

Dans tout le paragraphe. K sera un corps commutatif et toute K-algebre sera
commutative.
Soit A une K-algebre. Pour tout élément r de A et pour tout entier & > 1. on

définit les puissances principales et les puissances pleines de .r. respectivelnent par

k+1 k1] K

= plpih

cl=g, o = poh et o =1 2l AL

Un élément r de A est dit nilpotent d'indice k > 1. s1 & est le plus petit entier rel
que ¥ = 0. L'algebre A est dite une nil-algébre de nil-index k. si b est le plus perit
entier tel que »* = 0 pour tout r dans A.

On définit inductivement la puissance principale A" et la puissance pleine A+ do
Apar Al = A, AF L = A4k er AL = A Al = g8 gk

On dira que l'algébre A est nilpotente (resp. résoluble) d'index k. si A¥ = 0 o
APL 20 (resp. A% =0 et AF1 £0).

Le couple (A.w) est une K-algébre pondérée st w : A — K est un morphisime non
nul de K-algebres.

Si A est une K-algebre de dimension finie. on dira que A est une algebre génétigus

{au sens de Gonshor) 71l existe une base (eg.ey....e,) de 4 sur A telle que la table

de multiplication de A4 relativement a cette base soit donnée par :

T T n
3 ;
€q = €9 TookER L €p€; = E ojk€r et ¢ey = E YijkChk POWY fous
k=1 k=3 ke=mazxiij)—1
i) = 1.
Les constantes de structure vg;. ¢ = 0.1, n sont appelées les racines train de

A. Les algébres génétiques (au sens de Gonshor) sont des algebres pondérées. 11 suffit

pour cela de poser w(eg) = 1letw(e;) =0pouri=1..... n.
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Une K-algebre A est une algébre de Jordan si x°(yx) = (ry)r quels que solent r. y
dans A.

Une K-algeébre pondérée (A.w) est une algébre train s'il existe un entier posirif r

et des scalaires ~q. ..., _1 tels que 2" + ~vywl{r)e™ b+ (o)

=10 pour
tout r dans A. Le plus petit entier r avant cette propriété est le rang de A.

Une K-algébre pondérée (A.w) est une algébre train spéciale si Vidéal N = Lere
est nilpotent et ses puissances principales sont des idéaux de 4.

Les résultats suivants sont bien connus :

- Toute algebre train spéciale est génétique mais la réciproque est fausse (126]).

- Toute algebre génétique est une algebre train mais il existe des algebres rrain qui
ne sont ni train spéciales ni méme génétiques ([261).

- 51 (A.w) est une algebre train (resp. génétique) alors N = kerw est nil (resp,

nilporent) ({26]).
1.2. Les algebres de Bernstein

Soit K un corps commutatif infini de caractéristique ditférente de 2

On dira qu'une K-algebre pondérée (4. ) est une algébre de Bernstein si pour tont
rdans A.on a £ = w(r)2e?

Toute algebre de Bernstein admet une pondération mnique. Si 4 est e
algebre de Bernstein. Pensemble des idempotents non muls de A est donné par
I{A)={2? v e A w(x) =1}

Soient A une K-algebre de Bernstein et ¢ un idempotent non nul de 4. On a la

décomposition de Peirce suivante : 4 = Ke = U, =V, avec U, = {r |

e e dier =
et Vo ={x !z e A ex =0}

(R B

On montre que I,(A4) = {e +u+u*.u € U.}.

ProposITION 1.2.1 [17]. — Soit A = Ke = U, =V, la décomposition de Pewrce d une
algébre de Bernstein A, relativement o idempotent ¢. On a:
(i) U2 CV,, UV, CU,. V:CU,. UV;:=0.

(i1) ud = 0 et uy(uguz) + us(usuy) + usluyus) = 0.

u(uv) = 0 et uy(usv) + ug{uyv) = 0.



e

(uv)? = 0. (urv)(usv) = 0 et (ury){(uvy) =0

quels que soient les éléments u. w; dans Uo. v. v, dans Voo pour i =1.2.

Soit A = Ke& U, =V, la décomposition de Peirce d'une algebre de Bernstein 4. On
dira que A est exceptionnelle (ou exclusive) si U2 = 0 et normale st UV, + V72 = 0.
En dimension finie. on appelle type de A. le couple (1 + r.s) ou r = dimlU, ot

s = dimV,. Le type de A est indépendant de ['idempotent ¢ choisi.
On a le résultat suivant.

ProprosiTioN 1.2.2. — Soit A une algébre de Bernstein. Lalgebre 4 est

exceptionnelle si et seulement si (xy)* = w(xy)ry pour tous v et y dans A

THEOREME 1.2.3 [20]. — Soit A une algebre de Bernstein. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) A est une algébre train:
{ir) N = kerw est nil:

1y g

{it]y A vérifie une équation du type (1 S = 5V =0 pour wn certain

THEOREME 1.2.4. — Sout 4 une algébre de Bernstein. Les assertions sulvantes sont
équivalentes :
(1) A est une algebre train spéciale:
(1) A est une algebre génétique:

(ii1) N est nilpotent.

(1} = (i) = (#19) sont toujours vraies méme si 'algebre n'est pas de Bernsrein

(126]). Pour (iii) = (i). cf.[20].

THEOREME 1.2.5 [22]. — Soit 4 = Ke = U, = V. une alychre de Bernstein. Les
assertions swivantes sont équivalentes :
(i) A est une algebre a puissances associatives:
A est une algébre de Jordan;
2.

)
(it1) Pour tout x dans A. on azx® = w(r)r
)

VZ=0. ¥f € I,(A):



(v) V2=0etv(vu)=0. Yu e U, YveV,.

1.3. Structure des j-algebres de Bernstein

Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente de 2. (4. o)
une K-algebre pondérée et 6 € K tel que § # %— On déhuit Topérateur
Vid— Az— (1-20)"1(2?=20w(z)x). Sur A. on définit une nouvelle multiplication

par roy = %(V(r +y) — V{r —y)) pour tous r et y dans 4. La nouvelle algebre

obtenue est notée A° ([2]).

On dira que A est une d-algébre de Bernstein si V() = «(r)*Vir) pour tour r

dans A.

ProposiTION 1.3.1 [2]. — Sotent (A.w) une K -algébre pondérde et 0 = K tel qu
d # % Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une d-algébre de Bernstein:
(i1) A° est une algébre de Bernstein

{111) Pour tout x dans A. on a

(r®)? = ddw(r)z® — (46% 4+ 26 — Lw(w)>e? + 25(20 — Ljwlr)ir.

Les 0-algebres de Bernstein ne sont autres que celles commundément appeldes
algébres de Bernstein.

Toute d-algebre de Bernstein admet une pondération nnique. Si A est une s-algebre
de Bernstein alors I,,(A) = {(1 — 28) " (r? — 2dx). wlr) = L}

Soient (A.w) une d-algebre de Bernstein et ¢ un idempotrent non nul de 4. On a la
décomposition de Peirce suivante A = Ke = U, =15 onl, ={r|r e drr = %: }
et Vie = {x |z € A ex = éx}. De plus. les relations de la proposition 1.2.1 sont
vérifiées.

Puisque .V = N° en tant qu'algebres, les structures algébricques des novaux des
algeébres A et A° sont les mémes. Ainsi les théoremes 1.2.4 et 1.2.5 et les définitions
du type d'une algebre. d'algebre exceptionnelle. normale s’étendent aisément aux cas
des d-algebres de Bernstein.

La proposition 1.2.2 peut étre reécrite en remplacant la multiplication de A par

celle de A°.
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Dans [2], les auteurs donnent la définition suivante : Une d-algebre de Bernstein
A est dite nucléaire s'il existe un idempotent e de A tel que UE = V... De plus. ils
montrent que si A est une d-algebre de Bernstein. A4 est nucléaire si et seulement si

A° l'est.



ALGEBRES MONOGENES

Les algéebres monogenes jouent un vole non négligeable dans la théorie des algehres
non associatives. Dans de nombreuses situations. ces algebres servent d’exemples on
de contre-exemples. La connaissance des sous-algebres monogenes d une algebre est
souvent utile pour la détermination d’idempotents non nuls.

Dans ce chapitre. K désignera toujours un corps commnmutatif.
2.1. Les algebres train monogeénes

THEOREME 2.1.1 [W4]. — Toute algebre train monogéne de rang < 4 est tramn

spéciale.
Remarque. Dans [1]. l'auteur mountre par U'exemple 1.2.10 que le rang 4 est le
meilleur possible. Néammoins. Holgate ([13}} érablit le résultar suivant :

THEOREME 2.1.2. — Toute algeébre train monogeéne de dimension finie est génétique.

2.2. Les algebres de Bernstein monogénes
Dans la suite. ' sera infini de caractéristique différente de 2.
LEMME 2.2.1 [20]. — Soient A une K-algébre de Bernstein ot v un élément de A

Pour tous entiersi et j > 2 on a 2z'0/ = w(r) o/ + ol

Soit (A.w) une RK-algebre de Bernstein de dimension Huie et soit r € 4. Ou
note A, la sous-algebre monogene de A eungendrée par r. D'apres le leimnme 2.2.1.

. . . 3 I ]
A, est engendré. en tant qu’espace vectoriel. par {r.c”,..... rM.o. b On montre que

AN = [ b

7.
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ProprosiTiON 2.2.2. — Soient (A.w) une K-algébre de Bernstein et & un élément
de A. Siw(x) = 0 alors A, n'est pas pondérée. De plus A, est résoluble d'index 2 et

nilpotente si et seulement si x est nilpotent.

En effet, soit ¢ : 4, — K un morphisme de K-algebres. Puisque w(r) = 0 alors
(z%)? = 0 et p(x) = 0. Par suite o(y) = 0. ¥y € A,. Dot o = 0 et A, n'est pas
pondérée. D'apres le lemme 2.2.1. 'z’ = 0 pour tous i et j > 2 car w(r) = 0. Il vient
donc que (42)% = 0 et A, est résoluble d'index 2. Si & est nilpotent d'indice k. il est
clair que A¥ = 0 et A, est nilpotente d'index k. La réciproque est évidente. []

On suppose dans la suite que w(x) # 0. On peut. sans perdre la généralité. supposer

que w(r) = 1. Alors wi4, est une pondération de A,. Soit n = dim.A4, < x. Alors

2 s . -
{z.x% ... 2"} est une base de A,. Si n = 1. r est un idempotent et 4, ~ K.
PROPOSITION 2.2.3. — L unique algébre de Bernstein monogéne de dimension 2 st

["algebre de Bernstein constante de type (1. 1).
Pour la preuve. voir celle de la proposition 2.3.3 en v faisant & = 0.

LEMME 2.2.4. — Soit A, une K -algébre de Bernstein monogéne de dimension n > 3.

Alors A, est une algebre de Bernstein exceptionnelle de type (n — 1.1).

9 _ 3 E 52
Posons e = 2. up = 22 — 22 (b =1..... n—2)et ;=0 +.0r°—2r" Ona alors
2 I3 - [ [
el =e. eup = fup o wpu =0 (kI =1...n=2) et ery = U: doi le leume. ||

Cas des algébres de Bernstein conservatives

Soit A=KezUZ=Vetd, =Ke=Kv) =0, avec e = r°. les décompositions le
Peirce respectives d'une algebre de Bernstein 4 et de la sous-algebre monogene A .
relativement a l'idempotent e. On a U, C U et V,, C V. Si 4 n'est pas de Jordan.
U, # 0 pour un certain z. Il existe alors un élément 1 non nul de U tel que u® = (.

Supposons maintenant que. pour tout u € U/. u* = 0 enfraine que u = 0. Puisque
V2 Uet que VEV? = 0 alors V? = 0. De plus. pour tout u € U et ¢ € V. on sair

que (uv)? = 0. Donc uv = 0. i.e. UV = 0. D'olt la proposition suivante :



PrOPOSITION 2.2.5. — Soit A = Ke = U =V la décomposition de Peirce d une
algébre de Bernstein A telle que U # 0. Si pour tout u € U. u® = 0 entraine que u = 1.

alors A est une algébre conservative non exceptionnelle.

2.3. Les 4-algeébres de Bernstein monogenes

LeMmME 2.3.1. — Soit A une d-algébre de Bernstein. Si A™ est exceptionnelle ulors
A est aussi.

En effet. si A® est exceptionnelle alors (x o y) o (o y) = 0 pour rout & dans 4~ er
y dans kerw. soit (z o y)? = 0 ou encore (xy)? — 20w () (xy)y + A% ()7 y* = 0. Powr
r=eetyc U, ona i—yﬁ — Sy = 8% = 0. soit (467 — 40 + L)y = 0 ou encore
(20 — 1%y = 0. d'olt 2 = 0 et A est exceptionnelle.  []

La linéarisation partielle de

(22)? = dow(x)r? = (40% + 20 — Dw(x)?2? +20(26 — Dyw(ryir. donne

1
rz(.ry) = dw (})L + dwlx )(r y +2x(ry)) — —5(4() + 20 — Lw! 11;)
1 o N , 2 ]-m ~ R 3 ﬁ S S
—)—(40‘ +20 - Ljw(x) oy + ;)-()(22() — Liw(e)’y + 50 AM20 — Lyl yir.
Eny faisant y = r? (avec w(r) = 1). on a
2 3 -1 1 - N 2 1 ..‘ -y 1- Sy
ot =20 + 3(40‘ + Lz’ — ;( +65° + 6 —1)r” 3) (20 — 1)(do = 3.
k=1
En posant z°z® = Za;@_)-l,‘]( on obtient par récurrence sur A > 4oy o = 20.
3=1
ang = 21 =20), a4, =0 (J o= dok = 1) aps = 2070+ ) 0w =
k-2 b3
—%(85;”' + 6555 s - 1Detag, = -};4 (26 — 1)(4o% =2 + 52 87).
j=2 J=t

Ainsi. on a

2

1 . 9 b k-1
i r*=20w(x)zt Tt + ;(l — 20)wlx)?e® - apsw(n) et + g ow(e)

+agqw() e
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pour tout z dans A et pour tout entier k > 4.

On note A; .. la sous-algébre monogene de la d-algebre de Bernstein A. engendrée
par z. Comme dans le cas des algébres de Bernstein. A; . est engendré. en tant

. - 2 0
qu'espace vectoriel. par {r.x”, .. .. AR

T

PROPOSITION 2.3.2. — Siw(x) = 0 alors As ;. n'est pas pondérée. De plus A; . st

résoluble d'index 2 et nilpotente si et seulement si r est nilpotent.

On suppose dans la suite que w{x) # 0. On peut. sans perdre la généralité. supposer
que w(r) = 1. Alors w, 4, . est une pondeération de As .. Soit n = dimd;, < ~x. Alors

3 ) . . -
{r.x=. ... t™} est une base de As.. Sin = 1. r est un idempotent et A; . ~ A

Prorosition 2.3.3. — L unique d-algebre de Bernstein monogéne de dimension 2
est la 0-algebre de Bernstein constante de type (1. 1) dont la table de multiplication

) 5 . ,
dans une base {e.v1} est donnée pare* =e. cvy = dvy et 17 =10,

Soit & un générateur de poids 1. Conmume A; . est de dinmension 2. il existo

des scalaires a; et as tels que ' = i + aoc®. En fait on peur poser

ap = — et ay = L+ o car w(r) = 1. Donc r* = (1 + aw? — ar. Ou «

3= (1 + 8 + oz = (o — §){2? = r). Soit e = (1 — 28)"Hr? = 252) un idemporenr

non nul de As . Alors e(z? — (1 4+ 8)r” +dr) = (o — 0)elr? — o). soit

2 N

(1-20)" Yo%z = 262% — (1 + 6)(2®)? + 28(1 + )’ + 0t = 26%0%) =

= (1 =20 Yo =8)((7)? = (1 +20

2o x) = (=820 — (e = .r). On a douc

: -~ 9
o287

R

ou encore. apres réduction. s{a — d)(x

£ f—

é—(a—d) = (x—0){20 — ). soit (=) (40— 1—20) = Det ainsia =douw = %{Mw L.

3

Sia = 4. en posant v; = r — r=, {e. 01} devient une base de A;s, avec ¢= = ¢,

evy = ovy. vr = (1%)? = 207 + 0% = 2(20 = 1)(x® = (L+ )% + dr) =0.

Sia = %(45 — 1) alors 2% — (1 + 8)x” + dx = %{25 — I{r? — ). Par suite 0 =
(2®=(1+0)2%+62)? = 1(26—-1)%(2% ~2)? (car 2P~ (1+8)z 7 +dr = $(20—1) " =2}
soit (22)2—2z%+22 = 0 ce qui entraine que ° — (1+6)x> +dx = 0. soit enfin 17— = 0.

Ceci contredit I'indépendance de x et 2. d’olt le résultat. []
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THEOREME 2.3.4. — Toute d-algébre de Bernstein monogene de dimension finie

n > 3 est exceptionnelle de type (n — 1. 1).
Soit A, une d-algebre de Bernstein monogene de dimension finle n > 3. Soir
B={eup,....up_9.v1}olte=(1-28)"1r?=20r). v; = (1-28)*[(1 = 4d)r+ {1+
48)x? — 2z 3] et uy = k32 — (1 + b)x® + bpr avec by _.Z& h=1..... n—2)11

est facile de montrer que B est une base de As .. De phu. on a les produits suivaurs :

£7 = ¢
evy = (1 —28)73[(1 = 48)x® — 26(1 — 40)x? + (1 + 40)x727 — 26(1 + 46)2”
— 2020 + 452
= (1 =20)"*[=25(1 = 2802 +6(1 = 20) (1 + 48)r? + 601 = 203(1 — 43)rl = oy
eur = (1 —28)7 1[r2.13’”"§'2 —200% T - (T by = 20(1 = byt bt - 2(5?}A..z‘3f
1, P

(1— 20)&"{&*“ + (Upeag by — 20 — 280 = (a0 — 200,

4 (487 428 — DL+ bp))r? + (e — 20(20 — 1)(1 + he))rl.

Pour £ > 2. on montre que

Qpan o — 28by + (487 + 25 — DI+ b)) = —={L =20)(L -+ ).

lui‘—‘

i

1 .
Aprnq — 20020 — 1)1 + b)) gl{l — 23y et

—

G ong + by — 20 — 20b = 0.

dolt eug = sup (k=2.....n—2).

Calculons enfin le produit euy. On a

eup = (1 —28) " Har? — 200t — (1 4+ 8)r?e? + 2001 + 9’ + st — 25707
. - 1 1 . R 1 B
={1-20)"= (1—- 20) 27 +;( O"‘Aﬂ()*l}er“*i—;g{l._ 28))
1 1
= 5(;}:‘ —(1+8)z* +dz) = S

Ainsi. As ;. est de type (n — 1.1) et puisque AS et As, ont le méme tvpe. alors

compte tenu du lemme 2.3.1 et du lemme 2.2.4. A; , est exceptionnelle. [l
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THEOREME 2.3.5. — Soit A une d-algebre de Bernstein et soit v dans A. Pour tous

l.gj>2ona:

') = ywlr) T tad T 4 ‘}w(.z:)J'lx""""“ - _;;(1 —~wlr)

‘H

oo DO b
o,
s
|

w})w(.z)j;r’/ — viygwlr)tY w2yt

(2’“17 - "'-7~'J;)w(.‘f)”3 I

+

i—1
ot v =0+ Zék.
k=1

On vérifie que la formule est valable pour i = 2. j > 2 puis par un caleul analogne
a celui de r2z*. on établit la formule dans le cas i = 3. j > 3.

Supposons maintenant ¢.; > 4. D'apres le théoreme 234 on a wuyu; = 00 Lo
(r' = (1 +bs)r® 1 b, _qx) (ol — (1 +hj_s yr® by} = 0 pour tout »r de poids 1. soir

el = ——53_9‘1:“"‘“1 — b, a1+ ?).),_3).1‘2.1"' S A
+ (1 -+ b].,g)f)g‘gl'g -+ (1 -+ b;_g)ll}j..g.l':i - (l - {),,g,\!(L -+ ])j'”.,_w},l’
—bi_abj_y -
ou encore
rird = (20 + 20b; 5 — b, ) T (28 4 20h s — by T

1
+ = (1 =28) (L + by o)’ 4+ = (1 = 28)(L + b, _a)2”

h.;lp-—L

H

()

( L+ bia)ajs + (1 +by_o)a; s — 401+ b o) (L +0,22)
-+ {l -+ J}(L‘_gjtz)j;g + (1 + f)v}“g)bi,g)l)g -+ <(l “+ b;_.g\}{!}g A4 {1+ 1),,_~ JL,
- b,;_gbj-ﬂg -+ (452 + 20 — 1\)(1 + b a1+ él)j_;z)).l'z -+ {\(L -+ 1),#-3}{1‘;‘1

(1 4by a)any —20(20 = V(1 + b, o)1+ b, _s))r .

J
ol bj = Z(Sk.
k=1
Ona:
-t =2 -1
26 +20b;_y — by =20+2) =D =571 o =n)

%(1 — 25)(1 %—3)3,.2) = %(1 — 28 — 25\;})_ -+ &j—'l) = %(] — ;) et
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(1+bi)a;a+(1+hj_g)a;3—40(1+b; 2)(L+by ) +(1+b,2)b; 2+ (145, 2)b,
= (1+biolajs+bjo—20(1+b;_a))+ (1 +D,o){a,5 +bio = 20(1 + b o))
= (1+b_2)(bj-1 + 571 4 bjoo —2bj )+ (1 +Dy0)(bicy + 3l b =20,
= {14+ bi—2)(2b;_1 —2bj 1) + (L + b 0)(2b,1 = 2b; 1) = 0.
On montre de méme que

(L4+bisa)a;o+ (L+bj0)ais — bioby o+ (407 + 25 — 1)1 + b} (1 +b;_2)
= =i
et (1+bj_a)any — 820 = 1)(L+b2)(1+b; ) = 37,{~, = 1).
donc

(L+bioa)ajy + (1 +bj_2)ay —26(28 = 1)(1 = bio)(1 + by 2) = 3(277, =~ =~ )

et le résultat s'ensuit. []

PROPOSITION 2.3.6. — Soit A; . une o-algébre de Bernstein monogéne de dimension

3. Il exrste une base {e.uy. vy} et un scalaire o tels que la table de multiplication esr
. ) 2 : o 2 AN =28 :

donnée par: e® =e. eu; = tuy. uy =0, erp =de. 7 =41 =20)7-(20 + 1 —ajuy

et vruy = (o — 2 — )uy.

La démonstration est un cas particulier de celle du lemme suivant ot Uon remplacera
N S T OaQ ] a1 . le r 2 3
£ par son expression en fonction de r. r= et 27,

-

LEMME 2.3.7. — Soit 45, une d-algebre de Bernstein monogéne de dimension n > 4.

1l existe une base {e.uy..... Up-n. 1} et des scalaires as. . ... o, tels que lo table de
multiplication est donnée par: > = e. eup = 2up. wpy =0 (Ml =1..... n— 2.

ery = Svp. i o= M1 —28)72((26 + Duy — un). tqugp = ity — rf;u,g. — (1 4+ by

n—2:3

. 1
(k=1.2..... n—23) et tytly_o = (g — 1 =10y 2juy + E v tly 3{2&,, R I
k=22 -
IS
ot bk.—:;éi (B =1..... n—2)
o
J=1
1
En effet. il existe des scalaires «q.....q, tels que 7! = E a;r’. On a
=1

142
(2 = 20z)z" ! = Z a; (22xt = 262", or
=1
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izt = 26t = 11 = 20)2' + aipr? + apox” + auas (02 4). i = 2007t =

ag32° + az 21? +ag x et r7r7 — 2027 = 2027 — (467 + 26 — 1)x? 4 26(20 — 1)r. donc

Ane11 + 2(1=28)an)z + (ansr12 + 21— 28)a2)r? + (ayers + $(1 = 28)ag )0
n
+%(1 - 26)2 az;ri
pz=ad

71

= (20(20 — 1)ap + az. 103 + Z @1 + (=200 = (407 + 26 — D)oy + ag00y

=
124 h2 2 l n
5 . . o :
+ E a0} + (@ + 2000 + ag z0m + E oa;s)e’ + -5(1 —28) 5 o'
f=d iz - =1
Par identification on obtient
s 1
apery + (1= 28)a1= 26(28 — Lo +  ay0  + E i,
p=-4
1
{ Qpr12 + "}%(1 - 20)&2‘——' --2(5(?1 - ’—l()“) -+ 20 — 1)(1’3 (L a(vy - ; [ASTEF]
- pa———_
=
Apa1.3 T '-13(1 — 20)az3= g +  20a0 + 3303 + E i

pomed
En multipliant la premiere équation par {1 — 24171 puis en taisant la somne avee

la troisieme. on a

£
1
-1 o e -1 .
so=apo13 + (1 —=20)" ans — ) ovlagz + (L2007 a, )

-

pe=

e -
~f~(; =3 = (1 =20) a1 — az gy
et par suite
n

n "
y = E Oc’l’f);g,_g - 3)”“_1 et an = 1 — ] — E , == — 5 (1',{1 + ,/),'_.g) el f}” -1

=23 (=3 =3
k
(car w(r) = 1) avec by = Z&’ (k=1..... no— 1), Ainsi. on a
s=1

n n 11
(2.3.8) 1:”'*'1:{2 by —by1)r — (Z Al +bi ) =1 — by + Z oyt

j==3 i3 =01

Posons e = (1 —28) "1(z% —20x). up = o2 — (1 + b)) +hpr (h=1..... n—2)et

vy = (1 =26)"%((1 —40)x + (1 + 48)x® — 22*). D apres la démonstration du théoreme

2.3.4. il reste & calculer les produits v] et vyjuy (k= 1..... n—2).
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Onauvy = —2(1-26)"2u; —e+ . done
v = 2(1 —28) Fuy + (e = 2ex) + 7 — 41 —28) (ot = (1 =50t o)

=2(1 —20)Fup —2(1 = 28) Yuyg + 41 =272 (1 + A)uy — A1 = 28) "y

1 A l ]\_’_\} K :; .
LUk = gl TUR = s+ = (1 +bye” + bpr-
1 .
= =gtk T e — (14 bp)uy
pour k = 1.....n — 3 et compte tenu de (2.3.8). il vient que
1 n
Uillp—2 = —5llp-2 — (1 + Dy o)ur + Z el — (14 b _a)r” + D _a0)
- =3
\ | n—:3 1“
={ay—1—b,s)u; + E g Ug + 3(\2(1,, — Ly, o,
b= -

i

THEOREME 2.3.9. — Soit A une o-algebre de Bernstein de dimension n > L
L algébre A est monogéne si. et seulement si. il exaste wne buse {e w0, ooy
et des scalaires ag. . . . . Ay 3 tels que e* = c. ey = ,:E—az,k.
(k=1..... n—2) ey =dry. 07 = =21 -28) (1 =200y + 2us). rpug =
-3
(k=1.2..... n—23) ettty = ) Qpligpt. les autres produits dtant nuls.
b= ()

En effet. supposons que A soit une algebre monogene engendrée par un élénment -
de poids 1. 7.e. A = 45 ,. Considérons alors la table de multiplicarion donnée pay le
lemme 2.3.7. De 17 = —2(1 = 28) 721y —e + o il vient que r = ¢ + 2(1 — 252 =y
et st Ly @ Asp — Ase. oy — ry.oon a Lp(e) = e+ {1 =20)7 2 + dey of

Lo(v) =6v+2(1 —=28)2uje + vqvet Ly(u)= .—%u + ry.

Daus la décomposition de Peirce d;, = Ke <= Koy = UL la matrice de L, s'écrit

1 0 0
Ly=10d ¢ 0
« o« 2L, 44 o

ol £,, est la matrice de la restriction de L,, & U et I, celle de l'identité dans

[/. Le polynéme caractéristique de L, vaut Py (A} = (A — (A - DQ. (A - é) ol
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(., est le polynéme caractéristique de {, . Comme P, (A} est aussi le polynome
minimal de L,, Q,,(A\) de degré n — 2 est le polynome minimal de £, . Lespace
vectoriel U est donc £, -irréductible. Il existe alors une base {u}..... W, .} avee
winy = £ (uy) (= 1..... n —3). En fait. d'apres la table de multiplication du

lemme 2.3.7. on peut prendre v} = u;. En effet. puisque ul, = —(2 + djuy + .
t—1 t—1

si l'on pose u) = Z Aijug g alors Ay = —(1+ D L \; L Z{l +hiA .
j=1 j=1

Ai—%l.j 3“%‘/\,‘4 +/\,,'>J_1 er ’\H—l.l :/\i.Lmiﬁ%p()lll“:; =2 ..., n -3 et ] =2..... i — 1.

rafoe

) . Ny - , N :
Ona vy = —=2(1-28)"((1-28)u) +2u)) et enfin il existe des scalaires ag.. ...,y rels
n-—23 n-—-3 12

que vyul,_, = Z aruy_1. En effet. en posant Q,, (\) = Z aN =N = Z N

k=0 J=U =)
avec an 2 = 1. les calculs montrent que

n—2 -2 n—2
]. L l p e L
Q\] /\——-—) Z(},;‘ -)- -‘-Z v(! ( ) ’)‘)" A

k=1 1w&'
et
722 -2 1 122 I |
"“(}Zaj “‘V 1"‘(532(1 -—}- W o— (SZ ({)(;J(~3}'}—l}/\
j=0 J=0 - I -
n—2 1 P |
L ==Y = (1 i1
A wi=g) ~ 0% (1)ot-
J=0 - J=1 N -
n-—-2 J 1 12
) (;,) =3P THA D ke — G
J’—_() - - b=
-2 . .
4 l‘ k-1 1 )} , }? 1
- Y at- g ) < ()
jumk—1 . =AM - ' ;
n—2 1 j | N, ! - )
4—()2%{) k1 -i—(;] =5 TRA
J=k
+{ap_3 — g—a,?m; Sy N 4, SN

P.()\) étant le polynome caractéristique de L,. d’apres le théoreme de Hamiltou-

Cayley Pp(L,){x) = 0. donc
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n--2 n-—2
" 1. .. 1
x" l—«-(()Za](—s)])x—}{w—*~())Za,(«—§}~"
j=0 - ;=0 -
n-—2 1 -2 1
-3 (J>aj(__)>j‘1}r“+{(l+(5)z ( )”;K'—;W"A
J=1 - J=1 -
n-—2 . 1 "n— 1
N J -2 ;
3L (a3 = T at-gr fs
J=2 j=0
Bfresae £ alll? )~ ()b
e S - AV VA VR D A
= 11/ j INT, L) ke
SR ) - (Db
]:“.

(2.3.10)

équations donnant les coethicients «;.
Réciproquement. étant donnée une telle base. en posant & = ¢ —2(1 —20) " =u; = 1.

les calculs montrent que e = (1 — 28)" a2 —28¢). vy = (1 = 28)72((1 — 13)r —

9

1+48)x? — 22, up = 0% — (1 + ) + dr et par suite g, = myup £ A5, ponr
1 )

k=1..... n—3 Dot AdcC A5, et A=2A5,. []

Remarque. Soient P la matrice de passage de la base {uy..... 1w, 2} 2 la base

{uf.. ooul oF. M et M les matrices de /.., relativement anux bases {u..... My o
et {ul..... W, o} Alors M/ = P7IMP et les relations entre (cs..... () oet
(ag..... an_3) s'obtiennent & travers 1'égalité AM7(0.. ... 0.1) = P YAPHO..... 0. 1)

En particulier. I'invariance de trf, conduit a a,,_3 = 5 + 9 — .
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THEOREME 2.3.11. — Soit A une d-algébre de Bernstein monogéne de dimension
n >4 apes etag (E=0..... n — 3) les coefficients associés 4 A. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) A est une algebre train:

(i1) A est une algébre train spéciale:

(iii) ar =0 pourk =0...., n-—3:

ey 1y—k , -2 Ln=2y | ox(n—2\: ,

(i) ages = (—3)"7F3 (1 + Nl +3(") + 2()(‘;_%2){ pourh =10..... n—2:3:

(v) Il existe une base {e.uy..... Un_o. 01} de A telle que e* = e rup =
%u;c (k= 1..... n—2). evy = dey. 07 o= =21 = 28) 721 = 20)uy + 2ua).
Uy = U (K=1.2... .. n — 3% les autres produits ¢tant nuls.

\

En effet. supposons 'assertion (iv) vérifiée. Alors (2.3.10} devient

n-—3 N

Lo p oy 17 ) C
/ k-1 of YA P
ay — Z a,(—=)/ |- + {1+ 20 =10
. 5 Sl H Ak +1 k2
Jj=k=+1 iy ’
pour & =0..... n — 3. On obtient ainsi un svsteme homogene de n — 2 dquations a
n — 2 inconnues dont le déterminant vaut 1: d'olvag = 0 pour & = 0..... no— 3 et (b

s'ensuit.

L'implication (ii?) entraine (v) découle du théoreme 2.3.9.

(v) = (i) : Supposons (v). On voit que N = (uj. ... u,_s). N1 =
(go ... Un_2) et N™ = 0. Le. N est nilpotent et par suite 4 est une algebre
train spéciale.

(i1) = (1) est évidente.
(i) = (iv) : En supposant (). alors. pour tout ¢ £ V;. Pendomorphisime

£, U — U.u — vu est nilpotent [17. théoreme 1.7, Ainsi la nilpotence de /..

entraine que a, = O pour & = 0..... n — 3 et la formule (2.3.10) donne
Ioyoqkllfn—2 o fn=2 Lfn=2
X :(_3)1 1 k[g(ﬂﬁﬂ))*{l—“f)\i(k_l)*z()( L )J
pour k=2...., n—1. [

Soit A une d-algebre de Bernstein train de rang n > 2. il existe dans A un élement
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z de poids 1 tel que A;. soit une algébre train de rang n. Le théoreme 2.3.11 donne

les coefhicients de I'équation train de A; .. Ces coefficients sont les mémes que ceux de

'équation train de A (du fait de I'indépendance des éléments r. r* "y
THEOREME 2.3.12. — Soit A une d-algébre de Bernstein train de rang n > 3 ot

d’équation train x" + Mw(r)z" "t 4+ N, wle) . Alors

;Lo r/n—=3 f {n-3 n—=3
= —— 4.9 - ¥
A= (=3) [( . ) ‘“(“"”(k—q)”w’(kmzﬁ

pourk =1..... n—1.

Ces coefficients s'obtiennent a partir des oy .3 du théoreme 2.3.11. en remplacant

nparn — 1. puis k par k — 3 et en posant A\ = —cv,_p. ||

[

Nous donnons maintenant un contre-exemple i la réciproque du théoreme 2.3.12.

Dans {12] les auteurs ont donné un contre-exemple dans le cas oit d = 0.

Exemple. Soit A =< rg.ry.00.03..24 > la K-algébre conmmutative de dimeusion
P . . . P ) 1
5 dont la table de multipication est donnée par : xy = vy = v rory = 30+ 0
To& (5 Loly = ()‘.I'g — Ly, Toly = %.Iﬁ;. I‘f = Uy. Iy = &'y, Y:; = };(2(‘) - ,[}.!'4

(5

m

Ketd# %)‘ les autres produits étant nuls. Il est clair que application linéaire
w A — K telle que w(zg) = 1 et w(r,) = 0 pour i = 1.2.3. 4 est une poudération
de 4. De plus A est engendrée en tant qu'algebre par ry. Les caleuls montrent gue A
vérifie I'équation

—15w(r)Pr = 0 pour tour » dans 4. Comnue les

[av

x4~—(%+5)w(‘t);ﬁ3+-§-(.’35~%-1)w(.r)3.v‘

racines train sont § et % avec d # 3 alors. d'apres [11. Proposition 3.2]. A est une algebre
train de rang 4. Les coefficients de 'équation train sout Ay = —{(2 +4d). Ay = (34 = 1.
A3 = =44 et vérifient bien la formule indiquée dans le théoreme 2.3.12. D autre part.

ona (x5)? — 4823 + (467 +26 — 1)xd —20(20 — )y = (26— 1), —2(25 — L)aro +0y # 0.

donc A n'est pas une d-algebre de Bernstein.

Remarque. Toute d-algébre de Bernstein train de rang n+1 admet & isomorphisme
preés une unique sous-é-algébre de Bernstein monogene de dimension .
En effet. si A est une J-algebre de Bernstein train de rang n + 1. il existe un

élément r dans A de poids 1 tel que la famille {r.z°.. ... v} soit libre. Il est clair que
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dimA; , = n. De plus. la démonstration du théoreme 2.3.11 nous dit que cette algebre

est unique a isomorphisme pres. On a ainsi les conséquences suivantes :

CorOLLAIRE 2.3.13. — Toute d-algébre de Bernstein train de rang n + 1 ef e

dimension n est monogéne. donc génétique.

COROLLAIRE 2.3.14. — 5i A est une d-algébre de Bernstein train de rang n+ 1 alors

dimA > n.

Cas des j-algebres de Bernstein train monogenes

Soient A une d-algebre de Bernstein et A; . = e = Koy = U7 la décomposition
de Peirce de la sous-d-algebre de Bernstein monogene engendrée par un élément o de
poids 1 avec e = {1 — 23) 7 (x? — 24x).

Supposons que Ag . est une algebre train de dimension n. D apres le théoreme 2.3 11,

Asp=Keo < vy > 5 <up..... e > avee e = o, euy = Suy (k=1 L
evy = dvy. v = =2(1 = 28) 72 ((1 — 28)uy + 2ua). vyuy = wp oy (k=120 o=
les autres produits étant nuls. Il est clair que ”§ S
pour & = 2....n — 2 et ;;’I?f-I = —2(1 = 26) iy s, Ou montre facilement que
A(S.f = Ke < 1. U% ----- '7,;1.“1 >

D autre part. solent e est un idempotent non nul de A et ¢ un élément nilporenr

d'indice n > 2. appartenant a V.. Alors (' = Ke™ < o0 L. P s est la d-aleebre
13
: . . . N e R Ly |
de Bernstein monogene train engendrée par r = ¢+ — E (=2 (1 =287 " "2 En
JSE=TS]
-3
A1/ Ny A L. .
effet. posons uy = E (—2);” 1(1 - 20) Rl b2 g Hjpeq = Uy pour A= 1.0 — 3.
k=0
On montre alors que C' = Kes < vy > & < ... .. i, o > et que la condition (v) du

théoreme 2.3.11 est satisfaite. D'ou la proposition suivante :

ProrosiTioN 2.3.15. — Soient A une d-algébre de Bernstern de dimension finie of
x un élément de A de poids 1. Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) As.p est une algebre train de rang n + 1:
(2) il existe vy € V... nilpotent d'indice n tel que As . = Ke= < v1.¢f..... z:’l"l >

avec e = (1 — 28)7(z? — 26x).
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ProrosiTion 2.3.16. — Soit A une d-algebre de Bernstein de dimension finie. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une algébre train;

(2) Toute sous-d-algébre de Bernstein monogénce de A est génétique.

En effet, solent © € A un élément de poids 1 et 4 = e = 1. =15, la
décomposition de Peirce de 4 relative a lidempotent ¢ = (1 — 23)7Hr? — 287,

Si A est une algebre train, d'apres ce qui précede. il existe oy € Vi, tel que

; P 5 — N . . ) N .

Asr = Kes < vpavf.o.... vt L' oltn = dimd; .. Puisque 4 est nnie algebre train.
N 3 ar c11i o — 2 n--1 , 1. )

v1 est nilpotent et par suite NV =< v v{... .. 14 > est nilpotent. done Ay, est

génétique.

Réciproquement. supposons que toute sous-d-algebre de Bernstein monogene de

A soit génétique. Posons fr{z) = (2% — (1 + d)u? + dr)lr — é’}"":’ pour tout r
de poids 1 dans A. Si f.(z) = 0 alors fi(r) = 0 powr tout & > r. Soient
n = dimA et N = {rangd;, | r € A.w(r) = L}. L'ensemble N est borné car

rangAds . <n+1 ¥Yr & Ad]w(r) =1 donc NV admert un plus grand élément que nois
notons m. On a f,,(z) = 0 pour tout r de poids 1. Du fait de L topologie de Zariski.
on en déduit que f, () = 0 pour tout & € A /e que A est une algebre train de rang

2.4. Algebres de Bernstein indécomposables

Soit (A.w) une algebre pondérée ayant un idempotent de poids 1. Ou dira que
(A.w) est décomposable. s'il existe deux idéaux non triviaux [ et J de A conreuns

dans N = kerw tels que V = [ =.J. Dans le cas contraire. A est dite indécomposable.

LEMME 2.4.1. — Svient (A.w) une K-algébre de Bernstein monogene de dimension

finie et I un 1déal de A contenu dans N = kerw. Alors [ =N ou [ T U.

En effet, soit 4 une A-algébre de Bernstein monogeéne de dimension finie n. Le
cas ol 7o = 3 étant évident. nous supposerons que n > L Il existe alors une base

{ecur, - up_o.v1} de A telle que vf = —2uy —dus et vyup = wpey (K=1.---.n-3).

n-—2
Soient [ un idéal de A contenu dans NV et r un élédment de [. On a r = E ~ily Ay
r=1
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ouv; € K. XA € K. Puisque 2ex = Z viu; € Ioalors Aey = —=2er € 1. Si A # 0 pour
i=1
un certain r. alorsvy € Iovyug =up 1 € I{k=1.--- . n—=3)etu; = “%(f’f‘?"—ll@) =
n—2
done [ = N. Sinon.on a r = Z viuset U, [

i=1
ProrosiTioN 2.4.2. — Toute K-algebre de Bernstein monogéne de dimension finie

est indécomposable.

En effet, soit {A.w) une K-algebre de Bernstein monogene de dimension finie.
Supposons que [ et J soient des idéaux non triviaux de 4 contenus dans .V tels que
N =171 =J. Dapres le lemme précédant. si [ ou .J est égal a N alors 'autre est nul. co
qui est contraire a I'hvpothese. Ainsi I C U..J C U et I =] C . co qui est impossible

car A est de type (n -~ 1.1). [l

Sotent (Aj.wy) et (Ag.ws) deux A-algebres pondérées. d'idempotents respectifs
e1 et ¢p de poids 1. On a A; = Neyp = Ny et Ay = Neo - N avee Ny = berwy et
N = kerws.

On appelle joint de (A1.w,) et (Ao ws). Talgebre notée ( Ay v/ ooy v wo) ot

dont la multiplication est définie par (a.ni.nai(a’ njonh) = (oo’ ngn) = oen| —

a'nyer.nany + weand + o'nger) pour tous .o daus AL n. ) dans Ny et a0

; /

dans Ns. La pondération w; V ws est définie par wy vV wolai. iy naj == a. pour rour

((,}‘,. ny. ng) & ‘41 i ,’*12.

ProprosiTiON 2.4.3 [5]. — Le joint de deux algébres de Bernstein est une algébre e

Bernstein.

Remarque. Le joint de deux algebres 4, = Ke; = V) ot Ay = LKey = Ny pent etve
identifié¢ a 4, = Ay = K{ey +e2) = N ou NV = Ny = Ns est la somme directe de Ny er

Ny, en tant qu’algebres.

Sotent 4, = Ke; 2 U = Vi et Ay = Key = Us = V3 les décompositions
de Peirce de deux algébres de Bernstein. Soient {vj.---.vg b {ug.oo- e}
{v1.--- v} et {uf.-- . ul} des bases respectives de Vi. U). Vo et Uz on a

AV Ay =KezU=Vavece = (1.0.0). U = ({(0.u,.0), (0.0. uj)}i et

mmloerpiy=lors



V = ((0.v,.0).(0.0. U">>i=l.~~.31:j:14-~.52' On a:

!

J
e = e e(0.u;.0) = 2(0.4;.0). €(0.0.u)) = 5(0.0.u)) (i = 1.~ .rpiij = Lo ra)y
(0.u;.0)(0,u;.0) = (0.wyu; 0) (f = Loo--orp) (000 0)(0.05.0) = (0.0505.0).
(0.0, w)(0.0.up) = (0,0.ujuy) (ij = Lo osprhkl = 1o r2) (0.0.0)(0.0.0)) =

(0.0.vjv))(i.j = 1.+~ s2). les autres produits étant nuls.

Remarque. Solent 4y = Key, = U; = V] et Ay = Key = U — Vi deux algebres de
Bernsteinet A, v Ay = Ke = U =V leur joint.

-SiUF =0et U3 =0 alors U* =0,

-Si V2 =0et V2 =0alors V? = 0.

Ainsi. on a le résultat suivant -

PrOPOSITION 2.4.4. — Le jount de deux algébres de Bernstein evceptionnelles (resp.
de Bernstein-Jordan) est une algébre de Bernstein exceptionnelle {resp. de Bernstein-

Jordan).

Remarque. La proposition 2.4.4 nous dit que le joinr de denx algebres de Bernstein
exceptionnelles est exceptionnelle.

Alors la question suivante se pose :

Toute algebre de Bernstein exceptionnelle est-elle un joiut d'algebres de Bernstein
monogenes ’

La réponse est négative comme le montrent les denx excmples suivants :

Exemple 1. Soit A = {e.uy. us. uy. 1. 12} la K-algébre conunutative de dimension
Y 1 1 U2y g
6 dont la table de multiplication est donnée par :
e? = e eu; = 2wy (1= 1.2.3). vquy = . qln = Ualls = — Uy = 0. Uoll) = M.
7 7 U J 141 2 142 2 1
les autres produits étant nuls.

On montre que A est une algebre de Berntein exceptionnelle et indécomposable

(voir[4}).

Exemple 2. Soit A = < €. Uy, Ua. U, s,'g> la K-algébre commutative de dimension 5
dont la table de multiplication est donnée par : €? = e. eu; = +u, (i = 1.2). les autres

produits étant nuls. Puisque 4 est une algebre de Berntein exceptionnelle. supposons
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que A soit le joint de deux algebres de Bernstein monogenes. [l existe alors une base

M 2 : .
{e.uf. ub vl v} de A et un scalaire o tels que v~ = 4(1 — o )uf et viu] = (o — 2)u)
(cf. Proposition 2.3.6). En posant v} = 310y + Jovs et u] = Ajuy + Aauo. on a
9 . . ‘ < .
v = vhu} = 0. ce qui entraine que 1 — v = 0 et o — 3 = (. Ceci étant absurde. une

telle base ne peut donc exister.

Nous examinons maintenant 'indécomposabilité de certaines classes dalgebres de
Bernstein.

Soit A = Ke = U =V la décomposition de Peirce d'une algebre de Bernstein de
tvpe {1 + r.s). Supposons que A soit décomposable. T1 existe alors deux idéanx non
triviaux [ et / de A contenus dans Vtelsque .V =7 =.J. Onsaitque [ = [0 [0
et J=JNU=JnV ([22])

Considérons les différents cas suivants :

(VcJ AloosI cUcar VI=0 OnaVI=0ctconmme 2TV T alors
UlIcJ donceUl=0et I CLonl =0U0Annl".

(iyU c J. AlorsI CVearUNI=0.0na Vi =0et U] =0.done I Z VO Ann N,
De plus U = 72 < J.

(i) U et V ne sont pas contenus dans .J. Alors I 0 [
Posons Uy = InU. V=10V, U, = 00U et V= J0 VI est clair que

U[UJ = ViV, =0U,;V, =10V, = 0. L7 < V. {?% c V. Vil o UV Ly o Uy

Z 0 et TV = 0.

VEC Upet VEc U,

PropositioN 2.4.5. — Soit A une K-algebre de Bernstein non erceptionnelle de
type (2.n — 2). Les assertions suivantes sont équinalentes :
(1) A est indécomposable:

(i1) A est isomorphe a Z(2.2).

(i1) = (i) d'apres [4].

(i) = (1) : En effet. soit 4 = Ke =U =V la décomposition de Peirce due
telle algebre. On sait que V? = VI = 0. Il existe donc une base {e. uy. 01, 0o}
de A telle que €2 = e. eu; = %ul. ui = v1. les autres produits étant nuls. Comme
0% U?C Valors dimV > Letn 2 3. Pour n > 4 {up.ep) et {eaor - rqoy) sont
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. ” < s . 3 - AN - .
des idéaux non triviaux de A tels que NV = (uy.vy) = (g.+ - vy_q). L'algebre 4 sera

donc indécomposable si et seulement sin =3 ie 4 ~ Z(2.2).

(]

ProposiTiON 2.4.6. — Soit A = Ke = U =V une K-algébre de Bernstein
exceptionnelle de type (2.n — 2). A est indécomposable si et seulement si une
des assertions suivantes est satisfaite :

(1) A est isomorphe a G(2.2):
(11) Il existe une base {ui.v1. - .vn_o} de N telle que 7 = dyuy. avec d; € K-
(i=1.---.n=2) vériﬁantdlaf—%‘ . -»i—d,,,~_>(,vi_._) ==, =07 =1..-..n~2.

les autres produits étant nuls.

En effet. soit A = Ke = U, =V, une algebre de Bernstein exceptionnelle de rvpe
(2.n—2).

a) Supposons que V2 = 0. ¥e € Ip(4). Alors A est une algebre de Jordan. done
vlvu) =0. Ve € Voo Vu € Uy Soit {e.uy. vy, 1y, 2} une base de 4. Pour tont entier
i=1.- . n—2 ilexiste un scalaire o, tel que v,uy = ayug. done 0 = () = a7,
ce qui entraine que a7 = 0 et a; = (. Par conséquent. V.U, = 0 et par suite. [, of 1
sont des idéaux. L algébre A sera done indécomposable si et seulement si V. = 0. /.
Aest de type (2.0) ou encore 4 ~ G(2.2).

b) Supposons maintenant que V> = U, pour un certain ¢ € Ip(d). ona N? =17,
donc dimN? = 1. D"apres la classification donnée dans [3]. 4 sera donce indécomposable
si et seulemenent si. il existe une base {uy.vy.- - vy _o) de NV ofelle que of = d .
avec d; € K* (i = 1.---.n — 2) vérifiant fimf Ao d”_gﬂfl_z = ) = o, = O

Yi=1.--.n-2 [

ProposiTioN 2.4.7. — Soit A = Ke = U =V une K-algebre de Bernsteimn non
exceptionnelle de type (n — 1. 1}. Alors A est indécomposable si et seulement si il existe
une base {uy. -+ un_n. 01} de N telle que u.f =d;vq. avecd, e N {i=1..-.n-=2)

verifiant dlcx% do ot dy 00t s =0= 0, =0Vi=1.n -2
En effet. soit 4 = Ke = U = V une telle algebre. On sait que VZ = V1" = 0. De
plus U? = V. donc dimN? = 1. Le résultat devient immédiat d'apres la classification

donnée dans [3]. []
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ProrosITION 2.4.8. — Soit A une K-algébre de Bernstein exceptionnelle de type
(n—1.1). Alors A est indécomposable si et seulement si 'une des assertions sutvantes
est satisfaite :

(1) A est de type (1 + 2m. 1) et il existe une base {uy.- . 1, s 00} de N telle que
Viltag—1 = ugp (k=1.---.m) et vi =0

(it) 1l eziste une base {u; 5. v1} (=1 mojm1.n,y de N telle que 07 = =2(uyy + 20y )
1ty

etviu,; =ty (J=1o o ony—=1)0 vy, = — E Ayl avecng+---+u,, =
=]

En effet. soit 4 = Ke = U, =V, uue telle algebre de Bernstein.

a) Supposons que Y/"f = 0Ve € Ip(d). Alors 4 est une algebre de Bernstein-Jordan
et v(vu) =0Ve € V,. Yu € U.. Considérons |'endomorphisine Lo U = Ui — ey,
Puisque fi%1 = 0. il existe une base {uy. . u, o} de U relle que la marrice de /.

soit donnée par

avec m blocs de la forme (? 8) owm = dimé,. {U.).

On a done vyuog -1 = gy et vier =0 (k=1.---_m). Hest clair que si 2m < n —2
alors A est décomposable. Supposons que n — 2 = 2m et que A soit décomposable.
Il existe alors I et J. deux idéaux non triviaux de A4 coutenus dans NV tels que
N =1T=2J. Comme dimV, = 1. alors V, < J ou V., Z [. Supposons V. < J. alors
Ugk = viliop—1 € J Yk = 1.--- . m. D'autre part. V. < .J entraine [ < L et V.,I = 0.
done I C <ufr_;k>k:1‘mm et [ < J. ce qui est impossible. D'ou 4 est indécomposable.

2

b} Supposons maintenant V.7 # 0 pour un certain ¢ € Ip(4). Soit ¢y un élément
non nul de V,. Considérons l'endomorphisme £, : U, — U..u — ryu. 1l existe une
base {uj. . up—o} de U, telle que la matrice de /. relativement a cette base soit

donnée par :



AL 0 M,y 0

ou
;\’fmwl -\[m

0 M, 0 0

olt chaque bloe de matrice My (k= 1.---.m) est de la forme

0 0 - 0 —ap

0 R CT |
o0 - 0 1 —ap,,

Si la matrice de £, est du deuxieme type. on voit que A est décomposable. Sinown.
7,
R ) . . ,
ona vy = —2(upF2upa)et viu, ;o =, (=L oo, =g, = - E i
i—=1
(i=1.---.m)avecny+-- -+, = n—2et q,, = [{. Supposous il existe deux ideéanx

non triviaux [ et .J de A contenus dans V tels que N = [ - J. Puisque diml, = L.
on peut supposer que V. C .J. On aura donc w, ;o1 = vy, € J ¥ = Lo

Yj=1..n, —letu ;= —2(v7 +dups) €.J. Par conséquent. {7 < Jet J = N o

—

qui entaine que { = 0. D'ot 4 est indécomposable. ||

Remarque : La démonstration de la proposition 2.-L.3 nous dit que toute algebre
de Bernstein exceptionnelle de type (n — 1. 1} est soit indécomposable. soit joinr dune
algebre de Bernstein indécomposable de type (1 + r. 1) et d'ue algebre de Berustein

élémentaire de type {1 + 5.0) avec r + s =n — 2.

ProposiTioN 2.L.9. — Soit A = Ke = L =V la décomposition de Peirce o nne
algebre de Bernstein exceptionnelle non élémentaire et vérifiant V2 2 U, Si A est
indécomposable alors VU # 0.

En effet, soit A = Ke=U 3V la décomposition de Peirce d'nne algebre de Bernstein
exceptionnelle. Supposons VU = 0 et posons [ = V2 =V et J = [ Cont U est in
supplémentaire de V2 dans U. Ona Ul = 0. VI = V2. UJ =V.J = 0. douc [ et .J

sont des idéaux de A4 tels que N = I = .J. d'on A est décomposable. []
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LEMME 2.4.10 [10]. — Soit A = Ke = U =V la décomposition de Peirce d une
algébre de Bernstein non exceptionnelle et non nucléaire de type (n — 2.2). Alors
(i) U? =0.
(iny VU C L.

ProprosiTiON 2.4.11. — Soit A = Ke = U =V la décomposition de Peirce d une
algébre de Bernstein non exceptionnelle et non nucléaire de type (n— 2.2} 5i 4 et

indécomposable alors L # 0.

En effet, soit 4 = Ke = U =V la décomposition de Peirce d'une telle algebre.
Comme A est non exceptionnelle et non nucléaire de tvpe (1 —2.2) alors dim{> = 1.
Supposons L = 0 et posons [ =U =02 et J =V ot V' est un supplémentaire de [
dans V. On sait que [ est un idéal de 4. Comme V2 < L =0 alors V.J = (. D’apres
le lemme précédant. on a U.J = 0. donce J est nn idéal de 4. Deplus V=1 — J.or A

est (écomposable. {]



ALGEBRE DES MULTIPLICATIONSET
DUPLIQUEE D’UNE ALGEBRE

L algebre des multiplications d'une algébre de Bernstein a fait I'objet d'une étrude
approfondie dans [6] et [7]. Ici. nous nous proposons d’étendre cette étude aux 4-
algeébres de Bernstein (0 # 0). Nous montrons que les résultas obtenus dans (7. a
lexception de quelques uns. s'étendent a U'ensemble des d-algebres de Bernstein, pour
o # 1. Les l-algebres de Bernstein font Uobjet d'une étude séparée.

Puisque les 0-algebres de Bernstein ne sont autres que les algebres de Bernstein. on

supposera dans tout le chapitre que o 3£ 0.
3.1. L’algebre des multiplications d’une ¢-algebre de Bernstein

Soient K un corps commutatif. 4 une K-algebre comnmrtative. non nécessairement
associative et Endg(A) Palgebre associative des endomorphismes de U'espace vectoriel
A, Pour tout z dans A. les applications linéaives R, : A4 — Ay — yr et
L.: A — Ay~ rysont appelées respectivement. multiplications a droite er a ganclie.
Elles engendrent une sous-K-algébre de Endg{A) notée M {4) ou plus simplemenr

. . . . . Y . “ . -
M(A). En dimension finie, on a dimM(A) < (dimA)-. L'algebre 4 est munie dune

~

structure de M(A)-module & gauche dont l'action est définie par o.r = () Yo € A

(1

et Vo € M(A). Ainsi, les idéaux & gauche de A ne sont antres que les M (A j-modnlex
a gauche de A. Si [ est un idéal de A alors (I : 4) = {o € M(A) | 7(d) T I} estn

Jor g A4

M

idéal de M(A). Inversenent, si .JJ est un idéal de M(A). J(4A) = {7(x) | o
est un idéal de 4 ([7]).

Soit (A.w) une K-algeébre pondérée. Dans [7]. les auteurs out montré que
(3.1.1) MA) =KL, =(N: 4

.29.
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Les trois résultats suivants se démontrent comme dans [7].

ProposiTioN 3.1.2. — Soit (A.w) une K-algebre pondérée. Alors Uapplication
@ M(A) — K définie par O(aL, + 6) = a est une pondération de M(A) appelée

extension canonique de w ¢ M(A).

Notation et remarque. Soit N la sous-algebre de M4} engendrée par les
éléments de la forme L, ...L, tels que l'un au moins des r;, est dans N. La
sous-algebre N est un idéal de (NV:A) = kerw.

Soient A une 4§-algébre de Bernstein {6 # 1), r = e+ u+ v € 4 avec
w € U, et v € Vio.o Alors 3(1 — 28)7H(1 + §)LZ — 6L, — LIH{a) = u et
(1 =8~ YoL, — (1 + 20)L2 + 2L} () = wlx)e. Posons ¢, = (1 — 87 YdL, —
(1 +20)L2 + 2L2) et é9 = 8(1 — 26" M(1 + §)L> — 6L, — L. Les projections

€1 et €, sont des idempotents orthogonaux qui commutent entre eux. De plos.

ona L, = é; + (1 —26)(1 — 97y + (V= &)Y L, — L) er. pour tout A > 2
LY =¢) + 28 (1 — )L = SNty sR N - 5L, — L) On g
(L, — L) ) % ) +0(1 = &)v. Posons n{ry = v. done L, — L7 = ‘i'(;g +f5(l — A
Pour tout o dans ,M( ). dlapres (3. 1.1 ona o = aéy + Jéy+~p+Havec o Jom 2 A

et # € N. Comme é; € (N : 4). n € (NV 4y et ¢ £ (N Al on a doue

M(A) = K&, = (N1 A).

ProprosITION 3.1.3. — Soit (A.w) une d-algéhre de Bernstein ef ¢ € [,{A). Alors ©

1
P

est {'unique pondération de M(A) telle que o(L.) = 1.

THEOREAME 3.1.4. — Soit A = Ke =1/, =

Vi la décomposition de Peirce d une
0-algébre de Bernstein. Alors :
() M(Ay=K&, =U =V o

U={oce(N:4)|ooé =0}
etV ={cc(N:A) goe, =0}

(it Pour tout o dans (N : A). o & U si et seulement si o(N) = 0 et 0 €V si el
seulement si o(e) = 0:

(#1) On a les relations suivantes : 02 =0, UV =0 VUCU eVECV. e

particulier U est un idéal de M(A) et V est un idéal & gauche de M(A).
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Dans le reste du paragraphe. § sera un scalaire différent de 1.

ProprosITION 3.1.5. — Soit A = Ke = U, = V. une d-algebre de Bernstein. On o
(1) U= {2 € N} otby : A — A est définie par vy(e) = r et v, (N) =0
(i) L application ¥ : N — U, r— Uy est un isomorphisme despaces vectoriels et
de M(A)-modules a gauche:
(12) Si I est un idéal de A contenu dans N alors w({I) est un idéal de M{A) et
inversement pour tout idéal J de M{A) contenu dans r. v estoun idéal de

A.

En effet, considérons les applications linéaires

gy = (1 =8 Y 2L L, +2L, L, — (1 +20)L,) et o= (L =207 (L, —2L, L,
avec u e Uy et v € Vs.. Onaoyle) = u oule) = et o) = 20 =07r 2 N
donc o, et ¢, appartiennent a U.

Soit ¢ € U. Puisque o{e) € N. en posant y = a{e). il existe v € U, et € 15, ol
que y = u+ . Posons vy, =0, + 2. Ona wyle) =y =ale) et vylr) =07r £ N
done v, = o. d'out I'assertion (i).

Les assertions (ii) et (iii) se démontrent conune dans [7. théoreme 1. [

COROLLAIRE 3.1.6. — Soit 4 = Ke = U, = V5, une d-algébre de Bernstein e
dimension finie. Alors
(i) Les dimensions des espaces U et V' sont indépendantes de Uidernpotent ¢ chousi

(ii) dimU = dimN .

Remarque. Puisque A nucléaire équivaut & A" nucléaire pour route o-algebre de
Bernstein. les résultats de [7] concernant les algébres Bernstein nucléaires restent vrais

pour les d-algebres de Bernstein nucléaires.

ProposITION 3.1.7. -~ Sotent A une d-algébre de Bernstein et J un idéal moximnal

de M(A) tel que J(A) # A. Alors J(A) est un idéal mazimal de A.

ProposITION 3.1.8. — Soient A wune d-algébre de Bernstein. I = {I |
Iidéal mazimal de M(A). [(A) # A} et J = ﬂ I. Alors J{A) est le radical de A
IeZ

et M(A)/J ~ M(A/J(A)).
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Les deux propositions ci-dessus découlent du théoreme 2.3 et du corollaire 3.4 de

[23]. Notons que ces deux propositions restent valables pour 4 = 1.

Pour toute d-algebre de Bernstein (A..w) (v compris le cas 0 = 1). on a N >~ N7,
Ainsion a (cf[7]) :
Prorosition 3.1.9. — Soit A = Ke = N une d-algébre de Bernstein. Lidéal N est

nilpotent st et seulement si N est nilpotent.

COROLLAIRE 3.1.10. — Soit A = Ke =N une d-algebre de Bernstein telle que U, = ()

et Vs.o # 0. 5i N est nilpotent alors M(A) = Kéy = KNéy — Ny — V.

Dapres la proposition 3.1.9. la nilpotence de N entraine celle de N. Puisqne
n(r) = v pour tout r = «e + u + v dans A. alors n n'est pas nilporent et nappartient

donc pas a V. d'on le résultat. []

TuEOREME 3.1.11. — Soit A = Ke = U, = Vs, une d-algébre de Bernstein arec
Ue #£ 0 et Vi # 0 telle que N soit nilpotent. Les seuls idéaur macimaur de M{A) sont

(N:A)=Kéy >Kn=N. Ké, =Kn >N et Ky = Kéo = N,

Il est clair que (N : 4}, Ké, - Kn+= et LNeéy— Ké, = N sont des idéaux maximan
de M(A4). Soit [ un idéal maximal de M(A). Si 7 C (V 4y alors [ = (N 4j du fair
de la maximalité de I. Supposons que [ ne soit pas contenu dans (V@A) 1 exisre
alors o = aéy + g dans Lot € K (o= 0) et o (N A) Conmme ¢ 0 2 = (0. o1l a
donc ey =ejooc e letéy €l cara#0 Puisque I €1 + N et T est maximal alors
I=1+Net Ncl. Supposons €, € . Alors 5 € [ car sinon on aurait [ = M4}, co

qui contredirait la maximalité de /. Ainsi. [ € K¢y = KNey — N et [ = Kéy =65 = N\

car I est maximal. Si é; € /. par un raisonnement analogue au précédant. on montre

~

que l = Ké, =Kn=N. []

Remarquons quaucun idéal maximal de M{A)} ne conrient Kep — Kes = ).
par conséquent ne contient M(A)%. De plus. tous ses idéaux maximaux sont de
codimension 1. Puisqu’il existe une correspondance biunivoque entre l'ensemble cles
pondérations de M({A) et celui de ses idéaux maximaux de codimension 1 ne contenant

pas M(A)? (26, lemme 1.11]). alors le résultat suivant est immédiat.
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COROLLAIRE 3.1.12. — Soit A = Ke = U, = V;.,. une d-algébre de Bernstein avec

-

-
Ue #£ 0 et Vs # 0 telle que N soit nilpotent. Alors M(A) posséde exactement trois

pondérations.

Remarque. Soit A = Ke = N une d-algébre de Bernstein et &' @ M(A) — I un
morphisme de K-algebres. Comme L, vérifie I équation

2L — (3+28)L2 + (1 +35)L2 — oL, = 0. alors w/(L,) est une racine du polvnome
20 — (3+20)27 + (1 +38)x® = dz de K[X]. Ainsi. /(L) € {0.0. 1.3} Si/(L) =0
alors w’ = 0. Le cas W'(L.) = 1 correspond a &. St W'(L,} = 4 alors &’ est uue
pondération de l'algebre Kn= Ké; = N. Enfin. si 2L = jﬁ w' est une pondération

de Kéy = Ké; = V.

Proposition 3.1.13. — Soit A une d-algebre de Bernstein de type (1+r.0) ou{l. s)

avecr > 1 ous > 1. dlors dimM{(4) = 1 + dim.

it

Pour le cas olt A est de type (1 + r.0). of. |71 Si A est de tvpe (Los). NV =17 st
nilpotent et M(A) = Kéy = Kéy = K= N. De plus. N st engendre par les éléments
de la forme LEL, L. Yo € V. i k > 0. En remarquant que L¥L,. L) = "1 2 [
on en déduit que N =10 et par suite V= K. Dautre part. é5 = 0 car U7 = 0. done
dimM(A) =1+ dimU + dimV =2 = s et dimM(4) = 1 = dim . B

ProprosiTioN 3.1.14. — Soit A une d-algebre de Bernstein de type {1+ ros) aree
r+s > 1. Alors
(1) dimM(A) =1+ dimA si et seulement sir =10 ous =10

(i) dimM(A) > 2 +dimA sir#0ets#0.

En effet. on a dimM(4) = 1+ dimU + dimV et puisque dimU = dimN alors
dimM(A) = 1 +dimN = dimV. St dimM(A) = 1+ dimA alors dimV = 1. Or @5 ot
7 appartiennent a V. donc ér =0oun=0.Sicy=0alorsU =0.i.er =0ersiny=10
alors V = 0. 1.e s = 0. La proposition 3.1.13 nous dit que r = 0 ou s = () entraine que
dimM(A) = 1 + dimA. d'ou l'assertion (1).

L’assertion (ii) découle du fait que r # 0 et s # 0 entaine €, 5 0 et n = 0 et par
conséquent dimV > 2. ]

Soient {A.w) une l-algebre de Bernstein et r = ae +u + 0 € A avec
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we U et veVio Ona (2L — L)(z) = w(rje + v et (4L, — 4L3) (1) = 1.

donc 2L%Z — L, et 4L, — 4L? sont des idempotents orthogonaux de M(A) qui

commutent entre eux. On a L, = (2L — L.) + (4L, — LL7) et powr tour
entier k > 1. LF = (21° —~ L.) + (4[,3 — 4L2%). On peut donc écrire que

M(A) = K(2L? = L.) = K(4L, ~ 41:;) = N. Puisque 2L2 — L, & (N : A4} et
4L, —4L%2 € (N : A) alors. d apres (3.1.1). on a M{A) = N(2L? — L.} = (N : 4}

THEOREME 3.1.15. — Soit A = Ke = U, =V, la décomposition de Peirce d une
1-algébre de Bernstein. Alors:

(1) M(A) = K(QLE - L)% ‘711 = g"w = i‘?n = %4) ot

Vi={p e (N2 A) 2L - Lo p=ippo2L] = L) = jgb i j=0.1):
(i) Vie={p € (N1 4) [ ¢lu) =0.2(e). 2(r) € V1, } .

Vie={g e (N:A) | o) e Vi,.oe)= o) = 0l

Vi ={e e (N 4) ! olu) =0.2(e). o(r) € 1}

Voo ={p e (N Ay [ p(u) e Lo ple) = 2lr) =0}

quels que sotent uw € U, et v € V) .
(i28) VigVia © 8,5V (6 jo bl = 0. 1),

3 3, .
En effet. 2L; — L, et 4L, — 1L; étant des idempotents orthogonaux non iuls

de M(A) qui commutent entre eux. alors M{.4) admet la décomposition de Peirce

suivante : M(A) = Vi3 = Vg = Wy = Vigou Vy; = {p e (N ) (2L ~ L)oo =
. p o (202 = Loy = jyt (1. = 0.1). Soit o € M{A). o = al2L7 — L) —# avec

€ Ket#e(N: A, Onapo(2L7 L) =20 L)+ 00 (207 — L) e
(QLg-L(g)OQ = a(?Li*LeH*(QLg——Le)QH. Si g

s tv]

T

Vi, les egalites (2L7—L,joo =i
et po (2L — L.) = j¢ entrainent que o = ia = ja. soit &« = 0 ou /.j = 1. Ainsi
V=V, ={pe(N: A | (2L =Log=ip po(2L?— L) = jo} vi.j=1e
Vip=K(2L? ~ L)+ =V ot Vip = Vi NV 1 A

L assertion (7i) s’obtient par calcul direct et lassertion (ii/) est bien connue

(cEi8]). [

ProposiTION 3.1.16. — Soit A = Ke = U, = Vi, une l-algébre de Bernstein avec

U. # 0 telle que N soit nilpotent. On a M(A) = K(2L? ~ L,) = K(4L, — 4L?) =
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Dapres la proposition 3.1.9. si N est nilpotent alors N est nilpotent. Puiscque

4L? — 4L, est non nil, il ne peut appartenir a4 V. d'olt la proposition. []

THEOREME 3.1.17. — Soit A = Ke = U, = Vi, une l-algébre de Bernstein avec

U. # 0 telle que N soit nilpotent. Alors les seuls idéaur marimaur de M{A) sont

(N:A) =KL, —4L) 2 N et K(2L} = L.) = N.
La démonstration est analogue a celle du théoreme 3.1.11.

COROLLAIRE 3.1.18. — Soit 4 = Ke = U, = Vi, une l-algébre de Bernstein avec
U. # 0 telle que N sout nilpotent. Alors. les seules ponderations de M(A) sont & ef

WA= K telle quew'(Le) = § et &'(N) = 0.

Soient 4 = Ke = U, = V). une l-algebre de Bernstein et ¢ € 1) .. Posons
g.=2L.L,—L,. Onao.le)=rv. o) =0(c)y=0v U, er v/ 2V, On

montre que 'application o : Vi, — {o, 1 ¢ € Vi }.0 — 7. est un isomorphisiie

d’espaces vectoriels. La proposition suivante est done immmeédiare.

ProrosiTioN 3.1.19. — Sout A = Ke 217, =

Vi une L-algehre de Bernstem. Les

espaces vectoriels Vi . et {o, | v € V) .} sont isomorphes.

COROLLAIRE 3.1.20. — Soit 4 = Ke = U, =V une L-algchre de Bernstemn do

dimension finie. On a dimVy, > dimVy,
En effet. il suffit de remarquer que {o. | v € V7 b < Vi [

PrROPOSITION 3.1.21. — Sout A = Ke = U, = V. une L-algébre de Bernstein de type
(1L +r.s)avecr +s > 1. Alors
(4) dimM(A) = dimA sir=0:
(it) dimM(A) > 2+ s si7 #0.

~ - .

En effet. si A est de type (1.s) avec s > l.ona Vg = (V1 A4 Vig = Vg = Ty = 0.
On voit que Vi est espace vectoriel engendré par tous les opérateurs L. = Vi .. i
dimVy, = s. dot dimM(A) = 1 + s = dimA.

Supposons maintenant que r 3 0. On a dimM(4) = 1 + dimnViy = dim f"m -
dim‘?{n -+ dim%o. D’apres le corollaire 3.1.20. d'zl‘mﬁ'n > 5. D'autre part. d'imf"uo > 1

car &, est un élément non nul de Vog. D'ou dimM(A4) > 2+ 5. (]
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3.2. Algebre des multiplications de la dupliquée d’une algeébre

Soient K un anneau commutatif & élément unité. 4 une K-algebre commutative
non nécessairement associative ni ayant un élément unité et S7.(4) la seconde
puissance symétrique du K-module A. Sur S%.(A4). on définit une multiplication
par (z.y)(x'.y) = ry.x'y pour tous r.y.x’ et y dans A. On obtient ainsi une K-
algebre commutative appelée la dupliquée commutative de 'algébre A. notée D{ A}
L application K-linéaire p : D(A) — A*. 1.y — ry est un morphisme surjectif de /-
algebres appelé morphisme d Etherington. Soit N(A) = kerp. 51 A est une K-algebre
telle que A2 soit pondérée. alors D(A) est pondérée. En fait. une pondération de D{ A}
est donnée par wy = wo p ol w: A% — R est une pondération de A7,

Soit A une K-algebre commutative. Pour tous r.y 0’ et 4 dans 4. on a
Lo 2y = xyx'y’ et (o L (2" y") = (eyla’y) = (1, oy’ y'y on L,
désigne la multiplication & gauche par r.y dans D(A) et i, celle par vy dans A= Le

diagramme ci-dessous est donc commutatif.

D(A) D(4)
’! ‘,
i T
| i
4 1
A2 A°
!‘r;;
Le morphisme d’'Etherington g : D(4) — A° se prolonge naturellement en nn

morphisme d algebres des multiplications

pm : M(D(A)) — MA?). Ly = Ly

Eneffet. (Ly, yoo Ly )2/ y') = oy ((eaye) eyl et tpo Ly o Loy, W'y =
(w1y0)((e2y2)(2'y")) = (Buryy © bagy © )20
D(A). Do i Ly, yr © Lyys) = Lavin ©lunye = i Ly y ) ot (Loy ) €T fin estun

) pour tous .rp.yy. oy ot xlyl dans

morphisme d’algebres. Puisque u est surjectif. alors jt,, 'est aussi et on a le résultat
sulvant :
PROPOSITION 3.2.1. — Sotent A une K-algébre et D{A) sa dupliquée commutative.

Le morphisme de K -algébres fi,, - M(D(A)) — M(A2). L, = by est surjectif.



37

Ainsi. on a M(D(A))/kerw, =~ M(A?).
LEMME 3.2.2. — Soient o4 € M(D(A)) et 0 = pn{oq). Le diagramme suivant est

commutatif.

En effet. soit o, = 5 Ly oLpyyyo---0L,, . Ona

finie
U (o Z bovyr © Ligyy © - 0Ly et pour tout .y dans DA},
?Nl(f
plog(ey)) = pl Z ryyyleaye) (Cesys) (- (Legye ) ley))) )
finte

= Z i) ( Y ('FUJ;){ (‘(IA!/A»}(-Z':’/)})"'))
[ine

= Z ‘;1111 o {'JJ«‘:.'/: ©- 0 ff!'k!,f;; yry)
finze

= Z R X RN [NT)
finue

= o{ulz.y)).
d'olt g ooy = ooy et le diagramme est commutatif. [}

Pour tout r.y dans D(A). um{og){ey) = plogle.y)). done o4 € berp, équivaat a

oglry) € N(A). e og € (N(A) : DIA)). dou kerp, = (N{4): D(A).
S0

COROLLAIRE 3.2.3. — Soit A une K-algébre et D(A) sa dupliquée commutative.
x (N{A) DA

5.l

A? est un K -module projectif. M(D(A)) ~ M(A47)

En effet. la suite

M(D(A)) —Lm M(A?) — 0

0 — (N(A): D(A))
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étant exacte. montrons qu'elle est scindée. Comme 42 est un A-module projectif. il

existe i : A2 — D(A) tel que pon = 142. Soit 1y, : M(A%) — M(D(A)) I'application

K-linéaire d’éfinie par n,,(c)(r.y) = n(o{zy)) pour tout o dans M{A4?) et pour tour
z.y dans D(A). Ona ((pm © 0 )(o})(2y) = plnm(ory)) = w(nlolry))) = olry).
donc ;um('f}m((f)) = 0.0 [l O = Lyggazy et la suite est scindée. Par conséquent

ona M(D(A)) ~ M(A?) x (N(&4): D(A)). 1]

3.1

Remarque. Soit 4 une d-algebre de Bernstein. D apres le corollaire 3.2.3. on a
M(D(A)) = M(A) x (N(4): D(A)) car A% = A,
s.4d
PROPOSITION 3.2.4. — Soit A une K -algebre telle que A= soit un K-module projectif.
Alors (N{A) : D(A)) est annulateur a droite de M{(D(A)) et pour toute dérivation
de M(D(A)). d({N(A): D(A))) est contenu dans (N{A): D(A)}.

Solent o; £ M{D(A)) et o

N
"
e

DAY, Pouwr tout vy = DAL

v} J

o'{r.y) € N(A) et en posant o = Z Lool.,o---oLl. . 2, € DA on a
Findie
alo'(r.y)) = 0 car D{AIN(A) = 0. e o0 =0 et o est dans Vannulatenr &

droite de M{D{A)).

Réciproquement. si 7”7 est dans 'annulateur a droite de M{D(A)). pour tour
ry € DAy onal =L, (o (x.y)) =ecpnla”(r.y)). ce qui entraine que p(o”(r.y)) =0
car A2 est un K-module projectif ([19]. théoreme 3.4). D'on a”(ry) £ N{(4) er
c” e (N(A4): D(A)).

Soient maintenant d une dérivation de M{D({A)). Pour tour 7 dans M(D(4}) ot
tout o' dans (N(A): D(d}).ona0=d{ood’) =dooo’ +modo’ =cods'. done do’
est dans l'annulateur & droite de M(D(A)). i.e. d((N(A): D(A))) est contenu dans

Fannulateur & droite de M{(D({4)). []

PROPOSITION 3.2.5. - Soit A une K -algebre telle que A soit un K -module projectiy.
Soient les applications p : D(A) — M(D(4)). 2 — L. etf: A> — M(A%) . r— /. Le

diagramme swivant est commutatif.
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0—— (N(4):D(4)) —=— M(D(4)) —— M4 ——

En effet, pour tout x.y € N(A). o(i(r.y)) = 2lry) et iy (el = 2ley). done
w0 ol = Iy o¢. On a également. pour tout r.y € D(A). Alp(r.y)) = Bley) = (., et

pm (22 ) = pm(Lyy) = £py. done o = g1, o 2. On en déduit que le diagramme

est commutatif. []

Note sur le foncteur M.

Sotent C la catégorie des algebres sur K et D celle des algebres de mnl-
ttiplications sur K. Soit M : C — D. u € HomelA B) — M) défind
par M (Z Ly oL, o L.) = Z Lieo2Luiesi o 0L, pour tonr

finie finie
< 4. Alors M est un foncteur covariant.

En effet. vu & Home(A B). M{u) = Homp(M{A). M(B)) et =4 = (.
M(14) =1,y Deplus.siu € Home(A. B) et v &€ Homg(B.C). o a

“W(Z’O'?Jﬁ)(z L‘.‘L‘) OLT; Q- L:Ek): Z Le'!u{.z: 1 L ales ) Q"‘QL:*izu.m 1}

finie finie

fNH
= ()Y Ly oLy, 0oLy
Jinie
=(M{eye M@)(Y L, o L),
Finee

done M(vou) = M(v)o M(u) et M est un foncteur covariant. En particulier. =i
p o D(A) — A? est le morphisme d’Etherington. on a M} = i,

Soient maintenant K un corps commutatif et e un élément de A% de poids 1. Alors

e.e est un élément de D(A) de poids 1. On a M{(D(A)) = KL, .= (Nyg: D(A)) avec
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(Ng: D(A)) = {og € M(D(A)) | wgooy =0} = {oq € M(D(A)) | pooy(D(A)) C

N}. ot w est une pondération de A2 et N = kerw.

Remarques.

(i) Sieest un idempotent de A alors e.e est un idempotent de D{4) car 'application
Ip(A) — Ip(D{A)). e — e.e est bijective,

(ii) l'application @y : M{D(A)) — K définie par Ty(aL. . = #) = a. Yo € L et
f € (Ng:D(A)). est une pondération de M{D(A)). On a 2g(L, ) = wilr.y) =
;D(é’my). ie Zglog) = Slpm(og)) ol w est une pondération de A% De plus
(Ng: D(A)) = keray.

Soit Ny la sous-algébre de M(D(.A)) engendrée par les dléments de la forne
L. oL, o- 0oL, telsquelun aumoins des z; € Ny Il est clair que ‘\T-',, est nu ideal
de M{D(A)) contenu dans (Ny @ D(A4)).

Dauns le reste du paragraphe. A sera un corps commutarif.

ProPOSITION 3.2.6. — Soit (4. w) une K -algeébre pondérée. On aypo, (N D{4)1 =

(N A% et }um(i\j",i) =N ouN = kerw, 2.

En effet. soit o4 € (Nyg: D{A)). le wgo0; = 0 on encore w o (us oy = 1),
done poay(D(A) T N et pplog)(A®) © N car pooy = o) 2. Don
umlog) € (N @ A%). Soit ¢ € (N : A?). Puisque gy, @ MDA} — M{A™ st
surjectif, il existe o4 = ol + 0 dans M{D(A)). oo 2 K. 0 = (N DAY el que
Umloy) = oo be ooz + pp(l) = oo done p,(#) =0 et o € 40, ((Ng - D(AN). Dot
(N3 43) € (N s DCAN) et gin( (Va2 DUAD) = (N ¢ 42). Soir Lo o Lo, Lo,

OL:z“‘OL:J:{;I(:s}O/‘ o SIRS

[ARO Y [ SISV B

un générateur de Ny On a plo ( L+

done pm (Ng) € N. L'inclusion réciproque découle de la swrjectivité de p,,, et de .

CoOROLLAIRE 3.2.7. — Sotent (A.x) une K-algébre pondérée et N = herw o

L idéal f:/'d est nilpotent si et seulement $i N Lest.

Soit I, un idéal de D(A). Alors u(l,) est un idéal de A, (I;: D{A)) et (u(Ly) : A7)
sont respectivement des idéanx de M(D(A)) et de M(A?). La commutativité du

diagramme ci-dessous nous dit que . (c4) € (u(lq) : A%) pour tout o € (L4 : D{A}}).
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\ T
D(;l) I(g

3 |

i
i ‘[ It
A2 /
A wily)
!‘Lrn(ﬂ-'i}

Ainsi. on a le résultat suivant :

ProprosITioN 3.2.8. — Soit (4. @

Alors pn (1 - D(A))) C (p(l) - A7),
3.3. Note sur la dupliquée d’une s-algebre de Bernstein

Dans ce paragraphe. A sera un corps commutatif.

Soient (A.w) une K-algebre pondérée et v = N — {%} On dira que 4 est e

5-algébre de Bernstein d'ordre 2. si pour tout o dans A V7

oy = W(E}“L‘”zil,\ ol

Vi A — Aest Fopérateur défini par V{r) = (1 =251 72 =200 () vr £ A Notons
2 [N & 2 .
r’> = roux et r® = rox” pour A > 2. On peut remarquer que r- = Vs,

o3 YR o] -
2 = V3Hx) et 2® = V).
f o oiBl Yy \ VIR ) ] . B L
—wlrye® =Vo(x L)V Ele) powr tour o dans AL Alnsi on o

On a done z°

le résultat suivant.

ProrosiTiON 3.3.1. — Soit (4. w) une K -algebre pondérée. Les assertions suwvantos
sont dquivalentes :

(i) A est une d-algebre de Bernstein d ordre 2:

(v) A° est une algébre de Bernstein d’ordre 2.

) une KN-algebre pondéree et 1y un wdeal de D(A)



LEMME 3.3.2. — Soit (A.w) une K-algébre pondérée. Alors A est une d-algébre de
Bernstein d’ordre 2 si et seulement si. pour tout & dans A. on
o = {— —646% + 2467 + 857 — 65 + l)w{]c}“‘.zsw + :(h.('[.)'I‘,:;',:,;:a‘;
— 48(46 — D) 222 = 8621 = 28)w ) e = 1687w (0) 2 (07)
+ 1662 (46 — Dw(z)P o +326% (1 — 20 ()™
— 48(1 = 26)(168% — 48 + Lw(z)’ 2% = 20(1 — 248)7 (887
30% — 66 + 1wl ()0 + 4871 = 28y () o

Cette équation est obtenue en développant l'identité Vo) = (¥ V(). [

|
[

On sait que s1 A est une algebre de Bernstein. D{A) est nne algebre de Bernstein
d'ordre 2 (]21]). Ce résultat ne peut s'étendre a l'ensemble des d-algebres de Berustein.

Exemple. Soient § € K~ — {3} et 4 =< c.u.v > la d-algebre de Berustein

31

. N . P 1 ~ B3
dont la table de multiplication est donnée par @ ¢= = e, vo = Fu. e = dron- = .

.o . 3

ur =0. OnaD(4) = ceu. et — 3 e e e > avee (e.e)” = e
))\/J \_1, “ﬂ('\—--<“| x‘:-)_wl ‘~“{,.‘Ml‘ . S e N2
(e.e)leu) = e (e.e)(ev) =der. () = Juu (cul(er) = zdur. (e.o)” =070,

les autres produits étant nuls (N{4) =< wu — o terone e >) Soir D{AY

la K-algébre obtenue en définissant une nouvelle multiplication sur D{A4) par

zoz = %(V(: 42y = Viz = 27) pour tous = et 2 dans DIA). Ona: {ee)™ =,
(e.e) o (ew) = tew (ew)” = i—{l — 26 " huw. (eow) o (e = 1501 = 20 e

(e.0)? = {1 —20)7 1% v, (ee) o {uu — 6 er) = =3(1 = 200 Yuouw — a7 L)

(ee) o (nr) = =6(1 —20) tue. {e.e)(vr) = —a{l — 28) e Jes autres produirs

étant nuls. Soit z = e.e + uwu— 07 ter. Ona 27 = e — 20(1 — 28) Mo — a7 e

{3 o2 - ~i] — ,
227 = e +40%(1 - 20) 2 (uuw — 6 er)et 20 = e — 301 -1 20) Huaw — 07 e,

. INEY 53] N . . . P .
Puisque z° * % °7. D(A)° n'est pas une algebre de Bernstein d'ordre 2 et D{A4) n'est
donc pas une d-algebre de Bernstein d ordre 2 d apres la proposition 3.3.1.

Cependant on a le résultat suivant.
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ProrosITION 3.3.3. — Sotent {A.w) une d-algébre de Bernstein et D(A4) sa dupliquée

commutative. Pour tout z dans D{A). on a

S = (W0wg(2)2? = (407 4+ 20 = Dyl 2)7 27 + 20026 — Dwy(z)"2)
En effet. pour tout = dans D{(A). on a =2 = u(z)p(z). =% = p(=)? 0= o
2 = (2B u(2)P Comme A? est une d-algebre de Bernsteiu.
()7 = Bwa(u())pu(2)? = (467 + 20 — Dwa(p(2)) (=)
4+ 26(28 — Dyewg(pu(2)) =)
= (0wl 212% = (167 + 20 — Diwg(2)3 23 = 20020 — Liwgl2)' ).
donce
= = (=) Pp(2)?
= (d0wg(2)2 = (467 +20 = L)y (z17 77 + 20025 — Liwg(2)' )"
D’ou la proposition. []
Soit A = Ke = U =V, une d-algebre de Berustein. D apres le théoreme 1.1

de [16]. on a D{A) = A x N{4). Ainsi on a la décomposition sulvanre
s.d

D{4d) = Kee = Kelll = KeVs, — N[A) car KNee — Nelll = KeVs, est o

supplémentaire de N{A4) dans D(A) et A =~ Nee = KNe o - Kell;, < D(A on

tant qu'espaces vectoriels.

THEOREME 3.3.4. — Sotent 4 une d-algebre de Bernstein of D(A) sa dupliquie
commutative. Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) N(A) =0
(i1) D(A) est une d-algébre de Bernstein:

(i) D{A) est une é-algébre de Bernstein d ordre 2.

En effet. supposons que D{A) soit une d-algebre de Bernstein d'ordre 2. Soit

B

z = e.e+ydans D(A)avecy € N{A}. Les calculs donnent que 27 = e.e—28(1-24) " y.

2] « ]

27 = e +46%(1 = 28) "2y et 2° = e.e — 863(1 ~ 28) %y, Puisque D(A)? est une



algébre de Bernstein d’ordre 2. z2°° = 2" soit. =80 (1 —26) "'y = 46%(1 = 24) "y et
y=0caré #0. Dou N(A) =0 et (ii1) = (4).
(i) = (i) : Pour tout z € D{A). on a:

(=) = dowa(p(=))p(2)® — (467 +26 — Lwq(u(

soit p(z8 — $owy(2)2® + (46% + 26 — Dwg(2)727 = 28(26 — Dwy(2)22) = 0 et enfin

{2
S
S”
t
™
—
[94
S
t
[
=
o
[l
Ty
[
e
o~
—
—
{
=
o)
By
=
ey
)

5 0a

2B = Powg(2)z? — (462 + 26 — Dwg(2)?2* + 26(20 — Vw{zy 2 si V(A4) = 0.

(17) = (iti) de maniere triviale. []

THEOREME 3.3.5 [16]. — Soient A une K -algébre et D(A) sa dupliquée commutative.

Si A2 est génétique alors D{A) est génétique.

THEOREME 3.3.6 [17. — Sotent A une K-algébre de Bernstein et D(A) sa dupligude

commutative: Si A* est de type fini alors Ny est nilpotent.

Remarque. Soit 4 = Ke =07 =V une A-algebre de Bernstein. Soit 4 =

KezU=Vs,ouV;, =V (4 # -%) avec ev = O 7o £ Vi les anures produdts restans
inchangés. On montre que Aj est une d-algebre de Bernstein.

Soient 4 = Ke = N une g-algebre de Bernstein et D{ 4} sa dupliquée commmrarive.
Puisque A° = A. d'apres [16. rhéoreme L1]. D(A)/V{4) ~ 4 et par suire
Ny/N(A) =~ N ~ N°,

Le théoreme 3.3.6 ne peut s'étendre aux d-algebres de Bernstein avec o = 0.

Exemple. Soit ¥V =< ). ¢0.¢5.c4.05 > la nil-algébre conmnutarive a puissances
associatives. de nil-index 4. du contre-exemple de Suttles. Alors A = KNe — 07 = 17,

-3

ot U =<« Cy.Cy. 0y > et V:j}‘e =< 1.0 > (0 ¢ K* — {%}) AVEeC ¢ = e, 60 ==

tolr

[

pour i = 3.4.5 et ec, = de¢; pour i = 1.2, les autres produirs restant inchanges.
- N . PN 3 . .

est une d-algebre de Bernstein non génétique telle que A4° = A. En effer. puisque

Ng/N{A) =~ N alors Vg ne peut étre nilpotent sinion .V le serait.

THEOREME 3.3.7. — Soit A = Ke = N une d-algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) D(A) est génétique:
(1) N est nilpotent.
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En effet. puisque la nilpotence de iV entraine que A% = A est génétique. (i) = (/)
d’apres le théoreme 3.3.5.

L'implication (i) = (ii) découle de l'isomorphisme Ny/N(A4) =~ N et du fait que
N, est nilpotent. []

Comme dans [18]. on montre que :

THEOREME 3.3.8. — Soit A une d-algébre de Bernstein avec o = 0. On
Derg(D(A)) ~ Derg(A) et Autg(D(A)) = Autp(4).

Ce résultat nous incite a examiner le lien entre les algebres M{A) et M{D(4)).
3.4. Algébre des multiplications de la dupliquée d’une i-algeébre de Bernstein

Dans ce paragraphe. K sera toujours un corps conumutatit infini de caractéristique
différente de 2.

Soit (A.w) une d-algebre de Bernstein. Posons é; = (1—48) " H0L> = (L =241L

£t

2L Jpour § # Let ¢y =2L)  — L2 powr § = L. On montre que é4(c.) = .

et ey {r.y) = 0 Yry € Ny Ainsi. é; est un idempotent non nul de

MDA
n'appartenant pas a (N; @ D(A)).

Dans la suite du paragraphe. sauf mention expresse du coutraire. 4 sera différene
de 1.

THEOREME 3.4.1. — Soit A = Ke = U, = Vs, la décomposition de Peirce d i
d-algebre de Bernstein. Alors :
(i) M(D(AY) = Kég=Ug=VyonUys={ose (Ng: D(A))  miocy=m}
et V) = {rg € (Ng: D(A)  pg0éq=0}:
(i) Uy = {og € (Nyg: D(A)) | o4(Nyg) = 0} et V)
0}:

(iti) On a les relations suivantes :

= {o, & (N;: DAY ogle) =

5}? = 0. UyVy; = 0. VdU(l C Uy et Vi C Vg en particulier Uy est un idéal de

M(D(A)) et V, est un idéal i gauche de M{D(A)).

La preuve est analogue a celle de 7. théoreme 1].
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ProprosiTION 3.4.2, — Soit M(D(A)) = Ké; = U=V, lalgebre des multiplications

de la dupliqguée commutative d'une d-algébre de Bernstein A. On a p,,(Uyg) = U7 et

(Vi) =V avec M(A?) = Kéy = U = V.

En effet. soient oy € Uy et v € N = kerw oo On a pp, (o0le) = ploi(z)) on
T € Ny tel que p(z) = x. done w,log)(r) = 0 et u,(og) € [, Soit a; = Vo1

on a fmica)(e) = ploglee)) = w(0) = 0. ice (o) £ V. Alnsi j,, (Uy) © U er

fim (V) TV

Soit o € U. 1l existe g4 = 0 + » dans M{D(A)) tel que ji,, (o) = oo d < Uy
et o Vy L'égalité p,(oy) = o équivaut & w1, (0) + g {2) = 7. soit 4, (0) = 7 car
fm(2) = 0 du fait de la somme directe M{A%) = Kéy — 07 =V, On a done e, (6} =

avec § € Uy, i.e U C pp(Uy). On montre de facon analogue que V' Z 4, (V). [

COROLLAIRE 3.L.3. — Soit M(D{A)) = K¢ = (,w",,: = Vi Ualgebre des multiplications
de la dupliquée commutative d'une d-algébre de Bernstein A, On o C‘,:,[/(,?‘,: SN (A

D(A) ~ U et Vy/Vyr (N(A): DAY =V oavee MU = Ky — 0 - V.

En effet. L"'d:,/ice'f‘(;z,mgj} ~ [ et x‘"'(i,/:;‘"(?;?"(}'«"m‘{T-;}} ~ V7" d'apres la proposition 3.41.2.

De plus. on a ker(;,sztj = i}{; N(N(A): D)) et L’efiz‘(p,,;.iv., = Y?/ SN s DeAn

et le corollaire sensuit. []

THEOREM 3.4.4. — Soit A = Ke = U, = Vi, la décomposition de Peivce d une
l-algébre de Bernstein. On a:
(i) VI(D(””) =Keéqg = Vi = Vi = Vieor = Voo ou

Vi ={04 € (N(A): D(A) | éhooy=iog 002064 = jogf (i j=0.1}:
(i) Vi, Vst © 85e Vi pour (i kol = 0.1).

La démonstration se fait comme celle du théoreme 3.1.15.

Exemple 1. Soit A = Ke=V la décomposition de Peirce d une algebre de Berustein
constante. On a A% = Ke et D(A) = Ke.e = N(A). On a également M(A) = KL,
M(A%) = Kl4: et M{D(A)) = KL... donc (N{A) : D(A)) = kerp, = 0 et
M{A) =~ M(A%) =~ M(D(A)).
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Exemple 2. Soit 4 = Ke = U la décomposition de Peirce dune algebre de
Bernstein élémentaire. Ona A% = 4 et M(4) = M(A*) = Kéy = {v,.ue U} = KNéy.
On a aussi D(A) = Ke.e = KeU = N{4) (N(4) = U.U) {{21]). On montre que
M(D(A) = Kég = Uy = Vy avee Vy = RNégy = (Lo — 2L, Leyou € U} o
Eqp = 2Le.e® — Le.e et ép = 4Lee — 4Lee” (H]). On montre également que
(N(4) : D(A)) = {wp.r € NA)} = {Ley —2LecLeon € U U0 (N
D(A)) = {tn.v € N(A)} et Vi (N(A) : DA)) = (Lo — 2L Lo u = U}
donce l}d,/'{'{i',,. ve N(AY} = {v,uelU}et ijg;{im = 2L Lo ons=U = Kes.

] ~ / -\ . ) ~ . .
Exemple 3. Soit T = (1.1, le corps des nombres complexes. Sa duplignée

commutative est D(C) = (1.1. L iy = (1.1 Li. L1 + ). soit D(T) =~ T« N{Z]

sl

ou V(C) = <l,1 + ;1\; Ona M(T) = (¢4, =~ Coit iy et ; sont les multiplications

a gauche par 1 et 7 dans C. Soit v = al.l + 317 = -~{L.1 =i/} dans D(Z). Les

caleuls montrent que Ly (x) = oLl + 310 L7 (o) = Ly (o) Ly Ao = ald — i,

Lf'l(.r) = i~ 3. LY () = ~Ly(x). LyyLyle) =ald— 301 Ly Ly ) =

Lyi(xz)et Ly LT ;(x) = =Ly (x). donc M{D(T)) =~ .M(T) < (N{Z) - D2y avec
Lig+ L7, Ly, —LiaLy, . |

(N(C): DIC)) = {



ALGEBRES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1. Généralités

Dans tout le chapitre. K désignera R ou C.
Solent V' un K-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme. I” 2 Vo

ouvert non vide de V. [ un intervalle ouvert non vide de X et f: [ <« U7 — 17

P

(t.x}) — f(t.r) une fonction continue. Considérons I'équation différentielle

. , , . ("[.i"
(*) (ty= f(t.x) avec I{t)= -

Une solution x de cette équation est telle que la fonction o I — V.t +— () =
soit de classe C'1 et vérifie les conditions (t.o(t)) 2 1 < U et f}{t) = f{t.z(t)) ponr
tout t € 1.

On dira quune fonction f : [ x U7 — V est k-lipschitzienne (k éranr wne

constante positive) en r & U sl pour tous (f..ry) et {t.ry) dans [ < [,

F(t.zy) = f(t o)l < Kllzy — 23],

TuEOREME de Cauchy-Kovalevsky [15]. — Si f est une fonction k-lipschitzienne.
['équation différentielle (x) admet une solution unique. De plus. si f est un polynome
en r ou une fonction analytique alors (t.x) — s(r. ). ouw s{r.t) est la solution de ().

est analytique dans un ouvert convenable de R x U,

Soient A une K-algebre et f: 4 — A une fonction polyndme. On définit la dérivée

de f en r dans la direction de y par D f(x)y = %(‘f(ﬂzr +t)— flr))li=g. Yo,y € ALt €

~48&-
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Soient r € A et k un entier tel que k > 1. notons Py(z) = r*. Ona .’ = LA~ 1( 1) on
Lp:A— Ay ry. Si A est commutative, la différentiation de l'identité Pp(z) = o~

donne pour k > 2
DPy(z)y = 2LE1 ZL{ Feimlyy vy e Al
Si lalgebre A admet une pondelanon «. pour toute applic atu)n polynome (A

E . nous définissons U'application f: A — A r— f(r) = E Al e
i=1 ,f::],
Considérons les apphcatlons i de A4 dans A. définies de maniere récurrente par :

golr) =ret gz A+IZ]7 Jgpe— (x)¥h 2 0. Yr € A
LEMME 4.1.1. — Dy (r)r? = (b + Vg1 {0) Yo € A 9 > 0.

On vérifie que la relation est vraie pour & = 0. Supposons la relation vraie pour

J < k. k un entier donné. On a :

. 3 1 P N 3 . s
Dgrr1(2)2” = 7=—= ) [(Dg;(0)x7)gu—;(2) + g, (£)(Dgi—; (r)07)]
- J‘:()
1

Tkt

k
Zi(j =+ 1)(11*1(3\){1&—}(1: T (}’ - J s L:‘(IJ(E}(}L*;*M]}‘
=0

20k + Dgo (g (0) + > jo, ()it )

:At+1

“ZU‘ —J+ g (rigk—j1lr)]

; IS
L \
= lif(ﬁ*-&—l)f]n(lf)&:q(‘-r)»*Z!fl +Dgilrige -1 le)]

T J=1

1 k+1
= (k1)) g5 (0)gp ()]

j=0

k41

—ng 2)gk—je1(x) = (k + 2)gia ().

d’ ot le lemme. []
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Remarque. Si 4 est une algébre a puissances associatives alors gp(r) = ¥4,

vk > 0.
D’apres Andreoli et Heuch (voir [25]). le caractere d'une population dont I'hérédité
est décrite par I'application A4 — A. r — 2. est gouverné par 1" équation différentielle

de Riccati

(4.1.2) iy =y* —y surlhyperplan H = {r < 4] () =1}

Considérons 'équation homogene

(4.1.3) =yt oy = A

Notons Gl ) et S{r.t) les solutions de {1.1.3) er (4.1.2) avec comme cowdirions
initiales G(x.0) = r et S(x.0) = r. Le caleul de la limire de S(r. #) quand 7 tend vers
I'infini permet 'étude de la stabilité du caractére de la population i long terme,

Leanve 4.1.4 [25]. — Soit 4 une K-algebre pondérée. On o Glr.t) = g ot

k>0
YereAetS{et)=e'Glz.l —e™ ). Ve H.
Ce lemme est principalement du au théoreme de Cauchy-Kovalevsky qui garantit

la convergence de la série S tR g ().

LemMse 4.1.5 (9. — Soit A une K-algebre pondérée. S1 li gipir) = A alors

-

lim S(r.f) = lim grix).

Y A0

THEOREME 4.1.6. — Soit A une K -algebre a puissances assoctatives non nil. Alors

Gle.t)= (1 —tL,) tz Ve € 4.

En effet. st A est a puissances associatives.

Glr.t) = Z th Rl

k20

= () _(tLs)")e
k>0

=(1—tL,) e, [



4.2. Equation de Riccati dans les algébres de Bernstein
Soit. f; Vapplication polynome définie par fi(\) = A2(X — 1)(A = $) 3 wi > 3.

THEOREME 4.2.1 [20.25]. — Soit A une K -algébre de Bernstein train de rang ¢ > 3.

Son équation train est donnée par fi{r) = 0.

THEOREME 4.2.2 [25]. — Soit A une K-algébre de Bernstein. On u:
2! .
(1) ge(r) ~wlr)geor(z) = = frale)Voe A 70z 2

3|
(i1) 81 froa(z) =0 alors gi(x) — w(r)ge (x) =07k > (.

Le résultat suivant est prouvé dans {25

THEOREME 4.2.3. — Soit A une K-algebre de Bernstein telle que fiojie) = U
Yre A Ona:
F)
et
{7) £ : gqe_lryYr e A
/ Z Gl l-—f(\ﬁ' i) v
k=0
(i1) S(z Zt grlz) (1L —e ¥ Vo (l—e gy v e H:
(vi)  lim S{x.t) = ggﬂl(\x) vr e H:
ke
(iv) lim S(x.t) =r*Yr < H. si 4 est nucléaire,
"

4.3. Equation de Riccati dans les s-algébres de Bernstein

Rappelons quune K -algébre pondérée (4. ) est une d-algebre de Bernstein si pour
rout 2 dans A. £ = 16w()z® — (40° + 26 — Dwlr)Pr? + 25026 — Ljw(r)r

Soit le polynome f‘ij.g()\) = MA =8N = DN = 57 9w > 30 En posanr

3

4
fé.eU\} = Z ~ AL dlapres le théoreme 2.3.12.

t=1
v o= (SHEY 20+ 00 () o= Lo 00 Onoa done
Fsalx) -1: — (1 +d)w (L}7 + dw(x )2 et
. | 1 , \
(4"3'1) j()H—l( =rfselz)— ';'-d(»?)fri.z:(f) Vi >3

-

L’analogue du théoreme 4.2.1 est donné par :



THEOREME 4.3.2. — Soit A une d-algébre de Bernstein train de rang ¢ > 3. Son

Equation train est donnée par f5(z) = 0.

Soit (A.w) une d-algebre de Bernstein. Pour tous & et jj dans 4. on a:

D fsale)y = 2a(ey) + 02y — (1 +0)(2wl(r)ry +wly)r?) =52 (ey)e + < (x)%y).
done

Dfsalz)z? =20t + Lowl()e® — (107 + 26 — Dw(x)?” + 26028 — Lyw(a) e

33, e v ; R

— (1 +8)(w(@)x? + wlr)? ) +502w(r)’ r + el )
=227+ 2(d — V() = 28(20 + Lyw(r) 2 + 107wt
= 2z{r? — (1 + 8)wl(r)e? = dwir)r) + 40wl — (1 + dwlr)e”

+ dw (l\)?'I)

= 2T }L,\ 3 ) h -1(51»( I?)f&_;;{.l’) .

LeandE 4.3.3. — Dfs () =20 fs(x) + 2000 — Liwlo) fo ) 70 > 3.

En effet. d'apres le caleul précédent. I'égalité est vraic powr 1 = 3. Supposons la
vraie A un rang donné £ et montrons qu'elle reste vraie au rang ( + 1. La différenriation

de (4.3.1) donne :

- -y 1 ; N . 2N 1 . N . . N N
Dfsier(z)e” =27 fsil z:;~ () foo (o) = 2(Dfs )y — Sl D s teie

o . l . s .
:-fﬁfﬁi.t(‘Z’}"’gw(-l') fo.clx) (fsfr)) =200 — Dwlr)efs L

—wlx)xfsele) — ol — l‘}w'{.zr}zj];,; {r)

l . L L
=2x(rfselr)) — =wlx) foiw) = 200w (e fs, () — Sl o dri

+ (- Qéw(;r};zf)j};\g,(;r) — (e fs (r) = ol fi ().
D’apres l'identité (4.3.1). on a
20 f50a(z) = 2zl fse(x)) el fso(r)

/ o 1 .

=2x(xfs () — wle) (fore (o) + 3»‘(“1'},/;9.&»!?3)
1 o N

= lfof(“)*“w } fr)f —wl(r) foo1l).

done
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2r(afse(r)) = q(@) foulr) = 22 fsen () + wlr) frimalr) et

VRN

Dfser(v)e? =20 f5p1(x) +wlx)foeoi(r) + 206{x) (o fs () — =wla) fs o))

+ (;rj — 20wlr)x) fsle) — wln)rfs o) + owl oV fs
=22 f5 01 + 200w() f5 oo (&) + (27 = 20w )e) fs (o)
+ () fooar(x) — wfs () + dwlz) fsi )

=20 fsoei() + 200w() fsi 1) + (27 — 20wlr)e) fsi ()

1 oL N . T oA
- ;w(\;m?‘f&e(:w +owlxr)” fs.0(r)
=2z f5i=1(0) + 200w () fsp (1) + (27 = 2000000} fi ()
T, o
= wlr) (= 20)fs5.(r)

Y

f N - T o, Fos - . 3 - . . BN
Comme f5,(r) € Ly = U, N AnnN . ¥ = 3 ot p7 — 20w = (1 = 28 el )?e avec

~ i 2 o v g R I \ . . "ﬂ
e € I(A) onalr” —20w({r)r)flr) = Ly =20 (x 1= fsof) ot le lemunie s ensuit,
Considérons les apphmtlom I définies de maniere récurrente par hpir) = o

o 1 - ,
hipai{z) = 1 +1(1 — 28] lz(lz (2} hpe () — 26w (r) -"”L/zv}{ﬂ} Jr < der vk >0

J=0
En particulier. Ay (z) = (1 — 2817 Hu® = 20w (r)r) er
ho(x) = (1 = 20)72{r? = 36w (r)r?® = 5(1 — L8)wlr) o).

On remarque que si 8 = 0. Ay = .

lu

- ros o3 F 9 Y , . . vy .
Notons p(z) = (1 —26)"Hx? = 25w(e)r). La démonstration du lemine suivaur est

analogue a celle du lemme 4.1.1.
LenvyEe 43,4 — Dhglx)ple) = (b + Dh (o) Fr e 4. vk = 0.

D’apres le lemme 4.3.1. th(,z:)(:(l —28) Ll (e = 20wy = (b + Db e
soit (1 —28) "' Dhp{x)z? = 25(1 = 26)" 1 Dhy (e = (k + Lyhy (). On voit alors que
Dhy(x)x = (k + 1)hi(z) et donec.

Dhy(x)ax? = (1 = 20)(k + Dhgoy(2) + 200k + Dhy(r).

THEOREME 4.3.5. — Soit A une §-algébre de Bernstein. Pour tout & dans A. on a:

, 2 £—1
(1) he(x) —wl(x)he—i(z) =(1—26 )~éﬁ Joesrlr) Vo e 4. v =2

(i1) st feaor(x) =0 alors hg(z) — w(r)hp_ (x) =0k > 7.



-5

Notons que l'assertion (it) se déduit de (i) que nous montrons par récurrence.
Onavz € A,
holz) —w(x)hy(z) = (1 = 26) 72 (5" — 3ow(x)zr® — §(1 — d0)w(r) e
— (1 =28 w(xr)z® +26(1 — 2(5&(.1‘)21‘}

R

=(1-20)""

v

vy

(;r3 — {1+ (5:)@{1;}.1‘3 + dwlr)r)
= (1—20)"%fi5(0)
et lassertion (i) est vraie pour {

‘-21',—3.
h»ﬁ{#??)““;«)(;l?)hglml(f} = (1 — 35\1»/{—'"

2. Suposons que. pour un ¢ douné. on ait
fse (). En différentiant le membre de zauche

de cette ézalité. on obtient
(0101 =28V () + 20w(eYhe )y — wlo W ({1 =200 () + 20w edh, (i)
-u.:(£)3h;,,1{.zr)
= (£ + 1)1 = 28)hp oy () + (406 28 — Dwleyhy () — (1= 2800wt h i)
=+ 1)1 =20 (hyoy () =l o)) = (L =200y (he () — wledhy e
= (£ (1 = 28)(hesa () —wlodhy () + (1 +200)(1 = 20) 7" 5 wlw) fuumylr).

Pour le membre de droite. d'apres le lemnie 4.3.3. on a
9 £—1 D¢ -1

(1- 25)“"% Dfsr(o)e” = (1 - 2@)*‘% (2 fsyon () =200 ) fs o Lrih
Lidentité (4.3.1) donne 2z f5 oy {w) = 25, co{r) = wle)fs, —1tr douc
_ L2t N L2
(1=20)"" % Dfsucrle)r? = (1-20)7" % friealo)
vy i—1

(42001 =207 5 ) o ()

En comparant les deux résultats. il vient apres réduction. «que
¢

(¢ +1)!

heoqlz) —wleihelz) = (1 — ‘25}“{ ot Fsoeale) o don assertion (1),

Remarque. Soient "équation différentielle homogene

<3

{4.3.6) r=plr) aveec plr)=(1-20)""{r" = 2wlr)r)

et I'équation de Riccati

(4.3.7) F=(1-20)" " —-r) r€H.
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Soient G{z.t) la solution de (4.3.6) et S{z.t) celle de (4.3.7) avee pour conditions
initiales G(z.0) = r et S(z.0) = r. Alors. les assertions (u théoreme 4.2.3 sonf

vérifées si on remplace hy par gi.

Remarque. Dans le cas ¢ # 0. la résolution des équations {(1.1.2) et (4.1.3} présente
de nombreuses difhicultées. De ce fait. notre érude se portera sur le cas des d-algebres

de Bernstein-Jordan.
4.4. Equation de Riccati dans les J-algebres de Bernstein-Jordan

Soit A une d-algebre de Bernstein. On dira que A est une d-algebre de Berustein-
Jordan si r? — (1 + Sw(r)z? +dwlr)’r=0vr € 4.

On a gole) = 2. go(x) = 7. golr) = (1 + Nwlr)g(r) — dwir)gle). Ponr
ko> 0. posons gplr) = cpw(r)¥oo(r) = dpw(e) Ygrley avee dy = 1 — ¢p car
wige(r)) = w(r)h+1,

La différentiation de l'identité ci-dessus donne :

(k+ Dggor(r) = kepw(x );” Jo{r) + cpwd '.Z'"}kgl(,r} — {1 — itk — l}w‘(.z,‘}kglt‘z'}
+2(1 = e )w() ¥ gl
. ch—=1 o
= (ke —20(1 — e3))w () " gotr) + (en + (k= DL = cp)

+ 201+ 81 =)yl (o)
= ((20 + K)ey, — 20)w () " go o) + (L +20 = &
— {20 + k)ep)wlr)F gy (r).
St la d-algebre de Bernstein-Jordan A n'est pas élémentaire. on a

(4.4.1) (k+Depy = (20 ke =20 Yk >0

Les calculs montrent que

. D £ . .

25 iy k—j+28y
(142 =21 ST vz,
(4.4.2) Ch k( +;E - >

La proposition suivante nous laisse peu d’espoir quant a l'existence de f lim S(r.f;
— X

pour 4 quelconque.
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ProposITION 4.4.3. — Si 28 > 1 alors {gx(x)) diverge.

11 nous suffit de montrer que (¢ & >() dweroe

~ k—i3+20 k-
Si 28 > 1 alors J > ‘ pour Jg=1.... k= 2. 0n adone
k ——{ k — o
[ £ 2 I
Jlx - j -+ )O Z 1\ - j - )(5 1
EH ~et-—(1+§H )>§—,-
(=1 j=1 k= j=2 7 om Fodo =
k
donc ¢ < — Z;f*z - Comme &hm E — =+ alors (¢4 )0 diverge.
——2C
J= 2

Exemple. Soit 4 une l-algebre de Bernstein-Jordan. Les caleuls montrent que

e =1 —ket gele)=(1- k) Waolr) + ke ()"t (r) Yo £ A9k > 0. Posons
Zf wlr)fet T, = Zkt;‘;u(n)'“
A== k=2
ds )l — (twlryyrt
OnaT, =t—2-0rS, =+l = J\ er
dt L —telr)

AS,  (2tw(n)? ~ (n 4+ Dtw()" 1 = twle) = t2uley — ey

dt (1 — tuwf r}w
2bw(r)? — t2w(e) + nt" T helx)" T = (n = Dttw(e) !
- (1= fwl(r))?
(2 — tw(z)tw(r)®  nt'wle) e ‘_.rr) — 1)y =)t
T el T (1= tlr) )2

Comme lm " =0et lhm nt" =0pour =1 < < L. ajors
P G o X0

& c (2 —twlx)Peln)”
S hthu(e)t = (2~ tele)wle)
(1 —tw(r))?

k2
Ainsi.
‘ o £’ (2 =t t>el(r)?
rot) = gol) + twlxigy(x) + gglr) — -
Glu.t) = golw) + twlr)g (&) %(“(1 R TR )
: )<‘2—m(r>>t%m3
- gy (x :
o (1= tw(z))?
1 — 2tw(r) ter)
= go(&) - + gy r)- -
Q(Lt)(l PEE gi( TETRTS
Soit r € H et t €]0.+x|. Ona
e 1 -2(1—-e"tY)) e 1l —e™t)
S(z.t) = golx)- ey +91(I)““—:jjj,m

=go(x)(2 =€) +qi(x)(e = 1).



On voit clairement que S(x.t) diverge.

1l existe des d-algebres de Bernstein pour lesquelles S(r.f) converge vers un

idempotent.

o1

ProrosiTion 4.4.4. — Soit 4 une d-algebre de Bernstein-Jordan avec =20 < .

S{r.t) converge vers un idempotent.

En effet. supposons —20 = { pour un certain entier naturel . Liidentiré

. . ) , {
(4.4.1) devient (& + 1)egey = (h — £ — 6. On a done ¢ = o1 er oh

[ =

, / .
montre par récurrence que ¢, = i pour tour k > ¢+ 1. Alnsi. powr b =
P
bw '(f) wir)h ! 1 :

f+ 10 gule) = olr) + ————aq (1) = () T g () = 20wl g ()
279 i1 Al P qiur) Y A JHn J

car £ = —20. 1l vient que

1 . . , — .
Glr. t) = \ 7‘!‘%( v) + 1 (g1(0) = 26wtrigole)) Y ot

A—U Airi ]

Z’Lk ( ey (i) — 2800 golar))
== ki P —{ i) — 20w lgplay)

ﬂ)g (1~ fo(en(L = 20)" oLt

i f
: 2 e
l\l- [ }

et S{r.t) = 6-"'(2(1 - (?"t}kgk(;l‘)) - W(!jlﬁlﬂ\) —20gp(ri). dou

foma ()
1 o .
—_ e e 2 ) oz e
_}g})@b(r ” (I __25) (91(1, ogolr)) = ]I;K 43
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RESUME

Cette thése est largement consacrée 3 1'étude de la structure des d-algebres de
Bernstein monogenes. Dans 1a premiére partie, nous rappelons quelques résultats généraux
sur les algebres de Bernstein. La seconde partie porte sur I'étude des d-algebres de Bernstein
monogénes dont une caractérisation est donnée 2 travers leur table de multiplication. Nous
montrons que pour ces algebres. étre train équivaut i étre train spéciales. Grice a cetle
&tude. nous exhibons, pour toute -algébre de Bemstein train de rang donné, les coefficients
de son équation train. Dans cette partie. nous donnons également les conditions nécessaires
pour que certains types d'algébres <oient indécomposables. Dans la troisiéme partie. nous
nous intéressons a l'algebre des multiplications d'une d-algebre de Bernstein. Nous ¥
examinons le lien entre l'algebre des muitiplications d'une 3-algébre de Bernstein et l'algebre
des multiplications de sa dupliquée. A cet effet. nous montrons que le morphisme
d'Etherington se prolonge en un morphisme d'algebres des multiplications, Enfin. la dermiere
partie du mémoire traite de |'équation de Riccati dans une d-algebre de Bernstein. Dans le
cas particulier des §-algébres de Bernstein Jordan. nous procédons a sa résolution.




