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INTRODUCTION 

La théorie des algèbres génétiques est une branche des algèbres non associativ<'s 

sans élément unité. Elle a pris naissance grùce notamment aux écrits de I. .\I. H. 

Etherington en 19:39 et de R. D. Schafer t:n 194 7. Le premier a introduit les 11otin11:-; 

d'algèbre pondérée. d'algèbre train et cl'algèbre train spéciale. Le second 21 ;1 

l'origine des objets connus actuellement sous l'appellation 

de Schafer. 

I},/ / .'W /1 ."> 

La théorie a par la suite connu un essort particulier avec les tnn·nux de H. Gcmsbur 

(1960). auteur de la notion d'algèbres génétiques au sens rfr Gon.shor. et ceux de P. 

Holgate ( 1!)75) qui a défini algébriquement de Bernstein. Ces algr'lm·s 

découlent d'une traduction en termes algébriques du problème posé par S. Bnnsteiu 

en 192:3. portant sur la classification des opfaateurs 1l'é·1:olution satisfaisant an principe 

de stationnarité. 

Cette thèse s~articule autour de quatre chapitres. Dans le premier. nous rappdous 

quelques résultats de base utilisés dans les trois autres chapitres. Le second est consacTr~ 

principalement à l'étude des 6-algèbres de Bernstein monogènes. Dans le troisième. 

nous étudions le lien entre l'algèbre des multiplications crune algèbre E~t Ldgèbre des 

multiplications de sa dupliquée. Enfin le dernier chapitre porte sur la résolution d'une 

équation de Riccati dans les ô-algèbres de Bernstein. D'apr(~s Andreoli et Hench. les 

.solutions de cette équation admettent une interprétation biologique . 
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1 
ALGÈBRES GÉNÉTIQUES 

1.1. Généralités 

Dans tout le paragraphe. K sera un corps commutatif et toute K-algèbre sern 

commutative. 

Soit A une K-algèbre. Pour tout élément .r de A et pom tout entier J; > l. •nt 

définit les puissances principales et les puissances pleines de .r. resp('cth·emenr pm 

.r1 = :r:, J::k+1 = .rxk et .rr1: = x. x~"'-'-11 .r 

C n élément .r de A est dit nilpotent d'indice k 2: 1. si k est le plus petit entiPr tel 

O. L · algÈ~bre A est dite une nil-algèbre nil-inde:r k. si k est le plus rwrit 

entier tel que .1:"' 0 pour tout .r clans A. 

On définit inductivement la puissance principale A"' et la puissance plei1w A" d•' 

A par .41 

On dira que l'algèbre .A est nilpotente (resp. résoluble) dïn 

.. 4k-l 0 (resp. A.[kl = 0 et A:"' 1 f:: 0). 

Le couple (A. w) est une K-algèbre pondérée si v..: : A - I\ f'st un morpbisrne llt!ll 

nul de K-algèbres. 

Si A est une K-algèbre de dimension finie. on <lira qne .·l est nne alqèbre 

(a1L sens de Gonshor) sïl existe une base (e0 . e1 .... e11 ) de A sur h telle que la tabk• 

de multiplication de A relativement à cette base soit donnée par : 
n n n 

eo + L ~!ookek: eoe1 = L et e;,ej L ~. pour tons 
k=l l,,o:_cj k=mru:(i.j) l 

i,j 2: 1. 

Les constantes de structure ~fOii. i = O. 1. .... n sont appelées les racines train dC' 

A.. Les algèbres génétiques (au sens de Gonshor) sont des algèbres pondérées. Il suffit 

pour cela de poser w( e0 ) = 1 et (k,'( ez) = 0 pour i 1. .. - . n. 

-2-
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Une K-algèbre A est une algèbre de Jordan si x 3 (yx) = 

dans A. 

y ).r quels que soient J'. y 

Une K-algèbre pondérée (A. est une algèbre train sïl existe un entier positif r 

t d 1 · t. 1 r + ) ·z"' - 1 -+- ~ 'i· r .) r 1 1· e. es sca aires , ... , ~ir-1 .es que .r ;1;.,; . -r ..... ·r-1""-' .. . 0 pom 

tout .r dans A. Le plus petit entier r ayant cette propriété Pst le rang de A. 

Une K-algèbre pondérée (A. ...J) est une algèbre tram si lïcléal S = l.<r""· 

est nilpotent et ses puissances principales sont des idéaux de A. 

Les résultats suivants sont bien connus : 

- Toute algèbre train spéciale est génétique mais la réciproque est fausse (~26]). 

- Toute algèbre génétique est une algèbre train mais il existe des algèbres nain qni 

ne sont ni train spéciales ni même génétiques ([2o~). 

Si (A. . ...J) est une algèbre train (resp. génétique) alors S - /,·1r:.v· t'St nil (n•.-;p. 

nilpotent) ( [26]). 

1.2. Les algèbres de Bernstein 

Soit K un corps commutatif infini de caractéristiqne différente de 2 

On dira qu'une K-algèbre pondérée (A . ...;) est une alqdJre 

.r dans A.. on a .rf01 = ..... {r) 3.r2 . 

Bemstun si pour l•l1ll 

Toute algèbre de Bernstein Rdmet une pondération nmque. Si A est llll!' 

algèbre de Bernstein. l'ensemble des idempotent~ non imb de A ('St do1mP rn1r 

Ip(A) = {x 2 I :c E A.:.v·(xl l}. 

Soient A une K-algèbre de Bernstein et e un idempotent non nul cl<' A .. On a Li 

décomposition de Peirce suivante : A = Ke ~- Ufé - 1':, avec Ue {.r: .r E A.i.r l "l 
2" J 

et ~: = { x i :c E A. ex 0}. 

On montre que Ip(A) {e + u + u2
. u EU}. 

PROPOSITION 1.2.1 [17]. --Soit A= Ke -::.' i:: la décomposition de Penn~ d ·1Uu: 

algèbre de Bernstein A. relal'ivement à l'idempotente. On a : 

( .l·) T'!'2 C 11 TT 11 r TT 112 C TT TT 1/2 Ü ve Ve, UeVe '- Ue· Ve ue, ve•e . 

(ii) u3 = 0 et u1(u2113) -r 112(u311i) + U;3(u1u2) O. 

u(uv) = 0 et u1(u2u) + u2(u1u) O. 
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quels que soient les éléments u. ui dans Ue. 1.·. l'i dans v~. pour t 1. 2. 

Soit A= Ke Ve la décomposition de Peirce d'une algèbre de Bernstein A. On 

dira que A est e1:ceptionnelle (ou exclusive) si U 2 = 0 et norrn si [ ,, \ ~ + \~2 = (). 

En dimension finie. on appelle type de A. le couple ( 1 r. s) où ,. = di m C" <'1 

s dimv~. Le type de A est indépendant cle lïdempotent choisi. 

On a le résultat suivant. 

PROPOSITION 1.2.2. Soit A une algèbre de Bernstem.. L 'iûgam· A 1:~t 

exceptionnelle si et seulement .si (;r !J) 2 = 

T · · 1 ') ·) r•J()1 S :t ·' · l \f · HEORE,\IE ._.,) ·- j· - ()/' J-1 une a t]f: )Tt; 

sont 

( i) A est une algèbre tram: 

( ù) N = ker(;) est nil: 

A vérifie 1u1e équation du type (.r 1 - ,,;( .c ).t2) 

pour tous .1.· et // A. 

Bernstem. Les 1·011dd1011s srw:antr·s 

0 pour 11n 1·er1a111 r. 

THÉORÈ!vIE 1.2.-L -- Soit A une algèbre de Bernstein. Les 

équivalentes : 

( 1) A est une algèbre tram spéciafo: 

( 1i) A est une algèbre génétique: 

N est nilpotent. 

(i) ==> ( ii) ==> (iii) sont toujours vraies mème si l'alg(~bre 11°<,st pas de Bernstein 

([26]). Pour (üi) ==> (i). ef.[20]. 

THÉORÈJ\IE 1.2.5 [22]. - Soit A 

assertions suivantes sont éqwiualentes : 

( i) A est une algèbre à puissances associatives : 

( ii) A est une algèbre de Jordan: 

( iii) Pour tout :r dans A. on a 

(iu) VJ = 0, Vf E Ip(A): 

= : ..... {r: )x2: 

Bernstein. Lf's 
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1.3. Structure des a-algèbres de Bernstein 

Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente de 2. (A. J_; \ 

une K-algèbre pondérée et o E K tel que ô # !· On définit l"opt'.Tateur 

\l: A----+ A. :r '-) (1-2ô)- 1(x2 26(.(,{r).r). Sur A.. on définit une nonvelle multiplication 

par x o y = i(V(x +y) - V(x y)) pour tous .r et y dans A.. La nom·elle nlgè"bre 

obtenue est notée A 0 
( [2]). 

On dira que A est une ô-algèbre de Bernstein si V2 (.r) 

dans A.. 

PROPOSITION L3. l [2]. Soient (A. "w') 1we I\ -11.lgèhrr: 

ô /: 1· Les conditions stlivantes sont équivalentes : 

( i) A. est une a-algèbre de Bernstein: 

( ii) est une algèbre de Bernstein: 

Pour tout x dans A.. on a 

.r )2 + 26(26 -- 1 

. .. :(.i; 1V(.r) pom rom .r 

f;f 1) ::= ]\ fef If!!! 

.r r'.1·. 

Les 0-algèbres de Bernstein ne sont autres qne celles cnrn111111H;ment appelr'>t>s 

alg?~bres de Bernstein. 

Toute J-algèbre de Bernstein admet nne pondération nniqm>. Si .--i est llllP 15-alv;i-lm' 

de Bernstein alors Ip(.4) = {(1-215) 1 (:r2 - :.M.r).'""·(.r) l}. 

Soient (A. :.J) nne ô-algèbre de Bernstein et e Lm idempotenr 11011 11111 de A. On ;1 L1 

décomposition de Peirce suivante .--i = 1\ e ~ Ue -- Vse 011 U, {.r[.r A.1.r=1rJ 

et Vi.e 

vérifiées. 

{:r i .T E A. e.r ôx }. De plus. les relations de la proposition 1.:2. l sout 

Puisque N ::::c:: N° en tant qti'algèbres. les structures algébriques rles nm·anx des 

algèbres A. et A. 0 sont les mêmes. Ainsi les théor~'rnes 1.2.1 N 1.2.:) et lE's définitions 

du type d'une algèbre. d'algèbre exceptionnelle. normale s·(::ternlent aisément aux c;1s 

des 6-algèbres de Bernstein. 

La proposition 1.2.2 peut être reécrite en remplaçant la multiplication de A par 

celle de A 0
. 
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Dans [2], les auteurs donnent la définition suivante 

A est dite nucléaire s'il existe un idempotent e de A 

l" ne 6-algèbre de Bernstein 

que = \/6.e· De plus. ils 

montrent que si A est une 

.4° l'est. 

de Bernstein. A est nucléaire si et seulement si 



2 
ALGÈBRES MONOGÈNES 

Les algèbres monogènes jouent un rôle non négligeable dmis la théorie des alg(,Jm·:-; 

non associatives. Dans de nombreuses situations. ces algèbres :-iET\'rllt cl'<·xemple:-; i in 

de contre-exemples. La connaissance des sous-algébres monug("lH"s (l u11e algè•l m· esr 

sotffent utile pour la détermination cl ïdempotents non nuls. 

Dans ce chapitre. K désignera toujours un corp:-; comnnlt<itif. 

2.1. Les algèbres train monogènes 

THÉORÈ~!E 2.1.1 [U]. To'Ute rilgèbrr: frotn monoqene mru; _ -1 est trr11n 

spéciale. 

Remarque. Dans . r auteur montre par l'exemple 1.2.10 que [(' rnng -l esr le 

meilleur possible. Néammoins. Holgate ([U]) établit le résultat :-,1Üvant : 

THÉORÈME 2.1.2. -- Toute algèbre trazn rnonogène 

2.2. Les algèbres de Bernstein monogènes 

Dans la suite. K sera infini cle caractéristique différentf' de 2. 

LE~Il\IE 2.2.l [20]. Soient A Hne K al9èbre de Bernstun et .r u.n 

Pour tous entiers i et j > 2 on a 2x 1 = 0.J )1 + ·-'·;(.r)l.1·'. 

Soit (A, w) une K-algèbre de Bernstein de dimension finie et soit .r A. Ou 

note Ax la sous-algèbre monogène de A engendrée par .r. D'après le lemme 2.2.1. 

Ax est engendré. en tant qu'espace vectoriel. par {.r..r 2 ~ ..... rk .... }.On montre que 

A~ = {.rk, Tk+1 .... }. 

7-
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PROPOSITION 2.2.2. Soient (A. :.i..:) une K-algèbre de Bernstein et :r un élément 

de A. Si w(x) = 0 alors Ax n'est pas pondérée. De plus Ai: est résoluble d 'inde:r 2 et 

nilpotente si et seulement si x est nilpotent. 

En effet, soit cp: Ax _, Kun morphisme de K-algèbres. Puisque :,,_,Cr) = 0 alors 

0 et cp(.r) O. Par suite cp(y) 

d ,,, D~ ·' 11 '>?l·i1 pon eree. apres e ernme -·-· . x .T 

O. Vl) E Ax. D'où ..,:; = 0 et Ar n'est pa:-; 

0 pour tous i et j 2: 2 car .<J(,r) =O. Il viPllt 

( ') ) ') donc que A~ - 0 et Ax est résoluble dïmlex 2. Si .c est nilpotent dïndice k. il <'sr 

1 . ,j k c air que iix 0 et Ax est nilpotente d'index k. La réciproque est évidente. 0 
On suppose dans la suite que w(.r) -:/=-O. On peut. sans perdre la généralité. supposr'r 

que (;)(.r) 1. Alors l.J!A,, est une pondération de . Soit n = dimAi: < x. Alors 

{ x. . ... , x 11
} est une base de Ar:. Si n = 1. .r est un idempotent et .-1.r ~ K. 

PROPOSITION 2.2.:3. L'unique algèbre de Br: de 

/'algèbre de Bernstein constante de typP ( 1. 1). 

Pour la preuve. voir celle de la proposition 2.:3.:3 en v faisant r5 = O. 

LEtvL\IE 2.2.4. Soit Ax une K -algèbre de Bern.stein m.onoqène rie dimension n ~ :). 

Alais Ax est une algèbre de Bernstem de tu pe ( n l . 1) . 

Posons e = '· ..L •) 
. Uk = .r" - - (k = l. .... n -2) et c1 = c 

1. .... n - 2) et e1·1 U: d°ilÙ k lermne. 

Cas des algèbres de Bernstein conservatives 

Soit.4.=Ke U VetAx=Ke Kc 1 Fravec . les décompositions <le 

Peirce respectives d'une algèbre de Bernstein A et de la sous-algf~bre monogène A._,. 

relativement à ridempotent c. On a Ux C U et l/1 C V. Si A n'est pas de .JordmL 

U1 0 pour un certain x. Il existe alors un élément 11 non nul de tel que 11 2 O. 

Supposons maintenant que. pour tout u E U. lLJ. = 0 entraîne que u O. Puisqnt· 

V 2 c u et que V 2V 2 = 0 alors V2 O. De plus. pour tout u E U et I.' E V. on sait 

que (uv) 2 O. Donc lLV =O. i.e, UV= O. D'où la proposition suivante: 
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PROPOSITION 2.2.5. -- Soit A. = K e U ·v la décomposition de Peirce d "11ne 

algèbre de Bernstein A. telle que U #O. Si pour tout 11 E U. u2 = 0 entraîne que u O. 

alors A. est une algèbre conservative non exceptionnelle. 

2.3. Les ô-algèbres de Bernstein monogènes 

LEMI\IE 2.:3.1. -- Soit A une ô-algèbre de Bernstem. Si A"' est c:rceptwmi.eUe ulon; 

A l'est aussi. 

En effet. si A.0 est exceptionnelle alors (x y) o (.r o y) = 0 puur rout .r dans d 

y dans ker:_,,,. soit y) 2 = 0 ou encorP (:ryf - 26:..,.:(.D)(.ru)u 

(26 - 1)2y2 O. cl"où 1/ 0 Pt A est exceptionnelle. 0 
La linéarisation partielle de 

) 2 -Jôw(.r).r3 - (4<5 2 -t-2ô - 1 (.rf.r·2 -r- 2ô(26 - 1 (.r) 1.r. donm' 

(.ry) = ôw 

En y faisant y = .r 2 (avec w 1). on a 

( .r 

:L -
r)(2n - l 

·) 

) 

1r.1; 

) 1 - . -
1).r'" + -ô(2n 

2 
1)(-!(5 :3 

k-,- 1 

En posant .rk L ak.J xJ. on obtient par récurrence snr k > -!. llA .k-1 

J 1 

0 (j -! ..... k - 1). <1k.:3 ·_)(\.f.-1 + 'Ç""' r.)-.1. ) L...., 11/.:.2 

J=l 
k-2 /.:-:J 

~(86k + fü5k-l + 5L 1P + ô 1) et ak.l = ~6(26 1)(-Jô,,_ 2 + :32= oJ). 
j=O )

._., 
-~ 

Ainsi. on a 

·) '\ _! .. 
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pour tout x dans A. et pour tout entier k ;:::: -L 

On note A.8.x, la sous-algèbre monogène de la ô-algèbre de Bernstein A. engendrée 

par x. Comme dans le cas des algèbres de Bernstein. A<i.x est engendré. en tant 

qu'espace vectoriel. par {:r. , ... . 1:1;; ... . }. 

On a la proposition suivante dont la preuve est similaire ~1 celle de la proposition 

2.2.2. 

PROPOSITION 2.3.2. Si é.ù(;r) = 0 alors A.8.i: n'est pas pon 

ré.soluble d'index 2 et nilpotente .si et seulement .si .r est nilpotent. 

On suppose dans la suite que :.v•(.r) f:: O. On peut. sans perdre la géné'rnlité. supposer 

queJ.:(.i::) = l. Alors;.v\-i 6 .r est une pondération cle--Lr· Soit n = rlirnA<l.r x. A !or" 

{.r .. r 2 
...... rn} est une base de Aô.cr· Sin= 1. .r est rn1 idempotent t_•t A.i.r ""'!\.-. 

PROPOSITION 2.:3.:3. -- L ·unique Ô-algèbre de Bemstern monoq1:ne rie rhrnenswn ·2 

est la 6-algèbre de Bernstein constante rie type ( 1. 1) dont lu table rie rn 1tlti plic11t /(JI/ 

dans nne base {e.1·i} est donnée par = e. e1·1 =151-1 et rf O. 

Soit .r un générateur de poids 1. Conune A.â.r f'St (l<' dimension :2. il exist1• 

des scalaires 0'1 et <12 tels que .r:l = rt 1:r + n 2 . Eu foit on peut po:-;t'r 

0:1 = -0' et 0:2 l + n car .... ;(.r) = 1. Donc = (1 n 1L1·. Ou n 

.r:3 - ( 1 + 6)T2 + 6x = - 6) ( .i:: 2 - .r). Soit = ( 1 - 2<5)-- l ( .r2 - 26.r) 1111 idempotem 

non nul de A-5 . .i· Alors .r:3 
- (1 + + 6:r) = (n ô)e( .r). soit 

( l - ? s:) 1 (. . 2 . :3 ') s:' '4 ( 1 + )-) ( 2 ) 2 ' ') \ ( l - ') .· : i . ). : \ •) )· :1 _() J:: .r - -UX - ( .r T _1,. -t- (! .t -t- 1 .r - _( 

( 
"' . \ 1 ( ') ( ( •). •) ( . . - \ l ) - -) = 1 - ~il) n - 1). .Cr - . 1 - :21) J.r + '...r).C) 

ou encore. après réduction. ~ ( o: ô) - .r) = (n - 6)(26 n )(.1· 2 -- .r). On a donc 

1 ( o: -6) = ( o: - 6)(26 - o:). soit (a - ô) ( 46 - 1- 2n) = 0 et ainsi n â on n = ~ ( -±ô 11. 

Si Cl' = 6. en posant u1 = .r .r; 2 . { e. l'i} devient une base de A8 .. r avec r: 2 = 1. 

ev1 = 61·1, l'Î = (:r2 ) 2 2x3 -r- .r2 = 2(26 - l)(.r3 - (1+6).r 2 + r5.r) =O. 

Si a= ~(46 - 1) alors x 3 - (l + 6).r2 -i- 6:r = ~(215 - l)(.r2 .r). Par snite 0 = 

(x3 -(l+ô)x2 +ôx) 2 = ±(2ô-1) 2 (x2 -.r) 2 (car .r:3-(l-+-J)::r2 +6.c = ~(28-l)- 1 (.r· 2 -.r) 2 . 

soit (x2 ) 2 -2x3 +;r2 = 0 ce qui entraîne que x 3 -(1-r6):r2 +6.r = O. soit enfin .r2 -.r O. 

Ceci contredit lïndépendance de x et x 2 • d'où le résultat. D 
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THÉORÈME 2.3.4. -- Toute r5-algèbre de Bernstein morwgène de dimension .finie 

n 2"'. 3 est exceptionnelle de type ( n - L 1). 

Soit A.8.x une 6-algèbre de Bernstein monogène de dimension finie n > 3. Soir 

B={e.u1, ... ,Un-2·ci}oùe=(l 2r5) 1 (.r2 26.r).L'i (1-26)- 3[(1-115).r...;....(I,-
k 

10)1:2 - 2x3
] et Uk = (1 + bk + bA .. r avec h.~· = 2:..:: (k l. .... n - 2). Il 

J 1 

est facile de montrer que Best une base de . De plus. on a les produits suivams : 

e: 

') ' - 2x- + 4ô:r"'] 

= (1 26)-:3[-26(1 2r5)x:J + 6(1- 2ô)(l + 4â).r2 + 15(1 - 2ô)( 1 

+ (162 
.J_ 28 - 1)(1 + bk) + 28 ( 26 - 1) ( l + 

Pour k 2"'. 2. on montre que 

l 
-::;( 1 - )(1 + ). 

ak+2.I - 2Ô(2â -- 1 )(1 + h,d 1 ! • 

0\1 - 2r) )lJ,~. Pr 

d'où euk ~uk (k 2 ..... n - 2). 

Calculons enfin le produit eu 1 . On a 

= (1 

1 
--
2 

26)- 1 (x 2.r 3 26:r 1 (1+r5).r2 .r2 +2Ml + 15).r1 + 26 2 

) -) 1 • 1 '1 "-) ·3 1 .. - ) . . . ·') l '( -· '...ô '- 1 - ~o .T' + -(20- + ô - 1
1
\.r- -r -r) .. 1 ·- 21)) .. r)' 

'2' 2· 2 

( 
-· ? \' ) 1 - 1 + Ô )x- .J- OX = U1 . . . 2 

r5 I' l ' 

Ainsi. A8.x est de type ( n - L 1) et puisque A~ et ALr ont le même type. alors 

compte tenu du lemme 2.3. l et du lemme 2.2.4. A.6 .. c est exceptionnelle. 0 
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THÉORÈJ\IE 2.3.5. - Soit A une 5-algèbre de Bernstein et soit .r dans A. Pour tous 

i. J 2: 2 on a: 

où ~1.· ,, 
i-1 

s' 1+2=5k_ 
k=l 

' 1 '+ -{1- ~,,·).,,.:( ... r)1 
')' ' ' 

On vérifie que la formule est valable pour i = 2. j 2: 2 puis par un calcul annlol!:Hlj 

à celui de .:r 2 x 1
• on établit la formule dans le cas i = :). j _ :3. 

Supposons maintenant i.j 2: -l. D'après le théorème 2.:).-1. 'm <l u1 = O. i.<». 

( 1 + hj-2 _:.,..h1_ 2 .1·) 0 pnur tont .r de poids 1. s1iit 

bi - 1 , r· 1 , 1 ) · ·2 
! ! .) , _., .{ 

-' -

-(l-L/J1-2l(l~hl 2 

ou encore 

.rJ = (26-+- 26bj 2 - b1 -2).r1 1 + (26-+- 2ôhi_ 2 - b,_2 

+ ~ (1 - 26)(1 + bj_ 2 ).I'i + ~(l - 2ô)(l + b,_ 2 ).r1 

+ (1 + hi-2 )b1 -2 + (1 -+- bJ-2 )bi-2 ).r:l + ( ( l -+- b, __ 2 }o1 2 -'- ( l -, h7 -2 )01.2 

bi_ 2bj- 2 +(462 +26 1)(1 +bi_ 2)(1 +hj_ 2 ))r2
-,.- ((l-'-h,_2)u1 1 

+ (1 + b;-2)au - 26(26 - 1)(1 + b1-2Hl + h, 2)).r. 

) 

• b '-k ou 1 = L .. /' . 
l.:=l 

Ona: 
j-1 j-2 

26 + 26b;-2 b;-2 = 26 + 2I: ÔJ,; - I: é = 61 

k=2 k=l 

}(1 - 26)(1 + b;-2) = }(1- 26 - 2r5b;-2 + b1-2) 

J 1 

1 -:- 'r)·k , L - :.}' 
/..:=l 

~ ( 1 -:;) et 
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= (1 + bi-2)(aJ,3 + bj-2 2ô(l -r bJ-2)) + (1 + h1 -2)(a,.i-+- /1i-2 

= (1+bi-2)(b]-l-r5J 1 + bj-2 - 2bj-l) + (1+1JJ-2)(h; l + 
= (1 + bi-2)(2b7 1 -2bj i) + (1 + -2)(2b1 1 2bi_i) =o. 
On montre de même que 

(1 + bi-2)a1 ,2 + (1 + bj-2)ai.2 b1-2.b;-2-+- (115'2 + 26 -1)(1 + hi-2)(1 + h1 -2l 

= -1nJ 

et (1 + bj-2)ai.1 - 6(26 -1)(1 + b;-2)(1-"- bj-2) 

donc 

et le résultat s·ensuit. 0 

i\ - l). 

l ., 
1 •.f ~ 1 .! 

PROPOSITIO]'; 2.3.6. -- Sod :lô .. r une 1) 1ù Bernstein m 1111 oyèn e dr rli rn en s 1o11 

3. Il e:riste 1me base { e. u1 . ci} et un scalaire n que la tuble f/I 11.lt1plu·nf;o11 1 .-.,r 

d 
, ') 

onnee par: e- = . eu1 

et1·1u1=(0: i-ô)u1. 

La démonstration est un cas particulier de celle du lemme suivant oü l'on n'mplacern 

.c1 par son expression en fonction de .r .. r 2 et 

LE:-..mm 2.3. ï. - Soit une ô-algèbre de Br:;rnstein. rn1mo1;i·r11 dimension n > .+. 
Il existe une base {e.u1 ..... u.n_ 2 .1·i} et des qu.e la tah!r rh 

multiplication est donnée par : 

(k 1. 2 ..... n - :3) et c1un-2 = (n:i 

où bk = ~ô1 (k = 1 .. ... n 2). 
f-...1 

;=1 

1 

rk.1=1. .... n •) 1 
-/· 

11.-:l 1 
'1n-2)ll1 + 2.::n1..-.:..2lll.· + 

2
(2<tn -1)11,,_~ 

k=:'l 

Il 

En effet. il existe des scalaires n1 ..... Ctn tels que .r 11 ·r-l . On <1 

i= l 
n 

(.r2 - 26x)1; 11 + 1 = L ai(;r:2 xi 26xi-l-l ). or 
i=l 
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an+l.l-+ ~(1 26)ai)x + (an+u + ~(1 - 26)02) 
n 

+~(1 26)La1.r 1 

n 

n n 

+""'·a; a •))x 2 -r (0:: 1 + 260::·) +a·' ,,o•,, -r ""'et a ,, L ), L- - .)"J ,) L 1 /,.) 

i=4 
Par identification on obtient 

26)0::1 = 26(2ô 1)02 

/) 

2=0101.l 

1=.t 

Il 

an-'-1.2 + ~(1 20)0'2= -2601 - (462 -t- ']r) - l)o.2 ...;_ 0.:1,2ü~l -~) O;O; 2 
"---' 
1=4 

n 

U:J.:;lî :; 

En multipliant la première équation par ( 1 - :.M)- 1 puis c·11 fnis<.rnt la somme <1\<'c 

la troisième. on a 

et par suite 
n 

(car : .... {r) 

( ? ·3 s· ~·· . ) 

1) avec bk 

n 

2.: C\'ibi-2 

i=:3 

Il 

~ n la ·.i -L (l '2ô.)-- 1a1 il L }_\l,. , 

1:=4 

+( ~ - i5 - (1 '215f-la:u - uu)n 1 

Il /) 

(k = 1. .... n -1). Ainsi. 1)11 a 

J=l 

n n 

bn i).r - (L ni(l + /Ji-2) - 1 -1!11 i).r·2 + L il;.1'
1 

1=:3 

P Sn ( .1 •/X)-1( 2 •)X·). fl+b 'J .• 2...;_/ . il._ l · _'/'\ •t oo se= --u. x -~uJ: .uk= , ·k J. , .1~ .. r \h- ..... n _,f 

v1 = (1 - 26)-- 2 ((1 - 46)x 1(1-t-4c5).r2 - 2:r3 ). D'après la démonstration du théor(•rrn' 

2.3.4. il reste à calculer les produits uf et uiuk (k = 1. .... n 2). 



= 2(1 26) 

1 

pour k = 1. ... , n - ;3 et compte tenu de (2.:3.S). il vient que 

n -:) 

- 1 hn-2)111-'- L ü1,,_2u1, + ~i)n 11 - 1 )11 11 : .. > 
!,-·) -

D 

THÉORÈ~IE 2.:3.9. -- Soit A une â Btrnstei11 dimen:;ion 11 L 

L "algèbre A est monogène si. et seulement sz. il e:c1ste une lm.se {e. u1 ..... lln_ 2. 1· 1 ] 

et de.s scalaires ao ..... a11 -:1 tels que P2 = e. UL1,: 

(k=l.2 ..... n-:3) ett'illn :!.= La1,u1,.,..1. a,c1dres pmrluds t 1111ls. 

le:=() 

En effet. supposons que A soit une algèbre monogène engendrée par u11 f>lénH·m I' 

cle poids L i.e. A = Ao.x· Considérons alors la table de rnultiplicnrion donnéE> par !(' 

lemme 2.~3.7. De c1 = -2(1-2c5)-2 1t 1 -e +.r. il vient que .r = f + 2( l ·-2<5)- 2 11 1 +1·l 

et si L:i: : A.s.x -+ A8.r· ,1J i--- .ry. on a L.r(r) = e-'.- ( 1 - 2f)) 2
111 

Lx(v) r)v + 2(1 - 2c5)- 2 u1t' + 1·11.· et Lr(11) = ~u + l'1U. 

Dans la décomposition de Peirce Aô.J: = Ke -::- K 1·1 

(~ 
() 

0 ) L1: = c5 0 

* ~.111 + /,.l 

où est la matrice de la restriction de L,.t a U et lu celle de lïdentité dans 

U. Le polynôme caractéristique de L.r vaut Pr(/\) 
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Q1•
1 

est le polynôme caractéristique de (t.
1

. Comme P2:(/\) Pst aussi le polynôme 

minimal de Lx, Q v
1 

(À) de degré n - 2 est le polynôme minimal de f ri . L ·espace 

vectoriel U est donc -irréductible. Il existe alors une base { 11.~ •. ..• u~1 2 } avec 

u~+l ( u~) (i = L .... n - 3). En fait. d'après la table cle multiplication dn 

lemme 2.3.7. on peut prendre u'1 = u1 . En effet. puisque ( 
:i 1 

::;1 111+112. 

i-1 i-1 

si l'on pose u~ = L /\.J llJ +/Li alors À; 

J=l 

1.1 = -(1 +hi) - L(l T- /; 1 ).\.1 . 

1= 1 

-!Ai.J +/\i.J-1 et /\1+i.l = /\.1-1 .l ' . - •) 
2 pom 1 - -· .... n :3 pt j 2 ..... i L. 

On a = -2( 1 2of- 2 (( l -2o)u~ + 2u;) et enfin il existe des scalnires n0 ..... o 11 _; rds 
n-:3 n n ··-2 

que 1·1u~_ 2 = Laku~,_ 1 . En effet. en posant Q, 1 (.\) = .L::111 V _:_x1
-

2 2=11 1 

k=O J =:U .J =U 

avec an--2 1. les calculs montrent que 

et 

n-1 

Px(/\)=ÔL a1 ( 

J=O 

Il - 2 1 1 
H 2 11 2 ( ·) . l 

'a1,.(--)" _;_ '(~ O; .J (--)! 
~ . 2' . L L. 1 k. · 2 
o•=O I.:= 1 .J=k 

1 ,\ !.· 

n-2 
1 
- ).1 
2· { ( 1 T 15) L Il) ( 

J=O 
., 

H-- l 
+{,_a(--)J L ) 2 

.1=0 

n-2 

2= a)( 
1) 
.) 

j==k 1 

1,, 1 
)' 

·) 

1( . ) ( . ) .J ' j -
2 k-2 -r k l. j 

n-2 

1~ ( ·. j ) + ('1_.)1(-~_)'-h-} 
'2 k - 1 k J 2 

Px(À) étant le polynôme caractéristique de Lx· d'après le théorème de Hamilton-

Cayley Px(L.J(x) = 0, donc 

;,.--<' .,. .. 
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n-2 n-2 

xn+l = (ôLa1 (-~)j)x+ {(1 +ô) L 
J=O - J=O 

n-'2 

+ I: { sa1.:-1 
k=:3 

( 
n - , 

+ (2+ô)an-2-a11-:3) 

n-2 l 
'(L(--)J} L J ·) 

r==O -

Par identification avec ( 2.:3.8) on ;1 

(2.:3.10) 
_n-

2 rl( . ) '·), 1 , 
ô ' a 1. - .J + (.J. il, ( - - )J - h 

L 1 L2 k - 1 k " 2 
j=k 

équations donnant les coefficients ai. 

Réciproquement. étant donnée une telle base. en posant .r 

1 
- )J 
·) . 

111-~-l 
') ' 

(/;=2 ..... n-1). 

2( 1 
., 
- u l _;__ !' '.. 

les calculs montrent que e = (1 - 2ô)- 1 (.r 2 
- 26.r). l'l = (l - 2ôY 2 ((1 - 115 

(1 + clô):r 2 2x3
). 11 1 = - (1, ô).r2 + 6.r et par suite 111.-t = 1· 1 111, E p()nr 

k 1. .... n - '.3. D'où A C ..-ts.x et A Aâ.i: . D 

Remarque. Soient P la matrice de passage de la base { 11 1 ..... 11 11 _ 2 } à la bas(' 

{u'1 , .... u~_ 2 }, JI et AI' les matrices de {1. 1 relativement anx bases {u 1 ..... u 11 ._:} 

et {u~ ..... u'r,-:J· Alors AI' = p-- 1AIP et les relations entre (o:3 •...• n 11 J er 

( ao ..... an-1) s'obtiennent à travers l'égalité AI't(O ..... O. 1) p- 1 JI pt (O ..... O. 1). 

En particulier, l'invariance de trfc
1 

conduit à an-.1 =} + 6 - 0: 11 • 
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THÉORÈME 2.:3.11. - Soit A une 6-algèbre de Bernstein monogène de dimension 

n 2: 4. O:k+:3 et ak (k = O ..... n - 3) les coefficients associés à A. Les condition.s 

suivantes sont équivalentes : 

( i) A eBt une algèbre train: 

( ii) A eBt une algèbre trœin spéciale: 

(iii) ak = 0 pour k = O ..... n 3 : 

(iv) 0:1,;+3 = (-! yi-k-a[(l + 6) G~Î) + ~ (11 z"2
) + 26G:=;)] pour/; O ..... n - :) : 

(v) Il existe une base {e.u1 ..... lln-'1·1·i} de A_ telle rrur~ eu~ 

~uk (k = 1. .... n - 2). er1 = âc1. 1·î = -2(1 -- 2â)-2((1 - 26)111..;.... 211 2). 

1.·1u1..- Uk-'-1 (k=l.2 ..... n :)). lesautrcsprod11.it.s nn!s. 

En effet. supposons l'assertion ( ic) vérifiée. Alors (2.:3.10) de\·ieut 

1 . . 1 (" .. 
f --)J-k-1r-_ .J_) + (i + 
\ 2 ·2 k 

J=k--r-1 

pour k O ..... n - :3. On obtient ainsi un svstème homogèm• d(' 11 - 2 />qw1 tious il 

n - 2 inconnues dont le déterminant nrnt 1: cl'<iü u1._- = 0 pom /; O ..... n - :) et 1iii1 

s'ensuit. 

L'implication ( ii'i) entraîne (r) découle du théorème 2.:3.'.J. 

( c) => (ii) Supposons (v). On volt que S 2 = 11 1 ..... u11 _ 2 ). s 1·-t = 

(ur..: ..... Un-'1) et !Vn = O. i.e. !V est nilpotent Pt par snite .--\. est mw algidm· 

train spéciale. 

( ii) => (i) est évidente. 

(i) => (id : En supposant (i). alors. pour tout 1· E F . re11domorphis11H" 

{t. : U - U. u i---. t"U est nilpotent [l ï. théorème 1. ï]. Ainsi la nilpotence dv i, 

entraîne que ak 0 pour k O ..... n - ;3 et la formule (2.:tlO) donne 

1 
Ük+1=(-0 

pour k = 2 ..... n - 1. 

[ 
1 (n ')) (n - ·J) (n - ·J) J -1-k_. - +(1+6î -_ -l-2<}. -
2 k - 2 , k - 1/ k 

D 

Soit A une â-algèc:bre de Bernstein train de rang n 2: 2, il existe dans A un éléme11t 
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x de poids 1 tel que Aï.x soit une algèbre train de rang n. Le théorème 2.:3.11 donne 

les coefficients de r équation train de As.x. Ces coefficients sont les mêmes que ceux de 

l'équation train de A (du fait de lïndépendance des éléments .r. ..... .L'n 
1

). 

THÉORÈ:\IE 2.:3.12. Soit A nn.e 15-algèbre de Bernstein train rang n 2: :3 et 

d'équation train xn + )qw(x)xn-l-'- ... + ,\1 _ 1;..v•(.r) 11
-

1:r =O. Alors 

. 1 )k rl(n . 3) . . _ (n.· - ;3) .-(· 17 
- ;))J ( - + 2( 1 + r)) + -!ô 

2· k . k-1 k-2 

po1Lr k = 1. . . . . n L 

Ces coefficients s'obtiennent à partir des 0:1,;~•I du théorème :LLl l. en rempla(:ant 

n par n - L puis k par k - :3 et en posant /\h = -un-k· 

:;\Tous donnons maintenant un contre-exemple it la réciprnqne dn théorème 2.:3.12. 

Dans [12] les auteurs ont donné un contre-exemple dans le <'as où r) O. 

Exemple. Soit A=< .ro . .r·1 . .r2 .. r~ . .r:1 la !\-algèbre rnmmnt a ti w de dime11siot1 

5 dont la table de multipication est donnée par : rd = .r0 -'- r l · ru.1· l = A- .r l + .r ·. 

(6 E K et 6 # 1 ). les autres produits étant nuls. Il est clair que Ltpplication lirn~<1in' 

:..,; : A ---. J{ telle que :.v(.ro) = 1 et ;,.;.:(.r 1 ) = 0 pour i = 1. 2. ::1. J !'St uue pondt'rntim1 

de A. De plus A est engendrée en tant qu· algèbre par .ru. LPs (-;dcnls rnontrent (jlH' .-l 

vérifie l" équation 

x.i - ( ~ +6)~·( .r ):r 3 +~(:36+1 )(<;( 2 .r2 -18::.,:(,r) 3 .r =(}pour tom .r dm1:::; A .. C«mun;.' lr's 

racines train sont ô et~ avec r5 # ~alors. d'après [11. Proposition :3.:2]. A est llIH:' alg?,lm' 

train de rang 4. Les coefficients de r équation train sont ,\ 1 = -( 1 + r5). /\ 2 = l ( :315 + 11. 

/\3 = -~ô et vérifient bien la formule indiquée dans le théori'.me 2.:3.1:2. D'autre parr. 

Orla(xo
2 ) 2 -4·ô-.·r

0
3 +(L1 .>: 2 ..L. ·_)ô- l).,.-

0
)-2À(2ô- l\Y" -(')1' 1)2 1· ±U -" _fJ - ;·<.() - .-J ··l 

donc A n'est pas une c5-algèbre de Bernstein. 

') 1 ') ;; - 1 ) . _;_ ' _;_ ( ) _,_u .12 ' .l.4 T · 

Remarque. Toute ô-algèbre de Bernstein train de rang n, 1 admet ù isomorphisme-· 

près une unique sous-ô-algèbre de Bernstein monogène de dimen:::;ion n. 

En effet. si A est une ô-algèbre de Bernstein train de rang n + 1. il existe m1 

élément x dans A de poids 1 tel que la famille {x. x 2..... } soit libre. Il est clair que 
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dimA6_,r n. De plus, la démonstration du théorème 2.~3.11 nous dit que cette algc·'lm) 

est unique à isomorphisme près. On a ainsi les conséquences suivantes : 

COROLLAIRE 2.3.13. - Toute 6-algèhre de Bernstein train rie mng n -1- 1 l'f 

dimension n est monogène. donc génétiq'Lte. 

COROLLAIRE 2.3. l-!. Si A est nne 6-algèbre rie Bernstein train de rang n-:- l ufor, 

dimA 2: n. 

Cas des r)-algèbres de Bernstein train monogènes 

Soient A une 6-algèbre de Bernstein et A'5.r [{ ·~ I\1·1 ~ .. C ln dècomposiri\Jll 

cle Peirce de la sons-6-algèbre de Bernstein rnonogè•ne engendrèt' pnr 1m <'·lémem .r d(' 

poids 1 avec = (1 - 26) 1 (.r 2 - 26:r ). 

Supposons que ,1,Lr: est une algèbre train de dimension n. D'<1pri0 s le théorènw 2.:).11. 
·) 

111 ..... 111t-2 > avec p-

les autres produits étant nuls. Il est dair que 

(k=l ..... 11-2). 

u~-1 (k l. 2 ..... n :)l. 

pour k = 2 ..... n 2 et 1·~1 1 -2(1 -- 2ô) 1
11 11 _2. ()11 111llll1T(' f;1l'Îll'll1Pllt i[lll' 

A5.x Ke-c~ < l'l· ..... 1 
1 >. 

D ·autre part. soient e est un idempotent non nul de A et 1· 1m élémeut nilp()î<'lH 

d'indice n 2: 2. appartenant à V5.e· Alors C = l\e~ 1'. 1'
2 
..... 1'

11
-

1 est la 15-aluJ··!m' 
n -:l 

cleBernsteinmonogènetrainengendréepar.c = e+i·-2.:.:(-2)1.:(1 2<51-': ' - 2
. En 

l.:=O 
n --:3 

effet. posons u1 = 2.:.:(-2)1.:- 1 (1 26)-1.:.c...i1,1.:- 2 et lik-l 1·l11.~ pom k = l. .... 11 -- :L 
k=O 

On montre alors que C = Ke~ < c1 > < u1 ..... 11 11 _ 2 et que la condition(\') dn 

théorème 2.3.11 est satisfaite. D'où la proposition suivante : 

PROPOSITION 2.3.15. - Soient A une ô-algèbre Bernstein de 

x un élément de A de poids 1. Les conditions suivantes sont P.qu11.·alente::; : 

( 1) Aô.x est une algèbre train de rang n + 1: 

finn ef 

, ,2 .JI 1 > ( il existe V1 E vô.e. nilpotent d 'ind'ice n tel que Aa . .r = [\ e-~~ < 1 l · l 1 ..... l. 1 

avec e = (1 - 2o)- 1 (x2 
- 2rb.:). 
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PROPOSITION 2.3.16. Soit A une t5-algèbre de Bernsteln de rilmensum finie. Les 

conditions Buivantes sont équivalente8 : 

( 1) A est une algèbre train: 

( 2) Toute smts-8-algèbre de Bernstein monogène de A. est génétique. 

En effet. soient .r E A un élément de poids 1 et .--!. \ ~5, la 

décomposition de Peirce de A relative à 1 ïdempotent e = 1.1 -- 2(5)- 1 ( .r 2 - 2(5.r J. 

Si A est une algèbre train. d'après ce qui précède. il existe 1· 1 E 16.e rel qne 

Ad.X= ~ < u1. L'T. .... ur1 1 > où n = dinL·t1 .. r:· Puisque A est irn0 algèbre train. 

v1 est nilpotent et par suite N =< 1· 1. d ..... 1·r· 1 > est nilpotent. doue A.\..r Psr 

génétique. 

Réciproquement. supposons que route sous-â-algN)re de Bc•nisteiu monogi·rn· d<' 

A soit génétique. Posons ./A = ( .r:3 (1 + )( .I' pour tont .!' 

de poids 1 dans A. Si fr(.r) = 0 alors ( .r) () pom r< mt k 

n = dimA et N 

E A 1 :..;(.r) 1. donc "V admet un plus grnnd t~lément que ll< !llS 

notons m. On a fm (.r) 0 pour tout .r de poids 1. Du fait de b topologie de Zmiski. 

on en déduit que .fm 0 pour tout .r E A. i.e que A est lllH' nlgi·bre train de rnu<.:: 

m. 0 

2.4. Algèbres de Bernstein indécomposables 

Soit (A.:..;) une algèbre pondérée ayant un idempotent de poids 1. Ou dira q1 w 

(A.ècJ) e.'it décompo.'iable. sïl existe deux idéaux non triviaux I 1-:t .J de A comc'1111s 

dans N = kerw tels que ~v = I --::c- .J. Dans le cas contraire. A. est dite irulécornposoh/1. 

LDüIE 2.4.1. Soient (A, :.v·) ane !{-algèbre de Bernstein monoqh1e de d1men..,1011 

finie et I un idéal de A conten'll dans iV = ker"w' .. llors I .V on I C L . 

En effet, soit A une K-algèbre de Bernstein monogène üe dimension hnie n. Lt· 

cas où n = 3 étant évident. nous supposerons que n 2: -±. Il existP alors une base 

{e. u1, · · ·. Un-2· ui} de A telle que uf = -2n1-4n2 et 1·1u1.: = u1,:.,.1 (k 1. · · ·. 11-:.n. 
n~'.!. 

Soient I un idéal de A contenu dans JV et .r un élément de J. On a .r = L ~ri u, + /\1·1 

1=1 
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n·-2 

où ~!i E K. À E K. Puisque 2ex = L ~1 iui E J. alors Ar1 .r: 2e.r E J. Si,\ i= O pour 
1 

un certain :r. alors u1 E J. u1uk = Uk, 1 E I (k - L · · ·. n :3) et 111 - -1( uf +c!u2) E J. 
n-2 

donc I = N. Sinon. on a x = L ~fiUi et I C U. 
i=l 

n 
:..... 

PROPOSITION 2.4.2. - Toute K-algèbre de Bernstein morwgi:.ne de dtmenswn 1e 

est indécompo:w.ble. 

En effet, soit (A, w) une K-algèbre de Bernstein monog?•1w de < lirnension finit·. 

Supposons que I et J soient des idéaux non triviaux de A c01ltPm1s dans .V tels que 

N = I J. D'après le lemme précédant. si I ou J est égal 1\ .V ;dors Lrntre <~st nul. ("(' 

qui est contraire à rhypothèse. Ainsi I C U. J C [Jet I -:.- .J C C. ce qni est impo:'lsiblt• 

car A est de type ( n - 1. 1). 0 

dont la multiplication est définie par (o. n 1 . n. 2 ) ( n'. n 1
1 . ') 

! I / 
(<\() .111111 _._ (\ tlll -

dans N2. La pondération w'i V ;.J 2 est définie par ;.J 1 V"'"'·2 (n.11 1 . n.:.) n. pour t•lllt 

PROPOSITION 2.4.3 [5]. -·Le ]Oint de 

Bernstein. 

algèbrr:s dr: BP.rnstein est 1me o.lgf-lnr rir 

Remarque. Le joint de deux algèbres A 1 = K P 1 -=. N 1 et A2 

identifié à A 1 :-b = K ( e1 + e2 ) -:::- N oü ;\/ N 1 -~.V:;. est la somme directe df' S1 et 

N 2 . en tant qu'algèbres. 

Soient A 1 = K e1 \.] les décompositions 

de Peirce de delLx algèbres de Bernstein. Soient { 1· 1 . · · ·. l'81 }. { 111. · · ·. 11, 1 }. 

{v~.···,v~J et {u~.· ... u~J des bases respectives de 1/1. U1. î2 et U2. on a 

Ke u V avec e = (1. O. 0). U 1( ) ( 1 \ \O. Ui,O, .0.0. uJ)/i=l.···.r·i:J=l. .r~ et 
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V = <\
1 (O. vi, 0). (O. 0, uJ' ))' ·~i ..... ·=i . On a : 

!- . ·"•·J- . ... s2 

= e. e(O. ui, 0) !(O, ui. 0), O. O. uj) = ~(O. O. ) l' •. 1·. 1 . 1 ...... r1:.J = ..... r2). 

(0.ui,0)(0,uJ.0) (O,u 2 u1.0) (i.j = l.-··.r1). ( 0. c 1 • 0 )( 0. t'r 0) = ( 0. 1 • i r 1 . 0) . 

(O. O. u~)(O. 0, u;J (0,0.u~uD (i.j = i. .... s1:k.l = i. .... ,.2). (0.0.1.;)(o.0.1·~) 

(0,0. v~v;)(i.j = 1. · · · .s2 ). les autres produits étant nuls. 

Remarque. Soient A 1 = K e1 c:.::, U1 ·2 Vi et 

Bernstein et A 1 V A2 = K e U il leur joint. 

- Si U[ = 0 et U:j = O alors U2 = O. 

- Si V1
2 = 0 et Vl = 0 alors V2 = O. 

Ainsi. on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 2A.-1. Le joint 

de Bernstein-.lonian) est une o.lgèhre de Bernste1 n 

Jordan). 

{ f'l'Sf!. 

( re.-;p. Br rr;.-;f 1 111-

Remarque. La proposition 2AA nous dit que le.joint de denx algè1m's de Bernst('Ül 

exceptionnelles est exceptionnelle. 

Alors la question suivante se pose : 

Toute algèbre de Bernstein exceptionnelle Cêst-elle un joiut d';ilgc'lm:'S de Bernstvi11 
. ') 

monogenes : 

La réponse est négative comme le montrent les deux PXC'mples sninmts : 

Exemple 1. Soit A= (e. u1 . u. 2 . u:1. t• 1 . c2 ) ln K-algèbre commutative de dimt011siu11 

6 dont la table de multiplication est donnée par : 

e. eui 

les autres produits étant nuls. 

On montre que A est une algèbre de Berntein exceptionnelle et iudécompnsnhlP 

(voir[4]). 

Exemple 2. Soit A = ( e. u1 . u2 . u1 . v2 ) la K-algèbre commutative de dimension .) 

dont la table de multiplication est donnée par : e. etLi = ~u 1 (i = 1. 2). les autres 

produits étant nuls. Puisque A est une algèbre de Berntein exceptionnelle. supposorl::i 
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que A soit le joint de deux algèbres de Bernstein monogènes. Il existe alors une basp 
') 

{ 
1 1 

'/ J} d '1 t l . t l · '/ - - 1 ( 1 ') 1 ·;t / 1 
-e.u1 ,u2 ,t 1 .i.2 e .. 'ie.unscaalreo esque1 1 --± -n n 1 c 1 1 u1 -

(cf. Proposition 2.3.6). En posant c~ = 

vi 2 
= u~ u; = O. ce qui entraine que 1 - a = 0 et rx - i = O. Ceci étant absurde. mie 

telle base ne peut donc exister. 

Nous examinons maintenant lïndécomposabilité de certaines classes cl·algNn·es de 

Bernstein. 

Soit A = K e _ U V la décomposition de Peirce cl'ime algèbre de Bernstein de 

type (11 r . .s). Supposons que A soit décomposable. Il existe alors deux idéaux uon 

triviau .. \: I et J de A contenus dans S tels que "V = I .J. 011 sait que I I [ - I 1 · 

et J = .J rî U ·::-.!ni· ([22]) 

Considérons les différents cas suivants : 

(i) i· C J. Alors I C car V I = o. On a i· I = () et (ï HllllH' C 2 ~ F .f ,i}orc; 

[JI c .J. donc U I ü (~t I c L où L U A.nnT:. 

(ii) [_/ C .J. Alors I CV car Un!= O. On a\/ T = 0 et L'I= O. donc [CF An11Y. 

De plus U ~ U2 c J. 

( iii) U et \/ ne sont pas contenus dans .J. Alors I , C ;. !) et I .~. F ::;:: Il. 

Posons U1 = In [J. \/1 

U1U1 = Vi V:1 = L'1 i/1 

TJ2 r- [T et·. T/2 ,-. T 7 
V['-'[ ·~J'-GJ 

I \l. [JJ = .J U et 1 ~; .l r~ 1 . Il est dair q1w 

U1. FrL·J c C.1. 

PROPOSITION 2.-1.5. Soit A une J( -algèbre de Bernstc1.n rwn 

type (2. n - 2). Les assertwns suwantes sont 

( i) A est indécomposable: 

( A est isomorphe à Z(2, 2). 

(ii) => (i) d'après [4]. 

( i) ::::} (ii) : En effet. soit A f{ e - [} ~ F la décomposition de Peirce d"iuw 

telle algèbre. On sait que v'2 =vu= o. Il existe donc une base {e. U1. l'1· .... l'n 2} 

de A telle que = e. en1 ~u1. uf = u1. les autres proclnits étant nuls. Comme 

0 U 2 c v· alors dim\/ ~ 1etn~3. Pour n > -1. (u1 .1·1 ) et (c2 .···.1·n-2) sont 



des idéalLX non triviaux de A tels que N = (u 1 . u1 ) -:.· (1·2 . · · ·. l'n-:!.)· L·algèbre A sera 

donc indécomposable si et seulement si n = ;3 i.e _4 :::::: Z(2. 2). 0 

PROPOSITION 2.-1.6. ~ Smt A = !\ e c::::_ U ·· l/ une K -algèbre de Bernstein 

exceptionnelle de type (2. n - 2). A est mdécomposa.ble s·1 et seulement 'ii ru.ne 

des assertions suivantes est satisfaite : 

(i) A est isomorphe à G(2. 2) : 

( Il existe une base { u1. l'I · · · ·. l'n_ 2 } de N telle que 1·f 11, u 1 . rii•ec d; E ri.· ' 

(i = l.···.n-2) vérifiantd1nî+···+d11 _2c1:~-:!. = 0=11, = 0 · = l.···.n-2. 

les autres produits étant n1Û8. 

En effet. soit A = J( e :.:; -- v~ une algèbre de Bernstt-•iu r·xceptionnelle df, t\·rw 

(2.n-2). 

a) Supposons que v~2 = O. E 1 p (A). Alors A est mw alp;f•lm• de .Jord<111. doue 

E Ue. Soit {e. 111. 1·1. · · ·. 1· 11 -2} une h<ls<' de A. Puur tont ('!ltiPr 

1=1. · · · .n-2. il existe un scalaire 11 1 tel que 1· 1 11 1 =0 1 11 1 . donc()= 1· 1 (r 1 11t) 

ce qui entraîne que ex~ = 0 et Oi = O. Par cons6qucnt. V [, = 0 er par suite. C, i't ': 

sont des idéaux. L'algèbre A sera donc indécomposable si et senlement si l: = (). i .1 

A est de type (2. 0) ou encore A""" G(2. 2). 

b) Supposons maintenant que \i~'2 = Ue pour un certain 1 E Ir (A). on ;1 = r· .. 
doncdimN'2 1. D ·après la classificn tion donnée dans [3]. A sen1 donc incléeomposa hl(' 

si et seulemenent si. il existe une base {11 1 . l'l· · · ·. l'n- 2 } (k .V telle que 

avec d1 E K"' (i = 1. · · ·. n - 2) v6rifiant d1nî + · · · + r/ 11 

vi = i. .... n - 2. D 

PROPOSITION 2.4. 7. Soit A = K U -~· \/ nne !\-algèbre 

0 ==;. n, = i) 

Bernstein no 11 

exceptionnelle de type (n - 1. 1). Alors A est indécomposable si et seulem.ent si il e:n., f1· 

une base {·u 1 . · · ·. iln_ 2 , vi} de .V telle que llT = d;c1. avec rl1 E.: E" (i = L · · ·. n - 21 

'"fi l" d ') ü ) ueri .ant l lLÎ'Ï + · · · + n--zü;;_2 = =?Di = l =l.···.11-2. 

En effet. soit A = K e U V une telle algèbre. On sair que '\/ 2 = \.;'[' 

plus U 2 = vr. donc dimN 2 

donnée dans f31. 0 
L ' 

1. Le résultat devient immédiat d ·a près la classifie a tion 
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PROPOSITION 2.4.8. - Soit A une K -algèbre de Bernsteùi e:rceptwnnelle de type 

(n - 1.1). Alors A est indécomposable si et seulement si l'une des assertions s1tiuantes 

est satisfaite : 

(i) A est de type (1+2rn.1) et il une base { u l · · · · . 11 n -2. ri} de S telle rzue 

U1tl2k-I = Ll2k (k = 1. .... m) et vf = (): 
(ii) Il existe 1.me base {ui.J. V1 hi=l. .. m:J=l. .n,J de S que cf = -2( uu -'- 2ui.2 ) 

Il, 

et U1 ui.J = Ui.J_...l (j = 1. ···.ni -1). L'1111.n, Lau Ui.1 avec n 1 +···+11 111 = 
l 

n - 2 et au E K. 

En effet. soit A= K e U . i:. une telle algèbre de Bernstein. 

a) Supposons que F:! 0 

et li (vu) = () \fr E \;~. \:/ u E Ue. Considérons r endomorphisme / 1· 1 : c. ~ c,. Il ~ I': //. 

Puisque f'.~ 1 O. il existe une base { 111. · · ·. 11 11 _ 2 } de [. t(·lle que la matric1' dP I 1 

soit donnée par 

'(~ [)) 
() 

() 

(~ () ) 
() 

0 u 

avec rn blocs de la forme ( ~ ~) où m = dimf , .. \Uc ). 

On a donc v 1 u2k i = u21.: et L'1Ltn = 0 (k l. ···.m.). Il est dair qne si 2m Il 
•) 

alors A est décomposable. Supposons que n - 2 = 2m et q1w A soit clécomposahk. 

Il existe alors I et J. denx idéaux non triviaux de A cimtenus dans .V tels <[1lP 

N = I J. Comme dim Fe = 1. alors v~ C .J ou \1~, C !. Supposons \1; C .J. alor" 

l12k = V11L2k-l E J \:/k = 1. .... rn. D'autre pan. v~. c J eutrnîne I c Let FI= Il. 

donc I C \nzk:)k=l. .. rn et I C J. ce qui est impossible. D'où A est indécomposabh". 

b) Supposons maintenant \~? f. 0 pour un certain 1: E: /p(A). Soit. 1·1 un élèrrwnt 

non nul de Ve. Considérons l'endomorphisme €1.[ : Ue ~ Le. u ,_, 1·1 u. Il existe Ullt' 

base {u1 . · · · . Un-z} de Ue telle que la matrice de f 1•1 relativement à cette basE:' soir 

donnée par: 
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A/1 0 JI1 0 

ou 
Jlm l ,\fm 

0 jf rn 0 () 

où chaque bloc de matrice Jlr,; ( k = 1. · · · . m) est de la forme 

0 () 0 -a1,..r 

1 0 
Jf1,; = () 1 () 

() --111,:.11, 1 

0 0 1 -- (/!.·.Il \· 

Si la matrice de est du deuxième type. on voit qw:' A Pst d(><·(imposable. Si11()11. 

'} 

on a l'i= 
Il 

i=l 

(i = L · · ·. rn) avec ni-r· · ·+nm = n-2 et au E [(.Supposons quïl ('XÎSt<" dt'UX id(•anx 

non triviaux 1 et J de A contenus dans .V tels que S = I .!. P11îsque diml; = l. 

on peut supposer que V C J. On aura donc 11 1 /'1 Il, 1 E: .f 
..L '·-! 

= 1.'.' 'Ill: 

= 1. · · ·. n, - 1 et au= -~(t·f-,.- -lui.:2) E .!. P;1r co11séq11enr. C :_::.Jet .J =S. ci· 

qui entaîne que I O. D'oü A est indécomposable. D 

Remarque : La démonstration de la proposition 2.-±.3 nuns dit que tont(' alµJ·hrr· 

de Bernstein exceptionnelle de type (n. - 1. 1) est soit indécomposable. soit joint d"mt<.' 

algèbre de Bernstein indécomposable de type ( 1 -'- r. 1) f:'t <f une nlg;èbre de Bernsrl'i11 

élémentaire de type (1 + s. 0) avec r + s = n 2. 

PROPOSITION 2.1.9. Soit A = Ee _;: C V la rlécompo,sition 

algèbre de Bernstein exceptionnelle non 

indécomposable alors VU f O. 

Pr;1 rn; 1/ '11111 

En effet. soit A K e U V la décomposition de Peirce <l'mw algébrn de Bernstein 

exceptionnelle. Supposons \lU = 0 et posons I = 1/2 ,. et .J = [/ où [:' est rn1 

supplémentaire de V2 dans U. On a UI = O. \7 I = 1/2 . U.J = T/.J = O. donc I et ./ 

sont des idéalL'< de A tels que N = 1 J. d'où A est décornpmmble. 0 
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LEMME 2.4.10 [10]. Soit A = K e U ... \/ la décomposition de Peirce (l"une 

algèbre de Bernstein non exceptionnelle et non nucléaire de type ( n 2. 2). Alors 

( i) U3 =O. 

(ii) ·vu c L. 

PROPOSITION :2.4.11. Soit A Ke ·· U _-:.V la déwmposihon rfp Peirce d'11nr 

algèbre de Bernstein non exceptionnelle et non naclémre de type r n - 2. 2). · .-l. rst 

indécomposable alors L #O. 

En effet, soit A = Iù -S U V la décomposition de Fein'(' (rune tdle algi"lm .. 

Comme A est non exceptionnelle et non nucléaire de type ( 11 - 2. 2) alors d im C 2 = l. 
Supposons L = 0 et posons I U · U2 er .J = 1:' où v· est nn snpplèmentain1 de C 2 

dans V. On sait que I est un idéal de A. Comme V 2 c L = o illors V.!= il. D'apri·s 

le lemme précédant. on a UJ O. donc .J est 1m idfol de .-l .. D<· plus ~v = I .!. ('\ .\ 

est décomposable. D 



ALGÈBRE DES MULTIPLICATIONS ET 

DUPLIQUÉE D'UNE ALGÈBRE 

3 

L ·algèbre des multiplications d'une algèbre de Bernstein a fait l" objet d\me étude 

approfondie clans [6] et [7]. Ici. nous nous proposons d'étendre certe étude anx 1~­

algèbres de Bernstein (6 =f 0). Nous montrons que les résnltas obtenus dan;-; , , ... ù 

l'exception de quelques uns, s'étendent à l'ensemble des 15-algèbres de Bernstein. pour 

ô =f 1. Les 1-algèbres de Bernstein font robjet (rune étude s6p<m;('. 

Puisque les 0-algèbres de Bernstein ne sont autres qne lt'S algiA)res (le BernstPiu. • m 

supposera dans tout le chapitre que 6 =f O. 

3.1. L'algèbre des multiplications d'une S-algèbre de Bernstein 

Soient Kun corps commutatif. A. une K-algèbre commutatin". non 11ècessain'11wur 

associative et EndK(A) l'algN)re associative de; endomorplüsmes de l't•space 1·ectorid 

A. Pour tout .r dans A.. les applications linéaires R 1 : A -- A. 1; fj.1' Pt 

Lx: : A. -7 A. y,.._.. .ry sont appelées respectivement. multiplications h droite Pt h gamh·. 

Elles engendrent une sous-K-algèbre de EnclK(A) notée .VIKL~) ou plus simpleirn'ur 

jvt(A). En dimension finie~ on a dirnJvt(A):::.; (dim.-1)2. L'algèbre' A est munie (f\llH' 

structure de ;Vl(A)-module à gauche dont raction est définie par ü..r = r:r(.r) .r E A 

et Va E ;\/t(A). Ainsi, les idéaux à gauche de A ne sont autrPs qw' lc's .lvt(A)-modnles 

à gauche de Si I est un idéal de A. alors (I: A.) {a E:: .Vl(A) i dA) CI} t>st 1111 

idéal de ;VI (A). Inversenent. si J est un idéal de .VI (A) . .J (A) = { r; ( .r) i r:r E .J . . l' E A} 

est un idéal de A ( [7]). 

Soit (A.:...1) une K-algèbre pondérée. Dans [7], les auteurs ont montré que 

(3.1.1) jVl(A) = KLe.::: UV: A) 

-29-
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Les trois résultats suivants se démontrent comme dans [7]. 

PROPOSITION 3.1.2. Soit (A. w) une K-algèbre pondérée. Alors l'application 

w : ;vt(A) ___. K définie par ::J(cxLe -t- 0) = a est une pondération de ;\/l(A) appelée 

extension canonique de ~· à A1 (A). 

Notation et remarque. Soit N la sous-algèbre de .V1(""1) e11gendrPe par les 

éléments de la forme Lx
1 

••• Len tels que l'un au moins des .r 1 f'!"t clans S. L1 

sous-algèbre N est un idéal de (N : A) = k·er:J. 

Soient A une 6-algèbre de Bernstein ( c5 # 

u E et L' E Vi·.e· Alors 8( l - 28) l (( l 

1). .r 

~ 

nr'. J_ 11 + 1· E A il\\'(' 

L 3 ( • --~,) .T) 

(1 + 2o)L; + 2L~)( :...:(.r )e. Posons e 1 ( l 

(l + 26) + 2L~) et = 8(1 - 2ô) 1 ((1 + r5)L; - 15L, 

et sont des idempotents orthogonaux: qui commutent c·mn• eux. D<· plns. 

- 1(1 )'''(1 -) 1 (:' 1 + î - :..1)) - (J 

(Le - L~)(x) ± Cr) T 6( l c5) V. Posons n(.r) = I'. donc Le - L3 ± + 1)( l - r): lj. 

Pour tout !J dans ;\/l(A). d'après (:3.1.1) on arr= 1 + -r - 11 -i- fJ a VPC o . ) . - . - K 

et () E N. Conune C:V : A). 17 E ( N : . "1) et et i ( : .·1). un a dou(' 

.:Vl(A) Kè 1 (N: A). 

PROPOSITION 3. 1.:3. -- Soit (A_.:...,·) ane Ô-nlgèbrr. 

e.st l'unique pondérntion de JVl (A) telle 

THÉORÈ::-.IE 3.1.4. ~·~ Soit A = K 

6-algèbre de Bernstein. Alors: 

(i) /Vl(A) = Kè 1 U V où 

U={uE (IV:A) [aoe1 =u} 
~ 

etV {uE(N:A)iuoè1=0}: 

(ii) Pour tout a dans (N : A). 1J E U si et seulement Yi u( X) = () r:t rr V si el 

seulement si a( e) = 0: 

On a les relations suivantes Ü2 O. [T\l = O. VU C U et \/ 2 C \/. en. 

particnlier fJ est un idéal de ;vt (A) et V est un idéal à gauche de A-1 (A). 



-:31-

Dans le reste du paragraphe. ô sera un scalaire différent de 1. 

PROPOSITION 3.1..5. - Soit A K e Ue Vi.e une 6-algèbre de Bernstein. On a: 

(i) Ü = {ibr:.X EN} où : A - A est définie par (e) = .r et c 1 (_V) = 0: 

( ii) L ·application ·ljJ : N _, U. :r ,__. 

de }vt(A)-modules à gauche: 

est un 1sornorph1srn.e rl ·f~Sfmces 

( iii) Si I est un idéal de A contenu dans _V alors 1;.:(I) est un idéal 

et 

.\/l(AJ et 

irwersement pour tout idéal .J de A1(A) contenu dans [r. c· 1 (.J) est u.n irüfo./ d1 

A. 

En effet. considérons les applications linéaires 

11u=(l-6) 1 (2LeLu 2LuL,,-(l+26)Lu)et.;1.=U 21))-lr)-~(L1· 2LL.J 

avec u E Ue et v E Vi.e· On a O'u ) = IL ;:,.( ) 1· et 11 11 (.1; = ç, (.r) = 0 '1.r .\. 
~ 

donc 11 Il et :.pi.· appartiennent à [J. 

Soit cr EU. Puisque cr(e) E N. en posant IJ = 

que y u + u. Posons 

donc UJ.y cr. d·où l'assertion (i). 

Les assertions (ii) et (iii) se démontrent connue dans rï. rh?>ort"llH" 1]. 

COROLLAIRE 3.1.6. -- Soit A = I<e -=:. C -=-- Li"· u.ne 1)-1dr;dm: d1 Bern.8frin rlr 

dimension finie. Alors 
- ~ 

( i) Les dimension.s des espaces U et \/ sont indépendanf e8 ile l ïdem pot en t e duw-; 1 : 

~ 

( ii) dimU = dimN. 

Remarque. Puisque A nucléaire équivaut à nucléairP pour tonte ri-al!l;i"lm' dl' 

Bernstein. les résultats de [7] concernam les algèbres Bernstein nncléaires restent \T;Ü:--: 

pour les 5-algèbres de Bernstein nucléaires. 

PROPOSITION 3.1.7. Soient A une ri-algèbre de Bern.stein et .J 1ui irlrdrû nw.rimul 

de A·t (A) tel que .J(.4) ::f:- A. Alors .J(A) est un idéal maximal de A. 

PROPOSITION 3.1.8. -- Soient A une ô-aigf~bre de Bernstem. I {I : 

!idéal maximal de }A(A), I(A) A} et .J = n I. Alors .J( A) est le mdical de A. 
IEI 

et .iVl(A.)/ J ·::::: ;Vl(A/ J(A)). 
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Les delLX propositions ci-dessus découlent du théorème 2.8 et du corollaire 3.4 de 

[23]. Notons que ces deux propositions restent valables pour i5 1. 

Pour toute 6-algèbre de Bernstein (A.~) (y compris le cas ô 1). on a N :::::: Ne:. 

Ainsi on a ( cf[7]) : 

PROPOSITION :3.1.9. Soit A = I\e .V une r5-algèhre Bernstein. L ïdéal N est 

nilpotent si et seulement si N est nilpotent. 

COROLLAIRE :3.1.10. -Soit A Ke~N nneâ-nlgèbre Br:;rnstein telle que c·, ::;= () 

et v6.e i= O. Si N est nilpotent alors /vi(A) Kè 1 ·-71\ è'2 -::- lù1 N. 

D"apr?::s la proposition :3.1.9. la nilpotence de .V entrnüw celle de N. Pnisqnc 

ry(.r) = 1.· pour tout .r ae + n + I' dans A. alors 'I n 

donc pas à N. d'où le résultat. D 
pas nilpotent er n·appmtient 

THÉORÈ0.IE :3.1.11. Soit A = J{ e ·-=- U,, =- V1.e 11ne ô 11.lgèhre de 11.1·r r· 

[J,, i= 0 et Vi.e i= 0 telle que N soit nilpotent. Les idéau:r mru:imau.:r . Vi ( -1) .'iu/I t 
~ -

(N: A.) Kè3 Kry .·:;.V. Kè 1 .2. Kry .V et Kè 1 1\ .V. 

~ 

Il est clair que (.N: A). Kè 1 . Kn 2 .V et fl .. (5 1 -: l<è 2 ·.V sunt des idéaux maxinrnnx 

de ,V!(A). Soit I un idéal maximal de .'Vl(A). Si I c (.V: A) alors I (.V: Al du Liit 

la maximalîté de I. Supposons que I ne soit pas contenn dans (.V : .1). Il t'XÎsrt' 

alors Œ = 1 + ;; clans [. où et E J( ( n # 0) ,.,t ;: E ( U. Olt ([ 

donc o:è1 = è1 o Œ E I et è1 E I car cr O. Puisque I C I, .V et I est maxinrnl <tlors 
- ~ 

I = I 1 Net N CI. Supposons e2 E !. Alors r1 tl I car sinon on aurait I .V!(A). ('(' 

qui contredirait la maximalité de I. Ainsi. I I<è 1 [\ ······.V et I = J{(:o 1 -· r 2 .V 

car I est maximal. Si <I. 1. par un raisonnement analogue au précé>dant. un momrr' 

que I Kë1 Kry N. D 

Remarquons qu'aucun idéal maximal de JVl(A) ne contient Kï>.i J( 

par conséquent ne contient .1Vi(A)'2. De plus. tous ses icl6aux maximaux S\mt de 

codimension 1. Puisqu'il existe une correspondance biunivoque entre l'ensemble des 

pondérations de M(A) et celui de ses idéalLx maximatLx de codimension l ne contenant 

pas ;V!(A.) 2 ([26, lemme 1.11]). alors le résultat suivant est immédiat. 
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COROLLAIRE 3.1.12. Soit A = K e Lre ~- Vo.e nne 6-rzlgèbre de Bernstein rivec 

Ue :f:. 0 et \18.e 

pondérations. 

0 telle qzte N soit nilpotent. Alors ,,vt(A) possède exactement trois 

Remarque. Soit A= Ke -· N une ô-algèbre cle Bernstein et .;.,,r: .vt(A) - J\ un 

morphisme de K-algèbres. Comme Le vérifie l'équation 

2L~ (;3 + 26)L~-+- ( 1 + 3ô)L~ - 6Le =O. alors;.;./ ( L,) est mw racine du polv110111e 

2x-l - (3-+-2ô)x3 + (1 + :Jô):r2 -<fa: de K[X]. Ainsi. ..J'(lel E: {O. ô.1.1}. Si w-'(L,) = U 

alors w' = O. Le cas ..:./(Le) = 1 correspond à :Z:. Si ..J'(l,,) = 8 alors w,1 est ime 

pondération de l'algèbre K q K è 1 ~ N. Enfin. si ~/ (Le) 1 · .,,,,, est une pondérn t ion 

de Kih 2 Kè1 +·.V. 

PROPOSITION 3.1.1:3. Soit A une 6-algèbre Bernstem de t11pe ( 1-+- '" 0) 011 ( l. ·' j 

avec r 2: 1 ou s 2: 1. Alors dim .. vt(A) = L + rlirnA. 

Pour le cas où .A est de type (1 + r.O). cf. 1. Si A est de tvpe (1..-,J. N = 1· 1·--1 

- -
nilpotent et .,vt(A) = Kè 1 -=: f\.·i~ 2 ~1\r7-- ,V. De plus. N est Pnµ;ernln:, par les èk'llH"llls 

de la forme L~LvL~. 'iu EV. · k 2: O. En remarquant que L~L,.L;, 
~ 

on en déduit que N et par suite V= I\r7. D'autre part. (: 2 O car c· - O. d()1w 

dinuvt(A) 1-+- dimU -r dimV 2 set dirn.vt(A.) l~di111A. 0 

PROPOSITION :3.1.1..J:. - Soit .. .4 1m.e 15-alyèbre 

r + s 2: 1 . . ~llors 

Bernsfeir1 

(i) dimJvt(A) = 1 + dimA si et seulement sir 0 ou s = 0: 

( ii) dirn;vt (A) > 2-'-- dimA sir# 0 et s #O. 

fl/JH; ( 1 + !'. 8 Il 1·11 

En effet. on a dirruvt(A) 1 + dimU din1 li et pnisqne rlimC 
- -

dim.vt(A) = 1 + dimN + dirnV. Si dim<Vl(A) = 1 + dimA alors dimV = 1. Or r~ l't 

r7 appartiennent à\/. clone = 0 ou rJ O. Si OalorsU O.i.cr=Oetsi11 0 

alors V = O. i.e s = O. La proposition :3. l.13 nous dit que r 0 (m .s = 0 t•ntraim· qw · 

dim;vt(A) = 1 + dimA. d'où rassertion (i). 

L ·assertion (ii) découle du fait que r f:. 0 et s # 0 entaine 

conséquent dirn V 2: 2. D 
# 0 er q 0 et par 

Soient (A,'-"'') une 1-algèbre de Bernstein et ;1' ne + u + 1· E A avec 



u E Ue et v E V1.e· On a (2L~ Le)(.r) = '..J(.r)e + c et (-±Le .iL;)(.r) = u. 

donc 2L~ - Le et 4Le - -±L~ sont des idempotents orthogonaux de ,\!t(A) qui 

0 L ·) 1 ·)) commutent entre eux. n a e = (2L; - Le) + 2 (-±Le - -±L; et pour tout 

entier k 2: l. L~ = (2L~ Le) -r (4Le -±L;). On peut donc ecnre que 

A1(A) = K(2L~ - Le) K(4Le ·- -±L~) ·~ .V. Puisque 2L~ - Le 'f. (S : A) et 

4Le - -±L~ E (.:V: A) alors, d'après (3.1.1), on a .vt(A) I "(·)L., " - ~ L,,) ~ (S: A.). 

THÉORÈME :3.1.15. ~·~ So'it A = J( e :::; Ue ··. ·v1 la rlécompo81tion de PeuTe 1l"11nr 

1-algèbre de Bernstein. Alors : 

( 
0 i) Jvt(A) = K(2L; - Le) 

vij = {se E (jV : "4) : ( 2L ~ Le) 0 ç - i y. y 0 (J.L; - L) .J y} ( i. j - 1 l. l ) : 

(ii) î7·11={i::E(N:A)!;:(u.)=O. e). 1·)EVir.}· 

Vw = { :p E ( N : A) i ;: ( u) E Fie . ;: ( e) = ç 1 I') - 0} . 

'Vin = { <; E ( N : A) i IL) = 0. ;: ) . ;: ( 1 ·) E Ue } . 

Vcio = {cç E (N: A) i u.) E [",.ç(e) ç(1·) = O}. 

qv.els que soient IL E Ue et 1· E Vi .e : 
~ ~ 

(. lliJii.:1c15:;kv~1(i.j.k.l=0.1). 

En effet. 2L~ - Le et -±Le - -±L~ étant des iclempotents orthogonaux nm1 11111:­

de JV1 (A) qui commutent entre eux. alors ,\1(,4) admer la décomposition dP Pc•in,• 

suivante : JVt(A) = 1711 \/10 Vin ::.· v(io oü F,; = {;: E (.V : A) f (2L~ ·- L,.) 

i;p.;p o (2L~ - Le)= jç} (i.j = 0.1). Soit;: E .vt(A). ç = n(2L~ - L,,) ._,..Ha\<'( 

o: E K et 0 E (.V : A). On a ;: o (2L~ - Le) n(2L~ L J + O ( ·)[ 2 
- ,Je 

(2L~ Le) o ;p = a(2L~ L(J + (2L;- Le) oH. Si ç E 1/ir les c"galitc"s (2L~ 

( 
') 

et r: o 2L~ Le) = jç entrainent que n l Cl jo.. soit n 

Vi1 = ~J = { ç E (.V : A) 1 (2L~ L ' - - . , - - . ( ·) L 2 f:J 0 ·r-'r·r 0 - e 

0 Oil i.j = l. .\in:--:i 

L,) =jç} vi.j:;::: l er 

L'assertion (ii) s\)btient par calcul direct et L1ssertion (ii i) est bien comHH' 

(cf. [s]). D 

PROPOSITION 3.1.16. So'itA=Ke T[ 
'-'e vie une l-algèbre de Bernstein arer: 

Ue =:/= 0 telle qne JV soit nilpotent. On a J\!t(A) = K(2L~ L,) .~ K(4Le - -±L~) · .V. 
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D'après la proposition 3.1.9. si N est nilpotent alors N est nilpotent. Puisque 

:.!L; - 4Le est non niL il ne peut appartenir à 5J. <roù la proposition. 0 

THÉORÈME :3.1.17. ~- Soit A K e Ue ·2_ Vi .iè une 1-alqèhre de Bernstem 1Lrr:r· 

Ue =f. 0 telle que N soit nilpotent. Alors les seuls idéaux m.a:i:tmau .. r ,\!l(A) rnnt 

(N: A) K(4Le - 4L~) fV et K(2L~ - ) ~· N. 

La démonstration est analogue à celle du théorème ;3 .1.11. 

COROLLAIRE :3.1.18. Soit A = K e ·~ Ue V1 une 1 rif: Bernstein 1i1·1r· 

Ue =f. 0 telle q'l.te "V soit nilpotent. Alors. les .-;eules pondérntwns de .vt(A) ~ont:;,· et 

u/ : A - K telle qlle :.,,;' ( ) = ~ eL,/ CV) 0. 

Soient A = .K e ~ u" ·: \/1 une 1-algèbre de Bernstein et I' E Vi (. P<lSOll:--

(J ( 
,!\ 

· I' { } 0 

montre que l'application a : ·vJ., - { a 1• i 1· V1 } . 1· ~ rr,. 1'sr nn isomorphis1w' 

d'espaces vectoriels. La proposition suivante est donc irnm(·di;it"e. 

PROPOSITION 3.1.19. -- Soit A= Ke . c> ·vl //J).(~ l-11/yNm' 

espaces vectoriels Vi.f> et {cr 1• 1 u E ·v1 } sont isom.orphe.5. 

COROLLAIRE 3.1.20. -- Soit A = K è u,, ' vl.r 11ne 1 oJydmJ 

dimension .finie. On a dfrnVi 1 2: dim v·1 

En effet. il suffit de remarquer que {o« i 1· E i1,} C Vi1· 0 

Be.rn.,de111. l1' 

i Il 1 / ( 

PROPOSITION :3.1.21. -- S01t A= Ke C. ~-·Vu 1we 1-o.lgd>rr de Bernstein type 

(1 + r. s) avec r + s 2: 1. Alors 

( i) dim;\!l(A) = dirnA sir= 0: 

(ii) dimM(A) > 2 + s sir =f. O. 

~ - ~ 

En effet. si A est de type (1. s) avec s > 1. on a Vi1 = ( V1 : .-!. ) . Fm = l~n = i;HJ = 1), 

On voit que Vll est t'espace vectoriel engendré par tous les opè·ateurs L,. 1· ~ l\". i.r 

dim~·11 = s. d'oü dim}vt(A) 1-r- s dimA. 

Supposons maintenant que r =f. O. On a dirri.,\!l(A) -- 1 + rlimV11 -"- dim Fw ë' 

dimV01 + d·imv00 . D'après le corollaire 3.1.20. dirnfi11 2: ·"·D'autre part. dim\:üo 2: 

car è2 est un élément non nul de Voo· D'oü dim.A1(A) 2: 2 -l- s. 0 
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3.2. Algèbre des multiplications de la dupliquée d'une algèbre 

Soient K un anneau commutatif à élément unité. A une K-algèbre commutative 

non nécessairement associative ni ayant un élément unité et Sj\(A.) la seconde 

puissance symétrique du K-module A. Sur S~-(A). on définir une multiplicarion 

' )!./ f' par (.r..y ~.r .y ) Ty"'r'.1/ pour tous .r:. y. x' et y' dans .4. On obtient ainsi une f\ 

algèbre commutative appelée la dtLpliqnée cornrn.u.tative de l'algPfrre A. notée D(Ai. 

L'application K-linéaire µ: D(A) ___. A2 . . r.y ,__,. .ry est un morphisme ::;urjectif de 1'..­

algèbres appelé morphisme d'Etherington. Soit s·(A) = kerp. Si A est lme K-alg,c"hn' 

telle que .42 soit pondérée. alors D(A.) est pondérée. En fait. une pondération de D(.-il 

est donnée par J.Jri = J.J o 11 oü :.;.: : A 2 __. J( est une pondération de' A 2 . 

Soit A une !{-algèbre commutative. Pour tons .r. 11 . .r' et y' dans A. ()]\ ;\ 

.ry .. r'y' et (Jl Li:.ul .y') (.ry)(.1.1.IJ') 

désigne la multiplication à gauche par .r.y dans D(A) er 

tf, 1; 11)( .y') nù L,_,1 

<'<'lie par .ru dans x.:. L1· 

diagramme ci-dessous est donc commutatif. 

D(A) 
L.r 'I 

jl • 

/ .r ,t; 

Le morphisme d'Etherington µ : D(A) 

morphisme d'algèbres des multiplications 

En effet. (L:i: 1 .lj1 o 

(X i.IJ t) ( (X 2 Y2) ( X1 y') ) 

D(A) 

11 

.-i 2 se prolonge irntnrellemeut eu 1111 

1 '1· . L L 11 .1 / -U •.Jet (po ,., .111 '2·'f:2. ,.l . .IJ -

) et /lm est un 

morphisme d'algèbres. Puisque µ est surjectif. alors Pm l'est aussi et on a le résultat 

suivant : 

PROPOSITION .3.2.1. - Soient A une K-algèbre et D(A) sa dupliquée comm.utative. 

Le morphisrne de K-algèbres µm: JV1(D(A)) ___.. ;v1(A2 ).Lr. 11 r--c, est .surjectif. 
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Ainsi. on a A1(D(A))/kerµm::::: Jvt(A 2 ). 

LE!vIME :3.2.2. ~-Soient (jd E ;vt(D(A)) et a= /Lm((jr1). Le diagramme suivant est 

commutatif. 

D(A) D(A.) 

µ f L 

µm(ar1) = L '.!/! 0 IJ2 y, et pour tout .r.y daus D(.-\.). 
finie 

fi.(a,i(.r:.y)) = µ( L .r1.1J1.Cr2.112)((.r~i!J:i)(.·· ((.ru1.)(.r1;))) · ··)) 
fin 1e 

= L (xi .1J1 )( .1/2) ( (.r i .IJ:i) (. · · ( (.r 1, .1J 1, )( .r .1J)) ) · · ·)) 
finie 

=2= 1 .!JI O Il:! o . · · o 1 1 r 'li )( .r IJ ) 
finie 

=2= !12 0 ... 0 1 l' ) ( ./'. lj ) 
fi me 

= a ( µ (.i: . .Il ) ) . 

d"où µ o ad = <J /'"et le diagramme est commutatif. D 

ad(x.y) E ~V(A). i.e crd E (N(A.) : D(A) ). cf où LV (A) : D (A)). 

COROLLAIRE :3.2.3. Soit A nne K-algèhre et D(A) sa dupliq1LÙ comrnntatinJ. 51 

A.2 est un !\-module pro.Jecti.f .;\/t(D(A))::::: .vt(A·~) ,x: (.V(A): D(A)). 
'J.d 

En effet. la suite 

0 ___, (N(A): D(A))-1'-n -.ivt(D(A))-11
'-n -_,vt(A.2 ) -. 0 
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étant exacte. montrons qu'elle est scindée. Comme A2 est un K-rnodule projectif. il 

existe r1: A2
--. D(A) tel queµ o ry = l_.\2. Soit 'lm: ;\/t(A2 ) __. ,\/l(D(A)) l'application 

K-linéaire d'éfinie par rJm(o-)(x.y) = ry(a-(xy)) pour tout a clans A1(A2 ) et pour tour 

:r.y dans D(A). On a ((µm o r7m)(o-))Cry) = p(rJm(rr)(.r.y)) = p(r1(rr(.ry))) = rr(.ry). 

donc /lm(Tlm(a)) =a-. i.e /lm o Tlm = l_\,i( l et la suite est scindé<"". Par conséqtwnt 

on a ;\/t(D(A))::: ;\/t(A2 ) x (N(A): D(A)). 0 
s.d 

Remarque. Soit A une 6-algèbre de Bernstein. D'après le corollaire :3.2.:3. 011 <l 

Ai(D(A)):::::: ;\/!(A) x (1V(A.): D(A)) car A 2 =A .. 
s.d 

PROPOSITIO.\/ :3.2.4. Soit A une K -algèbre qnc . soit 11,n [{ -rn odule 

Alors (..:V(A) : D(A)) est l'annulatelLr à droite de ,\lt(D(A)) et pour !ou.te dùi1·af/()11 ,f 

de JVl(D(A)). d((N(A): D(A))) t:st cuntnw dans (.V(Al: DL-l)). 

Soient a"' E ;\/!(D(A)) et rr' E (.V(Al: D(Al). Pom tont .r.1; E D1.1: 

0"
1 (:c.u) E N(A) et en posant O" L:,. ·· E D(AJ. •lll il 

fi111tè 

a(rr' y)) = 0 car D(A)N(A) = O. i.e a J a' = () et rr' est dans L1mmlntem Cl 

droite de .\/t(D(A)). 

Réciproquement. si rr 11 est dans Lumulnteur à droite de .vt(D(A)). pum r()nr 

.r.y E D(A). on a 0 = ( 0'
11 

( x.y)) = .~i( rr 11 .,IJ)). ce qui e11trni11e qne p.( 0'
11 

( .l".lf)) = () 
car A 2 est un K-module projectif ([19]. tl1éori-~me 3.-1). D"oü 

a 11 E (N(A.): D(A)). 

(.r.u) E X( -li ,,r 

Soient maintenant dune dérivation de .\/l(D(A)). Pour tout rr dans .\!l(D(A)J •'t 

tout Œ
1 dans (N(A) : D(A) ). on a ü d(O" o rr') r!O" 0.1 + (T o rirr' = rr o da'. donc 

est dans l'annulateur à droite de .vt(D(A.)). i.e. rl((.V(A): D(A))) est contenu dans 

!'annulateur à droite de ;\/t(D(A)). 0 

PROPOSITION 3.2.5. Soit A. une I1..- -algèbre telle que A. 2 soit 1tn A. -m.odule projectif. 

Soient les applications iy: D(A.)-+ J\/l(D(A)). z - L: et(): A 2 - J\/l(A. 2 ) . . r ,_Ir· Le 

diagrarnme suivant est commutatif. 
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iV(A) D(A) 

Il 

(N(A): D(A)) )vt(D( )) .vt(A2 ) ---0 

En effet, pour tout x.y E N(A). ;;(i(.r.u)) = ;;(.r.u) et i 111 (;;(.r.y)) = ;;(.r.1;). doue 

o :.p. On a également. pour tout .r.y E D(A). 0(1i(.r.1;)) O(.ry) = li er 

/lm (:ç (X.!!) ) = µ.m ( L .c y ) = 

est commutatif. 0 
. clone fJ o p JL rn ;; . On en dèd nit qm' le di<1grnmnw 

Note sur le foncteur )vt. 

Soient C la catégorie des algèbres sur ]( et D celle dr~s illgèbres ( 1P mnl-

tiplications sur [(. Soit A1 c D. Il E Horne ( ,{. B) "---- .vl(u) d<:h11i 

par ."vt(u)( 2= Lx, o L:r1 o · · · o Lrk) 2= Lu( t I Lu( L111 1 pour to11r 

fùite finie 

.rf E A. Alors .vt est un foncteur covariant. 

En effet. Vu E Homc(A, B). ,vt(u) E Hom 0 1.v{(A) . . v{(B)) l't . A C . 

. vt(l"!) 1,'v1 (A.J· De plus. si u E Homc(A. B) et 1· E Homc(B. . on ;1 

.vt(u 0 n)( L Lei 0 Lx2 0 ... 0 

r, . 
J tnie 

)= L L,.!11(.1:1)) L,.l.,\c'.!J)'J··· L,.,,llr,,J 
finie 

.vt{ i·) ( L L11u1) 

f1n 

,. . 
../nue 

Lu\.c21°··· L 111 .... , ·). 
.t >-. f 

=(•vt(c) o .vt(u))( L Lr: o L 1 ~ o · · · L ). 
finie 

donc .:vt(u u) = .A/f(v) c ,vt(u) et .;vt est un foncteur covariant. En particulier. :-oi 

µ: D(A) __.. A 2 est le morphisme d'Etherington. on a .vt(p) = µ 111 • 

Soient maintenant K un corps commutatif et e un élément de A. 2 de poids 1. Alor~ 

e.e est un élément de D(A) de poids 1. On a ~vt(D(A)) = KLP e ~(Nd: D(A)) an'c 



(Nd: D(A)) ={ad E iVl(D(A.)) 11.v'rt o Cld = O} = {Œrt E A1(D(.-l)) ! Jl o Œrt(D(A)) c 

N}. où :..J est une pondération de A 2 et N = ker1.v·. 

Remarques. 

(i) Sie est un idempotent de A alors e.e est un idempotent de D(A) car rnpplicatiun 

Jp(A) __. Jp(D(A)). e 1----+ e.e est bijective. 

(ii) l'application Grt : ,\,i(D(A)) ~ J( définie par 

() E (~Vd: D(A)). est une pondération de .,\,i(D(A)). On a-"' (Lr 11 ) w'r/(.l'.IJ) = 

) . i.e 

(Nd: D(A.)) = kerC;d· 

Soit Nd la sous-algèbre de }vt( D (A)) ellQ;(,rnlrée par lt•s t:l«·meuts de la fornw 

L:::i o L::2 o · · · o L:::k tels que l'un au moin::; de::; :: 1 E Srt· Il est clair qne N,1 est un id('·;il 

de _,Vj (D(A.)) contenu clans (Nd : D( A)). 

Dans le reste du paragraphe. J( sera un corps commutatif. 

PROPOSITIO.N:3.2.6. Soit(A . .,:,·) nnel\-11.lgè/Jrr:ponriùr;1~. Un n11rn((N11: D(A.Jll = 

(~V: A2
) et µmUVrt) = N où N = keru.:'.t". 

En effet. soit CJ11 E (~Vd: D(A)). i.e w.d o rr,i = 0 on cnrnre -"'. o (~1 rJ,1; 1). 

donc µ o rrd(D(A)) ::::: N et Pm(Œr1)(A2
) C N car /Lo rr,1 = ;1,,,(0'ri) 11. D'uù 

µ.rn(Cld) E (N: A. 2 ). Soit CJ E (.N: .12). Pui::sqw' 11 111 : .v1:DL-1)) ~ .vUA:.::1 (':'r 

surjectif. il existe ad= CYL +()dans .Vl(D(A)J. u é [\. fJ \S,,: D(A)). td rpu· 

µmkrt) =a. + µm(H) =a. donc µm(H) = rr et rr E Prnl(~Vr1: D(Al)). D'où 

(N: A2 ) c Pm((Nri: D(A))) et 11m((.Vr1: D(A.))) =(,V: A 2
). Soit L: 1 o L:2 · • · L 

~ ~ 

donc !lm(Nr1) C N. L'inclusion réciproque découle de ln snrjecti,:ité de firn er dt' fi· 

COROLLAIRE :3.2. 7. Soient (A.~) 1.me J( -rû9èbre pon pf N = ker~· _\ . 
- -

L ïdéal Nd est nilpotent si et seulement si N l'est. 

Soit Ict un idéal de D(A). Alors µ(Iri) est un idéal de A 2 • (Ir1 : D( A)) et (µ(Itl) : A.2
) 

sont respectivement des idéalLx de iVl(D(A.)) et de _,\,1(A2
). La commutativité- du 

diagramme ci-dessous nous dit que µmkri) E (p(Ir1): A2
) pour tout CJrt E (Ir1: D(A)). 



D(A) CJ'ri 
It1 

fl Jl 

4' - 11(!,t) 
J.lm (rr,l) 

Ainsi. on a le résultat suivant : 

PROPOSITIO]\;" :3.2.8. Soit (A._,,,') 1we K-algèbre pondénS(é et I,1 1u1. i<frSal de Di A). 

Alors /Lm(Urt: D(A))) c (p(Id): A 2). 

3.3. Note sur la dupliquée d'une 15-algèbre de Bernstein 

Dans ce paragraphe. I\ sera un corps connnutatif. 

Soient (A.,,.:) une K-algNm:: pondérée et 1) E A. - { ~}. On dirn que A (·sr 11w' 

8-algèbre de Bernsteùi d'ordre .3. si pour tout .r dans A. r·i(.r) .. c:(.r)4cl' 2 (rJ •lit 

·v: A ....... A est ropératenr défini par F(.r) = ( 1 :.M) 1 ( 

= .r o .r et 
k 

= .r o pour k > :2. On peur remarqrn'r que .r { ~ ( .r ) . 

= 1/3(.r). =\/2 (.r)et 

On a donc ) 

1 [3j T ,,. -• , 
~· ·• = ~· "(.r) .... :(.r)4cV2 (.r) pom tuut .r dans A. ,\insi <Jll <t 

le résultat suivant. 

PROPOSITJO;,r :L3. l. -- Soit (A.») 11.ne K -algèhn< pondéd1. Les assertions s111.u1wt1' 

.sont équivalentes : 

(l) A est une 8-algèbre de Bernstein d'ordre J · 

( ii) A 0 est une algèbre de Bernstein ri ·ordre 2. 
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LEJ\Il\IE :3.3.2. - Soit (A.. w) une I\-algèbre pondérée. Alors A est an.e 6-algèbre de 

Bernstein d'ordre 2 si et se'Ulement si. po11r tont J; dans A. on n : 

( -6'!64 + 2463 + 882 
- 66 + 1 )v.,·( .r )4 

+ 1662 (46 l)w(x):3:r2.r:3 + :326:3(1 - 26):.<.:(.1:) 4 .r4 

- 46(1 - 28)(1683 
- -16 + l)c.:;(;r)'i.r 5 

- 26(1 26f 

-r- 862 
- 66 + l)w(.r) 6 .r2 + 4ô2 (1 2ô) 4 w(.r) 7.r. 

·) 
\-
1 

Cette équation est obtenue en développant l'identité vi(.ri = ,,.:(.ri-11<2(.r). C 

On sait que si A est une algèbre de Bernstein. D( A) est 1rne algèbre d(' Bernst(•i11 

d'ordre 2 ([21]). Ce résultat ne peut s'étendre it l'r:nsernble des r)-algèlm's de Bi'rnstei11. 

Exemple. Soient 6 E Kx {}}et A= c.u.1· 

dont la table de multiplication est donnée par 
·) 

: f·- = e. eu 11, e1• ·l z. 

u1· = u2 =O. On a D(A) = e.e. e.u . . t'. Il.Il - (5 ie.1·. u.1'. 1.'.1· 

( e. e) } e. u. ( e. e )( f. v) = r) e. 1 •• • Il )2 = 111 .. u. ( c. u. )( e. 1 • l = ~ri u. 1 '. ( e. 1 ·) 
2 1F 1 '., . 

les autres produits étant nuls (~V(A) =< n.11 -- ,5 1
e.1'. 11.1'. t'.1' ). Soit DL11 

la K-algèbre obtenue en définissant une nouvelle mult iplirn tion sur D Ll) pm : 

::: z' = iCV(::: -+- :::') - \/(_ - .::1)) pour tous_ et ::: 1 dans Dt A). On a: (r ~- = 1 .i. 

(e.e) o (e.u) 
• J 

( e. e) o (1u·) = 

étant nuls. Soit:::= e.e -r u,.u - ô- 1 e.L'. On a - 1::.e-2ô(l 26) L(n.11--8-·L1.1·1 

.e-8ô:1(l-2ôr· 1ru.n-15 '1.1·1 . 

Puisque . D(A.) 0 n'est pas une algèbre de Bernsrein rlorclrc 2 <:t D(Al u·est 

donc pas une ô-algèbre de Bernstein d'ordre 2 cl"après la proposition :LJ. l. 

Cependant on a le résultat suivant. 



PROPOSITION 3.3.:3. -- Soient (A. :..J) une 15-algèbre rle Berr1stem tt D(A) sa duplù11u;P 

commutative. Pour tout:: dans D(A ). on a 

= (415wd(z) 

En effet. pour tout ::; dans D(A.). on <l 

. µ( ::;) . Comme A 2 est une 15-algèbre de Bernstei11 . 

µ( = 415wrt(p(z))p.(z):3 
- (415 2 + 2â - l)wr1(11.(:::)) 2µ(-) 2 

•) . ( ') . 1 ) (. . . ) : l . ) + _ô _ô - L<,'d µ(::;) fi,(::; 

. ; . . . . ! ( .•) ) . \ . . ) ·) ) . ( ) . l =Jt.("±ôv.:rJ(:::)::: - 46-+'...!i-11,,.:,/(-)-::--:--'...rl '...()- \. ~ , , 

! - ) • 

donc 

;:;:-!! = µ(:::) .p(z) 

= (-!ôwrt(z)z 3 
-- (46 2 + 215 - 1 

D'où la proposition. 0 

Soit A = f( e U --:: Vi.e une rl-illgi~bre de Bernstein. D · <1 prés le t h<~uri~llH' l. L 

de fl6]. on a D(A) :::::: A x .V(A). Ainsi n11 a la dèrnmpusition snirnllfi' : 
s.d 

D(A) = Ke.e = !( e.U • K e. 

supplémentaire de N(A) dans D(A) et A ::::::. !\ .e ··'- lù1
• 

tant qu· espaces vectoriels. 

THÉORÈrdE ~L3A. - So·ient A nne 8-algèbre de Bernstem et D(A) -"in dnpli11111:1 

commutative. Les conditions wwivantes sont équivalentes : 

(i)N(A)=O: 

(ii) D(A) est une 6-algèbre de Bernstein: 

D(A) est une 15-algèbre de Bernstôn d'ordre .2. 

En effet. supposons que D(A) soit une 6-algèbre de Bernstein d'ordre 2. Soit 

z = e.e+y dans D(A) avec y E N(A). Les calculs donnent que = e.e-26(1-26)- 1 ,11. 
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algèbre de Bernstein d'ordre 2. 

y= 0 car 5 O. D'où N(A) = 0 et (iii) =? (i). 

(i) =? ( ii) : Pour tout z E D(A). on a: 

p(z) =clbwc1(JL(z))p(z):3 -(452 +25-l (/,L(:.:))2µ.(:.:) 2 +2c5(2ô-l (/l(::))l11{-. 

soit µ(z[ 3
J - 45wd(z)z3 + (452 + 26 - l)wd(z) 2 z2 - 26(26 - 1 (:.:):lz) = 0 et PllTI1l 

= 4ôwc1(z)z3 - (452 + 26 - l)wd(z) 2z2 + :.?15(25 - 1 (:::):1: si .V(A) =O. 

(ii) =? (i'ii) de manière triviale. 0 

THÉORÈME 3.:3.5 [16]. - Soient :1 nne K -algèbre et D( A) sa d11.pliq11.15e r·omm 11tot11·1. 

Si est génétique alors D(A) est 

THÉORÈ.\!E :3.3.6 [17!. 

commutative. Si A 2 est 

Soient A une K-algèbre de Berrr."itein d D(A) sa 1lu.pl!r11ur 

type fini .Vd est nilpotent. 

Remarque. Soit A = Ke : U .. ::., v· une 1\-algèbre de Bernstein. S•Jit A .. ; ::--= 

·1· 1'(''1) .. î' ou Vr5.e = v r) j= ~·avec er = 1)1· 71· E "·i.e· 

inchangés. On montre que A8 c'st une â-algèbre de Bernstein. 

Soient A= I<e N nue 5-algèbre de Bernstein c~t D(A) sa dnpliqnèe c01m1mtalivt•. 

Puisque A 2 = A. d'après [16. théori;mp Lli. D(.-1) N(A) ::::: A. <'t par snir(• 

Le théorème :L3.6 ne peut s'étendre aux 15-algÈ•bres clt~ Bernstein an•c 15 "F O. 

la nil-algèbre 1·om1mlt<1 ti ve i1 pnbsaw t ·~ 

associatives. de nil-index 4. du contre-exemple de Suttles. Alors A 

{ ~}) an'c = e. 11· 1 

pour i = :3.4.5 et ec, = pour 1 1. :.?. les antres produits restant ind1a11gè,;. 

est une 6-algèbre de Bernstein non génétique telle que A 2 A. En di"Pt. puisqw' 

Nrt/N(A):::::::: N alors Nd ne peut ètre nilpotent sinon N le serait. 

THÉORÈ.ME :3.:3.7. Soit A= Ke ~ N une 6-algèbre de Bernstein. Les o.ssertwn' 

suivantes sont équivalentes : 

( i) D (A) est génétique : 

( ii) N est nilpotent. 
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En effet, puisque la nilpotence de N entraîne que A 2 = A est génétique. (i i) => ( i) 

d'après le théorème 3.:3.5. 

Lïmplication (i) =? (ii) découle cle lïsomorphisme :Vr1f.V(.4) ::::::: .V et du fait q1w 

Nrt est nilpotent. 0 
Comme dans [18]. on montre que: 

THÉORÈi\IE 3.3.8. - Soit A 1.me 15-algèbre Bern.'!fcin 01·ec r5 d: O. On 11 

Ce résultat nous incite à examiner le lien entre les algèbres .vl( A) Pt .vt ( D (A)). 

3.4. Algèbre des multiplications de la dupliquée d'une 15-algèbre de Bernstein 

Dans ce paragraphe. K sera toujours un corps cornrnutatif iutini de 1·nn1ct1~ristiq1w 

différente de 2. 

Soit (A. JJ) une 5-algèbre de Bernstein. Posons 

21;. ) pour r5 # l et l. On momn' que 1:-,1/( 1 Y 1 = 1 .1 

et Cr.y) = 0 V.r.y c:: NrJ. Ainsi. est un idempotent non nul de . vl( D (.-li 1 

n'appartenant pas h (Nr1: D(A) ). 

Dans la suite du paragraphe. sauf mention expresse du 1·cmtrnire. r5 s('ra dirfr'r1'llf 

ile 1. 

THÉORÈ1IE :J .. t l. f 1011 

â-algèbre de Bernstem. Alors . 

(i) ;vt(D(A)) = Këri ~Urt~ Ç~i où Uri= {cr,j E (.Vi1: D(A)), t)" o (\1 0,1} 

et v';i = { r:r d E ( N ri : D (A) ) i r:r d o = 0} : 

(ii) Urt= {crri E (-Vd: D(A)): ûd(Nd) = O} et f;, ={ad E (.V,,: D(A)) 1 r:r,1(1<.1 J = 

O}: 

On a les relations suivantes : 

iJJ =o. fJdvd = O. vdud c fjd et Vf c V1. 
.vt(D(A)) et Vr1 est un idéal à gauche de ;vt(D(A)). 

La preuve est analogue à celle de [7. théorème 1]. 

·-
en partù·u.li e r U,i est nn idéal 1fr 
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PROPOSITIO'.\I :3.1.2. Soit;vt(D(A)) K 
- ~ 

de la d·upliquée commutative d'une 5-algèbre de Bernstein A. On (l /tm(L'd) = C et 

En effet. soient ûd E Ud et .r: EN= ker;,.,'i.-F· On a 11. 111 (<T,1)(.r) = p(<r,j(:l) nn 
-

- E Nd tel que Jl(::) .E. clone Jlm(C!rt)Cr) =()et fJm(ar1) E:= c·. Soit Œ,j 

) = µ(0) = O. i.e µm ) E \/. Ainsi. /l·m ( [ r1) C C N 

- -
µm (v;t) c V. 

Soit a E lJ. Il existe <Trf = fJ + ;: clans .vt ( D( A.)) 

µm(;:) = 0 du fait de la somme directe Jvt(A2 ) = l\ 
~ ~ ~ ~ 

avec() E Ud. i.e U C µmClid). On montre cle façon analogue q1w \ C /.lm(F1). C 
- -

COROLLAIRE '.3.1.:). Soit }v1(D(A.)) = I\1\1 ·. C1 · Î:i f"oJgdJre m 11W pli rn t w 11,.., 

de la (fopliquée commutative d ·une 15-algèhre 
-- -

D(A)):::::: et \!ri n (1V(A.): D(A)) ~ 1/ (l/'ff .vl(_-r') = [\1~1 c ~ F. 

-
En effet. U 

1
17) :::::: U et · /Ln \::

1 
J :::::: \' <L1pr(~s la proposition :LL.'.. 

- -
De plus. on a ker(Jlm

1

u) = Ur1 ri (N(A.): D(A.)) er .h'r(/1m 1--
1 

l = i:1 r (N(.-l): Di.-li) 

et le corollaire s'ensuit. D 

THEORE!\I :3.1.-!. Soit A. 

l-algèbre de Bernstein. On a: 
·- ,._.. -

( i) .vt(D(A)) = Kët1 -- v:1.11 .:::. l~1.w v~1.01 i:1.uu où 

V,i.t] = { O'rt E A) : D(A)) ! 0 (jd = l<TrJ. <Tr/ =)<Tri} ( i. j =o. 1): 
,....., -..,., ,....... 

( ii) v;i.iJ \!ri.kl C âjk Vt.il pour ( i. j. k.1 =O. 1). 

La démonstration se fait comme celle clu t héorèrne :3.1.15. 

Exemple 1. Soit A = J( e~::-v la décomposition de Peirce d·um" alg(~bre de Bernstein 

constante. On a A.2 = Ke et D(A) = I\e.e - N(A). On a également .>vl(A) = I\L. 

A1(A.2 ) = Kl.42 et }vl(D(A)) =]\'Lee· clone (~V(A): D(A)) = kerJ.lm = Ü et 

_,vt (A.) :::::: A1 (A. 2 ) :::::: /vt (D( A)). 
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Exemple 2. Soit A Ke U la décomposition de Peirce d·nne algèbn' tle 

Bernstein élémentaire. On a A.2 =A et ,,vt(A) = jvt(A.2 ) = K -:· { c· 11 • 11 EU}-:· A- . 

On a aussi D(A) Ke.e - Ke.U N(A.) (_V(A) = U.U) (['.n~). On montre qne 
~ 

,vt ( D( A)) Kèd1 . Uri c:::- V1 avec V~i = f\- -:;- { 

er11 = 2Le.e2 - Le.e et êd2 = -!Le.e -!Le. r i) () • l ( L-!J,. n montrP ega emeut qu<' 

(N(A) : D(A)) . /.' E N(A)} {Le.u - '2Le.eLo.li• Il C}. Cri (N(Al : 

D(A)) = . u t=: N(A)} et ~i 11 (N(A) : D( A)) = { L,. ,1 - 2L,. ,L .. 11 • II E C}. 

clone lfd/ {~'i·· i.· E N(A)} ::::::= { • u E U} et ~~1/ { 11 - ?.Le eL, 11 • 11 E ["} ::::: f\Ï":2. 

Exemple 3. Soit C 1. i) le corps des nombres complexes. Sn (lupliq1H"e 

commutative (~St D - 11 ·1 ... ·\ 
- \ .. l.l. 1.1) 1.1.1.i. 1.1 -r i.i . soit D(:) .__, C: < S( :_:-: 

où _V(r'C) = (Ll + i.i). On a :V!(:C) = ( 1.1,' ::::::= C oil 11 et 11 :-;ont les nmltiplic:iti()l!S 
7 \ , ' 

ù gauche par 1 et i dans C. Soit .r = nl.l _;_ 11.i _;_ ~ ( 1.1_;_1.i) dans D( .:,). L·:-: 

calculs montrent que L 11 (J:) nl.l -L .11.i. Lf.i(.r) = Lu(.r). l 1 ;(.r) = nl.i-,- ii i. 

. . 31 . I:1 
CY.l.1 ·- • ./ .• 'l.i n l. i - 31.1. L t , Lu\./" l 

L ' ' L L') 
li \X) et Li Î. i ) = -L1.1(.r). donc A1(D ) ) ::::: . vt ( ~) (.V ( :::: ) : D (::::) l <1 \.( '(' 

.., ',/ 

'' 'L r·) L )J=( u+ Ï.1· li 



4 
ALGÈBRES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

4.1. Généralités 

Dans tout le chapitre. K désignera lR ou 

Soient ·v un K-espace vectoriel de dimension finie muni <l'une uornw. C ::= V 1111 

ouvert non vide de V, I un intervalle ouvert non vide ( k 'R et f : I ~ [ ~ -- \ . 

(t. x) c---. f(t . . r) une fonction continue. Considérons l'équation rlifférentielle 

(*) ,i; ( t ) = f ( t. avPc 
d.t 

.i:( t) = 
dt 

C' ne solution x de cette équation Pst telle que la fonction ;: : I ----'- V t i--- ;:(t) ,. 
·' 

soit de classe C 1 et vérifie les conditions (t. t)) E I [~et ;:(t) = f(t.,_::rt)) IJ!>m 

tout t E I. 

On dira qu une fonction f : I x U - F est k (k étam nw· 

constante positive) en J: E U si pour tous (t .. r 1 ) et t . . 1>!) dan::; I U 

iif(t. xi) 

THÉORÈivIE de Cauchy-Kovalevskv '15]. -- Si f est une fonction k !-'. 

['équation différentielle ( *) admet une solution nniqu.e. De plus. si f 1:st 1m pol11nàrn e 

en .i; ou une fonction analyt'iqu.e alors ( t. r--- s( .c. t). où s (,r. t) est la solution ( "). 

est analytique dans un ouvert convenable de x U. 

Soient A une K-algèbre et f : A --" A une fonction polynome. On définit la dérivée 

de f en .r dans la direction de y par Df(x)y = f(!Cr+t)-f(.rl)lt=D· V.r, y E A. t ER 

-48-
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Soient x E A et k un entier tel que k 2: 1. notons Pk(x) = .rk. On a :ck = L ~ 1 (.r) où 

Lx : A -c; A, y i--+ xy. Si A est commutative. la différentiation de lïdentité Pk (.r) .I,1, 

donne pour k 2: 2. 
k-:3 

DP!,;(.r)y = 2L~- 1 (y) + L L{ 1y) Vu E A. 
J=O 

Si l'algèbre A admet une pondération :.;.'. pour tonte application polynôme f (,\ j = 
n n 

L riN, nous définissons l'application f: A - A .. . r f---4 f (.r) = L ~:i_,_:(.r )n- 1 .r'. 

l=l •=l 
Considérons les applications g1;; de A dans A. définies de manière récurrentr' par : 

k 

. 1 ' go(x) :retgk+1Cr)= k+iL..Jh(x)gk-J )Vk2:0. 
J=Ü 

E A .. 

LEl\Il\IE -1.1.1. -- Dg!<(.1· =(k_;_l A. O. 

On vérifie que la relation est vraie pour k = O. Supposons ln relation \Taie p1lm 

j :S k. k un entier donné. On a : 

k 

Dgk,i(x).r2 = k ~ 
1 

L[(Dq:1(.r):r2 )9k J(.r) + g 1 ( (Dq1,_i(.r l] 
J=O 

1 k 
= -1..--'ru-l-1Jq1..,_.1(.r -.1 (.r , (k .J l)yj.(.r 

l\'.+lL..r . 
j=il 

1 r 'k . = --:2\ · + l)go(.r:)qk-1(. ,1;:_;_1- ' , L: j 91 i q ~ -1 - t( .r 1 
1= 1 

k 

+ L:(k j -4- l)f]](.r)gk-;-d 
J=l 

1 k 

= k + 
1 

[2(k + l)go(.t)gi,,..qf.r)-,.- L(l' -4- l)g1 (.r)y1, ; 1(.rl: 
) l 

k+l 

= Lg1(x)gk-J-H(:r) = (k + 2)g1..,-~ 2 (.r). 
j=O 

d'où le lemme. 0 
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Remarque. Si A est une algèbre à puissances associatives alors gk(.r) 

Vk 2:: O. 

D'après Andreoli et Heuch (voir [2.5]). le caractÈffe d'une population dont l'hérédité 

est décrite par rapplication A ___, A . . r r-- . est gouverné par r (;quation différentielle 

de Riccati 

(4.1.2) ù = y 2 
- y sur l'hyperplan H = {.c E Ar ""''(.r) = l }. 

Considérons l'équation homogène 

(4. L3) 
. ·) 

U = !F !J -::: .·L 

:>.Totons G(.r.t) et 5(;r.t) les solutions de :±.L)) et (J.L2) ;nH· cmmm' cu11diri()11:-; 

initiales G(x. O) = .r et 5(.r. 0) .r. Le calcul de la tirnite de .r. t) qum1d t \('wl \<'r:--

lïnfini permet rétude de la stabilité du caractè-'re de la popnlntiou ;\ long tenrn'. 

LEMll.IE -!.lA [25]. ·- Sud A une f{-algèbrr:: pon 

V.r E A et 5(.r. t) = G(x. l - e-t). EH. 

On 11 C(.1'. t) ~ t;,11·' "1 L .,._.,.1:. 
k >!J 

Ce lemme est principalement clù au théorPme de Caudn·-f\.ornlevsb· qui g;1r;mtir 

la convergence de la série tk IJ ( " 1 . 1.:1"· /' 

LE.MME -!.1.5 Smt A une K-al111~bre Si lim 111.-(.r) ~ A olo1s 
k-- :X . 

lim 5(.r. t) = lirn gk(.r:). 
t~.,-.= k-~+ X) 

THÉORbIE J.1.6. -- So'it A une K -algèbrr:: à p1L1s.rnnces aswc1atiues non 

G ( .r. t) ( l - t Lr) - lx V x E A. 

En etfet. si A. est à puissances associatives. 

G(x. t) = L t"".i·k-:-l 
k'?'.0 

= ( L (tLr )k).r 
k?_ü 

= ( l - tLr )- 1.r . 0 
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4.2. Équation de Riccati dans les algèbres de Bernstein 

Soit Je rapplication polynôme définie par ./1(/\) = >. 2 (A :3. 

THÉORÈ?-IE 4.2.l [20.25]. Sod A 11,ne K -algèbre de Bern.ste'in train de mng 1 

Son équation train est donnée JJa7' fd = O. 

·r · , . ·1 ') ·) '')~] 0 . 1 1 · l 'b d B . 0 HEORE~IE '±.-.~ l-O . ..Joit Il. une i -a,r;e re e ernstem. n 1l: 

') E-1 

(i) gt(:r) - w(:r)Yt-d - Ji;..i(.r;) E A. ., f! . 

( si h-r-1Cr) = n alors 9k( - :..J(.r)g1.;_i(.r) = () Vk 2: ! . 

Le résultat suivant est prouvé dans [251. 

Soit A une K -algèbrP 

E A. On a: 

( i) G 
t-2 ti 1 

. t) = 'tk9k·(.r) +- 'f1-1(_.r) . L..t . . . 1 - féi.' ) . . 
k==O 

E A: 

[-2 

(li) S(:r.t) = e-t(Ltkgi,Jr)(l -f·-t)k) + (1-r- 1
)' 

1
q1 t(.r) .r C:. H: 

k=O 
1. -~ (' \ , un ~ .r.t; =gt 1 EH: 

~-......_·X 

(iv) lim S(.r. t) = .r:3 

1..:-+·x 
E H. si A. est nucléaire. 

4.3. Équation de Riccati dans les r5-algèbres de Bernstein 

') 
·). 

Rappelons qu'une K-algèbre pondérée (A. w') est une â-algè~lm· de Bernstein si pom 

tout .i: dans A . . rl31 = -l8w(.r):r3 
- (48 2 + 28 +2()(2r5-l (.r)i.r. 

Soit le polynôme fsA>.) = /\(/\ - S)(/\ - 1)(/\ 
1. 

j-; (' \ î ' .. \ 1 l' ' l · t l ' ' •) •) l'' ô.l "J = L..t ~11 /' • c apres e · ieorerne _.,). -· 
i=l 

1, = (-1) 1 -ilC-~) + 2(1 + 0) i -+- -*8C-1 l u l. .... (). On a dun(' 

f,u(:r) = .r3 
- (1 + â)w );7: 2 + r5u..1(:r):.:.r et 

(4.3.1) fs.t+1(x) = .rfsd2:) -1w(x)J,u(.r) 

L'analogue du théorème 4.2.1 est donné par : 
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THÉORÈME 4.3.2. Soit A v,ne 6-algèbre de Bernstein train. de rang f 2: :L Son 

équation train est donnée par (.r)=O. 

Soit (A. une 6-algèbre de Bernstein. Pour tous x et u dans A. on a : 

DfrJ.3(x)y = 2x(.ry) + y- (1 +6)(2:..; + u).r: 2
) . ..:- ô(2:..;(.r:u).r -L- w·(.z:)2y). 

donc 

Dfru(x)x2 = 2x 4 + 46w(x)x3 
- (-±62 + 2ô - 1): .• :(.r)2 + 2â(26 - 1 ) 1 r 

- (1+6)(2:..; )J;:3 + »(.r:) 2 
) + ô(2(.,;(.r):1

.1· + w'(.r) 2 

= 2:r4 + 2(â - l):.i.:(:r).r 5 
- 26(2ô + 1 .r) 2 .r 2 + }' \ 's [' .( J • -

--'-- / ... , r·) 2 1·.·1 _;_ 1 ()- .. ( r·)· 1
1 - 1 1 _;_ 1·,-1 ·r r·: 1· 2 

1 J.__,,, ,,, , -± '-""",,, \- , 1 wl. 1· 

- ·)xf'- · (' - - . 1),3. + -±6:...: (.r) fs. i(.r: J . 

LEt-I~IE J.3.:J. . . . . .~ - ·),. ( 
') 

Dfi.I .1. ).1 - _., (.r) ·7- 26({ - l)....:(T (.r) c;! ;). 

En effet. d ·après le calcul précédent. l'égalité est vraie ponr ! 

vraie à un rang donné f et montrons qu ·elle rest(·' vrnie au rnng ! + 1. L1 diffén'nt Îil r ion 

de (J.:J.1) donne: 

D fs.1~1 (.r 
. 1 

(.r) -. ' 2 
') 

t (.r.·) - D./'â.r( l .. D . .. , 
:)..<.'( .t) ( f,5_1 1.ri.1·-: 

l , ) ·• . ) - ;:;-;,;,;(.r -.h.1 . . '). (' ' f' ( . ) . ·) ). ( 1 . ) -;- -X .c . • i.1 .r) - -< - L ( .r; .r ( .J' l 

/) -(f .) . .. v: 1) : - l ·u-r /,Ji\.r l 

' f f . . l = 2X\X. 1).E(X J) -- 2...-;( 
') . ( -.fa., \ .r) -;- 2Mw". .1:) ( .r 

+ ( - 26w )x) 

( ]') 
l 
~....,·( .1.·) . ) . . 

(. (') . 

~ . {' } ) 

n·après l'identité (.J.3.1), on a 

2;r lô,1..c. 1 (:r) = 2x(.rf5.l (.r)) - 0.:( .r ).r (.r) 

. l 
=2x(xfo.c )-:,,.: )(fâ1 i(.r)+:)w·(.r) (.r)) 

2.r(xfo.e(.z:)) 
l f· fr5.1 (.r) - ...;(.r) -J,) 

2 

donc 



'J·r(·rf- ·(x)) 1
w· 1'x') 2 f- fx) - ')·,.J' - . (. ·1·)...:... -· . (),(. . - 2' .· ô.l\ ' - _,,,, (),t+l '' ' 

) f.51. ( .t)) 

' [. 2 •)À ' ( -:- \:r - -Uw \'r \j'-
1 ô.I ) - ,.,;(.r i(.r) 

- ·J.,. f' - . -l- ·J"f·· . ( r) f·· . - -"·. 1>.t+l · ~u ·'-'-' · · , 1l.t+l ) + ( - 2&.c:(.r).r) ( ./') 

+ »(x)(fô.f..,.1 ) - .rfs.Jr)) + 1L·( " ;( J')) 

Comme il A.nnS. ·-, ·3 Pt /' 2 - •)À"(/' :::::..._. '- ' -!!....,.., • 

' j' ' . l 1 1 ·) . ) ' . ' •) ' 1 1 • -~ 
J r5.d .r) = 2 \ - _() .... : ( .r )- ( .I') d (' iemme s ensni t. ~ 

Considérons les applications h1..- définies numière rfrnrrente par h0 ( T J = .!' 

k 

h1,--:-1Cr) k ~ 
1 

(1 - 26)- 1 2:.:(hJ(1:) (.r) - 26w(.t)h ' 1h;(r)) .t A. •'t J; !). 

J=O 

En particulier. h 1 = (1 - 2J)- 1 (.r2 2(5: .•. :(.r).rî ('f 

- Ô( l - M)lk·l.r)2 c). 

On remarque riue si 6 = O. hk = !JI,. 

:Jotons p(x) = (1 - 26)- 1( - 26u.:(.r).c). La ÜPmonstrntiou <ln leunrn· sniva11t f"'t 

analogue à celle du lemme -1. l. l. 

LEi\I:\IE -l.J.-!. -- Dhi.:(1:)p(.r) (). 

D'après le lemme 4.J.1. Dh!-,;\.r)((l - 26) 1:.v·(.r)(.r2 - 261A..·(.r l) = (/; -:-· l)hi,._ 1 \.r1. 

soit (1 - 26)- 1 Dhk(.r = (k-:- L)hh·-d.r). On voit alun; qnP 

Dhk(.r )x = (k + 1 )hk(x) et donc. 

Dh~:Cr):r2 (1- 2ô)(k + l)hk-:- 1 ( + 2ô(k + l)hd.r). 

THÉORÈME 4.3.5. -- Soit A. une ô-algèbre de Bern.stein. Pour tout .t dans A. on 11 : 

') 1.-1 

(i) he(.r) - :.v•(x)h1:_ 1 (x) = (1 26)-1' ;! •) 

(ii) si fe.+d:r) = 0 alors hdx) - :.v•(.r)hk 1 ) = 0 Vk ~ f. 
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Notons que rassertion (i·i) se déduit de (i) que nous montrons par récurrence. 

On a Vx E A. 

h ' . )1 (' ('1 ')-._')( :3 ·3- 1 ,, '(· -) .( ,) 2 ) - c.Ù ( .r i 1 . = ·. - ~6 ) - .r - . 6w ( .r 1 .c - 1) . 1 - -l:ô :_,,' .r r .l' 
- (1 - 26)w(x 

= ( 1 - 2â) 2 (.r l - (1 -L 

= (1 - 2ô)- 2 

+ ,):_,_,· ( .r) :2 .r) 

et l'assertion (i) est vraie pour 1. = 2. Suposom; que. pour un l donm;. nu ;iil 
') 1.-1 

ht(x) '..V(x)ht r ) = (1 - 26)- 1 ;! i(.r). En différentiant le membre~ de g;rnc!H' 

de cette égalité. on obtient 

= (f + 1)(1 - 2J)h1..:-i(.rJ + (-l:M-:-- 2â ( .r) hi( .r) - ( 1 + 2â i • 1 "!' _; /1 . . 1 )' ·1 ,.L 1 ~ i. t" . 

= (1+1)(1 - 2r'i)(hl~l (.r) ..• :(.r:)hr(.r)) + ( 1 + '.2M (.r)( hr (Y) -'.:(l'ih1 -1 ! ri l 

•) i l 

= (l + 1)(1 - 2â)(ht-; .. 1 (.r) - .r)h1 ))+11~2M)(l-2ô) 
f ! 

J.:(.r)f.L, -11 .r). 

Pour le membre de droite. (f après le iemme -LLL un a 
') -1 •) ! l 

(·1-·Jo-)--i.- DJ· -(1-·1·')-'.:. r·J ·t··. ( ·i--·)11 ·1 ··i . - t! '). - -V, (:'. ,-.L. •l.l·-1 ./' ' -< ~,.l -1lt11. 

L ïdentité (.L;3.1) donne 2x .q ( .t) = 2f11.c... 2 ( .r) + _,;(.r) 1. 1 1 .r). doue 

·) 

( 1 - 2ô)-L -, 
1 .. 

l 

Dfï,1.-1 (.r 
·) i 

(1 - 2ô) 1 
-, 
1: 

(./') 

•) t ·~ l 

+ (1+2r51)(1 - 2ô)- 1 
;, ~·(.r) _ 1 (.r1 

En comparant les deux résultats. il vient après réduction. qiw 
01 

hlc.. 1 ) - _,; Cr)= (1 - 26î 1.--l - ). d'nù l'assertion (i). 
• J u + l)! 

Remarque. Soient l'équation différentielle homogène 

(-l:.3.6) .è = p(.r) avec p(.r) ( 1 - 25)- 1 
( - 21L.:(.r 

et l'équation de Riccati 

( 4.3.ï) j; ( ')"' 1( .. 2 ) 1 - _à) .r: - .r, .r EH. 

··~" 
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Soient G(x. t) la solution de (4.3.6) et S(x. t) celle de (-L3.7) avec pour conditions 

initiales G(x, O) = x et S(x, 0) = .r. Alors. les assertions dn théorème '"1.2.:3 sont 

vérifées si on remplace hk par .9k· 

Remarque. Dans le cas o =f=. 0, la résolution des équations (-L 1.2) et ( 1. L3) présellt1' 

de nombreuses difficultées. De ce fait. notre étude :-;e portera :c:ur le cas des 15-algèlm's 

de Bernstein-Jordan. 

4.4. Équation de Riccati dans les ô-algèbres de Bernstein-Jordan 

Soit A une 15-algèbre de Bernsrein. On dira qne A est une 15-nlgèbre de Bernsr1"i11-

Jordan si .r3 
- (l + 6)u.:(.r).r2 + Ôu.;(.r) 2 x = 0 7.r E A. 

On a .IJo ) = x .. <]1(.I:) = .r:.:. g2 (.r) = (l + ( . r ) .<J 1 ( .r ) --

k 2: O. posons g1.;Cr) = c1,;...J )1,'.qo(.r) __;,._ d~.,,_;(.r)h 1.11 1 \.ri <1wc 

:.; .. :(gk(.r)) = ..u(.r:)"''1. 

La différentiation de lïdentité ci-dessus donrn" : 

= 1 

( k + 1 )91.;~ i (.r) = kc1.;:.,..:(;r)k-:-l .rJo(.r) + Ckw'( .r)k1;r(.r) ~ ( l 1·A.) ( k 1 )w'( .r î' 111 ( .r J 

+ '.2(1- cA);,,,.,•(.1')1.·-i.1J2(.r) 

-:- ( k - 1) ( l - ('k) 

= ( (26 + k - '.26):.,_,•( 1g0 (.r) -r- (1+28 ~ k 

(•).\ . k) »). ·( ··)!.; (. ·) - \ -u T · Cli'. w .[ .fJl . .L · 

Si la 6-algèbre de Bernstein-Jordan A n'est pas démentaire. 011 a 

( -1.4.1) (k + l)c1.:-,1 = (26 + k 26 'vk 2: o. 

Les calculs montrent que 

(-1.4.2) 
26 ( /;2:··~2 11

1 

k - .. j _,__ 2s) 
Ck = -- 1 + 

k . h· - j 
{=1 j=l . 

Vk 2: 2. 

l 'i\l' 

La proposition suivante nous laisse peu d'espoir quant à l'existence de lim S(.r. t) 
t~_,..x 

pour 6 quelconque. 
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PROPOSITION 4.4.::t Si 26 > 1 alors (9dx))1.; diverge. 

Il nous suffit de montrer que diverge. 
k j 26 k - j + 1 

Si 2ô > 1 alors > pour j = 1 ..... k :2. On a donc 
k-j k-j 

~ rrt k - j -+- 26 > ~ ~.·· et 26 ( 1 + ~ rr'· k -j + 26 \ 
~ k - . ~ . k ' ~ k - . } 
{=l ]=l J J=2 J L=l .J=l .J 

k 

donc c1.; < - L~=2 l. Connne lim "\'""' 
1 = +x alors {<'h·h>n diverge. 

J J k-..:..x; ~ J -· 
J=2 

Exemple. Soit A une 1-algèbre de Bernstein-Jordan. Les cnknls montrPllt qne 

Ck = 1 - k et qk(.r) 
n ., 'k Sn = ~ t :.u 

n 

("t T = "\'""' k·tk· ·! y·\1.· ,- f( ~ · W\d?J. 

k=2 k=2 

riS11 ·y ) .. )1 (t:.u(.rlJ"-t 
011 a T 11 = t--· Or 5 11 t~;.i.;(.r)- er 

dt 1 t J..; ( .t ) 

(2b.:(.r 

(1- f;..:.,'(.t)î 2 

( 1 - t:.u ( J' 

( 2 - ;r)) tw ( .r:) 2 

2: O. Pos()ns 

l)fll;...:(.t)ll-1 

T -------------~ 
(1-fo.J(J:)) (1 

Comme lirn ü et lirn ntn 0 pour 1 < t < l. alors 

L:ktk 
k~2 

Ainsi. 

n--,x: 

)k = (2 - tw(.r))t2;.i.;(.r):2 
. (1- ))2 

. . . (. t:2_,;(.r) 2 

G ( .r:. t ) = 90 ( + tw ( :r) g d .r) _._ .r;o (.c) . , 
• 1 ·- f"..LJl .. r; 

(2 - t.u( )t2.u )2 

+ gi(.r) . 
· ( 1 - tw ) 

1 - 2tw(1:\ . f;..;.,·(.c) 
- 9o . , · ·1 + 91 ( .r) . · · 
- · ( 1 - f:..,• ( .r J )- · ( 1 - tw r)) 

Soit .r EH et t E]O. +x[. On a 

= 90 (2 t) ' (' . ( e . -:- .91 X') . - 1). 

_ (2- t:.u(.i·))t2""·(.rï2 ) 

(l-f;,i_;(.t)) I 

-t) e 
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On voit clairement que S ( x. t) diverge. 

Il existe des 6-algèbres de Bernstein pour lesquelles S ( .r. t) converge vPrs nn 

idempotent. 

PROPOSITION -!AA. - Smt A une ô-algèhrc de Bernste1n.-.lonian avec -26 ~ 

S(.r:. t) converge vers un idempotent. 

En effet. supposons -26 

(4A.l) devient (k + 1 

l pour 1m certain Pnti(·r naturel I. L ïdl·uriri·, 

(k - f.)c1.: --:- l. On a donc 
( 

r:,_L = -.-- er •Jll 
I ~ L 

f. 
montre par récurrence que c1.: = -.-- pour 

j + 1 
t onr k 2. !. -:- 1. ,\insi. pnnr k 

·(r/-1 
t ~ L g1,: f: + 

1 
go(.r)-"- ""1.·_,__ 1 .rJ1Cr) 

1 . !, ' . . . • 
---.cv·(.r)· - 1 l1;i(.r) 2(b.:( r.l.(ll)(l'J •. l 
l - 2ô '·· :; 

car { -26. Il vient que 

G(x. t) = L 
!.:=\) 

'k '.)' = Lt g!,;(2: T (l 
k=O 1 

et S(.r. t) 
11- 1\1-l 

l) + -'----' _f_1;1\.r.l - 21\1;u(.rJ··.l. d·, 
. ( 1 25) \ 

!.: ~-= () 

lim S(.r:. t) = . 1 
_ (g1 (.r) - 261;0(.r))-:= Ip(.-ll. 

t--= ( l - 26) 
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