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SOLUTIONS SEMI-GLOBALES DE PROBLEMES DE GOURSAT
SEMI-LINEAIRES HYPERBOLIQUES
PARTIE I: SOLUTIONS SEMI-GLOBALES DU SYSTEME INTEGRAL
DES FORMULES DE KIRCHHOFF ASSOCIEES

D. E. HOUPA DANGA AND MARCEL DOSSA

ABSTRACT. Le but ultime de ce travail est d’établir pour des systémes semi-linéaires
hyperboliques du second ordre, astreints a des hypotheses de structure assez générales
sur les termes non linéaires, et & données initiales portées par la réunion de deux hyper-
surfaces caractéristiques sécantes, I’existence et I'unicité de la solution définie non seule-
ment dans un voisinage assez petit de la sécante (solution locale, Cf. résultats antérieurs
[26], [27], [29], [30]), mais aussi dans un voisinage de la réunion toute entiere des hyper-
surfaces initiales (solution semi-globale). Pour ce faire, on est amené tout d’abord &
montrer que le systeme intégral des formules de Kirchhoff associées au probleme con-
sidéré admet une unique solution, dans un espace de fonctions continues et bornées,
par la méthode du point fixe. Cette solution est définie dans un voisinage de la réunion
toute entiere des hypersurfaces qui portent les données initiales.

Dans un second article (Partie IT), on se propose de combiner le résultat d’existence
semi-globale ainsi obtenu pour le systeme des formules de Kirchhoff aux techniques
classiques d’existence locale de [26], [27], [29], [30], [35], [36] dans le but d’établir, dans
un cadre d’espaces de Sobolev a poids, des estimations a priori pour les solutions
locales du probleme de Cauchy caractéristique considéré. On peut ainsi déduire le
résultat d’existence semi-globale annoncé pour ce probleme.

Semiglobal solutions of Goursat problems for some semilinear hyperbolic
systems
Part I: Semiglobal solutions of the integral system of associated Kirchhoff’s
formulae

Our final aim is to prove that for some semilinear hyperbolic systems of
the second order with initial data on two characteristic hypersurfaces, and
under general hypothesis on the structure of the nonlinear terms, there is a
unique solution which is not only defined on a small neighbourhood of the
intersection of these hypersurfaces (local solution, Cf. [26],[27],[29], [30])
but is also defined on a neighbourhood of the entire union of those hy-
persurfaces (semiglobal solution). In order to achieve that goal, we start
by proving that the integral system of Kirchhoff’s formulae which are as-
sociated to the problem we have considered has a unique solution which
belongs to a space of continuous and bounded functions by the fixed point
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method. This solution is defined on a neighbourhood of the whole union
of the characteristic hypersurfaces on which initial data are given.

In a second paper (Part I1), we will combine the so-called semiglobal
existence result therefore obtained for the system of Kirchhoft’s formulae
to classical local existence techniques of [26],[27],[29],[30],[35],[36] in
order to establish, in some weighed Sobolev spaces, a priori estimates for
local solutions of the characteristic Cauchy problem considered. We can
thus deduce the semiglobal existence result announced for this problem.

INTRODUCTION GENERALE

Le but final de ce travail est la résolution semi-globale, dans un cadre d’espaces de

type Sobolev a poids, sous des hypotheses de différentiabilité finie sur les données et
des hypotheses de structure assez générales sur les termes non linéaires, de systemes
semi-linéaires hyperboliques du second ordre a données initiales portées par la réunion
de deux hypersurfaces caractéristiques sécantes. Le probleme ainsi considéré s’appelle
un probleme de Cauchy caractéristique ou plus précisément un probleme de Goursat

semi-linéaire.

L’objet d'un probleme de Cauchy caractéristique est de résoudre un systeme d’équations

hyperboliques dans un domaine Y délimité par une ou plusieurs hypersurfaces car-

actéristiques sécantes (comportant éventuellement des singularités) portant les données
initiales. Les trois cas de domaines Y souvent considérés sont:

(1) Y est I'intérieur d’un demi-conoide caractéristique C' ([6], [16] , [17], [35] , [36], [37],
[38]);

(2) Y est le domaine délimité par deux hypersurfaces caractéristiques régulieres
sécantes ([26], [27],[29], [3], [4], [8]);

(3) Y est le domaine de R™™ délimité par deux demi-conoides, caractéristiques C}
et (s, tronqués en leur sommet, dont I'un est dirigé vers le futur et I'autre est
rétrograde et qui sont sécants suivant une (n — 1)-surface difféomorphe a la sphere

Sn—1 (Cf. [39],[40]).
Le probleme de Cauchy considéré est dit local si:

e dans le cas 1., sa solution est recherchée dans un voisinage assez petit du sommet
du demi-conoide C' dans Y.

e dans les cas 2. et 3., sa solution est recherchée dans un voisinage assez petit de
la sécante des hypersurfaces caractéristiques dans Y.

Le probleme est dit semi-global si:

e dans le cas 1., sa solution est recherchée dans un voisinage de la totalité du
demi-conoide C' dans Y.

e dans les cas 2. et 3., sa solution est recherchée dans un voisinage de la totalité
des hypersurfaces caractéristiques dans Y.

Le probleme est dit global si sa solution est recherchée dans tout le domaine Y.
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Les motivations physiques du probleme de Cauchy caractéristique proviennent essen-
tiellement de la théorie de la Relativité Générale ou ce probleme intervient naturellement
dans une grande variété de questions relativistes (R. PENROSE [28], Henning MULLER
zum HAGEN et Hans-Jirgen SEIFERT [26], Alan RENDALL [30]). Il intervient en Rela-
tivité Numérique (Jeffrey WINICOUR [34], R. A. ISAACSON et al. [24]), en Cosmologie,
dans I’étude de la radiation gravitationnelle émise par les systemes isolés, dans 1’étude
des espaces-temps relativistes de type trous noirs, dans I’étude de conjectures célebres
de la Relativité Générale (hypothese de la censure cosmique, etc...), dans 'étude des
propriétés asymptotiques et des propriétés de scattering d’équations physiques.

Les problemes de Cauchy caractéristiques sont étudiés depuis environ un siecle avec
les travaux de pionniers tels D’ADHEMAR [13], J. HADAMARD [21], M. RIESZ [31],
G.F.D. DUFF [18], F. CAGNAC [8]. Dans le cas 1. ou I'hypersurface initiale est un
demi-conoide caractéristique C', les résultats récents, les plus significatifs, portant aussi
bien sur les problemes locaux, semi-globaux ou globaux sont dus & F. CAGNAC [7], M.
DOSSA [35],[36], [37], M. DOSSA et F. TOUADERA [38], M. DOSSA et S. BAH [17].
Dans le cas 3. ou 'hypersurface initiale est la réunion de deux demi-conoides, tronqués,
sécants, G. CACIOTTA et F. NICOLO [39],[40] ont réussi a démontrer un résultat
d’existence globale pour les équations d’Einstein (probleme de contraintes initiales +
probleme de I'Evolution) avec des données initiales petites en norme, en utilisant un
double feuilletage isotrope du domaine Y et les techniques géométrico-analytiques de
solutions développées dans [41] et [42]. Le cas 2. ou I’hypersurface initiale est la réunion
de deux hypersurfaces régulieres caractéristiques sécantes est celui auquel on s’intéresse
dans ce travail. Voici les grandes étapes des travaux effectués dans ce cas. En 1977,
H. MULLER zum HAGEN et H.-J. SEIFERT [26] ont entrepris une vaste étude de
problemes de Cauchy caractéristiques a données initiales sur la réunion de deux hyper-
surfaces sécantes dont 'une est caractéristique et I'autre est ou caractéristique (probleme
de Goursat), ou spatiale (probleme mixte spatio-caractéristique) ou temporelle. Leur
méthode reposait essentiellement sur I’établissement des inégalités énergétiques pour le
probleme linéaire associé suivant une méthode de point fixe employée pour les problemes
de Cauchy a données initiales sur une hypersurface spatiale (probleme de Cauchy or-
dinaire) par S. HAWKING et G.F.R. ELLIS [20]. Les insuffisances constatées dans ce
travail (voir [15]) ont été résolues par D. CHRISTODOULOU et H. MULLER zum HA-
GEN [10] en 1981, puis H. MULLER zum HAGEN [27] en 1990. En 1990, a la suite
du travail de F. G. FRIEDLANDER [11] datant de 1973, A. RENDALL [29] publie un
résultat d’existence C'*° sous des hypotheses C'*° sur les données pour des systemes hyper-
quasilinéaires hyperboliques du second ordre; sa méthode est basée sur une réduction du
probléeme de Goursat a un probleme de Cauchy ordinaire a données initiales nulles et des
arguments de domaine de dépendance; le résultat obtenu est appliqué avec succes aux
équations d’Einstein du vide en jauge harmonique en résolvant par la méme occasion le
probleme des contraintes initiales sur les deux hypersurfaces régulieres caractéristiques
sécantes.

Dans tous les travaux sus-mentionnés, dans le cas 2., la solution obtenue pour le
probleme de Goursat non linéaire est seulement locale, c¢’est-a-dire qu’elle est définie
dans un voisinage assez petit de I'intersection des deux hypersurfaces caractéristiques qui
portent les données initiales. On se propose ici de montrer que sous certaines hypotheses
de structure assez générales sur les termes non linéaires des équations et sans hypothése
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de petitesse sur les normes des données initiales, la solution du probleme de Goursat
semi-linéaire existe et est définie dans un voisinage de la réunion toute entiere des deux
hypersurfaces caractéristiques sécantes qui portent les données initiales. Ce probleme de
Goursat semi-linéaire, semi-global a été étudié par A. CABET [3], [4], pour des équations
des ondes semi-linéaires, moyennant des hypotheses de structure assez fortes sur les
termes non linéaires. Ainsi, pour des termes non linéaires ne comportant aucune dérivée
premiere de la fonction inconnue, l'auteur utilise une méthode de Galerkin avec une
décomposition spectrale suivant 1'une des directions isotropes; lorsque les termes non
linéaires des équations considérées sont essentiellement linéaires par rapport a certaines
dérivées premieres de la fonction inconnue, une méthode itérative basée sur des inégalités
énergétiques, des estimations a priori et le résultat d’existence C° de RENDALL [29]
est utilisé.

Dans le présent travail, pour améliorer les résultats de A. CABET, on adapte une
méthode introduite par M. DOSSA et S. BAH [17], pour le probleme de Cauchy semi-
linéaire, semi-global a données initiales sur un demi-conoide caractéristique. Sous des
hypotheses de structure assez générales sur les termes non linéaires, il s’agissait d’une
méthode basée sur des estimations a prior: établies dans un cadre convenable d’espaces
de Sobolev a poids, grace a une adéquate combinaison du théoreme du point fixe de
Banach, des résultats d’existence locale établis par M. DOSSA [16],[35],[36] et d'un
résultat d’existence et d’unicité pour le systeme intégral des formules de Kirchhoff as-
sociées aux équations considérées, établi par S. BAH [1], [2].

Pour pouvoir décrire de fagon plus précise les résultats obtenus dans les parties I et 11
de ce travail, ainsi que les méthodes de solution utilisées, il convient d’introduire d’abord
quelques notations géométriques.

Notations géométriques

Y ={(z*) e R*/ 2° > |z!]; (2% 23) € B}, ot B est un domaine fermé borné de R
S ={(z*) eR*/ 2" = (- 'zt (22, 2%) e B}, w=1,2.

S=8'US8%: T =8'ns%

Pour tout T € R, Yr =Y N{(z*) e R/ 2° < T}, S =S"N{(z*) e R*/ 2 < T},
YU =8"N{(z*) e R*/ 2°=T}.

Pour tout o € R, P, est I'hyperboloide cylindrique défini par:

{@) eRY (@0 — (@) = 0% (e a*) € B},

Yoy = { (e e B <00 < @) o e 2

GT,O’ = y(a) N {(l‘a) S R4/ 20 = T},

Yro=Vr N Ve, Yo = (J Yr gy, out g : R% — R est une application.
TeR?

Position du probleme

On considere le probleme de Goursat:

(E,): AM (%) A,ur + fr (2%, ug, Oyu,) = 0 dans Y,
(C—=1): u, =¥ sur S¥,
a,\,pu,v=0,1,2,3; r,s=1,2,...,N.

(P)

Hypothése ()
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AM € C* (R x B) et I'opérateur différentiel L = AM (2%) 95, est 2°—hyperbolique
avec A% > 0 et AYX;X; est définie négative, 7,7 = 1,2, 3.

Hypothese ([3)

Les f. sont de classe O dans R? x B x V x R* avec V ouvert de RY.

Hypothese (G)

Vo € R%, P, est spatiale pour L.

Hypothése de structure (Gy)

Les f, sont des fonctions de classe C* dans R?x Bx V xRN (V ouvert de RY) et telles
que V (w;) fonctions régulicres dans R? x B, la restriction de f, (2% w, (%) ; dyws (%))
a SY est, apres simplifications, linéaire par rapport aux dérivées [Opws|” = dows

Hypothese (C)

Vw = 1,2, S* est une hypersurface caractéristique pour 'opérateur L = AM (22) 8/2\H.

Les travaux de H. MULLER zum HAGEN [27] et A. RENDALL [29] entrainent que,
dans un cadre convenable d’espaces de Sobolev non isotropes et sous les hypotheses
(), (8),(C), le probleme (P) possede une solution unique (u,) définie dans un domaine
Yr (T assez petit); Vr est un voisinage assez petit de 7 dans ), mais non un voisinage
de S tout entier.

Sous les hypotheses supplémentaires (G;) et (G), on se propose de montrer dans ce
travail que la solution est en fait définie dans un voisinage de la totalité de I’hypersurface
initiale S dans ) (plus précisément dans un domaine Y9)) et cela sans hypotheses de
petitesse sur la norme des données initiales (¢*).

Les formules de Kirchhoff

Pour obtenir I’existence semi-globale annoncée, 'ingrédient nouveau qu’on a utilisé est
le systeme intégral des formules de Kirchhoff associées au probleme (P) et aux équations
dérivées des équations (F,) jusqu’a l'ordre 3. Grace a une synthese rigoureuse des theses
de Mmes Y. CHOQUET-BRUHAT [11], J. TOLEN [33] et MM. F. CAGNAC [5], S.
BAH [1], on montre que:

Sw.

1). Toute solution u = (u,) suffisamment réguliere de (P) vérifie ainsi que ses
dérivées partielles jusqu’a l'ordre 3, le systéeme intégral des formules de Kirchhoff
qu’on notera, pour le moment, sommairement sous la forme:

VMO ZEO Ey
(Fs){ anls (28) / / / s (U du ((Cay) / / 1]) dp (Sy (My))
So Mo
OU.’

Us = (us,ﬁaus,agﬂus,agmus); Chy, €st le demi-conoide caractéristique pour L issu
de My et dirigé vers le passé, (C']\}O) est la partie de Cy; qui se trouve au dessus de S,
So (My) = Cy, N S.

Les fonctions Hg et Js sont des fonctions de Ug et de certaines fonctions auxiliaires
Q qu’on ne précisera pas ici pour des raisons de simplicité.

2). Le systéme intégral (Fs) admet, dans l’espace de fonctions continues et bornées,
une solution unique (Ug) définie dans un domaine causal JN), voisinage dans )
de S tout entier.

En effet, d’apres I'hypothese de structure (Gy), les restrictions a S des dérivées jusqu’a
I'ordre 3 de la solution éventuelle (u,) du probleme (P), notées (Pg) sont déterminées
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de fagon unique sur S tout entier. La preuve de 1). est alors similaire a celle donnée par
Y. CHOQUET-BRUHAT dans sa these, dans le cas du probleme de Cauchy ordinaire,
en intégrant sur (C’A}O) des combinaisons linéaires convenables des équations (F,) et de
leurs dérivées jusqu’a l'ordre 3. La solution du systeme intégral des formules de Kirchhoff
(Fs) est construite comme point fixe d’une application contractante © envoyant une
boule centrée en (®g) dans elle-méme; pour ce faire on a besoin d’une étude complete de
la 2—surface Sy (M) pour I'intégrale double qui apparait dans (Fg) ainsi que de I’étude

du comportement de / / / du ((C’ )) lorsque My (xf) tend vers un point de S.

My

Estimations a prior:

Sans nuire a la généralité, on peut supposer les données C'™.

Pour obtenir, ’existence semi-globale pour le probleme (P), il suffit de montrer que
VI € R% il existe g (T') € R tel que le probleme admet, dans le méme cadre fonctionnel
que les travaux de H. MULLER zum HAGEN [27], une unique solution définie dans
Vrgr

(%r d’apres 2)., VI € RY, il existe g (T') € R tel que le systeéme intégral des formules de
Kirchhoff (Fg) admet une unique solution (0., Uyqa, Uras, Urapgy) dans 'espace des fonctions
continues et bornées dans Vr 4r)

D’aprés H. MULLER zum HAGEN [27] et A. RENDALL [29], il existe alors T}, € ]0, T,
tel que dans le domaine Yy, (1), le probleme (P) admet une unique solution u = (u,) €
C> (Vr,41))- D’apres 1)., les fonctions (u,) et leurs dérivées jusqu’a ordre 3 vérifient
le systéme intégral (Fg). Par unicité de la solution de ce systéme, on a donc:

Uy = Uy, Oply = Upq, afwur = Urag, 8257% = Urafy-

On en déduit, via I'hypothese de structure (G;), que V17 € |0,7], toute solution
u = (u,) du probleme (P) définie dans Vr, o) vérifie I'estimation a priori:

lul < K

ou la constante K ne dépend que des bornes des (T,, Uya, Urags Urasy)-
On en déduit par un raisonnement classique, I'existence et 1'unicité de la solution pour

le probleme (P) dans Yr ), donc dans Yo = Yr g

TeR?
L’objet du présent article (Partie I du travail) est donc de résoudre le systéme intégral
des formules de Kirchhoff (Fg).
Plus précisément, pour des systemes semi-linéaires hyperboliques du second ordre, on
considere le probleme de Goursat (c¢’est-a-dire que les données initiales sont portées par
la réunion de deux hypersurfaces caractéristiques sécantes) suivant:

0.1) (E,) : AM (x )aAuUT + fr (2%, ug, 0,us) = 0 dans Y
' (C—=1): u. =¥ sur S¥
ou:
o o, \,u,v=0,1,2,3;r,s = ,n; 0y —W,a %

e S est une hypersurface caracterlsthue pour I operateur différentiel hyperbolique
L = AM (z%) (‘XM et d’équation: 2° = ¢¥ (2), i =1,2,3; w = 1, 2.

e S1NS? =7 déquations: 2° = 0 = 2!, (22, 23) € B, ot B est un domaine fermé
borné de R2.
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e ) est un domaine de R* délimité par les hypersurfaces S et S? dirigé vers les
20 > 0.

e S =S8"US8? est d’équation z° = ¢ (z%) avec ¢ (x') = ¢¥ (') sur S*.

e ¢ est une fonction donnée définie sur D* = projection de S dans l'espace des
(z%) telle que ¢! = ? sur 7.

e Pour toute fonction v définie dans un domaine de ), on note [v]" la restriction
de v a S™.

On se propose d’établir des résultats d’existence semi-globale et d’unicité, dans un es-
pace de fonctions continues et bornées, pour le systeme intégral des formules de Kirchhoff
(Fs) généralisées associées aux équations (E,).

Cette méthode de résolution de problemes de Cauchy a travers la résolution préalable
d’équations intégrales a été inaugurée par M. RIESZ [31] et S. SOBOLEV [32]. Elle a
été par la suite approfondie par Y. CHOQUET-BRUHAT [11], [12] . Dans ses travaux Y.
CHOQUET-BRUHAT ¢’intéresse a des systemes non linéaires hyperboliques du second
ordre & données initiales sur une hypersurface spatiale de R*. L’auteur s’est d’abord
intéressé aux systemes linéaires pour lesquels on a le résultat suivant:

Pour toute solution de classe C? du probléme de Cauchy linéaire suivant:

(F.) : AN (2%) 0% up + B)® (2%) Oxus + fr (2*) = 0 dans Q
(0.2) ¢ u, =@, sur
Opty = X SUr &
ou:
e $ est une hypersurface de R* d’équation z° = 0;
e  est un ouvert de R* voisinage de 3
o AM B f. . X, sont des fonctions données satisfaisant a des hypotheses de
différentiabilité finie;
o [ = A)‘“ﬁf\ﬂ est un opérateur différentiel 2°—hyperbolique.
Alors il existe un ouvert Q; C €, voisinage de & dans R* tel que:
Pour tout M (z§) € €1 on a les formules de Kirchhoff suivantes,

(&) : 4mu, (25) = fff(c&o) ([ur] LE + oL [fr]) AV + ffSO(MO)Ei cos (ng, z') dS

avec:

° (CA_/IO) = partie du demi-conoide caractéristique Cy; de sommet My dirigé vers le
passé et située au dessus de 3y

e [v] = trace sur (C]QO) d’une fonction v définie dans R*;

o Sy (Mp) = 2-surface (Cp; ) N'S;

e Les o}, L sont des fonctions définies sur (C]QO) qui ne dépendent que des coeffi-
cients AM, B} et de leurs dérivées jusqu’aux ordres respectifs trois et deux;

e Les E! sont des fonctions dépendant des données initiales ¢, et x,, des fonctions
o, et de leurs dérivées premieres.

e Un domaine D de R* dont la frontiere contient S est dit causal si: VM, € D,
(Cz\_40) est contenu dans D et M, est 'unique point singulier de (CJ\_40)-

L’auteur prouve ensuite que ces résultats peuvent étre généralisés au cas des systemes
hyperboliques non linéaires en adjoignant aux équations (F,), les équations dérivées
jusqu’a un certain ordre fini (suivant la non linéarité du systeme). Il faudrait ensuite
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adjoindre aux formules de Kirchhoff déduites, des équations déterminant les fonctions
0" (qui sont alors des inconnues) ainsi que certaines de leurs dérivées.

L’utilisation de cette méthode pour la résolution de problemes a données initiales car-
actéristiques a été inaugurée par F. CAGNAC [5], [6]. Ce dernier montre qu’en substi-
tuant & & un demi-conoide caractéristique, les équations intégrales (&) restent valables
pour des systemes hyperboliques linéaires du second ordre moyennant des hypotheses
supplémentaires sur les données initiales. J. TOLEN [33] a par la suite montré que pour
des systemes hyperboliques linéaires du second ordre a données initiales sur deux hyper-
surfaces caractéristiques sécantes, les résultats établis par Y. CHOQUET-BRUHAT [11]
et F. CAGNAC [5], [6] restaient valables, en suivant de pres les méthodes de [5] dans
I’étude des 2-surfaces Sy (Mp) qui est nécessaire pour ’étude des intégrales doubles dans
les problemes caractéristiques.

L’utilisation de ces méthodes pour la résolution de problemes non linéaires a données
initiales caractéristiques a été entreprise par S. BAH [1], [2] . Ce dernier montre que pour
des équations semi-linéaires a données initiales sur un demi-conoide caractéristique, les
résultats établis par les précédents auteurs restent valables, moyennant des hypotheses
de différentiabilité plus fortes sur les données. Dans ses travaux, S. BAH combine les
méthodes et résultats de Y. CHOQUET-BRUHAT [11] et F. CAGNAC [5], [6].

On se propose dans la présente partie du travail d'utiliser les résultats de Y. CHOQUET-
BRUHAT [11], F. CAGNAC [5], [6] et J. TOLEN [33] pour étendre aux systemes
semi-linéaires hyperboliques a données initiales sur deux hypersurfaces caractéristiques
sécantes, le systeme intégral les formules de Kirchhoff généralisées, en suivant les méthodes
proposées par S. BAH [1], [2]. Ensuite on va établir pour ce systéme intégral des for-
mules de Kirchhoff généralisées un résultat d’existence et d'unicité dans un espace de
fonctions continues et bornées définies dans un voisinage de la réunion toute entiere des
deux hypersurfaces portant les données initiales.

On est amené a dériver trois fois les équations (F,) et a appliquer au nouveau systeme
obtenu, en adjoignant aux équations (F,) celles obtenues apres trois dérivations, les
résultats obtenus par J. TOLEN [33] pour des systeémes hyperboliques linéaires. Il faudra
alors pour obtenir un systeme intégral, adjoindre aux formules de Kirchhoff obtenues pour
le systeme d’équations (E,.) et ses dérivées jusqu’a l'ordre trois, les équations déterminant
les fonctions auxiliaires o7 ainsi que celles déterminant leurs dérivées jusqu’a ’ordre deux.

Cette partie du travail a été divisée en quatre chapitres:

Chapitre 1: Formules de Kirchhoff et probleme de Cauchy ordinaire pour des systémes
linéaires hyperboliques

Il est divisé en six paragraphes: dans les trois premiers paragraphes, on rappelle
essentiellement les résultats obtenus par Y. CHOQUET-BRUHAT [11], F. CAGNAC
[5], [6]. Dans les trois derniers paragraphes, on complete les résultats obtenus par Y.
CHOQUET-BRUHAT [11], F. CAGNAC [5], [6] et S. BAH [1], [2].

Chapitre 2: Probleme de Goursat pour des systémes linéaires hyperboliques

Il est divisé en quatre paragraphes dans lesquels on rappelle et complete les résultats
obtenus par J. TOLEN [33] pour des systémes linéaires & données initiales sur la réunion
de deux hypersurfaces caractétistiques sécantes.

Chapitre 3: Formules de Kirchhoff (Fs) pour le probléme de Goursat semi-linéaire
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Il est divisé en deux paragraphes: dans le premier paragraphe, on établit le systeme
intégral des formules de Kirchhoff généralisées associées a un systeme semi-linéaire hy-
perbolique du second ordre a données initiales sur deux hypersurfaces caractéristiques
sécantes. Dans le second, on détermine les restrictions aux hypersurfaces caractéristiques
sécantes des dérivées de toute éventuelle solution du probleme de Goursat pour des
systemes non linéaires.

Chapitre 4: Théoréme d’existence et d’unicité pour le systéme intégral (Fg) des for-
mules de Kirchhoff

Il est divisé en trois paragraphes: dans le premier paragraphe, on donne une expression
adaptée au probleme de Goursat des intégrandes des intégrales doubles des formules de
Kirchhoff. Dans le second paragraphe, on énonce des résultats d’existence semi-globale
et d’unicité pour le systeme intégral établi au précédent chapitre. Plus précisément, on
énonce le résultat suivant: (voir théoréme 4.2.2.2 ou théoreme 2 de [22]):

Sous les hypothéses (a), () et (Gy) on a:

(1) Toute solution u = (u,) de (0.1) cing fois différentiable et admettant des dérivées
Jgusqu’a l'ordre quatre bornées dans Y, vérifie ainsi que ses dérivées jusqu’a l’ordre
trois le systeme intégral des formules de Kirchhoff généralisées suivant: pour tout
point My (xf) de Y,

( 2m 7r W (283Mn) ~
47TUS (ZES) = / d)\3/ sin )\Qd)\Q/ HS (UT, Q%, Q¥> d/\1+
0 0 0

(Fs) { / /Js([] B) d,

0 A

Qf (M) = Qs+ | HF (Ug) QidAy,
\ 0

= ur,é? ur,aaﬂur,(‘?amur ,
( T,Q%QR> = < §<UT,Q¥»QR> +ow§ [fr (UT)]>
(a

AL — 9 AR
Ts ([Ur], ) = of) (Al - 2ean),
R R
R R. wi—o8 .wSl.wSU
0 _(wS’wawSzg ( VI >\17 bV )
.N- R ‘9“’5 wff
QOS - (557 ) ) Wsi = apo ) wS JiJ apoapov
D(a*) A j : P -1
— | ——Z — = — 2
A = ewik 0= 405 Al = maneur associé a A, o = 0"z,

Pl = sin Ay cos A3, pY = sin Ay sin Az, pd = cos A3,

sur So (Mp) ona Ay =4 (x§;M,); 4,7 =1,2,3; h=2,3; a,3,7=0,...,3,

HE est une matrice triangulaire dépendant des fonctions AM. f, et de leurs
dérivées jusqu’a l'ordre trois et deux respectivement,

Les LE W& E% sont les fonctions auxiliaires introduites dans [3],[7]; les p? sont
des parametres permettant de repérer les bicaractéristiques issues de My, qui
engendrent Cy,; A1 est un parametre réel permettant de repérer les points d’une
bicaractéritique donnée de Cy;
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(2) 1l exziste une constante positive h et des constantes positives C (h), M (h), B (h)
telles que pour tout domaine causal Y, dont la frontiere contient S et qui est
contenu dans la domaine D (C (h),M (h), B (h)) défini par:

() €Y/ (0<a< M(h) et a<C(h)|z'])
ou
(0<a<M(h),a>C(h)|z'| et 2° < B(h))
avec a = x°— ¢ (2'), le systéme intégral (Fs) admet une unique solution
((Us), (28)) dans Uespace des fonctions continues et bornées et on a:
(i) sur S8Y les fonctions Ug prennent les valeurs ®% = ([u,.]", [Oau,]”, [625ur]w ,
[8257%}1”); ‘ ‘
(i) V(z%) € Yo, |Ug (2°,2") — g (2")] < h.
Dans le dernier paragraphe on établit les résultats énoncés au paragraphe précédent,

et en particulier le résultat ci-dessus, par une méthode basée sur le théoreme du point
fixe de Banach.



PROBLEMES DE GOURSAT SEMI-LINEAIRES IMHOTEP, VOL. 7, N°1 (2007), 15-100 25

1. FORMULES DE KIRCHHOFF ET PROBLEME DE CAUCHY
ORDINAIRE POUR DES SYSTEMES LINEAIRES HYPERBOLIQUES

On rappelle et complete dans ce chapitre les résultats obtenus par Y. CHOQUET-
BRUHAT [11], F. CAGNAC [5] et S. BAH [1] dans leurs theses.
On considere le probleme de Cauchy ordinaire suivant :
(E,) : AM (2%) 2% 4 B (29) Jus + C3 (x*) us + fr (z*) = 0 dans Q

Oz OzH
(1.0.1) Ura = §r (2*)
8;6 |\;: Xr (:I}])

ol a, A\, pu=0,1,2,3; 1, 7 =1,2,3; r,s=1,2,..n.

S est une hypersurface de R?* spatiale pour L = AM (%)
¢ (')

©r, X sont des fonctions connues;

Q est un ouvert de R* dont la frontiere contient .

2 , .
=55 et d’équation: 20 =

On fait les hypotheses suivantes:

Hypothese Hy
1— L =AM (29 % est un opérateur différentiel de type x°—hyperbolique;
2 — i) Les AM ont des dérivées quatriémes continues et bornées dans €);

i1) Les B2 ont des dérivées secondes continues et bornées dans );

i1i) Les C? sont continues et bornées dans §2;

iv) Les f, sont continues et bornées dans ).

Le plan de ce chapitre, qui est divisé en six paragraphes (§), se présente comme suit:

- dans le §1.1, apres avoir défini les demi-conoides caractéristiques, on énonce une
hypothese Hyg, qui permettra d’introduire un nouveau systeme de coordonnées adapté
a I'établissement des formules de Kirchhoff;

- dans le §1.2, on donne l'expression des équations (F,) sur les demi-conoides car-
actéristiques Cy, et ensuite on introduit des fonctions auxiliaires o;

- dans le §1.3, on établit les formules de Kirchhoff généralisées pour les équations
(Er);

- dans le §1.4, apres avoir montré qu’il est possible d’établir des formules de Kirchhoff
pour le systeme linéaire (1.0.1), on donne une forme des fonctions Z, intégrande des
intégrales doubles des formules de Kirchhoff, adaptée aux problemes a données initiales
sur des hypersurfaces caractéristiques;

- dans le §1.5, on fait une étude particuliere du comportement au voisinage de
My de certaines fonctions figurant dans les intégrales doubles et triples des formules de
Kirchhoff;

- dans le §1.6, on fait ’étude, indispensable pour les problemes non linéaires, des
fonctions w; et LY.

1.1. - CONOIDES CARACTERISTIQUES.
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1.1.1. Définition des conoides caractéristiques. Les hypersurfaces d’équation
2% = F (2%) (i = 1,2,3) caractéristiques pour opérateur L = AM &ngu = AMO3, sont
celles qui satisfont:
(1.1.1.1) R (2% p;) = A® () + 24% (%) p; + AY (2) pip; = 0,
oF

e =—0;F,2"=F (2"),i,j=1,2,3;  =0,1,2,3.

ou: p; = —

Définition 1.1.1.1. On appelle demi-conoide caractéristique Cy; (respectivement Cyy, )
pour lopérateur L = A’\“a?\u, Uhypersurface caractéristique engendrée par les bicar-
actéristiques issues de My (x§) orientées vers le passé (respectivement futur) c’est-a-dire
vers les x° négatifs (respectivement positifs).

L’équation aux dérivées partielles (1.1.1.1) admet pour systéeme différentiel car-
actéristique:

dz® dp; . S
(1112) — = B d\i, i=1,2,3 a=0,1,2,3
. 1 /0R oR
N Ta — AaO Aon ; = —— D
ou A =g (axz P 8x0) ’

A1 est un parametre réel.

Les bicaractéristiques issues d'un point étant les solutions de (1.1.1.2) vérifiant
(1.1.1.1) au point considéré, celles issues de My (xf) admettent donc une représentation
paramétrique de la forme 2* (358; A1, p?), i (958; A1, p?) solution du systeme intégral:

A1
A (agind) =+ [T ) dh
(1.1.1.3) 0,
Di (xg; /\1,p§-)) =p) +/ R; (z”,p;) d)\
0

avec:
(1114) % (w5:p0) = A™ (a5) + 24% (o) ) + AV () 12 = 0.

1.1.2. Hypotheése H),, et conséquences. On aura besoin dans I’étude des formules
de Kirchhoff de 'hypothese suivante:
Hypothese H,,,
Au point My (z§) on a: A% (x§) =1, A% (z§) = 0, A (z§) = —§Y.

On verra que cette hypothese est toujours vérifiée, moyennant un changement de
variables approprié.
Conséquences
Sous Uhypotheése Hyy,, (1.1.1.4) devient:
3

> (1) =1.

i=1
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Ce qui permet d’introduire les coordonnées sphériques Ao et A3 qui permettront de
repérer les bicaractéristiques issues de M, :
P! = sin Ay cos A3
(1121) pg :Sin)\gsin>\3 ()\2,)\3) S [0,7’(’] X [O,27T] .
Py = cos Ay
On a alors une nouvelle représentation paramétrique de Cy, de la forme:

= at (z§; A)) o
1.1.2.2 05 4 i,j=1,23 a,u=0,..3.
( ) { pi = pi (753 Aj) J a

Des hypotheses faites sur les fonctions AM (voir hypotheése Hy), de (1.1.1.3), de
(1.1.2.1) et du théoreme de dérivation sous le signe intégral, on déduit que les fonctions
" et p; sont a dérivées troisiemes continues par rapport a toutes leurs variables, sauf au
point (zf§) pour ce qui est des fonctions p;.

D(:ﬂ)

D) ,
a Ay <0, s’écrit sous la forme 2° = F (), i = 1,2,3. On note A’ les mineurs de A.

2. - FONCTIONS AUXILIAIRES.

Dans tout domaine de C); otton a A = # 0, 'équation de Cy; , qui correspond

1.2.1. - Ecriture des équations (E,) surC,, . Pour toute fonction X définie
sur €2, on notera [X] = X, =X (2% = F (2%), 2%
My

En dérivant [u,], on a:

our| __ 8['“/7‘] ur

81‘;:| _ Oxt + pi [r%co} ’ ,
0“ Uy _ 0 ou, 0% u,

Pup | _ Plur] | Opi [Ouy 0 [Buy 0 [dur . | DPur
st | = miges t on [505) T Piges [505] T Piger [355] + pips 020)2 | -

En utilisant le fait que Cy; est caractéristique et (1.2.1.1), on montre facilement
que sur Cy,  le systeme d’équations (F,) se réduit au systeme d’équations aux dérivées
8‘“} défini par:

partielles hnealres du premier ordre par rapport aux [

(B = 2 (A%, + (A7) 2 [2%5] + [A9) 22 [255] 4 [4Y] Zhed
“‘2“){ (1B ps+ [BY) 3] + (B %2 + [C21 ] + 1] = 0.

Lien entre les dérivations par rapport aux ()\;) et celles par rapport aux
(z%). De (1.1.1.3) on a:

a‘ra « a0 [e %)
a/\lzT:[A }—l—[A}pi,
d’ou: 4
Ou]  Ofuox 0y
o\, Ozt N Oxt)
dxt O\ Oxt’
A étant le mineur de A relatif a on a A] A2 qron [ } _ Al

8>\ ’ Dt A DN
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Par suite on a les relations suivantes:

(1.2.1.3) { = (4] p; + [A%)) 5

o) _ A ol i

Oxt A 0N

De (1.2.1.3) on déduit que sur chaque bicaractéristique de Coto (A1 étant un parametre
négatif permettant de repérer les points le long de cette bicaractéristique), le systeme
d’équations aux dérivées partielles défini par (1.2.1.2) s’écrit:

o1y | B 2 (o] + (A% 5 [G5] + (ByTw+ [BY]) (53]
o + [B)'] il + [AY) et + [Cl] [ud] + [f,] = 0.

1.2.2. - Fonctions auziliaires o.,.
Introduisant, comme Y. CHOQUET-BRUHAT [11], n? fonctions auxiliaires o7
que l'on multiplie par [F,], on a:

ay{<Mﬂp+pwngma-umn%;z—“%?”m4+wﬂwmr

"B = 02([Aid)or o([Bir]at ,
o, [Ey] o [f.] + [ur] (a[xiaa]sj ) ([axi] ) +[Cr] ot
— [555] {250 [([AY]p; + [AOZJ) = (o [BY] + [BY]) of — [A9] ol } = 0.
Imposant la nullité du coefficient de [ggg} on a:

o
(12.2.1) —=E.+[u,] L, + 0l [f,] =0,
IZ
avec.

gi = 4] 072l — 05 ) 4 (B9 ] 07+ 2([A9) p, + (A1) [25] o,
GJM>{M:mwwﬁ_mﬁ> F[cr)ot a

Oz OxI Ox*

et ou les ol verifient:

9 i % r ir T % a Pi
(1.223) 25— [([AY7] p; + [AY]) o%] — (wi [B/"] + [B}"]) ot — [AY] 5500 =0,
En posant ¢ = ow?, on a (1.2.2.3) est vérifié si o et w! vérifient le systeme d’équations
aux dérivées partielles linéaires du premier ordre défini par:
2([A) p; + [A%) 35 + [55 (A7]p; + [A%])] 0 =0

o[A1] B[Am]

(1.2.2.4) 9 ([A”] pi+ [A(]z]) % + (pj L+ ) wh — (pi [BW] + [B?T])wz =0.

Sous 'hypothese Hyy,, Y. CHOQUET-BRUHAT [11] montre que:
e la premiere équation de (1.2.2.4) admet, avec la condition asymptotique /\limo)\la =1,
1—)

la solution:
. 1/2
sin A

A

(12.25) o=—
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e la deuxieme équation de (1.2.2.4) se réduit, sous la condition wj, _, = 47, &:

A1
wh =07 +/ (Qui 4+ Qjwt) d\ ou

(1.2.2.6) 1 o 0 o0 o ) N
Q:_§ (pj o T Tom )aQt :i(pi[Bt]"'[Bt ).

1.3. FORMULES DE KIRCHHOFF GENERALISEES.
1.3.1. Formules de KIRCHHOFF sous lU’hypothése Hy,. En intégrant
(1.2.2.1) dans le domaine V;, de C,, défini par

Vi {0>n > XM > W (x5, )}, (b =2,3; ¥ fonction continue, 7 = constante),
c’est-a-dire le domaine de Cj, délimité par les hypersurfaces de R? S, : {\ =n}et

So (My) = Cpy, NS : {A1 = W (2§, \n)}, et en utilisant ensuite la formule de Stokes-Green,
on a:

///v(“ I v o lfl aEl)dV ///V [w] L + 7 [£:]) dV+//SnE’COS(nx)dS
+ //So(Mo)Ez coS (no,xi) dS

olt: cos (n,z") est le cosinus directeur de la normale unitaire extérieure & S,;
cos (ng, 2') est le cosinus directeur de la normale unitaire extérieure a Sy (M) .
En supposant que I'hypothese Hj;, est vérifiée et en passant aux coordonnées sphériques,
on a:

dV = dztda?dx® =| A | d\idAad)hs = —A dAid\ad)s,
cos (n, ') dS = —Ald\yd)s,

cos (ng, ') dS = (Ag — g—th?) dodXs, i =1,2,3; h=23.
On en déduit que:

2 ™ ' 2m ™ ‘1’<5087/\h)
/ d)\s / d\AJE: = / d)s / d)s / A ([uy] LT + ol [f]) d\y
0 0
ov
dis [ d\E! [ Al — ——A!
/ 3/ ? ( O\ )

En faisant tendre n vers 0, Y. CHOQUET-BRUHAT [11] et F. CAGNAC [5] ont
montré que:
e |'intégrale triple converge,

e l'intégrale double du premier membre tend vers 4mug (xf) .
D’ou on a la formule suivante:

(09t ) = [ axs [ [ T N ) 22 4 07 ()

2 8\11
dA d\ EZ Al —A
/ 3/ : ( O\ )
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1.3.2. - Changement de variables. On a eu besoin, pour établir les formules
(ps), de 'hypothese Hyy,. Siau point My (z§) de 2 hypothese Hyy, n’est pas vérifiée,
Y.CHOQUET-BRUHAT [11] et F. CAGNAC [5] introduisent un nouveau systeme de
variables de la maniere suivante:

<< A tout point M, (x) on associe un nouveau systeme de variables (yﬁ ) défini par:

(1.3.2.1) o7 = %P (a}) 2% >>
de telle sorte que les équations (E,.) s’écrivent:

. * AL o 82U7~ * HS o aus * S
(1322) (Er) A (xOJyA)W—i_BT (anyA)a_yu—i_Cr (x07y )us+fr 7
avec.
* AR * 1S

A () = ) A ) B () =l () B ().

et , ,
% 00 % 00 % 1]

) A (2fi25) =1 A (af;25) =0, A (af;25) = -6
ii) les %a®,, sont des fonctions analytiques des AM (z);
ii7) %ad = 0; Oa) = Yl =0; 0ad = (A00)71/2 > 0.

Dotona: 2° >0 < >0

et
=0 — Yy’ =0
2t =0 yt =0

On note (Oag) la matrice inverse de ( aﬂ)
* af
D’apres (iii), on a A > 0. Pour que A 97 s Soit hyperbolique il suffit que l'on ait

x 1]

pour tout (¥7,Ys,Y3) € R*\ {(0,0,0)}, A Y;Y; <O0.

Proposition 1.3.2.1. Si l’hypothése Hog est vérifiée pour le systéme d’équations (E,) .

Pour toute solution (u,) des équations (E,) dans un domaine Q@ admettant des dérivées
premicres bornées, pour toute hypersurface S qui coupe tous les demi-conoides Cy;  issus
de My (x§) € 2 suivant des 2—surfaces So (M) définies sur les Cy; par des équations:
A=V (2f,\n), h=2,3; U fonction continue.

VMo € Q, si (Cyy,) C Q avee (Cyy,) = partie de Cy;  située entre My et S, et si My
est ['unique point singulier de (C]QO), c’est-a-dire si € est causal.

Alors on a:

(F.) : dru, (2) = / e / "y / T Gl + o L] oy

2 aqj
dA d\ El Al — A
/ 3/ ’ ( O\ )
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ol en coordonnées (yﬁ) associées au point My (), Cp, a pour équation: Y =
F(x5;y");
O\ A

P — T X A: ) AZ:A_? D:'—’
b oyt D () J oyl sin Ay

o

3[2”} a{ﬁm] . ir . Or
Q:_% pj By’ + By’ 7Q;:%(pi[3t}+[Bt:|>u

.. * 1] .
; % 1] - Olur o |A |of % 1t .
(1.323)0 E= [A 1% ;ﬁyj] - { } ) [u,] + | B, | [w] 0%

(
o ( M P + M [22¢] o

1.4. PROBLEME DE CAUCHY SUR UNE HYPERSURFACE SPATIALE.

On va dans ce paragraphe établir les formules de Kirchhoff pour le probleme
de Cauchy ordinaire (1.0.1). On donnera dans la suite une forme des fonctions J; =
E! <A11 - gT‘I;A? (h = 2,3) adaptée a 'étude des problemes caractéristiques auxquels
on s’intéressera.

Pour le probléme de Cauchy ordinaire (1.0.1), outre ’hypotheése Hyp, on fait des
hypotheses supplémentaires sur les données initiales.

1.4.1. Hypothése H;.
1— Les données AM, B C$ et f. ainsi que Lopérateur L = A’\“ﬁf\# vérifient
I’hypothése H,.
2— Soit D un domaine fermé et borné de ¥ tel que ) soit un voisinage de D dans
{(x®) /] 2 > 0} et tel que:
i) ¢ est deux fois différentiable sur D

i1) Les ¢, (resp. x,) sont n fonctions deux (resp. une) fois différentiables sur D

En coordonnées (y”) associées a My (z§) on a:

( Y = ¢ (25;y") équation de I
51‘ = _g$7 ou ¢; = —gfi
o (255 9") = ur <¢> (z5y") y) = ¢r (2')

(1.4.1.1)

Xr (255y") = G55 <¢ (25:9°) y) = 2% (29) oap
U a7\ — 8*7" * X
|:(d9y1:| (any]) - a_z:z + Qer

e gagyi + oag¢(yi).
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a) Détermination des ¥ (z§; \p). L’équation de Sy (Mo) = Cpy, NS est de la
forme A\ = W (z§; A\), qui est la solution de I’équation d’inconnue A; suivante:
(14.1.2) F (25 M) =4° (25, M) — o (¢ (x5 M) =0, i=1,2,3.

Sous I'hypothese Hy, F. CAGNAC [5] a établi 'existence d’'un ouvert 2y C 2 voisinage
de D défini par:

Qoi{ ,?(xl)§_0<¢( z') +a(x?) ol a(z') >0,

(') € D, rojection de D sur I'espace des (z');
tel que :
e () est causal c’est-a-dire: VM, € Qy, (C_ ) C QO
(1.4.1.3) avec (Cy; ) = partie de Cy; située entre My et S
S ‘W > k>0, avec k = constante;
. \‘If (x§; M) < K (23 — o (), avec K = constante.

Vu (1.4.1.3), on déduit de la proposition 1.3.2.1 que sous I'hypothese Hy, les formules
de Kirchhoff associées au probleme de Cauchy ordinaire (1.0.1) sont établies.

1.4.2. Ezpression des fonctions J, = E' (A} g;g Ah>
«) Expression des E' en fonction des données de Cauchy
Vues les expressions définissant [67;: } sur Cy; dans les relations (1.2.1.1) et (1.4.1.1),

sur Sy (Mp) on a:

0 [ur] 0g0,, *
(1421) 55 =75 (q] pj> o

En utilisant la relation (1.4.2.1) dans I'expression définissant E? donnée par (1.3.2.3)

on a:
+ (q] pj) ;(r}

(1.4.2.2) E‘i:[’zij} at 9y
(1] H)"w

() Expression des G; = A}l — %A?
. D’apres le théoreme des fonctions implicites on a:

Q| D

b

OF
ov _ 9y
o, . oF -

Par suite on a:

( .
Gi= Al - ‘”’Ah A1+m afAhh:2,3;z:1,2,3;
_ 1 1 0F h OF
o Tg (Al AL +A% OXn )
A1
— L AJOE _ 1 0\ OF
- OF ) 7 .
R TRy
OF
= A
\ o
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D’ou:

OF
(1.42.3) G, = AL
2N
De la relation (1.4.1.2) on déduit que:
OF
1.4.2.4 - =q; — Di
( ) oy liTP
En combinant les relations (1.4.2.3) et (1.4.2.4) on a:
, <5@ - pi)
2

v) Expression de G;E! = 7,
On se propose ici de donner une expression des fonctions J; qui sera adaptée a
I’étude des problemes a données initiales caractéristiques.
On déduit des relations (1.4.2.2) et (1.4.2.4)" que:
A
(1.4.2.5) Js = =

«ig
% * 1] * N al |A |of % 1T "
<Qi_pi> {A ] 023—2’5—%%+02 |:Bt} P
OF
o\ * * * *
' + <§R (y*;qi) - R (yA;pi)) X,0%

Puisque Sy (My) C Cyy, et que sur Cp; on a R (yA;pi) = 0, on déduit de la relation
(1.4.2.5) que :

A ) (imn) M——@M+{B]@ +

oM * * *
' +R (?h qi> Xr0%

1.4.3. Remarques sur les problémes caractéristiques:

1— Vue la relation (1.4.2.6), il apparait que si I'hypersurface  est caractéristique
alors J; ne dépend pas des fonctions )*(T. Dans ce cas on peut, pour simplifier, supposer
que les fonctions ;(,, sont nulles sans pour autant nuire a la généralité des résultats.

2— D’apres (1.4.1.3), pour les problemes & données initiales sur une hypersurface

spatiale la présence au dénominateur des J; de g—i est sans inconvénient. Par contre

si le probleme est a données initiales caractéristiques, g_i tend vers zéro lorsque 1'on se
rapproche de I’hypersurface caractéristique qui porte les données initiales.

En effet , y
00 406 . wij
(1.4.3.1) g—i =A +A (pi + qi) + A pig;.
oF

. _ * N
Si C), se rapproche de S, alors p; tend vers ¢;; d’ou 55, tend vers

« 00 00 wij .
AT 424 4+ A4, =R (va).
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Or cette derniere expression est nulle si I'hypersurface & portant les données initiales
est caractéristique.

1.5. DEVELOPPEMENTS LIMITES DES FONCTIONS: y* (§; A1, 09 (M),

pi (255 21,09 (An)), A, Al, 0 ET LEURS DERIVEES AU VOISINAGE DE M.
En vue de I’étude des intégrales doubles et triples dans les formules de Kirchhoff (), il
est nécessaire de faire une étude particuliere du comportement au voisinage de M, des
fonctions suivantes:
oy ($8§ A9 (An))s pi (265 20,09 (M)
e A, A}, o et leurs dérivées.
(x§) € Q
On note I' (z§, A;) le domaine défini par: U (g n) <A\ <0,h=2,3
()\2,)\3) S [0,77'] X [O, 27’[‘]
On désignera par K, K des fonctions bornées dans les égalités et par k des constantes
dans les inégalités.
Il découle des résultats obtenus par Y. CHOQUET-BRUHAT [11] et F. CAGNAC
[5] dans leurs theses que tous les développements limités que 1'on utilisera peuvent étre
dérivés terme a terme.

1.5.1. Développements limités des fonctions y* et p;.

Le systeme intégral (1.1.1.3) définissant les conoides Cj; en coordonnées (y’\) et
I’hypothese Hj;, montrent que l'on a les développements limités suivants au voisinage
de MO .

a) En )\ :
Y=yl — pd\ + K\?
(1.5.1.1) § y' =yh+ M + KA
pi = ) + P (x§;09) M + KA

ou P, (:L’S“; p?) est un polynome par rapport aux p? et a coefficients continus et bornés
comme fonctions des zf.
D’ou on a:
W — 14 K\, % = K2
- 1, - )
(1.5.1.2) { O o,

oy’ _ _ .0 Ay i 2 8y o2

b) En ¢
Les fonctions définies sur C,; s’exprimant & l'aide des variables y* admettent des
développements limités en fractions rationnelles homogenes (f.r.h) en ¥, s, ayant pour
3 1/2
’ . . N i\2 i i i
dénominateur une puissance de s, ou s = [Z (n") ] et n' =y —yp.
i=1
De (1.5.1.1) on a:
M = —s+ K's?,
(1.51.3) ¢ P =1+ K's,
F(xg5,y') =y — s + K's”.
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On a aussi:

O'F
@) @y | T teerss

1.5.2. Développements limités et propriétés de: A, Af et leurs dérivées.
Il a été établi par Y. CHOQUET BRUHAT [11,p. 159 — 162] et F. CAGNAC [5, p. 152 — 153]
que les fonctions A et p v Ah (h =2,3) sont des produits de sin Ay par des fonctions
dérivables et bornées.

Ainsi donc on pose:

A 1 ol
1.52.1) O= OF= ——2kAM 4 k=1,23; h=23.
( ) sin Ay Y osin Ay O\, b T ’
En appliquant (1.5.1.2) a A = ?)Eiz et en utilisant (1.1.2.1) on a:
—p{ + KX\; —AjcosAycos Az + KA2 Apsin Agsin Az + K\
A=| —pS+ KX\ —AcosdsinAz+ KA? —\;sin)gcos Az + K\?
—p3+ K\ Apsin Ag + K22 K\2

= —A% sin /\2 (]. + KAl) .
D’apres la remarque faite au début de ce sous-paragraphe a propos des travaux de F.

CAGNAC [5] on a:

Ipy,
(1.5.2.1) 3§k A = sin \,[0F, avec 0¥ fonctions dérivables et bornées.
h

En utilisant (1.1.2.1) on déduit de ce qui précede que:
(1.5.2.2) A? = —[0? et A? = —[0} sin A3 + 07 cos A3

On a aussi:

(1523 § 0= A+ K\ == (1+K'),
5.2. OF = (65 — p2p2) A + KA2 = — (6 — p0p0) s + K's2.

On en déduit que:

— ik p,pk +K Oik plpk +K/

Al )

A 0+ KA K's,
(1.5.2.4) { A~ {‘;’%* r= L

In}

En dérivant terme & terme on a:
( gyD —2n; + K's* = 2p9\; + K )3,
252]' + K/S = —251] + K)\l,

920
Gyz oy’

(1525) y (Azl) 1] + 77177] +K/ _ zi p?p? +K
ai (%f) zk77] + 77177]77k _|_ Kl _ kag + pzpjpk _|_ K
\
Des relations (1.5.2.3 — 1.5.2.5) on a le résultat suivant:
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Lemme 1.5.2.1. Au voisinage de Ay = 0, les fonctions suivantes sont continues et

bornées:
O A OF 100 820 o (AN , 0 [OF
220NN O N Oy ayioy oyl \A ) oy ‘

1.5.3. Remarque sur les travaux de S. BAH. Par rapport aux travaux de S. BAH

[1], [2], on a été amené a modifier la définition des fonctions Z: (analogues des fonctions (1))
h

qu’il a considérées. Ceci se justifie par le fait que les fonctions )\1%, contrairement a ce

qui est affirmé au lemme 1.5.1 de [1], ne sont pas bornées au voisinage de A\; =0 :

e En effet:
A? D3 1 13 1
M——=—\— 1= = —
A A sin A sin A

Bien que les fonctions d3; — pYp3 soient des produits de sin Ay par des fonctions bornées

(835 — pIps + K A1)

. . A2 , .
pour ¢ = 1,2,3, on ne peut pas affirmer que les fonctions A\; - sont bornées; au fait,

. Al , . . s ,
elles ne le sont pas car, les fonctions 5 Ctant bornées, si ces fonctions étaient bornées,

2
. A2 . ,
les fonctions (T’) seraient bornées!

e On a aussi:

A3 1 O} 3
)\1 = ( )\1— sin )\3 + )\1 COSs )\3>

A sin As O O
1
= — ((51i sin Az — dg; COS A\g — p?p1 sin A3 + p COS Ag + KA )
sin A

Ces fonctions ne sont pas bornées au voisinage de A\; = 0 pour les mémes raisons que
ci-dessus.

1.5.4. Développements limités de o et de ses dérivées. On déduit des re-
lations:
_—|D’_1/2:)\%—|—K:—%—|—K,,

1.5.4.1 * & » y
( ) lA } =0+ K\ = —0Y + K's,
que:
* 1 5u 0 ,
(1.5.4.2) A a:—)\—+K——+K
1
En dérivant terme a terme on a:
(90 _ P K _ 1 | K
e T et
* 1]
S S
(1.5.4.3) I B P
syag = a1 (0 = 30ip)) + 3 = 5 — TE o
(92<Flij O’)
_ K _ K
| oyioyl T N3 T s
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Des relations (1.5.4.1 — 1.5.4.3) on a le résultat suivant:

Lemme 1.5.4.1.
Au voisinage de \y = 0, les fonctions suivantes sont continues et bornées:

" (1)) *(1H])
% 2] 2
Ala,/\l([A ]0),/\280 A2 SR .

lay“ 1 ayz ) layiayj7 1 aylay]

1.6. ETUDE DES FONCTIONS w! ET L..

Comme l'a noté S. BAH [1], I'étude des fonctions w! et L%, qui dans le cadre des
problemes non linéaires dépendent des fonctions inconnues, est nécessaire. Par rapport
a l’étude qui a été faite dans [1], on y apportera des modifications; ¢’est une conséquence
de la remarque faite au sous-paragraphe 1.5.3.

1.6.1. FEtude des fonctions w.
Les fonctions w! sont définies par:

A1
(1.6.1.1) Wi (xf; A1, A\n) = 05 +/ prwld)y,
0

ou:

(1.6.1.2)

4[]+ i)

En utilisant 'hypothese Hg, on déduit que les fonctions p} sont deux fois dérivables
par rapport a toutes leurs variables.

Plutot que de considérer les fonctions w? suivant les variables (z§; A1, A\p) comme 1'a
fait S. BAH [1] et [2], on les prendra suivant les variables (z§; A1, pY) comme 'a fait Y.
CHOQUET-BRUHAT [11] de maniere a prendre en considération les conséquences de la
remarque faite au sous-paragraphe 1.5.3.

On pose alors:

r 8(4}_: r 82(1);

si = ap?’ wS,’ij = —8p?8p§.)7
pr __ Opg pr _ 321)2
i — 3,0 ii = 57,09,0°
$,2 dp;? '8 op; 8pj

(1.6.1.3)

On déduit de (1.6.1.1), de I'hypothese Hg et du théoreme de dérivation sous le signe
intégral que:

A1
W;,i = / (p%",iwi + png,i) dAq,
(1.6.1.4) 0

A1
r _ T t ‘s t T t r, .t
W ij = / (pt,ijws T PpiWsj + Py Wi ths,ij) dAs.
0

En utilisant 'hypothese Hg et le théoreme de dérivation sous le signe intégral, on
déduit de (1.6.1.4) le résultat suivant:
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Proposition 1.6.1.1. Sous [’hypothése Hg
Tt o wg — (Sg Ws i . Ws,ij
s) 5,17 S,lj’ Al ) )\1 ’ Al

sont des fonctions continues et bornées dans I

w

Dans toute la suite, on appellera:
w l'une quelconque des fonctions {ws, Wg ;i Wy ”}

5 ws K ws 7
w l'une quelconque des fonctions { Y ,\1] } ;

o~ . T_6T
w I'une quelconque des fonctions {WT} .

Il découle de la proposition 1.6.1.1 que w, w et W sont des fonctions continues et
bornées de (xf, \;) dans T".

En utilisant les relations (1.6.1.1), (1.6.1.4) et le lemme 1.5.2.1 on a le résultat suivant:
Proposition 1.6.1.2. Sous les hypotheses Hg et Hnp,, les fonctions By A1 ayla;] sont
des combinaisons lin€aires a coefficients continus et bornés de w et w. Plus précisément
on a:

ow?,
1.6.1.5 2 = ph
( ) @yz t’L s + ) )\1
0w} Wik Wi ki
1.6.1.6) A= =al W+ bk >0 4 Mo
( ) MGy d VIR IDY
ot les a,, bF, a Ui b:,’fw, ci; sont des fonctions continues et bornées.
Preuve. Voir appendice A.1 de [23]. O

Remarque 1.6.1.1. Dans [1,p. 30, S. BAH énonce un résultat similaire a celui de
la proposition précédente, a ceci prés qu’il considere les fonctions w! suivant les vari-
ables (x§; A1, A\n) . Il découle de la remarque du sous-paragraphe 1.5.3, que le lemme 1.6.1
énoncé dans [1] posséde des incorrections.

oy .\ ] . Ah
Dans le cas des dérivées premieres des wi par rapport auz y', les fonctions A\;—%- sont
utilisées comme des fonctions bornées a tort.

. . Al .
en plus des fonctions non bornées \y =, sont aussi

Dans le cas des fonctions PP ay = ~,

zay] )

Al
utilisées comme fonctions bornées a tort les fonctions )\16 : ( ~ ) .

1.6.2. Etude des fonctions L.
En utilisant (1.5.2.1), le lemme 1.5.4.1 et la proposition 1.6.1.2, on a le résultat
suivant:

Proposition 1.6.2.1. 5% les hypoheses Hy et Hyy, sont vérifiées alors les fonctions 1L,
sont des combinaisons linéaires, a coefficients continus et bornés, de w et w.

Preuve. D’apres la relation (1.3.2.3), on a:

T = 82 ;{j rl _ d gir t + [C«r] t.
s aylayj Os 8y’ t | Os t10s

ou :
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En développant cette expression et ensuite en utilisant les relations (1.6.1.6) et la formule
(A.1.1) de I’ Appendice A1 de [23], on a:

wT
(1.6.2.1) OL, =a, w!+ brmk L e XY
)\1 )\1
avec:
( el x1j
UjA o ol |A |o % T
a’ = |:)\_ +|:| 2([ :|>511;_|:Bt:|0_ at-
m 1 ng i

o 82({}1@}0)& _8([gf;]a) -

OytoyI m oyt

(1.6.2.1)

m X mij

e
5 Cij
Les fonctions ay,,;;, al,;, b”m"“‘”, b, cfl étant celles apparaissant dans la proposition 1.6.1.2
et qui sont définies par les formules (A.1.2) et (A.1.4) de I’Appendice Al de [23].
D’apres le lemme 1.5.4.1 et la proposition 1.6.1.2, les fonctions a’,, o™, ¢* sont con-
tinues et bornées. On déduit de (1.6.2.1) que les fonctions (L] sont des combinaisons

linéaires a coeflicients continus et bornés de w et . O

bk = DP‘”-—W +0 2—8@4 ) o, — {éir] o | b

O

o —

1.6.3. Conséquences des développements limités. Dans le cadre des problemes
de Cauchy a données initiales sur une hypersurface spatiale, il résulte des développements
limités effectués au voisinage de A\; = 0 du paragraphe 5 qu’on a les résultats suivants:

( 0
[r— K _ K  pi_pk K
s AT s? s T s TR

(1.6.3.1) ¢ A = FEAN = —(sin Ag) N} %—’+KA1 :
1- Zp a;

J, = E (A} . %A?) — (sin AQ)% 4 KA

On établira des résultats semblables lorsque les données initiales sont portées
par deux hypersurfaces caractéristiques sécantes. On verra aussi que dans le cas des
problémes non linéaires, les fonctions K qui apparaissent dans (1.6.3.1) dépendent des
fonctions inconnues, a travers les fonctions auxiliaires w, w ou @.

2. PROBLEME DE GOURSAT POUR DES SYSTEMES LINEAIRES
HYPERBOLIQUES

On rappelle et complete dans ce chapitre les résultats obtenus par J. TOLEN [33]
pour des systemes linéaires hyperboliques du second ordre a données initiales sur deux
hypersurfaces caractéristiques, sécantes suivant la 2—surface 7 de R* d’équations:

{ ' =0 (z?,2%) € B

2 =0’ avec B domaine fermé borné de R?
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On considere le systeme formé des équations (E,) et on suppose que 'hypothese
H, est vérifiée.

Pour une hypersurface caractéristique d’équation z° = F (2%) et un point
M(0,0, X2, X3) de 7, le plan tangent en M est d’équation:
oF
ox’

(2.0.1)  X°+¢'X" =0,avec ¢; = ——— et ¢ = ¢; (M).

Puisque le plan tangent en M contient 7, on a:

(2.0.2)  @X*+¢3X? =0; quels que soient X? X°.
D’ou:

(2.03) ¢ =0; g5 =0.
On a d’autre part,
(204) 0=R(M,q)) = A" (M) + 24" (M) ¢} + AY (M) ¢)q)

On déduit des relations (2.0.3) et (2.0.4) que:

(2.0.5) A% (M) +24% (M) ¢) + A" (M) (£2)* =0

Les hypotheéses d’hyperbolicité faites sur les fonctions A% dans I’hypothése Hy en-
trainent que:
(2.0.6) A% >0 et A" <0;

Donc (2.0.5) admet deux racines réelles distinctes de signes contraires:

—A" + VA A+ VA
avec A" = (A01)2 — AN A
On en déduit qu’il existe deux hypersurfaces caractéristiques 3* et 32 sécantes suivant
T et définies par:

;

Xl
uw (Xl,X27X37q?w) — / TudX17Ta — AOa _’_Aon'qi
0 1
v (X1 X2 X3 g0y = XV —|—/ T dX',w=1,2
0

Xl
= q" +/0 RydX', R = —5 (22 — ¢: %)

Xl
@ = / R dX'u=01;v=2,3;i=1,2,3; a=0,...,3.
\ 0

Par rapport aux problemes a données initiales sur une hypersurface spatiale, des cir-
constances nouvelles apparaissent lorsque ’on aborde des problemes a données initiales
sur deux hypersurfaces caractéristiques sécantes:

1- La maniere de poser le probleme a données initiales sur deux hypersurfaces car-
actéristiques sécantes est différente de la position d'un probléeme de Cauchy a données
initiales sur une hypersurface spatiale;

2- Vues les formules de Kirchhoff, pour obtenir des solutions dans des espaces de
fonctions continues, il est nécessaire de faire une étude des intégrales doubles et triples.



PROBLEMES DE GOURSAT SEMI-LINEAIRES IMHOTEP, VOL. 7, N°1 (2007), 15-100 41

Les difficultés se présentent lorsque 1’on se rapproche du point M, ou lorsque l'on se
rapproche de la réunion des hypersurfaces caractéristiques:

i) dans le premier cas de difficultés, on utilise des développements limités au
voisinage de M, pour obtenir des résultats semblables a ceux obtenus dans le dernier
sous-paragraphe du chapitre précédent.

ii) dans le second cas de difficultés, on est amené dans un premier temps a étudier
le comportement de la 2-surface Sy (My) lorsque M, se rapproche de S; cela conduit a
I'introduction de nouveaux parametres (Ap/) pour repérer les bicaractéristiques de Cor,-
Par la suite, face a de nouvelles difficultés lorsque ’on se rapproche d’une certaine maniere
que l'on précisera de S, une étude complete des 2—surfaces Sy (Mp) est nécessaire. Au
cours de cette étude de nouveaux systemes de coordonnées adaptés a I'étude seront
introduits.

On a subdivisé ce chapitre en quatre paragraphes (§) :

- Dans le premier paragraphe (§2.1), apres avoir énoncé de nouvelles hypotheses liées
au probleme caractéristique, I’on donne une position du probleme a données initiales
sur la réunion de deux hypersurfaces caractéristiques sécantes ( probleme de Goursat);
ensuite on établit les formules de Kirchhoff pour ce probleme de Goursat; enfin on étudie
le comportement de la 2—surface Sy (M) au voisinage des hypersurfaces caractéristiques
sécantes;

- Dans le §2.2, on rappelle I’étude faite par J. TOLEN [33] des 2—surfaces Sy (Mp);

- Dans le §2.3, on utilise les résultats du §2.2 pour étudier les intégrales doubles qui
apparaissent dans les formules de Kirchhoff;

- Dans le §2.4, on étudie les intégrales triples qui apparaissent dans les formules de
Kirchhoff.

2.1. POSITION DU PROBLEME DE GOURSAT ET FORMULES DE KIRCH-
HOFF. D’apres I'étude préliminaire faite ci-dessus, on a:

Xl
wa (Xl’XQ’XS’qtl)w> — / TOdX17TO — AOO 4 AO’qu
0
Puisque S est une hypersurface caractéristique et que la forme quadratique AY X, X;
est définie négative, on a sur I*:
A% 4 24%g, > 0.
On en déduit que sur I*:

. . 1
TO = A% + A%g; = - (24% + 2A4%g,) > 5AOO > 0.

1
2
Ainsi donc 2% et X! sont de méme signe sur J%.
On a aussi

Xl
Ll (Xl,XQ,XS,q?w) :/ TlaX!, T = A 4 Alig,.
0
Par conséquent sur 7 N 3! on a:
T' (0,0, X% X%) = A% (0,0, X% X?) + A" (0,0, X% X?) ¢' = VA" > 0.

D’ou il existe un voisinage de 7 dans ! dans lequel ' et X! sont de méme signe.
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De méme il existe un voisinage de 7 dans 32 dans lequel ' et X! sont de signes
contraires.

En vue de I'utilisation de ces résultats pour obtenir des résultats d’existence semi-
globale, les équations des hypersurfaces caractéristiques seront définies telles que
(—1)w_1:c1w et X! soient de méme signe. C’est ainsi que I'on est amené & faire des
hypotheses supplémentaires.

2.1.1. Hypothese H, et conséquences.

Hypothese H :. @ S' et 3% sont les hypersurfaces caractéristiques pour L = AMO3,
0 1
s : L) =a = - ; . 2.
sécantes suivant T : 2,23 €B B domaine fermé borné de R*;
e S=8'US8?% ot 8* (w=1,2) est une réunion de segments de bicaractéristiques de

Y issues de T

o SY est défini par:
0< X' < fY (X% X%).
fv fonctions continues;
e Pour tout point P € S on a:

(-1)"x} (P) <0;

w

o [l existe un ouwvert U™ de Jv contenant SY et admettant une représentation 2% =

oV (x").
n ot (zh) sizt >0
Onposeqﬁ(a:) —{ 62 (1) si 2! <0
e D désignant la projection de S' U S? dans ’espace des (x°).
¢ (2) < 2° < ¢ (2) + ag
(z*) € D
tel que pour tout My (z§) appartenant a Ty, (CA_/[O) admet une représentation définie
par: 2° = F (z§, ).

o [l existe un domaine I'y défini par:{ , (ag constante positive)

Conséquences des hypotheses:
Il découle des hypotheses faites sur les fonctions AM que les fonctions ¢¥ sont

trois fois dérivables. On pose ¢ = —%; en coordonnées (yﬁ) associées a un point
* W w * W
7 . y *
My (z§), UY admet pour équation: y° = ¢ (z§,y"). On pose ¢; = —%.
On posera aussi:

0" =af—¢" (z)), @ =9 -0 (), a=a—0(x),a=1)—0(y).
On a les inégalités suivantes:

7 kW

(2.1.1.1) a < Kia®,a® < Kja ; Ky, K, constantes.

2.1.2. Position du probléme de Goursat.

On va montrer ici que dans le cas des problemes caractéristiques, la position du
probleme de Goursat est différente de celle des problemes a données initiales sur une
hypersurface spatiale.
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Données de Cauchy sur S. On va montrer que la connaissance de ¢’ = t,sw per-
met de déterminer, pour toute solution v = (u,) du probleme de Goursat associé aux
équations (E,), les fonctions y¥ = gz(ﬁ |sw= [gz(ﬁ]w de maniere unique; et par conséquent
de déterminer les restrictions a S de toutes les dérivées premieres.

Puisque SY est caractéristique, si u = (u,) est solution du systeme formé des équations
(E,), d’apres (1.2.1.2) sa restriction a S* vérifie le systéme d’équations aux dérivées

. . . qw .
partielles linéaires du premier ordre par rapport aux [gga} suivant:

{[Eff’]' ([A7] g +[A™]) 5 [226]‘”+[A“]2§ [st]” ([BH] g + [BY]) [2%]"
+[A9) Sl 4 (B 2™ 4 O8] [u,)” + [£,]" = 0.

Par conséquent les fonctions ¢ et x vérifient:

[Eg]1:{2([Aij] @y + [A") S5+ [A9] G 1 (1B g + [BY]) x;

2 92 T A 9 S w wo__
+[AY] 255 + [BY] o + [Col ¥ + [f]” =
Sur chaque bicaractéristique définie par:

(4] g+ [A])

l'on a:

oy [ 2 S B B
B { FUBH 2 1 (Ca e + (1] i

C’est un systeme différentiel linéaire du premier ordre d’inconnue x;’; il admet une
unique solution si la condition initiale est déterminée, c’est-a-dire si x\” est connue sur

7.

On suppose que ¢, [7= ¢} |1 .

Si 'on cherche des solutions qui sont telles que les fonctions %Ij:
sur 7, alors:

en dérivant par rapport a x! I'identité:

ur (¢ ('), 2') = ¢ ('),

agoﬁf’( Z-)_ ou, +8q§w Ou, | | Ou, w ou,
ozt U T | 9at Ozl |020| | Ozt G190

Puisque sur 7 on a:

7 soient continues

on a.

02 01 __ v A/

G — 7_A11>0’
on a alors:
Ju, 1 0, 2 3y 09r 2 3
(2.1.2.1) [&UO} 7= pr— [8.%1 (0, X% X7) — 5.1 (0, X%, X7)|.

(2.1.2.1) définit la donnée de Cauchy sur X' = 0.
Ainsi donc, la donnée de p¥ tel que ¢! (0, X2 X3) = 2 (0, X?, X3) détermine de
maniére unique g“g sur S¥, pour toute solution v = (u,) dont les dérivées partielles

premieres sont continues jusque sur 7.
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Puisque 'on a:

ou, 1" _ D e ou, 1"
ox’ ox’ Cox0]

toutes les dérivées premieres de la solution éventuelle sont déterminées de maniere
unique sur S* et donc sur S.

e Position du probleme de Cauchy. Soit D% la projection de S* sur I'espace

des (z') et ¥ (z') des fonctions définies sur D¥ deux fois différentiables et vérifiant
1 2 3\ _ 2 2 .3
or (0,22, 2°) = @7 (0, 2%, 2°) .

Sous I'hypothese Hy, le probleme de Cauchy a données initiales sur S (probleme de
Goursat) consiste a trouver des fonctions u, (z*) deux fois différentiables définies dans
un domaine:

) <20 < (2" +a (2
Ir: d)( ) Ad)( ) Fal ), o ,ouD=D'UD?
(z") € D,a(xz") > 0 pour (z') € D

telles que u = (u,) est solution du systeme formé des équations (E,) dans I en prenant
sur 8* la valeur * = (p¥).
Il consiste donc & déterminer des fonctions deux fois différentiables vérifiant:

(2.1.2.2) { (E,): AV S + BM 9% + Cug + fr = 0 dans T
u"”‘sw = (pj“u (CIZ’Z>

2.1.3. Représentation paramétrique de S NCy, .
En un point d’intersection d’'une bicaractéristique B passant par M, (z§) avec S¥,
le parametre A; est solution de ’équation suivante:

%W

(2.1.3.1) FY (x5 A1, ) = 3° (@53 M0, M) — & (:zsf)“;yi (x5 A1, )\h)) = 0.

* ) W x4 L
=4 +4 (pz-+qi>+A Pid;
1 % 00 x 01 % 00 *Oi*w %17 LW

Puisque C,;, et 8 sont caractéristiques par rapport au méme opérateur L on a:

« 00 « 0i «ij « 00 £ 00 £

A +2A pi=—-A ppjet A +2A f]z =-A q; q; -
D’ou:

2132) D= 23 (n-i) (0 ).

* 1J
La forme quadratique A X;X; étant définie négative, en un point d’intersection d'une
bicaractéristique issue de My ¢ S* avec S* on a : %]ETT > 0.

D’ou le résultat suivant établi par J. TOLEN [33] :
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Lemme 2.1.3.1. Sous les hypotheses Hy et Hay, il existe un domaine I'y C [y défine
par:

b (%) < 2° < 6 (31) + a (o)

(") eD

o
avec ay fonction continue, positive dans D telle que: pour tout My € 'y, la projection
sur l’espace des (z') de (CJ\_/IO), notée (CJ\_/Io)xf est contenue dans D; (C]QO) étant la partie
de Cyy, situce entre My et S.

Toute bicaractéristique issue de My coupe S en un point et un seul correspondant a un
parameétre Ay = ¥ (x§; \p) solution de l'une ou lautre des équations F* (x§; A1, An) = 0,
w=1,2.

On a en outre ’existence de constantes positives Ko et K telles que:

(2.1.3.3)  Kia < [¢ (2§; )| < Kozg, ot a = 2° — ¢ (2') .

En vue de I'établissement des formules de Kirchhoff, on se doit de déterminer a
I'intérieur du domaine I'y un domaine vérifiant I'hypothese de causalité c’est a dire un
domaine I'y contenu dans I'; et tel que pour tout point M, de I's, (CA_/[O) est contenu
dans Iy et My est I'unique point singulier de (CMO) . C’est ainsi que J. TOLEN [33] a
établi le résultat suivant qui affine le résultat précédent:

Lemme 2.1.3.2. Etant donnée une constante A, il existe un domaine I'y (A) C T'y défini
par:
(r) <2< 6(e) +as (o4, A
{ (z') €D
ol ay est une fonction continue de x* et de A, 0 < ay (2%, A) < A pour (z%) € ZO);
tel que:
- Pour tout My € Ty (A), (Cyy,) C T2 (A);
- My est l'unique point singulier de (C;/[O) ;
- Pour tout My € I'y (A), Mo ¢ S, SN Cyy, est une 2—surface représentée par:
A= (255 An); ot ¢ est continue et vérifie:

(2.1.3.4) Kia < | (x5 M) < Koxg; Ko, K1 constantes positives.

2.1.4. Formules de KIRCHHOFF.

Le domaine T's (A) vérifiant les conditions de causalité, d’apres I'étude faite par
Y. CHOQUET-BRUHAT [11] pour le probleme de Cauchy a données initales sur une
hypersurface spatiale et rappelée au chapitre précédent, en utilisant le lemme 2.1.3.2 et
la proposition 1.3.2.1 on a le résultat suivant:

Proposition 2.1.4.1. Si les hypotheses Hg et Hy sont satisfaites pour le probleme de
Cauchy caractéristique (2.1.2.2) dans I'y (A) ,

st les données de Cauchy vérifient: les @y sont des fonctions deux fois continiment
différentiables sur DV telles que @) (0,22 2%) = @2 (0,22, 23),

si les fonctions u,. forment une solution du probléme de Cauchy caractéristique (2.1.2.2)

dans Ty (A) .
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Alors, pour tout My (z§) € I'y (A) on a:
2 ¢($0 y)\h)
(&) : dmug (xf) / d)\5/ 31n)\2d)\2/ d\ O ([u,] L + ol [fr])
/ d)\3/ Ao T
ot, sur Sy N C]T/[O :

o «if oy (57 o

5 1

Cette formule découle de (1.4.2.6) et de la premiere remarque de 1.4.3

Remarque 2.1.4.1. Compte tenu de la premiére remarque de 1.4.3 du premier chapitre,
de (2.1.4.1) et de (1.4.2.4)" on a:

. £ W * 1J #* 1] x W ¥ it w
(2.1.4.2) E;:—%a% (lA ]a;ﬁ) + [A ] g%“”‘ +or {B ]gpt.

2.1.5. Comportement de i) (z§; \,) lorsque M, (x§) tend vers P (z%) € Sv.

La relation (2.1.3.2) montre que lorsque M, (zf) tend vers P (%) € SY, %f tend
vers zéro. Par conséquent d’apres (2.1.4.1), les fonctions J (z§; An) ne sont pas bornées;
ce qui complique I'étude des intégrales doubles qui figurent dans les équations intégrales
(&) lorsque 'on se rapproche des hypersurfaces caractéristiques S*.

Dans sa these, F. CAGNAC [5] a montré que dans le cas des problemes & données
initiales sur un conoide caractéristique Cp, ce n’est que sur les bicaractéristiques ”par-
alleles” a Co N Cp qu’il y a de véritables difficultés. Pour ce qui est des problemes a
données initiales sur deux hypersurfaces caractéristiques sécantes St et S2, le probleme
ne se pose que sur les bicaractéristiques ”voisines” de la bicaractéristique Bp = S*NCp .
C’est ce qui justifie 'introduction de nouvelles variables (\,/) qui sont telles que Ay =0
détermine la bicaractéristique de contact Bp.

Pour résoudre le probleme ainsi posé J. TOLEN [33] a établi le résultat suivant:

Lemme 2.1.5.1. Etant donnés deux réels strictement positifs X et ¢, il existe un réel
positif n (s, X) tel que:

VMo (zg) € I'y, (a < (5,)\/> Ay > /\/> = [y (2§; Aw)| < &, avec a = z) — ¢ (27) .

En vue d’une utilisation optimale de ce résultat, son affinement s’avere nécessaire.
C’est ainsi que J. TOLEN [33] énonce, sans preuve, le résultat ci-apres dont on donne
une preuve dans [23]:

Lemme 2.1.5.2. [l existe des constantes positives K et k telles que:

a < Kao? k
):»\w<x3;xh>\<—a.
0] 0]

v 0,1|,VM,e I
OéE], [7 (]6 17(COS)\2/<1—
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Preuve. Voir Appendice A2 [23]. O

Remarque 2.1.5.1. Dans la démonstration du lemme 2.1.5.2 , on constate qu’il est
OF™

possible de minorer 55—, donc de majorer Js (x§; An) dans un voisinage du point My ()
qui tend vers un point P de S.

Les deux lemmes précédents serviront aussi dans ’étude des intégrales triples qui ap-
paraissent dans les formules de Kirchhoff.

Pour pouwvoir majorer Js (x§; \p) dans tout un voisinage de la bicaractéristique de
contact Bp, les deux lemmes précédents sont insuffisants dans la mesure ou ils ne con-
cernent que la partie des 2—surfaces SN Cyy qui est voisine de My. Il est nécessaire
de faire ’étude complete des 2—surfaces S N Cy, . Dans le paragraphe suivant, on rap-
pelle les résultats obtenus a cet effet par J. TOLEN [33] pour des systémes linéaires. La
méthode utilisée pour l'étude de ces 2—surfaces consiste a adapter, au cas des problemes
a données initiales sur deux hypersurfaces caractéristiques sécantes, les méthodes em-
ployées par F. CAGNAC [5] dans le cadre des problémes a données initiales sur un

demi-conoide caractéristique.

2.2. ETUDE DES 2-SURFACES SNC(j, .

J. TOLEN [33] procede a cette étude en deux étapes, suivant en cela la voie
tracée par F. CAGNAC [5] dans sa these pour des problémes & données initiales sur un
conoide caractéristique. Se reférant a ce qui se passe dans le cas des systemes linéaires
a coefficients constants, F. CAGNAC [5] dans sa theése a présumé I'allure que devraient
avoir les 2—surfaces S N Cj, lorsque My tend vers un point P de §. C’est ce qui jus-
tifie 'introduction d’un nouveau systeme de coordonnées (¢*) qui facilitera 1’étude des
2—surfaces § N C) . Malheureusement on verra dans la suite que ce nouveau systeme de
coordonnées ne sera bénéfique que sur une partie des 2—surfaces SN Cj, . Et ainsi on
sera amené a introduire encore d’autres systemes de coordonnées.

2.2.1. Etude de SNCy, pour My(xzg) au dessus de S" et situé dans un
domaine a < C|zj|, ot a = x) —¢ (x}).
A /- Systéme de coordonnées ((*) associés a P € Sv.

Pour étudier Cy; N SY quand My est dans le voisinage d'un point P € S, on
introduit un systeme de coordonnées ((*) dans lequel la bicaractéristique Bp tracée sur
SY et passant par P aura pour équations: (2> = ¢3 = 0. On montrera que avec ce
nouveau systeme de coordonnées, pour M, qui est dans le voisinage d'un point P €
8%, la 2—surface S“NC},;, admet une représentation paramétrique qui vérifie de bonnes
inégalités qui permettent en particulier de faire I’étude des intégrales doubles, sauf au
voisinage de M, et sur 7.

Pour P (£%) € 8%, soit (z)‘) le systeme de coordonnées associé a P ( suivant les
définitions du paragraphe 1.3.2) :

A
A 0 o o
2t =a,(§). 2"
Alors, la bicaractéristique Bp = C5 N'S™ admet une représentation paramétrique:

(22.1.1) Y (1, &) =y (M = p, &, 7 (&),
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ol "
99
Yy’

A tout point de Bp, de parametre A\; = y, on fait correspondre une matrice

(7] (1, €")) telle que:

N\ i OYE,

l) ’71 - 8}; )

i1) Dét (yj’) > k > 0, k constant dans tout le domaine de variation des &*

(2212)¢ Stdem
i11) Les v; (1,&7) (h =2,3) sont trois fois différentiables et bornées;

’7Ti:

(z{;; ¢’) fonctions trois fois différentiables de ses variables.

/

w) (71(0,€%)) = (4" ) est une matrice orthogonale.
\ 0j

Alors, a (C ’\) correspond un point de coordonnées (z)‘) dans le systeme de coordonnées
associé a P par les relations:

i il gd S N A
(2213){20 YO(<7£)+7h<C7£)C 7h 273
20 =(".
Et pour tout point M (2) appartenant & Bp on a: (? =0 = (3.
En utilisant (2.2.1.2) et le lemme 2.1.5.1 on a le résultat suivant établi par J. TOLEN
[33]:

Lemme 2.2.1.1.

Il existe un voisinage V (Bp) de la bicaractéristique Bp = Cp NS tel que:

- (2.2.1.3) y définit un changement de coordonnées;

- Les fonctions 2' (&7,¢7) et (" (€7,27) qui définissent ce changement de coordonnées
sont trois fois différentiables et a dérivées bornées;

VMy €V (Bp), (6;40) CV(Bp); (C]QO) étant la partie de Cy;  située entre My et S.

B/ Systéme de coordonnées (a, (*). Le systeme de coordonnées précédemment

défini sera utilisé uniquement dans une portion de C), NS*. Etant donné un point P de
S, on se limitera aux points M, situés dans un voisinage de Bp et qui dans le systeme
de coordonnées (z)‘) associé a P, ont pour coordonnées:
2t = 2
2.2.14 9 o
( ) { 2 =% +a.
En vue de I'obtention de ce nouveau systeme de coordonnées, J. TOLEN [33] a établi

le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.2.
Il existe une constante positive Cy telle que, a tout My (x§) appartenant a

L fa<Gldl a=ad- oG
Y (2)) € DY
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correspond un point P (£* (xf)) de 8™ et un seul de telle sorte que, dans le systéme
de coordonnées associé a P, les coordonnées (z§) de My et (%) de P vérifient:

[
B
Zy =2Zpta

a(xzg) étant une fonction trois fois différentiable et a dérivées bornées.

L’objectif final de ces résultats étant de pouvoir les utiliser pour étudier les intégrales
doubles dans les formules de Kirchhoff, il est nécessaire de combiner les deux résultats
précédents. J. TOLEN [33] a a cet effet établi le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.3. 1l existe une constante positive Cy < C telle que, a tout point
My (z§) appartenant a Ws : {a < Cy|x|} correspond un point P (£* (xf)) de S de sorte
que:

i) dans le systéme de coordonnées (z’\) associé a P, les coordonnées de My et P

vérifient:
=2 .
2= +a”’
ii) (Cyp,) CV (Bp) = domaine de validité du systéme de coordonnées ((*) associé a
i11) les fonctions £ (x5), a(x§), x§ (£',a) sont trois fois différentiables et d dérivées
bornées;
iv) Si (z}) € D* alors P € .

C/ Equations de (CA}O) et S* en coordonnées (¢*).

i) Equation de (C;, ).
En utilisant le lemme 2.1.3.2 et le lemme 2.2.1.3, J. TOLEN [33, p. 59] a établi
qu’en coordonnées (%) associées & P (£*), (C,,;, ) admet une équation: 2° = Fp (a, &% 27)
ou Fp est une fonction trois fois différentiable par rapport a toutes ses variables sauf
pour z' = 2z}, et ses dérivées premieres sont bornées.
En passant en coordonnées (C ’\) on a:

(22.1.5) ¢"=Fp(a,&;2 (¢, ¢%)) = F (a,65¢),
avec: .
- F trois fois différentiable sauf en ¢* = 0 et ses dérivées premieres sont bornées;
-Fet %—g admettent les développements limités suivants au voisinage de (@ = 0, &% (" = 0):

(2.2.1.6){ F(a&;¢) =2 () +a—-3+K(E+a)],

=1+ K(5+a),

ou:

1
3 3
K est une fonction bornée et s = [Z (Ci)2] )
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- Au voisinage de (a = 0,&%¢" = 0), les dérivées d’ordre supérieur ou égal a deux de
F admettent les développements limités suivants:

sz — K 92F - K 92F — K
(2.2.1.7)

(8(2) I aaacz ) a*agz ’
PFE

PR0CiT = K , K fonction bornée.

On a en outre:

OF
. . k, . < ~,r_17
o&n... (0a)" o¢o ... ‘ s

ii) Equation de S".
La partie de &% contenue dans V (Bp) admet en coordonnées (z’\) associé a P

(2.2.1.8)

ou r < 3,k constante > 0.

une équation de la forme 2° = gzb (€%, 2%) . Par suite en coordonnées (C ’\) elle admet une

équation de la forme:
0 w (. T
@zw){c ¢(§C> o
oV (§5¢") = ¢ (51 “¢,¢)
avec 5” trois fois différentiable par rapport a I’ensemble de ses variables et a dérivées
premieres bornées.

D) Equation de C;; NS* dans un domaine ('< —ma. Pour tout M, (z) €

Wy, (xf) € D*, Cp,NS™ a pour équation:
(2:2.1.10) G (@,&5¢) = F(a,¢5¢) - (¢5¢) =0
On introduit les variables p et o définies par:
(2.2.1.11) ¢" = pa ot o = sina, a® = cos a, a € [0, 2]
11 a été établi par F. CAGNAC [6, p. 378 — 379] le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.4.
Si les hypothéses Hy et Hy sont vérifiées.

1l existe deux constantes positives ky et kg telles que:
i) Pour (' <0 et a € ]0,27],

2
hk8

A(fi, 1,04) = —a'o achack

ka
0,0
(€500 > 10
i)

4 oF
B (fljgl) = % (€Z7O7C17070) > kB
ot

G(&,¢) = F(0,65¢) =0 (€5¢) =G (0,5¢)
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Moyennant les inégalités (2.2.1.7 — 8) et le lemme 2.2.1.4, il a été établi par J. TOLEN
[33] le résultat suivant qui, non seulement donne une représentation paramétrique de
Cy,NS*™ mais aussi, donne de la fonction qui représente cette 2—surface de bons
développements limités et d’intéressantes majorations.

Lemme 2.2.1.5.
1l existe des constantes m, ki et Kq telles que:
- pour tout My (z§) € Wa, (z}) € DY,
- dans le domaine (' < —ma,
Cy,NSY admet une représentation paramétrique de la forme p = w (@, &5 CH ) telle
que:
i) W est une fonction trois fois différentiable,

i1) W vérifie:
(2.2.1.12) k1va/[¢Y] <@ < Kivan/|¢Y,

iii) W et g—g admettant les développements limités suivants au voisinage de (0, &% ¢Y a):
= _ /= /2B Kya
w=Va A(g",¢ha) [1 + 1/|<1|} ’

oz _ 1 [ BES) || Kya

Va Via

(2.2.1.13)
da ~ a 2A(& ¢ )

On a en outre les majorations suivantes:

10w 0w 0w
12 <K |&| < K |2 <K
(2.2.1.14) ¢ 172 % %
|g—‘g| <K ‘i—', K constante positive.
E) Etude de C;; NS” dans un domaine —b < ('< 0. J. TOLEN [33] mon-

tre qu’il est possible de choisir m tel que dans le domaine —ma < ¢! < 0, la représentation
paramétrique p = w (a, £%; ¢!, ) soit encore valable. En outre pour cette représentation,
on a des majorations intéressantes des dérivées premieres de w. C’est ainsi qu’est établi
le résultat suivant dans [33,p. 62 — 68] :

Lemme 2.2.1.6.
1l existe une constante C3 < Cy et des constantes b, ko et Koy telles que:
i) a < Cs|zg] = —ma > —b
i1) Pour tout My (xf) appartenant a Wi : { a < Cs ||
0 51 (zh) € DV
- dans le domaine —b < (' <0,
Ch,NS™ admet une représentation paramétrique p = w (@, & ¢t a) telle que::

(2.2.1.15)  kov/a(a+|CY]) < @ < Kyv/a(a+ |CY))

e w est une fonction trois fois différentiable par rapport a l’ensemble de ses
variables.
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e On a les développements limités suivants au voisinage de: @ =0, (' =0
w=/a(a—2")[1+K(a+|c"])]
(2.2.1.16)4 o6 = _\/% + K (a+[C), 555 = K(a+|C')
%= s I K@+ IC] 58 = K (a+ (')

De plus on a les majorations suivantes:

10w
<K, |5% <K
(2.2.117)4 177" A%l g
22| < K¥=
F) Etude de Cy;, N7. Il s’agit ici d’étudier le comportement de ¢! pour les

points de Cp, N7T.

Définition 2.2.1.1. : Définition de la fonction p,

Etant donné le point P (¢¥ (&7),&Y) de S, la bicaractéristique Bp tracée sur S e
passant par P rencontre T en un point O de coordonnées ¢t = g (£%), (2 = =0, ou
o (€9) est la solution en Ay de U'équation: z° (£ Ay, 7 (€7)) =0

C’est une conséquence de la définition du systeme de coordonnées ((*) et de (2.2.1.1) .
I a été établi par J. TOLEN [33] le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.7. [l existe une constante Cy < Cs et une constante Kj telles que pour

< 1
tout point My (x§) appartenant a Wy : { ?xg) C€'4g£| , P(€>(xf)) étant le point associé

a My (x§) (cf. lemme 2.2.1.2, ug (§') étant la fonction définie ci-dessus;
(i) Pour tout point de Cy;, N'T

- ¢H = ol < Ksv/an/a+ ¢
(22.1.18) ¢ (1< @
=L

it) ma <
\

G) Etude de Cy; NS* dans le domaine ¢' > 0. On utilise dans ce domaine la
représentation de Cy; NS définie par: Ay = 9 (2§; A\n) . Clest ainsi que dans [33] est
établi le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.8.
Pour toute constante donnée m', il existe C (m') telle que pour tout

o a<C(m .T(l)
Mo(xo)e{ (xg)engH |
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Sur la partie de Cy; NS™ telle que > —ma:
i) Cp,NSY admet la représentation paramétrique Ay = ¢ (g, Ay ) ;
i1) On a les inégalités suivantes:

(2.2.1.19) Kif(ig’)\/l)\h(lru'; ) k1 (m,> Ao (m,> ko (m,> constantes.

T > ke (m)

En prenant pour m’ le réel m du lemme 2.2.1.4, on a le résultat suivant établi par

J. TOLEN [33]:

Lemme 2.2.1.9. Il existe une constante Cs < min (Cy, C' (m)) telle que pour tout
My (x) appartenant a

a < Cs |z
(xp) € DY 7

sur la partie de Cy; NS™ située dans le domaine ¢t > —ma on ait:

[ i) (2.2.1.19) est vérifié
(22119) ¢ ou | e - Ka
0

0%
X

e En outre la courbe (C) de Cp NS™ d’équation Ct= 0 peut étre représentée par une
équation Ay= 7 (xf, \y) avec:

v est dérivable par rapport a ses variables

H) Etude de CA_/IOQS“’,. On suppose toujours que My (xf) est au dessus de S¥
et on appelle S*' 'autre partie de S. J. TOLEN [33] a établi le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.10. Etant donnés R (¢¥ (z%),x%) appartenant ¢ SU \T, N\, un
réel strictement positif, il existe ng (R, )\6) réel strictement positif tel que: pour tout
Mo (z5) ,

|zg — 2%| < no = sup {)\2/, (A, Agr) € <>/2} <A

oty Oy est le domaine décrit par les couples (Ao, Agr) pour lesquels la bicaractéristique
issue de My rencontre S sur 8. Ay et Ay étant les paramétres associés a P (¥ (x3) , }) .

En vue de I'étude complete des intégrales doubles, il est question de pouvoir obtenir
une représentation paramétrique de C]QOOS“" a partir de laquelle on puisse obtenir des
inégalités appropriées. C’est ainsi que J. TOLEN [33] a établi le résultat suivant:

Lemme 2.2.1.11. Il existe une constante positive Cs < Cj telle que pour tout
o s . a < Cg |£Eé’
My (z§) appartenant a Wi : { (et € D

- 1) CA}OHS“’/ admet une représentation paramétrique Ay = 1 (x; \y) ,



54 D. E. HOUPA DANGA AND MARCEL DOSSA

-it) On a les inégalités suivantes:

Ko (:ca)

* |9 (255 )| > | =3

w« 22 S k>0,

oA ,
| < K; ‘%f—‘ < K,
hl

Y

(2.2.1.21)

* oxg

ol Q est le point d’intersection de la bicaractéristique issue de P (¢" (xf) , x() tracée
sur 8" avec T et o (xf) est la valeur du paramétre Ay au point Q sur Cp.

2.2.2. Etude de Cy;, NS pour M, situé dans le domaine a > C|zj|. On a le
domaine {M (x§) : a < C'|z}|} qui est un voisinage de tout point R € S \7. Par con-
tre tout voisinage de R € 7 contient des points de {M (z3) : a < C|z}|} et des points de

{M (x§) : a> Clxj|}. Dot pour 'étude de C;; NS dans un domaine {M (z§) : a > C'|zgl},

on peut se limiter aux points My qui tendent vers un point R € 7.
Le résultat suivant a a cet effet été établi par J. TOLEN [33]:

Lemme 2.2.2.1. Quelle que soit la constante positive p, il existe deux constantes
B (n) et o () telles que si My (x) appartient au domaine z3 < B (i), a > pxd :
*Cp,NS™ admet la représentation paramétrique Ay = v (x§; Ap)

FO > oy o (a8 )| < Ka.

Puisque a > C|z}| = a > px), ot p = p(C), T'on déduit que le lemme ci-dessus
acheve I'étude de Cy; NS.

2.2.3. Récapitulatif de l’é¢tude de la 2-surface C,; NS. On récapitule dans le
théoreme suivant les résultats obtenus dans le cadre de I'étude de Cy, NS.

Théoréme 2.2.3.1. A/ Il existe trois constantes positives C', m, b telles que pour M
dans le domaine W défini par {M (z§) : 0 < a < C'|z}|} et situé au dessus de S¥,

i) dans le domaine ¢t > 0, Cy,NS™ est représentable en coordonnées (Ayrs Ay) par
Uéquation Ay = ¢ (x§; N\,y) tel que le lemme 2.2.1.9 soit vérifié.

i) dans le domaine 0 > (' > —b, Cy; NS™ est représentable en coordonnées (¢', )
par 'équation p = w (a, & ¢, a) tel que le lemme 2.2.1.6 soit vérifié.

ii) dans le domaine (' < —ma, Cy;, NS™ est représentable en coordonnées ((', o) par
Uéquation p = (a, & ¢t a) tel que le lemme 2.2.1.5 soit vérifié.

iv) si My appartient a Cy; N7, le lemme 2.2.1.7 est vérifié.

v) C&OHS“’/ est représentable en coordonnées (Ao, Ay') par Uéquation Ay = 1 (x; \yr)
tel que le lemme 2.2.1.11 soit vérifié.

B/ Pour toute constante positive p, il existe B (u) telle que pour tout My dans
le domaine W' : {a > pxd; 23 < B ()}, Ca,NSY est représentée paramétiquement par
(A2, A3) @ travers léquation Ay = ¢ (z§;\p) de telle sorte que le lemme 2.2.2.1 soit
VETifié.



PROBLEMES DE GOURSAT SEMI-LINEAIRES IMHOTEP, VOL. 7, N°1 (2007), 15-100 55

2.3. ETUDE DES INTEGRALES DOUBLES.
On applique dans ce paragraphe, les résultats du théoreme 2.2.3.1 a ’étude des
intégrales doubles:

2w T
(2301) IS (.’178) = / d)\g/ d)\Q.js (1’8, )\h) s
0 0
ou:

(2.3.0.2) T, (z5,\) = E! A}—%A? :
OMn

D’apres (1.4.2.2), (2.1.4.2) et (2.3.0.2) on a:
do’,

2.3.0.3) E% = .
( ) E; By

* 1] * W .
[A } o, +0.9.",

ou:

* 1]
9304 ) ;lij a:bw *w('?[A :| é115 W
.3.0. = T — —= | .
( ) 9r |: :| ayj Pr ayj |: 7":| Pt
1l découle des hypotheses faites sur les fonctions AM, B, ¥ (Hypothése Hy) que les
fonctions g™ sont continues et bornées.
I1 découle d’autre part de (1.5.4.1), (1.5.4.3), (1.6.1.1) et de la proposition 1.6.1.2 que:

7,0
r _ 0f aag_5spj K
or=8 4+ K, 0% =04 K

s AL ) Oyd A2
(2.3.0.5) xij .
R Y

On en déduit alors, comme dans le cas du probleme a données initiales sur une hyper-
surface spatiale (¢f. 1.6.3.1), que l'on a:

A 0w K
(2.3.0.6) E™ = %(ps 5
1
Et donc:
0
2.3.0.6) E'= Lo, + —,

ou K est une fonction bornée.

2.3.1. Etude de I, (x§) lorsque M, (z§) tend vers R (¢V (x%),2%) € SY\T.
On peut considérer ici que le point My (x§) est dans le domaine
{a < C"xé‘ ,(z() €DV} =W.
On appelle ¢ (resp. ¢') ensemble des couples (A2, A3) tels que la bicaractéristique

issue de M, de parametres Ay, A3 rencontre S sur S¥ (resp. Sw/) )
On a donc:

s (z5) = //Oﬂ (xg, An) dAadAs + / ” Ts (x5, Ap) dAad)s.

Si I'on prend a présent en compte la maniere dont 'étude de Cy; NS a été menée au
paragraphe précédent, on pose pour M, appartenant a W :
B (My) = partie de Cy; NS" correspond a ¢! > 0,
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C (My) = partie de Cy; NS™ correspond a ¢ <0,
D (M) = Cyy, NS™.
On a alors:
L, (x5) = I (25) + Lo (5) + Ip ()

avec:

Ip = ffB(MO)d)Qd)‘Sjs (x5, ), Zc = ffc d/\2d>\3$ (g, An),

ID = ffD(MO)dAQd)\gjg (1'8, )\h) .
On revient & présent sur les résultats obtenus a cet effet par J. TOLEN [33] .

a) Etude de 7.

D’apres le lemme 2. 2 1 9, C_ N S admet comme représentation paramétrique
définie par 'équation A\; = ¢ (x§ . On utilise alors les variables Ay, Ay et on a:

Oa
oY
Ig = d)y d\y E™ Al——M .
b / /)\/ < a)‘h' Z)

g =B (Af N ) .

Oy
D’apres le lemme 2.2.1.8, % est minoré; on obtient donc comme dans le cas de

problemes a données initiales sur une hypersurface spatiale:

On pose:

* W

877Z) . q; _pz
o, CEAY = —(sindy) (M)’ ﬁual

(23.1.1) G,=A! -
>4, 1
J

De (2.3.0.6) et (2.3.1.1) on a:
(2.3.1.2) J.¥ =sin Ay, (a: )+ K
=sin Ay p? (&) + KM+K'a
= sin Ay ¢y (f’) + K'a,
car dans ce cas on a A\; = ka,d’apres le lemme 2.2.1.8
En intégrant et en utilisant h (Ag) — %’ < Ka, qui découle du lemme 2.2.1.9, on a:
(2.3.1.3)  Ip(zf) =2mpY (¢') 4+ Ka, K fonction bornée.

b) Etude de Z.
D’apres le lemme 2.2.1.5 et le lemme 2.2.1.6, on passe aux variables ¢!, a et on a:

IC_//<>Cdd§ AQ’A)(N aa;u >ng

)

olt O¢ désigne le domaine de variation de (', «) sur C (M)

On pose:
/ aw
1

D (/\2’7 /\3’)
D (¢ a)
SC — D E’L’LU

-
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En utilisant les deux systémes de variables (A1, Ao, A3/) et (p, (1, ) et les différentes
équations de Cy;, N S™ définies par Ay = ¥ (z§; \y) et p =@ (a,£; ¢, @) on a:
D (y") dp Owal! Ow da
D(p,(ta) \Oy'  0Ct9y'  Oa 0y’ )

i) Dans le domaine ¢! < —ma.
En utilisant le lemme 2.2.1.5, on déduit de (2.3.1.4) que:

(2.3.1.5) D; = K v/a\/|¢Y], K fonction bornée.

On a en outre dans ce domaine

1 k
— = — k' fonction bornée.
A [
On déduit alors de (2.3.0.6) que:
, ” 1 1
(2.3.1.6) E™ =k (— + —) .
(S
Par suite on déduit des relations (2.3.1.5 — 6) que:

w 1 1
(23.1.7) T, =kva (!GI‘W + |61|1/2> :

ii) Dans le domaine —b < (! < 0.
Dans ce cas, en utilisant les relations (2.2.1.2 — 3) on a:

(2.3.1.4) D; =

i

| o = 3t K (at €D,
N I K (0 ), (oF = i)
e 841—7 + K" (a+|C')),
‘ %: (1+ K" (a+]cD).-

En utilisant (2.3.1.8) et le lemme 2.2.1.6, on a:
(23.1.9) Di=Y aM*Va(@— 20 +~'a+ Kva(a+ |¢])*.
h 0, 04

Dans ce domaine on a en outre:

,\% = a+|4 | [1 + K(a—i— |C1|)]
T it talyt /a@—2¢t)
2BLIOQ g = D+ K (a+ ('),

Py (23397 (255 0) = 0¥ (€) + K (a +|¢Y]).

On déduit alors des relations (2.3.0.6) et (2.3.1.10) que:

,yigl + ah,gi /a (a _ 2(1) I
1 h

w o w 7\ O
(2.3.1.11) EM =¥ (&) EENTIIE +a+|<,1|.

s
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D’ou:
a N K+/a
- 2 T 2
@+ @+I¢nY
On va a présent évaluer Zo. Pour ce faire on distingue deux cas selon que —b soit plus
grand ou plus petit que %,uo (€) cf. définition 2.2.1.1 pour ce qui est de la définition de

/Lo(ﬁi)

On va partager (¢, le domaine de variation de (, (!, a) sur C' (M), en deux parties.
3

(23.1.12) Ji¢, = ¢¥ (')

On appelle {¢, la partie de {¢ ot max ( po( )> < (' <0 et Q¢, Pautre partie de
Oc-
1°" cas: max (—b, Moggi) =—b
En utilisant (2.3.1.7) et (2.3.1.12) on a:
Ic = Jec,dCrda + Jec,dCrda
Ocy Oc2

0 2
:/ dcl/ daJsc, + ._7302d<1d05
—b 0 Qo2

=2mp? (&) + Kiva+ Kx/a
(2.3.1.13) Zc =2mp? (&) + Kva.

2¢Mme cas: max (—b “O(f> — “O(f)

En utilisant (2.3.1.7) et (2.3.1.12) on a:

1o = Jec,dCrda + Tsc,d¢tda

Ocy Oc2

0 2
— / d¢t / dad,e, + T, dCtdo
£ 0 Oc2

a
:2wgo§”(§)+K1| |+K2\/5+K3 et
O 0

(23.1.14) To = 27" (&) + K, | —

[§]

On déduit des relations (2.3.1.13 — 14) que dans ce cas on a:

(23.1.15)  To =2mp¥ (&) + K |a|
Lo

c) Etude de Zp.
On utilise les variables A/, Ay, associées au point P de S et on a:

ZD:/d)\ rdAg jw
o

2
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En utilisant le lemme 2.2.1.11, le fait que R € SY\7 et la relation (2.3.0.6) on a
J." est bornée.
Par suite on a:

(2.3.1.16) ZTp = K sup {AQI, (A, Ay) € <>’2} .
Des relations (2.3.1.3), (2.1.3.15) et (2.3.1.16) on déduit que:

a

(23.1.17) I, (a5) = 4 (¢£) + K + K sup {A2,, M\, Ay) € <>;} .

|75

On déduit alors du lemme 2.2.1.10 et de la relation (2.3.1.17) que: My (z§) étant situé
dans le domaine a < C'|z|, on a:

lim T, (zf) = dmp? (27%) .
Mo(zg)—d%
RESY\T
2.3.2. Etude de I, (z5) lorsque M, (z) tend vers R(0,0,2% 2%) € T.
A/ Dans le domaine a < C' |z}

Dans le sous-paragraphe précédent, on n’a utilisé le fait que R € S¥\7 que dans
I’étude de Zp; on admettra donc les résultats obtenus précédemment en ce qui concerne
IB et Zc.

Il ne sera question ici que de I’étude de Zp.

Il a été établi par J. TOLEN [33] que si I'on suppose en outre z) < By, alors :

’

(232.1) J. =sin\p, (25,y") + KA.

’ a
2322) Dol = K}y 1o+l

ou les (Ap~) sont des parametres tels que Ay» = 0 corresponde a la bicaractéristique Bp
de Cp tracée sur S¥ ou P (¢¥ (z}), ) est le point de S¥ associé & My (z§).
On déduit alors de (2.3.2.1 — 2) que:

(23.23) Ip=K, | +|z}].
|2

Ainsi donc en utilisant (2.3.1.3), (2.3.1.15) et (2.3.2.3) on a dans ce domaine en sup-
posant x) < By,

(23.24) T, (28) = dmp, (€) + K | — + K\ | — + |a].
|| |z

B/ Dans le domaine a > C'|z}|.
En utilisant le lemme 2.2.2.1, on a comme dans le cas de problemes a données
initiales sur une hypersurface spatiale:

Sur Cy; N S, on a:

/

* W . 0
— B KN

- Z?]] p?
J

.

2.3.2.5) Al —
(2325) Aj- 5o

AP = — gin A2
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En utilisant (2.3.0.6)" on a:

!/

(23.2.6) T =sinhop, (25,y) + K.
En intégrant on a alors:
(2.3.2.7) I, (x§) = 4mp, (z5) + Kn, ot n = max |z — 25|
On déduit alors de (2.3.2.4) et (2.3.2.7) que:
Ve > 0,3 > 0 tel que |z — 23| < o = |Z, () — 4w, (25)| < e.

Donc on a:

lim T, (zf) = 4w, (0,27, %) .
Mo(zg)—R

ReT
Remarque 2.3.2.1. Dans les sous-paragraphes 2.3.1 — 2, les fonctions K qui apparais-
sent, suivant le domaine, dans les expressions des fonctions Iy sont continues et bornées
dans T'y (A) . En outre d’apreés les conclusions obtenues a la fin de chacun de ces sous-
paragraphes, les fonctions Ly prennent sur S les valeurs 4mwp,. On peut donc conclure
que les fonctions Iy sont continues et bornées dans I's (A) ainsi que sur S.

Les fonctions K dépendent des fonctions w; dans le cas des problemes non linéaires
les fonctions w; dépendront des fonctions inconnues, et par conséquent les fonctions K
seront elles aussi dépendantes des fonctions inconnues.

2 s 0
2.4. ETUDE DE LA FONCTION V (zf) = / d/\g/ dAg sin )\2/ dX;.
0 0 ¥ (2§ An)

En vue de résoudre, par une méthode de point fixe, les équations intégrales (&),
dans un espace de fonctions continues, il est nécessaire d’établir un résultat selon lequel
la fonction V' (z§) converge vers zéro lorsque My (xf) € T's (A) tend vers un point de S.
Dans cette optique, J. TOLEN [33, p. 42] affirme que I'on peut trouver deux constantes
positives K et ¢ telles que:

(2.4.0.1)  V(25) < Koa®

On va établir Ueffectivité d’une telle inégalité dans le domaine { My (z§); a < C'|x}|}
en utilisant le lemme 2.1.5.2; dans le domaine {M, (z§); a > C'|z}|} on établira une
inégalité qui permettra d’aborder la résolution des équations intégrales par une méthode
basée sur le théoreme du point fixe de Banach.

2.4.1. Dans le domaine a < C'|z}].
On va montrer que dans ce domaine on a:

(24.1.1)  V(zg) < K'a2, K constante.
D’apres le lemme 2.1.5.2, il existe deux constantes K et k telles que:

2 k
a <K } alors | (xgy, A\n)| < e

o .
Pour tout M, (%) €Iy, si cosAy >1—a

On pose
Ky = C’sup{|x(1)| , (xg) € D}, K:min{%Kl,Kg}.
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a\1/2 )
a—<iﬁ <5

Ay = arccos (1 — o),

On a:
27 A9 0 2m ™ 0

V(z5) = / dAs / dAg sin Ay / d\ + / dXs / do sin Ay / d\
0 0 (g An) 0 A9 (2§ An )

=27 (1 — cos AY) [¥ (zf, An)| + 27 (1 + cos AY) | (zF, An)|

On prend en particulier:

et on pose:

} K\*
<2 <%) M + 47k (E) aM avec M =sup{|¢ (x5, \n)|, (z5) € W, (\n) € O}

2r M
< K'\a, avec K'=—+ +47kMVK.
< K'Va = %

D’ou

N|—=

V(z§) < K'az.

2.4.2. Dans le domaine a > C|z}|, z) < Bs.
On va montrer que dans ce domaine on a:

(2.4.2.1)  V(z§) < Ka),, K constante.
D’apres le lemme 2.1.3.2 on a:

v (2§, )| < Koxp.

2w ™ 0
%4 (.1'8) = / d)\g/ d)\g sin )\2/ d)\l
0 0 (28 2n)

2m A3 0
S / d)\g/ d)\Q sin )\2/ d)\l
0 0 —Kozx§

< ArKozy = Kz).

D’ou:

3. FORMULES DE KIRCHHOFF (Fs) POUR LE PROBLEME DE
GOURSAT SEMI-LINEAIRE

Dans ce chapitre on établit les formules de Kirchhoff pour des systemes semi-
linéaires hyperboliques du second ordre a données initiales sur deux hypersurfaces car-
actéristiques sécantes. La méthode suivie est celle employée par Y. CHOQUET-BRUHAT
[11] et S. BAH [1] dans leurs theses. Elle consiste a transformer les systémes semi-
linéaires, a travers des dérivations, a des formes auxquelles on puisse appliquer les
résultats obtenus pour les systemes linéaires aux chapitres précédents. Lorsque ces
dérivations sont faites, de nouvelles inconnues apparaissent et il est nécessaire de connaitre
leurs valeurs sur les hypersurfaces caractéristiques.

Ce chapitre est divisé en deux paragraphes:
- dans le premier paragraphe, apres avoir montré qu’il est nécessaire de dériver trois
fois le systeme semi-linéaire pour pouvoir appliquer les méthodes du chapitre précédent,
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on établit les formules de Kirchhoff pour un nouveau systeme dont les inconnues sont
les solutions éventuelles du probleme de Goursat ainsi que leurs dérivées jusqu’a l'ordre
trois;

- dans le second paragraphe, on détermine les restrictions a la réunion des deux hy-
persurfaces caractéristiques des dérivées de toute éventuelle solution du probleme de
Goursat hyper-quasilinéaire. On y introduit aussi des hypotheses de structure sur les
termes non linéaires qui permettent que soient déterminées de maniere globale les re-
strictions aux hypersurfaces caractéristiques des solutions éventuelles de probléemes de
Goursat semi-linéaires.

3.1. HYPOTHESES ET FORMULES DE KIRCHHOFF.

3.1.1. Hypotheéses. On considere le probleme de Cauchy semi-linéaire a données ini-

tiales sur la réunion S des deux hypersurfaces caractéristiques 8%, sécantes suivant la

2—surface 7 d’équations: z° = 0 = z!, suivant:
)

(3.1.1.1) { (Fp): AV (%) a:?ig;u + fr S)xaaiul, S%) =0 dans )Y
Up|sw = Pr (ZL’ ) :

En écrivant formellement, pour le probleme de Goursat semi-linéaire (3.1.1.1) les for-
mules de Kirchhoff comme dans le chapitre 2, la présence des fonctions f, qui dépendent
de fagon non nécessairement linéaire des dérivées premieres des u,, montrerait que ces
formules ne définissent pas des équations intégrales.

Il est a noter que si les fonctions f, sont linéaires par rapport aux dérivées premieres
des fonctions u, et que les fonctions auxiliaires qui apparaissent dans les formules de
Kirchhoff ne dépendent pas des dérivées premieres des fonctions ug, alors les formules de
Kirchhoff écrites formellement définissent des équations intégrales non linéaires.

On pourra donc appliquer les résultats du chapitre précédent, a condition que les
fonctions auxiliaires ne dépendent pas des dérivées des fonctions u,, au probleme semi-
linéaire a données initiales sur la réunion de deux hypersurfaces caractéristiques sécantes
suivant:

(3.1.1.2) { AN () SR8 B (29, u) 2% + f, (2,u,) =0 dans Y
Ur/s, = Pr (z")

ou,
ox

On va ramener ’étude du probléme semi-linéaire (3.1.1.1) a celle du probléme
(3.1.1.2) auquel on peut appliquer les résultats du chapitre 2. Pour ce faire, on a besoin
que la condition sur la non dépendance des fonctions auxiliaires par rapport aux dérivées
premieres des fonctions ug soit vérifiée; c’est ce qui justifie 'option prise de dériver
trois fois les équations (F)) par rapport aux variables (z®). Suite & ces dérivations des
équations (F;.), pour pouvoir appliquer les résultats des chapitres précédents de nouvelles
hypotheses s'imposent.

Hypothese Hj

1— L’hypothése Hy est satisfaite;
2 — L =AM, est x%—réguliérement hyperbolique tel que

i) A% > e >0, AYX,X; est définie négative,
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Z’L) da > O, v (ZEa) € F27v (Xz) S RB\ {(0, O, 0)}, —Aij (ZEO[) XZX] > Ozi (XZ)Q .

i=1
— AM e B"(Ty).
4— f.e€C® (Fg x Q' x Q”), ot Q' est un ouvert de R™, Q" est un
ouvert de R*™.
5— ¥ e CT (DY) et p, est continue sur S.

Remarque 3.1.1.1. [l est a noter que dans I’hypothese Hs, on peut remplacer la con-
dition 3 par la condition suivante:

3— AM € BY(Ty) et [AM]" € CT(DY).

3.1.2. Formule de Kirchhoff . Il découle des commentaires préliminaires et en
suivant une méthode employée par Y. CHOQUET-BRUHAT [11], F. CAGNAC [7], S.
BAH [1],[2], qu'il est adéquat de dériver trois fois les équations (F,) par rapport aux
variables (z%); on pose alors:

(3.1.2.1) Ug = (ty, Ura; Urag, Urapy) , AVEC
ou, 0%u, Pu,

Ura = Grar Uras = Fiag Ee Wby T Gias Gam
On obtient:
(F) o AN (%) 55+ fo (2%, s, ) = 0,
122y ) (Fre) s AV (@) i, & BROG + o (0%, ) =0,
( rocﬁ) A)‘“( )amggjﬂi + Bﬁ‘ggsag;,ﬁ + fra/g (ZL’ us,uswusyé) 0,
(Froéﬁ'y) < AN ( ) ;i:;fl —+ Bﬁ‘ggi]s ag;u)\gs_ + frag,y (33 y Ugy Ugyy Usyss usuéa) = 0.

olt: @ BMs, nggﬂ nggis sont des polynomes des fonctions suivantes:
- les dérivées partielles premieres des AM,
- les dérivées partielles premieres des f, par rapport aux ug,.
o f.. est un polynome des fonctions:
- fr et ses dérivées partielles premieres par rapport a tous ses arguments,
- les ug et leurs dérivées partielles premieres.
o frap (resp. frapy) est un polynome des fonctions suivantes:
- les AM et leurs dérivées partielles jusqu’a l'ordre deux (resp. trois),
- f, et ses dérivées partielles par rapport a tous ses arguments jusqu’a
l'ordre deux (resp. trois),
- les ug, et leurs dérivées partielles jusqu’a 'ordre deux (resp. trois).

Ce qui conduit au nouveau systeme suivant:

*Ug
Ox Ozt

U
+ B (° UT)a—R—irfR(:c Us) =0

(Eg) : AM (2)
ou:
B (22, Ur) = By (2%, Uy, Upg) -
En supposant que 1’on puisse déterminer sur S les fonctions Ug, on a alors un probleme
de Goursat du méme type que (3.1.1.2).
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En utilisant les remarques faites ci-dessus on a alors le résultat suivant qui est une
conséquence immédiate de la proposition 2.1.4.1

Proposition 3.1.2.1. Sous l'hypothese (Hgz) pour le probléme (3.1.1.1) on a:

- Toute solution (u,) de (3.1.1.1) cing fois différentiable admettant des dérivées
quatriemes continues et bornées, est telle que ses dérivées jusqu’a l’ordre trois vérifie les
formules de Kirchhoff généralisées suivantes: pour tout My (z§) € T's (A),

o n ¥(28.An)
. 47TU5 (.T%) = / d)\g/ d)\z sin )\2/ d)\llj ([UR] L? + O'g [fR])
©) o o

+ / ) / d\oE, (Ag—g—;iA?)
0 0
ou:

( o e w137 .

i oo R * 1] * W * 1] 3% *WO|lA ¥ 1TTW yw

e [ s (] -l

EY sur O

E2 sur ¢

ou: QY est l'ensemble des couples (Ao, \3) tels que la bicaractéristique
issue de My rencontre S sur S,

5 w11 « IRW
e (1) (] ).
(3.1.2.3) .

o5 = owg [fR])\: fr(¢s ('), 2" ®g (7)),

R = 68 4 / (Quff + QFwT) d,

oe s (nAET) 0T

B =

p] 8yi 8’!,/1 9
£ IRW £« ORTW
Q?Z% pi|:BT:| +|:BT:| )»
{ Sp = ([ur], [Ural s [Urap] ; [Urapy]) s 7= 1,..5n5 o, B,7=0,...,3.

On a noté que pour que les formules de Kirchhoff généralisées ci-dessus définissent
des équations intégrales il est nécessaire que les fonctions figurant a droite ne dépendent
pas des dérivées des fonctions Ug. Cette condition nécessaire est vérifiée dans la mesure
ol les fonctions de droite font intervenir les dérivées jusqu’a l'ordre trois au maximum
des fonctions wu,. Cette condition est néanmoins insuffisante pour avoir des équations
intégrales. En effet on constate que les fonctions QF font intervenir les B, or ces
dernieres fonctions dépendent des dérivées premieres des u;; par conséquent les fonctions
wE qui s’expriment en fonction des QF, sont aussi des inconnues. En outre leurs dérivées
partielles secondes qui apparaissent dans les LE sont aussi des inconnues. Pour obtenir

des équations intégrales, on doit adjoindre aux formules de Kirchhoff généralisées (gs)

les équations vérifiées par les fonctions w¥ ainsi que leurs dérivées jusqu’a 'ordre deux.

Néanmoins d’apres la proposition 1.6.1.2, pour connaitre les dérivées partielles secondes
des fonctions wg, il suffit de connaitre les fonctions w§, w§; et w§,;.
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On pose (w§, wf;, wl; ) =Qf et Q= (QF).
D’apres les relations (1.6.1.1 — 4) on a:

A1
wl =068+ / PRwEd\,,
0

A1
(3.1.2.4) ¢ wh; = / (Pfwg,; + Prws) di,
0

;

A1
wﬁ’ij — /0 (P’FWSU + Prﬁlwsj + Pﬁ]wSZ + Pﬁ wS) d)\,
\

e (;(M) DY i

Oyt Oyt

(3.1.2.4) 4 iR .+ OR
PR‘:‘?PIE. R _ 9Py BPR
L T 8p? ) Tyij (9p1 8pj ’

On en déduit que:
A1
(32.15) Q=0+ / F (Us, Q) dAy,
0
ol:
Qo = (Q5) et Qs = (6§,0,0),
avec I (Ug,€2) combinaison linéaire des fonctions 2 dont les coefficients sont

des polynomes des dérivées jusqu’a lordre trois des AM et f, et des fonctions Us.

On peut a présent énoncer le résultat suivant:

Proposition 3.1.2.2. Sous 1" hypothése Hy pour le probleme de Goursat (3.1.1.1) :
- Toute solution u = (u,) de (3.1.1.1) cing fois différentiable et admettant des dérivées
Jusqu’a l'ordre quatre continues et bornées est telle que les fonctions:

US = (u57 Usaqy UsaB usa,ﬁ’w) et () = (Qg)
avec QF = (w?,wﬁk,wgkl) ,
vérifient le systéme intégral suivant: Y My (z§) € Ty (A),

/

P T AR
47TUS $O / d)\g/ d)\z sin )\2/ d)\llj ([UR] Lg + 0'? [fRD
0

27
(Fs) - +[ dx / A\ B <A1 v Ag) :
0 0 "

A1
0= +/ F (Us, Q) d,
\ 0

ot les fonctions de droite de la premiére équation sont définies par (3.1.2.3) et F' (Ug, Q)
est une combinaison linéaire des fonctions Q) dont les coefficients sont des polynomes des
fonctions Ug et des dérivées jusqu’a lordre trois des fonctions AM et f,.
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Utilisant le fait que F (Ug,€2) est une combianison linéaire des fonctions €, la
deuxieme équation de (F;) peut se reécrire sous la forme suivante:

A1
QF =l + HE (Ug) QLd\,
0
avec:
( PR 0 0
HE(Ug) = | Pf, Pfoy 0
57]?:@']‘ Zﬁj(Sngiﬁiéé P}
Qg = (WSst,kaws,kz)

A LoD s

3.1.2.7 R_ 1
( ) Pri=—3 | pi—% oy’
< iR « OR
PR _ 9P R _ O*Pf
L Ti =™ 9pf Tyaj — 8p?8p?'

Pour pouvoir aborder la résolution des équations intégrales (F;), il reste a déterminer
les restrictions a S des dérivées jusqu’a 'ordre trois de toute éventuelle solution assez
réguliere du probleme de Goursat (3.1.1.1).

3.2. DETERMINATION DES RESTRICTIONS AUX HYPERSURFACES
CARACTERISTIQUES DES DERIVEES DE LA SOLUTION DU PROB-
LEME DE GOURSAT.

On a vu au paragraphe précédent que la détermination des restrictions a S
des dérivées jusqu’a l'ordre trois de toute éventuelle solution suffisamment réguliere
du probleme de Goursat semi-linéaire est nécessaire pour s’attaquer a la résolution du
systeme intégral (F;) .

On va dans ce paragraphe déterminer, de maniere générale, la restriction aux
hypersurfaces caractéristiques sécantes des dérivées de toute éventuelle solution réguliere
du probléeme de Goursat hyper-quasilinéaire.

3.2.1. Probleme de Goursat hyper-quasilinéaire.
On considere un systeme de n équations (G,) a n fonctions inconnues u, définies
dans un domaine de R¥*! de la forme suivante:
2
0-u,
Ox Ozt

(GT) : AAM (xa7 uS) + fT’ (J:a; U’s; usu) - 0

r,s=12,...,n a, \, u,v=0,1,..., N.

o Les AM sont définies dans V x W ; ou V est un ouvert de R¥*! contenant la
(N —1) —surface 7 : 2° = 0 = z'; W est un ouvert de R™.

o V(2% us) € V x W, AM (2%, u,) Y)Y, définit une forme quadratique définie de sig-
nature + —...—, avec A" > 0 et AYY;Y; définie négative.

e Les f. sont définies dans V x W x X, ott X est un ouvert de RIN+D»,

e S est la réunion des deux hypersurfaces caractéristiques pour l'opérateur L et
sécantes suivant 7 avec: L = E*“&;M et A (z%) = AM (2% 7,) ; les u, étant des
fonctions définies dans V.
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On pose Uyis = @

On suppose que les hypersurfaces caractéristiques S* dont la réunion est égale a S
sont définies par: z° = ¢¥ (2%), w = 1,2. ¢* étant une fonction suffisamment réguliere
sur DY = projection de S* dans l'espace des (z°).

Résoudre le probleme de Goursat hyper-quasilinéaire consiste alors a déterminer les
fonctions w, qui vérifient:
(Gr) + AV (27, ) 325 + fr (2% ug ug) =0,

dxA oz
Up|s = Upls = Pr-

(3.2.1.1) {

On se propose pour une fonction v = (u,.) suffisamment réguliere telle que les u,
vérifient (3.2.1.1) de déterminer les restrictions a S des dérivées de u.

Pour déterminer les restrictions a S des dérivées partielles d’ordre inférieur ou
égal a [ d’une fonction wu, il suffit de connaitre:

los (2 |5 p < U

- les dérivées des fonctions ¢" définissant I’hypersurface caractéristique S;

- les dérivées de ujg jusqu’a l'ordre [.

3.2.2. Hypothéses pour le probléme de Goursat hyper-quasilinéaire. En
vue de la détermination des restrictions a S des dérivées de toute solution suffisamment
réguliere du probléeme de Goursat hyper-quasilinéaire, on fait les hypotheses suivantes:
soit p € NU {+o0}.

Hypothese o, :

o Les AM (2 u,) sont définies et de classe C? dans un domaine V x W, ot V est un
ouvert de RV¥*! contenant 7 : 2° = 0 = 2'; W est un ouvert de R™.

e Dans V x W, les AM (2%, u,) définissent une forme quadratique de signature +—...— :
A% >0, AYX,;X; définie négative.

Hypothese 3,

e Les fonctions f, (z%, us, us, ) sont définies et de classe C? dans un domaine V' x W x Z,
olt Z est un ouvert de RW+Hn.

e Si p =0, les f, sont lipschitziennes par rapport aux us,,.

Hypothese 7,

e Les fonctions ¢’ sont de classe C? sur D" et les fonctions ¢, sont continues sur S

I sur D!
ig <ur D2 et ¢, (D) C W.

avec p, = {
3.2.3. Détermination des dérivées premiéres. On considere des fonctions u, régulieres
qui vérifient le probleme de Goursat hyper-quasilinéaire (3.2.1.1).

On pose:

w  Our | [ x} sur D! w _a¢w
XT' - amo Sw 7X7' - 2 sur D2 ) qz - axl .

T

En considérant la restriction a S des équations (G,.) on a:
—ii | v w —0i]" 0 [Ou, W —ii ] 9" [Ou, W
2 <[A ] 4 + [A } ) Ozt [3$0] + [A ] OxI [81’0}

w

+ (A7) 2y (R =0

(3.2.3.1)
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Sur chaque bicaractéristique définie par:

(3.232) 9 _ 2] g+ [

dX1 J
on a:
w qw w w92 W ~qw
pa99) 258 (1] e [0 8 7] o
ou

A" =40 00 @)ttt ().

R =5 (00 ) e ) o (). 98 ).

Soit p € N*U {400} .

w . qw
Sous les hypotheses aopi1, Bop—1, Y2p+1 les fonctions [X”] Por ot [ fr} sont de

OxtdxI
classe C?*~1 dans D, out D est la projection de S¥ sur I'espace des (z°).
(3.2.3.3) est un systeme différentiel non linéaire du premier ordre en x¥. Pour le
résoudre (localement), il suffit de connaitre les ¥ pour X' = 0, c’est-a-dire sur 7.
Puisque les hypersurfaces caractéristiques S sont sécantes suivant la (N — 1)-
surface 7: 2° = 0 = !, on a:
g (29) #0

(3.2.3.4) { 5 o
% 11 %% |1

On cherche une solution de (3.2.3.3) qui soit au moins de classe C! jusque sur la
(N — 1) —surface 7. Puisque 'on a:

up (6" (2) ,2) = & (o).

En différentiant les deux membres de cette égalité par rapport & x! et en prenant la
restriction a 7, on a:

1 Ol Op?
1 o T . s 2

Ox!t |T T a2t

Par conséquent le systeme différentiel (3.2.3.3) muni de la condition initiale définie
par (3.2.3.5) admet une unique solution définie dans un voisinage (Sy’) de 7 dans S*.

On pose: (Sy) = (SH)U(SF) .

On a pour toute solution de classe CP™! sur V' du probleéme hyper-quasilinéaire de
Goursat (3.2.1.1), il existe un voisinage (Sp) de 7 dans S sur lequel sont déterminées de
facon unique ses dérivées partielles premieres par rapport a z°.

I1 découle de (3.2.3.5) que sous les hypotheses aopr1, Bap—1, Yop+1, les fonctions x¥ |
sont de classe C?; on déduit alors du théoreme de différentiabilité et de dépendance
continue des conditions initiales pour des systemes différentiels que, sous les hypotheses
Qapi1s Bap—1, Vopi1, les fonctions y¥ sont de classe C?P~! sur (DY) ( (DY) est la projection
de (8Y) sur I'espace des (z')) et les fonctions X, sont continues sur (Sp) .
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~w
Remarque 3.2.3.1. Siles fonctions [fT} =fr <¢w (@), 2% o (27) s XY (27) , 285 + fxé”)
sont linéaires par rapport auzx x¥ alors le systeme différentiel (3.2.3.3) est linéaire en x.
Par conséquent les restrictions des dérivées premiéres par rapport a x° de la solution du
probleme de Goursat hyper-quasilinéaire sont déterminées sur S tout entier, c’est-a-dire
que dans ce cas (Sp) = S.

3.2.4. Détermination des dérivées secondes. On pose:

On suppose toujours que les fonctions u, définissent une solution réguliere du probleme
de Goursat (3.2.1.1) .
En différentiant par rapport & x° les équations (G,) on a:

AA;L 92 (6ur) + AN §2%u, + OAM Juy  D%u, + dfr

3.24.1 0zAOzH \ 0x0 0z Oz Ozh Ous 0zV Oz OxH ozV
(3.2.4.1) 5 5 3

_I_ fT 8’113 + fr 8 Us — O

Ous Oz O(usy) 0xV0zv :

En posant v, = ggg, on a alors:

A d3v, HA 9y, 0AY Ju, AW 92%u,
A axA%ﬁL + gmo 020 ;402 313 oxt gA@zo 857;817
Ur 9A™ Ur 0AY | _O%uy
(3242) + Ous Us Oz0 +2 Ous Us ozt + Ous Us Oxt0xI

8fr 8fr 8fr aUs af’!‘ 8’05 J—
+3x0 + Ous Vs + Ovs 020 + O(vs ;) Ozt 0.

En prenant la restriction de (3.2.4.2) a 'hypersurface caractéristique (SY’) et en tenant
compte des relations:

1] = 2 4 g [24]"
J%u

(3.2.4.3) [&coaxi
9%u v

[8xi8xj
on déduit que l'on a:

( —ii 1% . —0i1\ 5 rou, 1w —ii 1" 9gY T oy, 1w 1Y 9%w,]
2([A] qj+[f4}w>azi[axo} +[A} e (58] +[A] e

g
Sl
|
Dl
S
=
g
@’QS
| —
D
g (P
Sl
[\
|
g

WY 0 Tl | w & [0ulW | ow d [ul® | waw | 92w |7
= Gtoer T a0 la] T @50 (5] + @ (0] 4G @07

(3.2.4.4)

(15 + (52 ) gy [32]
¢ w Olvs]® w Ovs]? 2[vs]*
= vl + g —gxl +q; [&v] + Griog

| <([]+ [5] v) =

Q
)
€
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Sur chaque bicaractéristique issue de 7, on a:

s [P35 o (P g+ ] o
12617+ (2] + [22]" Onr) (arap @x)
B R B
(3.2.4.5) 2 ([%ﬁ?] 05 + [@i’:ﬂ +6; [%2?} Oxy ) g ’
(] ) 0)-

x (55 Oxw + i + i 4+ S
|+ (2[8] a2 2] Oy [2]T) 20 =0

Ous,i

L’équation (3.2.4.5) peut étre reéerite sous la forme:

d (2)Xw qw aqw o w 82 (I)Xw
/ r i i (2),w 7Y r o—
(8245) 2=+ ] oxi X T ] rifas T2 = 0;

ou:
By = g O+ s
avec:

(

mg=([%0] + 5] ) arar;
S (] ] Ow)ae g

+[§+} q}”+255<[%332} ﬂ[%ﬁﬂ a
(3.2.4.6) h%—[%]%[g—ﬂ 1)y
(288" or + 20 [32]" @ 4[] ") 20

qw ’
047 245 1" (1) w
(58] + [52] o) %
94 (1) wd Wxw | wd x| 92 Wyw
L X oz XS + - + q] ox? + OztOxI :

Sous les hypotheses aop 11, Bop—1, Yap+1, (p > 2), il découle du sous-paragraphe précédent
que les fonctions ¥ sont de classe C*~1 sur (DY) et X |7 est de classe C?; on en déduit

W
que les fonctions kg%, hY, [A ] % sont de classe C?P~3 sur (DY) .

(3.2.4.5) est donc un systeme différentiel du premier ordre linéaire en Dy,

Puisque 3 8”’“ = (v (2%),2) = x¥ (2'), en dérivant par rapport a x!, puis en prenant la
restriction a T , et en tenant compte du fait que les fonctions 82?5‘;0 |7 sont continues,
on a une condition initiale pour le systéme différentiel linéaire (3.2.4.5)" définie par:

1 3)& | _3><3 | = (2) 2|
8¢1 Iy — 8(;52 7 02! T 9 T T X T

(3.24.7): O\ 7=
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Par conséquent le systeme différentiel linéaire (3.2.4.5)" munit de la condition initiale
définie par (3.2.4.7) admet une unique solution ¥ x* définie dans le voisinage (S¥) de 7
dans S.

Ainsi donc pour toute solution du probleme hyper-quasilinéaire de Goursat de classe
CP*1 sur V, les dérivées partielles secondes sont entierement déterminées sur (Sp) .

Il découle de (3.2.4.7) que sous les hypotheses aopi1, Bop—1, Y2p+1 (P > 2), les fonctions
(Q)X;:” |7 sont de classe C*~2%; on déduit alors du théoréme de différentiabilité et de
dépendance continue des conditions initiales pour les systemes différentiels que sous les
hypotheses aap i1, Bop_1, Vopr1, les fonctions P\ sont de classe C%*~3 sur (DY) et en
outre les fonctions (), sont continues sur (So) -

3.2.5. Détermination des dérivées d’ordre supérieur ou égal a trois. On sup-
pose toujours que les fonctions u, définissent une solution du probleme de Goursat hyper-
quasilinéaire et sont de classe CP*! sur V.

On se propose de montrer que pour tout [ € [1,p] NN, les fonctions du, restreintes i
(Sp) sont entierement déterminées et de fagon unique.

Soit [ € [1,p] NN, on pose:

alu )1 ('Dl)
Hyw _ 9 Ur 0, _ J xpsur (Dy
Xr (81‘0)l ‘(85”) et Y xr { (l)Xz sur (Dg) .

D’apres les deux sous-paragraphes précédents, le résultat est établi pour [ € {1,2}.

Plus précisément on a montré que: (Vx¥ = x¥ est de classe C%~! sur (DY) et Py¥
est de classe C?P=3 sur (DY) . En outre on a établi que les fonctions @y, et y, sont
continues sur (Sp) .

Sous les hypotheses agpi1, Gop—1, Yop+1 O suppose que pour tout m € [1,1 — 1] NN,
(1>2):

o (M est déterminée de facon unique sur (SY);
o My est de classe C2P~™+! gur (DY) ;
e (M, est continue sur (Sp).

On va montrer que les fonctions ) sont déterminées de facon unique sur (SY’), sont
de classe C2P=D+! sur (DY) et que les fonctions Wy, sont continues sur (Sp).

En dérivant les équations (G,) (I — 1) fois par rapport a 2°; on a:

(3.2.5.1) AM83, (95 'u,) 4+ hil =0,

oit: @ hl est un polynome des fonctions suivantes:

- les dérivées des AM jusqu’a l'ordre [ — 1,

- les dérivées de f, jusqu’a l'ordre [ — 1,

- les dérivées des ug jusqu’a 'ordre .

En considérant la restriction de (3.2.5.1) a I'hypersurface caractéristique (S§’) et en
tenant compte du fait que l'on a:

pour tout multi-indice § = (6, ..., On) € NV tel que |0] = m <,

N ™
[DPu,]" = (e T (gi)" + D' Cormy e[ 9%

i=1 m i=1
Ol\lto‘i‘...‘i‘tﬂ-:el (01;-~-79N),90+7T§m—1;
Xr = ¥y

(3.2.5.1)

=
=l
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On a sur chaque bicaractéristique issue de 7 :
w 2 (lfl)X:,u

w,l __
“owigw T =0

o2 Sl [1] 8 o+ 7]

Avec comme dans le cas des dérivées secondes:

N
h;u,l _ Zhiw,l (l)X'gu + hgw,l
s=1

ou:

e les h2™! sont des polynomes des fonctions suivantes:
- les dérivées des AM jusqu’a l'ordre [ — 1,
- les dérivées de f, jusqu’a l'ordre [ — 1,
- les dérivées premieres de ¢V,
- les .

o les h%! sont des polynomes des fonctions suivantes:
- les dérivées des AM jusqu’a 'ordre [ — 1,
- les dérivées de f, jusqu’a 'ordre [ — 1,
- les dérivées de ¢" jusqu’a l'ordre [ — 1,
- les My® (0 < m <[ —1) ainsi que leurs dérivées jusqu’a I'ordre [ — m.
Sous les hypotheses agpy1, Bop—1, Y2p+1, il découle de 'hypothese de récurrence que les

L

. —ij 2 (I-1),w _

fonctions AWt hOw! et [A } T 525 sont de classe C2P~D+1 dans (DY) .
iz Od

(3.2.5.2) est un systeme différentiel linéaire en (v,
Puisque les fonctions u, sont de classe CP*! sur V et que [ < p, on a les fonctions

—(811)‘9(18“;0)1,1 |7 sont continues; on déduit alors comme dans le cas des dérivées premieres
que 'on a:
1 o (lfl)Xl O (lfl)Xz
(3.2.5.3) D! 7= += 5 [ Cr g | = Ox; 7.
CE B T ’“

Par suite le systeme différentiel linéaire (3.2.5.2) munit de la condition initiale définie
par (3.2.5.3) admet une unique solution )y définie dans le voisinage (S¥) de 7 dans
Sv.

Ainsi donc pour toute solution du probléeme hyper-quasilinéaire de Goursat de classe
CP! sur V, les fonctions Dy sont déterminées de facon unique.

Sous les hypotheses agpi1, Bop—1, Yop+1, il découle de (3.2.5.3) et de I'hypothese de
récurrence que les fonctions Oy |7 sont de classe C2P=0+2; on déduit alors du théoréme
de différentiabilité et de dépendance continue des conditions initiales pour les systemes
différentiels que les fonctions )y sont de classe C2P~0+! sur (DY) ; en outre les fonctions

M, sont continues sur (Sp).

3.2.6. Récapitulatif des résultats sur les restrictions des dérivées aux hy-
persurfaces caractéristiques. Dans ce sous-paragraphe, on récapitule les résultats
obtenus dans le cadre de la détermination des restrictions a S des dérivées de la solution
suffisamment réguliere du probleme hyper-quasilinéaire de Goursat.

Proposition 3.2.6.1. 1)- Etant données des fonctions u, qui vérifient le probléme hyper-
quasilinéaire de Goursat (3.2.1.1) et qui sont de classe CP™' sur V., sous les hypothéses

Q2p11, 62;)—17 V2p+1-
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Alors il existe un voisinage (SY) de T dans S8 tel que pour tout | € [1,p] NN, on a:

e les fonctions (Z)X;:” = Ou, ]( )sont déterminées de facon unique et sont de classe
C2P=0+1 syr (DY) ;

e les fonctions Uy, sont continues sur (S°);

avec: (DY) qui est le projeté de (SY) dans lespace des (z°);

Wy, — { Oy sur D

S’

(l)xf sur D(Q)
2)- Etant données des fonctions u, qui vérifient le probléme hyper-quasilinéaire de
Goursat (3.2.1.1) et qui sont de classe C™ sur V', sous les hypothéses i, (oo, Yoo
Il existe un voisinage (S§') de T dans 8" tel que pour tout | € N*, on a:
e les fonctions O = dhu, |(58”)80m déterminées de facon unique et sont de classe
C> sur (DY);
e les fonctions Oy, sont continues sur (S°)

On a eu a constater que seul le systeme différentiel définissant les dérivées partielles
premicres par rapport a 0 restreintes & S est non linéaire; cette non linéarité étant die
a celle des fonctions [f,]" par rapport aux [Oyus]” . Si les fonctions [f,.]" sont linéaires par
rapport aux [Jyus]”, ot dans Pexpression des [f,]” les fonctions [G;us]” sont remplacées
par les fonctions 9;¢Y + ¢t [Oyus)”, alors les dérivées partielles premiéres des solutions u,
restreintes a S* tout entier seront déterminées. Et pour les dérivées d’ordre supérieur
ou égal a deux on a le résultat suivant:

Proposition 3.2.6.2. 1)- Etant données des fonctions w, qui vérifient le probléme hyper
quasi-linéaire de Goursat (3.2.1.1) et qui sont de classe CP*1 sur V; si les hypothéses
Qopi1, Bop—1, Yopt+1 SOt vérifies et les fonctions

(1] = Fr (07 () a5l () s XY (27) , el + gixY)
sont lin€aires par rapport aux x¥ alors on a les mémes conclusions que dans le résultat
précédent et (Sy) est remplacé par S tout entier.

2)- Etant données des fonctions u, qui vérifient le probleme hyper quasi-linéaire de
Goursat (3.2.1.1) et qui sont de classe C™ sur V; si les hypothéses oo, Boos Yoo SONL
vérifiées et les fonctions [f.]" = f. (¥ (x%), 2% 0% () ; XY (2°) , 0;0Y + ¢ x¥) sont linéaires
par rapport aur XY alors on a les mémes conclusions que dans le résultat précédent et
(So) est remplacé par S tout entier.

En utilisant la remarque qui a été faite a la fin du sous-paragraphe 3.2.1 ou encore les
relations (3.2.4.3) et (3.2.5.1)" on a le résultat suivant:

Proposition 3.2.6.3.  FEtant données des fonctions u, qui vérifient le probléme hyper
quasi-linéaire de Goursat (3.2.1.1) et qui sont de classe CP* sur V; sous les hypothéses
Qopy1, 52p—1772p+1 :

Il eziste un voisinage (SY¥) de T dans SV tel que pour tout multi-indice 0 de RN
avec |0 =1 € [1,p]N N, on a:

e les fonctions D%u, ](Séﬂ)sont déterminées de facon unique et sont de classe C*?P—H+1
sur Dy,

e les fonctions D%u, | (s, sont continues.
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Remarque 3.2.6.1. Les hypotheses de réqularité aopy1, Bop—1,V2pt1 Sont assez fortes; il
découle des preuves faites ci-dessus que l’on peut leurs substituer les hypotheses suivantes:
Les fonctions AM sont de classe CPTY sur V et pour tout multi-indice 0, 10| < p ,
les fonctions D AM |su sont de classe C*P=10D+L gyp DW.
- Les fonctions f, sont de classe C? sur V et pour tout multi-indice 0, |0] < p , les
fonctions D f, |sw sont de classe C*®P~10D=1 sypr DV,

Dans le cas particulier des problemes de Goursat associés aux systemes semi-linéaires
on a le résultat suivant:

Proposition 3.2.6.4. Etant données des fonctions w, qui vérifient le probleme semi-
linéaire de Goursat (3.1.1.1) et qui sont cing fois différentiables et admettent des dérivées
continues et bornées jusqu’a l'ordre quatre sur V'; sous les hypotheses Hs.

Il existe un voisinage (S¥) de T dans SY tel que pour tout multi-indice 0 de R* tel
que 0] < 3, on a:

e les fonctions Du, |<S&U)sont déterminées de fagon unique et sont de classe C72I°
sur (DY) ;

e les fonctions D%u, |(s,) sont continues sur (Sp) .

Du résultat précédent, on déduit le résultat suivant qui est tres utile pour la suite:

Corollaire 3.2.6.1. Sous les hypothéses Hgs, les fonctions ®g qui interviennent dans les
intégrandes du systéme intégral (Fs) sont déterminées de facon unique sur (Sp) et sont
telles que sur (DY) les fonctions ®g sont de classe C'. En outre les fonctions ®p sont
continues sur (Sp) .

On a résolu le seul probleme resté en suspens apres 1’établissement du systeme intégral
des formules de Kirchhoff généralisées (F;) . Dans le chapitre qui va suivre, on va procéder
a la résolution dans un espace de fonctions continues et bornées définies dans un voisinage
de (Sp) du systeme intégral (Fy).

4. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE POUR LE SYSTEME
INTEGRAL (F;) DES FORMULES DE KIRCHHOFF

Ce chapitre est consacré a la résolution du systeme intégral des formules de Kirchhoff
généralisées (F,) défini a la proposition 3.1.2.2. La méthode utilisée est basée sur le
théoreme du point fixe de Banach. Des méthodes elles aussi basées sur le théoreme
du point fixe ont été employées par Y. CHOQUET-BRUHAT [11] (pour des systemes
hyper-quasilinéaires & données initiales sur une hypersurface spatiale), S. BAH [1] (pour
des équations semi-linéaires a données initiales sur un conoide caractéristique). On a
adopté, pour des raisons techniques qui seront précisées dans la suite, une méthode qui
pourrait se situer entre celles des deux auteurs sus-cités.

Le plan de ce chapitre qui est divisé en trois paragraphes est le suivant:

e dans le premier paragraphe, on donne une expression des fonctions Js (z§, A\p) qui
interviennent dans les intégrales doubles du systeme intégral (F;), adaptée aux problemes
semi-linéaires de Goursat;

e dans le second paragraphe, on définit le cadre fonctionnel et ensuite on énonce le
résultat d’existence semi-globale et d’unicité pour le systéme intégral (Fy);

e dans le dernier paragraphe, on procede a la résolution du systeme intégral (Fy).
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4.1. Expression adaptée des fonctions: 7, (z§, ;) = E' (Azl - %A?).

4.1.1. Préliminaires. On a constaté que pour les problemes linéaires a données ini-
tiales sur une hypersurface spatiale (ou sur deux hypersurfaces caractétistiques sécantes),
on a une expression de E% donnée par la formule (1.6.3.1) (ou la formule (2.3.0.6)") qui
est adaptée a la résolution des équations intégrales que 1'on a obtenues par les formules
de Kirchhoff. Une telle formule a été obtenue au lemme 5.1.1 de [1] pour des équations
semi-linéaires a données initiales sur un conoide caractéristique. On va énoncer ici un
résultat similaire au lemme 5.1.1 de [1].

On conserve pour les fonctions w,w et & les définitions données au sous-paragraphe
1.6.1

Lemme 4.1.1.1. Les fonctions E%°, définies en (3.1.2.3) peuvent se mettre sous la forme:

. 0w 1 . R
(4.1.1.1) B = %% + 1K (0. @,0)
1

ot K¢ est une fonction affine de ses arguments, a coefficients continus et bornés.

Preuve.  D’apres (3.1.2.3) on a:

oy’

w iy W
) e a({A} ) .
. R x 1YW s« w x1J W * W % 0T * W
piv — 905 {A] O, + oF [A} 0 _ g +[BR] o

avec o5 = owf.

En développant, on peut reécrire E%* sous la forme:
(4.1.1.2) B = A¥ + BY,
avec:
( . 1TV * W
w _ _ do A wgq)R

A
* 1) * W

ot ([ -2 1]

Oy

(4.1.1.3)

e Calcul des A%
En utilisant (1.5.4.1), (1.5.4.3), le lemme 1.5.4.1 et la relation wf = 6% + \&F, on
établit de la méme maniere que dans [1,p.70] le résultat suivant:

0 4w
(4114) AP =505 + 1 (¥ + Ei%5F) |
1 1

ol les fonctions Ej%, Ei% sont continues et bornées.

e Calcul des BY
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D’apres la relation (A.1.1) de I’ Appendice Al de [23] on a:

owl Al Ok

Par suite on a:
. Al R T R |:|k % 1] Woyw R
(4.1.1.5) By =—0o K]PT"‘)S +WS”“E] [A } Qp +owigy

avec les fonctions g% définies par:

R =

%171V
i (6T
i % 1 waq) % W 5 1T % W
(4.1.1.6) ¢ —[A} ayf_q)Ra—yj+[BR] o,

D’apres 1’hypothese Hg (sur les fonctions AM et fr)et le corollaire 3.2.6.1, les fonctions
g® sont continues et bornées sur (DY) . On déduit alors de (4.1.1.5) que l'on a:

1

iw w B 1Y w T W ew OF\ QB
(4.1.1.7) BY = Ao (gT —KJPTR [A } <1>R> )\—S—)\la ([A } D, AlE’> ~

1

D’apres le lemme 1.5.4.1, Ajo est continue et bornée; d’apres le lemme 1.5.2.1, les fonc-
1 k

. Al ; . , . . .
thIinS MK], A1} sont continues et bornées; d’apres les hypotheses Hs, les fonctions PE,
A sont continues et bornées. Les fonctions Pf étant définies par (3.1.2.4)"). On

déduit de ce qui précede que 'on a:

. 1 , Wk
(4.1.1.8) By = o (E%ng _i_Ezkwﬁ)

1

ot les fonctions Ei% | E* sont continues et bornées. II découle alors de (4.1.1.2),
(4.1.1.4) et (4.1.1.8) que l'on a:

. 0 xw 1 ) . 4 Wk
(4.1.1.9) B = %% ++ ( s + ETROS + Bypwf + Bl -
1 1 1
En utilisant les définitions de w,w et & on a alors:
(4.1.1.10) ES = )\_ZQ(I)S + /\—lKlSw (W, w,®)
1
avec:
R
. A . . W
(41.1.11) K¥ (0,0, w) = Ei% + EUOE + Eibwl + Eg’gwAil’“
On a ainsi établi le lemme. O
Convention:

Dans la suite K% (w,©, ) designera une fonction affine de ses arguments & coeffi-
cients continus et bornés qui pourra étre différente a chacun de ses emplois.
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4.1.2. Ezpression des fonctions J, (). D’apres l'étude des fonctions F%* faite au
sous-paragraphe 4.1.1 ci-dessus, on a:

J¢ @) =T+ T3 (w)
(41.21){ avee J¢ = (Al = JLAL) By
T ) = (Al - grap) Kitaea

Dans le cas des systémes linéaires, en utilisant (2.3.0.6) on a obtenu un résultat sem-
blable & (4.1.2.1); la différence étant que pour les systémes linéaires les fonctions K
sont indépendantes des w, w et @.

On pourra donc exploiter I’étude qui a été faite au troisieme paragraphe du chapitre
2 sur les intégrales doubles.

A /- Dans le domaine a < C'|z}], (z) € (DY).
i) Dans le domaine (' >0

D’apres le lemme 2.2.1.8, dans ce domaine Cp; N (Sy’) admet une représentation
paramétrique Ay = ¥ (x§; \,/) -
On passe alors aux variables Ay, Ay et on pose:

" iw ’ alﬂ ’

En utilisant le lemme 4.1.1.1 et en procédant de la méme maniere que pour les systemes
linéaires ( voir le premier sous-paragraphe du troisitme paragraphe du chapitre 2) on a
I'analogue de la relation (2.3.1.2) donné par:

(4.1.2.2) T =sin Ay g (€1) + K (w,,0) a

i) Dans le domaine ' < 0

D’apres le lemme 2.2.1.5 et le lemme 2.2.1.6, on passe aux variables (!, o et on
pose:

D; = ‘—D By Ay) (Ai ke Ah') et Jso (w) = DiE§’ (w)

D (C 1, Oé) 8)\h
Suivant I’étude de la 2—surface Sy (My) faite au sous-paragraphe 2.2.1, on subdivise
le domaine en deux parties comme dans le cas des systemes linéaires.
a) Dans le domaine ' < —ma

On déduit du lemme 2.2.1.5 que dans ce domaine on a:

/ K
D, =K /a |§1|, — . K', K" fonctions bornées.

AT
D’apres le lemme 4.1.1.1, on a alors la relation suivante qui est I’analogue de la formule
(2.3.1.6):

1"

o K Kww) K(wow)
ES = 112 + |<’1| = 112
< ¢
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En utilisant la définition J¢ on a:
(4.1.2.3) J&. (w) = D;Es = %K (w,@,).
Cl2

B) Dans le domaine 0 > (' > —b

En procédant comme dans le cas des systemes linéaires et en utilisant les relations
(2.3.1.9) et (2.3.1.11) ; ot dans cette derniere on prend K comme fonction de (w,w, ),

on a:
a N Va
@+1C'D°  (a+c1)2

(4.1.2.4) T, (w) = D (") K (w,@,0).

iii) Dans le domaine D (My)

Dans le cas linéaire on a distingué le cas ou My (z§) est voisin de (S') \7 et le cas
ou My (z§) est voisin de 7. Dans les deux cas on a constaté que les fonctions J& sont
bornées. On en déduit que dans le cas des systemes semi-linéaires on a:

(4.1.25) T (w) = K (0,,0).

B/ Dans le domaine a > C'|z}|, 23 < Bs.

On peut supposer que My (z§) est voisin de 7 et en procédant comme dans le cas
linéaire (voir 2.3.2 B/), et en utilisant le lemme 4.1.1.1 on a la relation suivante qui est
I'analogue de la relation (2.3.2.6):

(4.1.2.6) J& (w) =sin )\gq*)S (25:9") + K (w,@,0) Ay
4.2. ESPACES FONCTIONNELS ET THEOREME D’EXISTENCE .

4.2.1. Espaces fonctionnels: Le théoreme d’existence que 'on énoncera dans le
paragraphe suivant donne une solution du systeme intégral des formules de Kirchhoff
dans un espace de fonctions continues et bornées.

On considere 'espace fonctionnel & dont un élément U = (Ug) est une famille de
fonctions telles que:

P, : Les fonctions Ug sont continues et bornées dans un domaine causal ), dont la
frontiere contient (Sp);

P, : Les fonctions Ug prennent les valeurs ®% sur (S§) ;

P3 : Pour tout (z° z%) € )y, les fonctions Ug satisfont & I'inégalité:

|US (xo,xi) — &g (wl)’ < h,
h étant une constante a préciser ultérieurement.

Considérons la fonction Uy = (Upg) définie dans ), par:
Uss (xo,xi) = &g (xl)

D’apres le corollaire 3.2.6.1, la fonction Uy € &;.
Donc &) est une partie non vide de l'espace des fonctions continues sur I'y (A).



PROBLEMES DE GOURSAT SEMI-LINEAIRES IMHOTEP, VOL. 7, N°1 (2007), 15-100 79

On munit & de la distance de la convergence uniforme: pour tout U, U’ € &,

di (U,U)=|U-U|l,= sup |Us(z2)—Us§ ()]
s

()€,

(&1,dy) est un espace métrique complet.

On considere aussi I'espace fonctionnel & dont un élément Q = (QF) est une famille
de fonctions telles que:
P, : Les fonctions Qf = (wg;wgfi;wgij) sont continues et bornées dans un domaine
Ay défini par:
(2§) € Yo
Ao : 0> X > (x§; )
()\2,)\3) S [0,7’(’] X [0,277']

Ps5 : Les fonctions QF prennent les valeurs Q5 en My;
~ R_ SR
Pg : Les fonctions QSR = % sont continues et bornées dans Ag.
Les fonctions QF définissent un élément Qy de &s.
On munit & de la distance de la convergence uniforme: pour tout €2, 0 € &,

d2 (2,9) = |Q -], = sup |5 (25, M) — Q& (25, \)|
(.3(78, )\Z) - AO
R,S
= sup {’w? - ngR ) |w§,k - Wg?k ) |w§,kl - WISI?MH .
(178, )\Z) - A()
R,S k,

On considere 'espace £ = &, x & et la distance d définie sur £ par:
dl(U,Q), (U, Q)] =d, (U,U") +dy (2,9

(€,d) est un espace métrique complet.

Grace a la propriété P, on choisira h de telle sorte que si ((US) , (Qg)) est une solution
de (Fs) alors la famille de fonctions U = (Ug) est dans une boule de & centrée en Uy et
de rayon h.

4.2.2. Enoncé du résultat d’existence et d’unicité. Soit L = A)‘”aiu un opérateur
2% —hyperbolique.

On considere le probleme de Cauchy semi-linéaire a données initiales sur la réunion
S des deux hypersurfaces 8%, caractéristiques pour L, sécantes suivant la 2—surface

0 _
’T:{ il _ 8 défini par:

o 52w, o we\
(4.2.2.1) { AN (%) o + fr (2 “ugz) = 0 dans Y
ur|Sw = @ (:B )

ol Y est un ouvert causal de R* dont la frontiere contient S et qui est contenu dans
I'ensemble des (z%) tels que ¢ (2%) < 20 < +00.

Le résultat d’existence semi-globale et d’unicité pour le systeme intégral des formules
de Kirchhoff généralisées associé au probleme de Goursat pour les systemes semi-linéaires
est le suivant:
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Théoréme 4.2.2.1. Hypotheses H,:
1- L= AA“(?/Q\# est un opérateur x°—hyperbolique dans Y tel que:

i) AV > ¢ >0, AYX,X; est définie négative;
3
i) 3a>0,V(x*) ey, V(X;) e RN {(0,0,0)}, —AVX,X; > ad (X,)?;
i=1

2— Les fonctions AM sont des éléménts de C*(Y) et pour tout multi-indice 0 de R*,
[DVAM]® € BT=2P1 (D¥); avec BP (D") = Lespace des fonctions de classes C* dans D¥
dont les dérivées jusqu’a l'ordre p sont bornées;

3— Les fonctions f, sont des éléments de B° (Y x W x X), ou W est un ouvert de
R" et X est un ouvert de R™ et BP (Y x W x X) = l’espace des fonctions de classes CP

dans Y x W x X dont les dérivées jusqu’a l’ordre p sont bornées;
4— Les fonctions @ sont des éléments de B” (DY) tels que les o, soient continues sur

S.
Reésultats

Sous les hypothéses Hy, on a:
1— Pour toute solution u = (u,) du probleme de Cauchy (4.2.2.1) cing fois différentiable

et admettant des dérivées jusqu’a l’ordre quatre continues et bornées, les fonctions u,
ainsi que leurs dérivées jusqu’a 'ordre trois vérifient le systeme intégral suivant: pour

tout point My (z§) € Y,

( 2 T dJ(xf)‘,)\h)
47TUS (]78) = / d)\g/ sin )\Qd/\g/ HS (UT,CU) d/\1
0 0 0

21 s
+ d)\g/ js (w) d)\g7
0 0

(Fs)
A1
QF (x5, M) = Qo+ | HE(Us) QLdA,
. 0

ou:
_ Ous 9%us s
Us = Usy 5pas 92002P * JzodzP oz )
HS (UT7W) =0 [UR] Lg (UT’W’ ?D) + O-WSI‘% [fR (UT)]) )
(4.2.2.2) Ts () = Ei () (A} - g—iA?) ,
Ok = w?,w?’i,w?ij ; Q= (5?,0,0) ,
| Les Hif (Us) sont des matrices définies par (3.1.2.7).

2— 11 existe un ouvert causal Yy C Y dont la frontiére contient (Sy) tout entier et tel

que:
i)— Le systéme intégral (Fs) admet une unique solution (Us,QE) dans l'espace des

fonctions continues et bornées;
i1)— les fonctions (Ug) prennent les valeurs (®g) sur (Sp) .

On établira le résultat plus général suivant:

Théoreme 4.2.2.2. Sous les hypotheses Hy, on a:
Pour toute solution u = (u,) du probléme de Cauchy (4.2.2.1) cing fois différentiable

et admettant des dérivées jusqu’a ['ordre quatre continues et bornées;
1— Les fonctions u, ainsi que leurs dérivées jusqu’a [’ordre trois sont telles que le

systeme intégral (Fg) soit vérifié, pour tout point My (z§) € V.
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2— Il eziste une constante positive h et des constantes positives C (h), M (h), B (h)
telles que pour tout domaine causal Yy dont la frontiére contient (Sy) et qui est contenu

dans le domaine D (C (h), M (h), B (h)) défini par:

0<a<Mh)
N 0<a< M(h) 1
@y ey { ST o 5 k!

i)— le systéme intégral (Fs) admet une unique solution (US,Qg) dans l’espace des
fonctions continues et la fonction U = (Us) appartient a la boule de & centrée en
Uy = (Ups) et de rayon h;

ii)— les fonctions Ug prennent sur (Sy) les valeurs ®g.

4.3. ETABLISSEMENT DES RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE.
Dans ce paragraphe on établit le théoreme 4.2.2.1 et le théoreme 4.2.2.2. 1l apparait
immédiatement que le premier théoréeme est une conséquence du second. On va donc
établir uniquement le second théoreme.

Sous les hypotheses Hy, il découle du corollaire 3.2.6.1 que les fonctions $g sont
déterminées de facon unique sur (Sp), elles y sont continues et on a en outre les fonctions
dg |(830)80nt de classe C*.

En utilisant la proposition 3.1.2.1 on a alors la premiere partie du théoreme 4.2.2.1 et
du théoreme 4.2.2.2.

En ce qui concerne la deuxieme partie du théoreme 4.2.2.2, on utilise une méthode
basée sur le théoreme du point fixe de Banach déployé dans ’espace métrique complet

(&, d).

4.3.1. Application de £ dans £.. On considere 'application © définie sur £ par:
< A tout élément (U, Q) = ((Us), (2F)) € €, on associe ((Ws), (Z§)) tel que:

2m w(% )‘h)
(4.3.1.1) 47WE& (x§) / d)\g/ sin )\gd)\g/ Hs (Ur,w, @) d\;

2
/ dA3 / dA\Js (w

(4.3.1.2) Z& (x5 M) = Qf + HR (Ug) QEdA; >
ou: '
Hs (Ur,w) = O ([Ur] L§ (Ur,w, @) + Uwg( Q) fr (Ur)]),
(4.3.1.3) Ts (@) = Bl (w,w,0) (Ag LY

Les HE (Ug) sont des matrices définies par (3.1.2.7) :

Proposition 4.3.1.1. Sous les hypothéses Hy, il existe h > 0 et il existe des constantes
C'(h), M (h), B (h) positives telles que pour un choiz convenable du domaine causal Yy
contenu dans

0<a< M(h)
o 0<a<M(h) 1 0 o (a
@y ey { ST w o5 COI [ (aeca=s= (a1, 6

est une application de £ dans E.
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Preuve. A/ Montrons que les fonctions Z& définies par (4.3.1.2) sont telles que Z =
(Zé?) appartient a €.  D’apres la relation (4.3.1.2) on a:

A1
z& =0+ | HE(Ug) QidA,
0
avec:
( PE 0 0
Hit (Us) = sz proy 0 :
P’IEz Pﬁjék + 5lpT,i p¥5zk5é

) 2ED) oy

R __ 1
(4.3.1.4) Pr=— | Pi—oy T
* iR « OR
R . BPR PR o 82Pﬁ
L T - 8])0 9 T,Z] - 8p?ap9 :

« R
Puisque les fonctions Ug (qui apparaissent a travers les fonctions {BT ]) sont

telles que U = (Ug) € &1, on déduit des propriétés Py, P, et du corollaire 3.2.6.1, que
sous I’hypothése Hy ( en particulier les hypotheses portant sue les fonctions AM et f,),
les coefficients des matrices Hf' sont continus et bornés. Puisque Q = (QF) € &, on
déduit de la propriété P, que les fonctions (H%z (Us) Qg) sont continues et bornées. En
définitive les fonctions Z& sont continues et bornées. Ainsi donc les fonctions Z% sont
telles que la propriété P, est vérifiée. En outre, sous I’hypothése Hy, en utilisant la
proposition 1.6.1.1, les fonctions ng’:_lﬁ(’fs sont continues et bornées. Donc la propriété P
est vérifiée. On déduit du fait que pour \; = 0, les fonctions Z% prennent les valeurs
QI que la propriété Ps est vérifiée. Par conséquent les fonctions Z& sont telles que
7~ (z§) € &,.

B/ Montrons que les fonctions Wg définies par (4.3.1.1) sont telles que W = (Wg) €
81.

Il s’agit de montrer que sous les hypothéses Hy les fonctions Wy définies par (4.3.1.1)
sont telles que les propriétés Py, P, P3 soient vérifiées. On établit tout d’abord le lemme
suivant:

Lemme 4.3.1.1. Etant donné (U,Q) € &, sous les hypothéses Hy, les fonctions K (w,©, @),
définies par (4.1.1.11), sont continues et bornées et satisfont la majoration:
(4.3.1.5) |Kf9 (w,@,w)‘ < ko <1 + HQRH ) , ko constante;

ot HQ?H = sup ‘QR (xg, Ai)| -
0 (afa)ea
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Preuve.  Soit (U,Q2) € &, d’apres les hypothéses Py et Pg, les fonctions QF et QR =
Qg}\—ﬂ& sont continues et bornées. D’ou les fonctions w, ¥, sont continues et bornées
dans Ag. Sous les hypotheses Hy et par définition des K} (w,©, @), ces dernieres sont des
fonctions affines de leurs arguments a coefficients continus et bornés. D’ot les fonctions
K% (w,,w) sont continues et bornées dans Ay. En utilisant (4.1.1.11) on a:

R
R>\1

ot les coefficients Eig, Eip, Ein, Ei% sont des fonctions continues et bornées. Donc il
existe des constantes positives k? telles que:

K (w,0,w) = Eig + Eig0f + Bl + E*

Rk

K (0,0,)] < & (1+|a§\+ °UT>
1
R _ OR

Ské(lJrHM )

A .

<h(+oe] )
Si on poseﬁz (QR> et HQH aS HQRH on a aussi:

(4.3.1.6) | K} (w,8,@)| < ko (1 + HQHOO) .

Ce qui acheve la preuve du lemme. O

i) Montrons que les fonctions Wy vérifient P;.
Il s’agit de montrer que pour (U,€2) € £ et sous les hypotheses Hy, les fonctions Wy
définies par (4.3.1.1) sont continues et bornées dans I's (A) .
D’apres (4.3.1.1) on a:

( AnWs (2§) = Ts (x) + Zs (zff) avec

(330 ,)\h) R
5 (22) / A / sin ApdA / Hs <UT, Of, Q?) Ay,

Ts (22) / A / AT QT, QR)
les fonctions Hg et Jg étant définies par (4.2.2.2).

(4.3.1.7)

a) Montrons que les fonctions Tg sont continues et bornées

Soit (U,Q2) € €.

D’apres les propriétés Py, Ps les fonctions Q% QI; sont continues et bornées. Sous les
hypotheses Hy, en utilisant la proposition 1.6.2.1 et le corollaire 3.2.6.1, on déduit que
les fonctions Hg sont continues et bornées.

En utilisant le théoreme de continuité des intégrales dépendant de parametres, on
déduit que les fonctions 7g sont continues et bornées a l'intérieur de I'y (A).

- Etudions la continuité de Tg sur (Sp) .
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Pour cela on utilise I’étude de la fonction V' (zf) faite au paragraphe 2.4.
o) Dans le domaine a < C'|x}|
En utilisant la relation (2.4.1.1) on a:

(4.3.1.8) |75 (22)] < sup {’HS <UT,Q¥,§¥>

o) Dans le domaine a > C'|x}|, x) < By
En utilisant la relation (2.4.2.1) on a:

(4.3.1.9) |75 (22)] < sup {‘Hs (UT,Q¥,§¥>

(28N € A} K'a?

(xh,\i) € F} K"z}
En utilisant les relations (4.3.1.8 = 9) on a:

Lorsque My (zg) tend vers un point de (Sp), les fonctions 7g (z() tendent vers zéro.

b) Montrons que les fonctions Zg sont continues et bornées
On utilise I’étude préliminaire qui a été faite au sous-paragraphe 4.1.2; on combine les
résultats que I'on y a obtenus au lemme 4.3.1.1
a) Dans le domaine a < C'|z}|, (z) € (DY).
o) Dans le domaine ¢ >0
D’apres (4.1.2.2) on a:

T (w) = sin Ay (€7) + akK (w, ).

En utilisant (4.3.1.6) et le fait que, d’apres le lemme 2.2.1.9, dans ce domaine
I'inégalité suivante est vérifiée ”y (Ay) — §| < K'a, on a apres intégration:

21 7r
(4.3.1.10) Zgp = / d)y / Top (W) dry
0 'Y()‘:a/)

=21dg (52) + k1a (1 + HQH ) , k1 fonction bornée.

e) Dans le domaine ¢! < 0
o) Dans le domaine ¢* < —ma
D’apres la relation (4.1.2.3) on a:

_ Ve
REVE
ISIE
o) Dans le domaine —b < ¢! <0

D’apres la relation (4.1.2.4) on a:

Tsc, (w) = Ps (52) m + 4 /%’C”K (W, w,w).

De méme que dans le cas des systemes linéaires, on est amené a distinguer deux cas
(selon la valeur de max {—b, 219 (¢7)}) avant de proceder a I'intégration.
Apres avoir distingué les deux cas, puis en intégrant et enfin en utilisant (4.3.1.6) on

(4.31.11) Tse = 20% (€7) + k:g\/% -+

Jsc, (w)

K (w,w,0).

a:
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) Dans le domaine D (M)
D’apres la relation (4.1.2.5) on a la relation suivante qui est 1’analogue de :

Jsp (w) = K (w,w,®).

De méme que dans le cas des systemes linéaires, on distingue deux cas avant de

proceder a l'intégration.
o) Si My (xf) est voisin de (Sp) \T

En utilisant (4.3.1.6), puis en intégrant on a:
(4.3.1.12) Top, = ks (1 n HQH )sup{)\gx, Oar, Agr) € O} .

o) Si My (xf) est voisin de T
En utilisant (4.3.1.6), puis en intégrant on a de la méme maniere que dans le cas
des systemes linéaires:

(43.1.13) Top, = ks (1+ H@H )| /% +|d).
© 0

On déduit des relations (4.3.1.10 & 4.3.1.13) que dans le domaine a < C'|z}], on a:
%) St My (x§) est voisin de (So)\7T

(43.1.14) T (af) = 4ns (¢) + b (1+ HQHOO) a+ \/%+ sup Ay

(A Ay el

%) St My(x§) est voisin de T

(4.3.1.15) Tg (28) = dndg (€') + K (1 + HQHOO> (a +, /lxié’ + yx(gy) .

Sous les hypothéses Hy, en utilisant le corollaire 3.2.6.1 et les relations (4.3.1.14 — 15),
on conclut que dans le domaine a < C'|z}]|, les Zg sont continues et bornées.

B) Dans le domaine a > C'|z}|, x5 < By
D’apres la relation (4.2.1.6) on a:

JTs (w) = sin Aa®g (ﬁz) + MK (w,@,0).

En utilisant la relation (4.3.1.6), le fait que 'on a A\; = kz§ d’apres le lemme 2.1.3.2,
on déduit apres intégration que:

(4.3.1.16) g (z§) = Ardg (£') + ks (1 T HQHOO) ’

On déduit de la relation (4.3.1.16) que sous les hypothéses Hy, en utilisant le corol-
laire 3.2.6.1, les fonctions Zg sont continues et bornées dans le domaine a > C'|z}|,
1‘8 < BQ.

Des études faites en a) et b), on déduit que:

) Dans le domaine a < C'|z}) :
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.

Ans (6) + kad + k(14 [Q ) (o E I
> (A )ed,

(4.3.1.17)  4nWg (z5) = si My () est voisin de (Sp) \7,

Ardg (€9) + kaz + ky (1 + HQHOO) (a + @ + |x(1)|)

si My (x§) est voisin de 7.

) Dans le domaine a > C'|z}|, 25 < By
(4.3.1.18) 4nWg (x5) = 47Ds (£) + kpal (1 + HQH ) ,

On déduit des relations (4.3.1.17 — 4.3.1.18) que les fonctions Wy sont continues et
bornées dans T’y (A) .
En outre, en utilisant le lemme 2.2.1.10, on a:

Les fonctions Wy prennent les valeurs ®g sur (80) )

Il reste a établir que les Wy vérifient Ps.
Pour ce faire, on établit le résultat suivant:

Lemme 4.3.1.2. Pour (U,Q)) € & et sous les hypotheses Hy.

Pour h convenablement choisi, il existe C (h), M (h), B (h) constantes positives telles
que:

Pour My (z§) appartenant au domaine D (C, M, B) défini par:

O<a<M O<a< M
(xa)€R4/{ o< Clat] o a>ClzY 3, on a
= 2 < B

}WS (xg,xé) — Py (xg)‘ < h.

Preuve:
On a vu que pour (U, Q) € &€ et sous les hypothéses Hy, les fonctions Wy vérifient
les relations (4.3.1.17 — 4.3.1.18).
On déduit de ces relations et du fait que d’apres la propriété Py les fonctions ﬁ? sont
bornées que:
e Dans le domaine a < C'|x
Pour My voisin de T

'l

(4.3.1.19) |Ws — P gK(\/E+ i+\xé|).

[0

Pour My voisin de (S°)\T

(43.120) [Ws—0g| <K | /= +va+ sup Ay
|x0’ (>\2I,>\31>E<>,2
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e Dans le domaine a > C'|z!|, 2° < By
(4.3.1.21) |Ws— ®g| < Kap.

Pour établir le lemme, il suffit de choisir convenablement h tel que 1'on puisse trouver
des constantes C' (h), M (h) et B (h) pour lesquelles:
0<a< M(h) a
(4.3.1.22)  a < C(h) |z — K <\/5+ — + \xé]) <h,
M, voisin de T |20

0<a<Mh)

(4.3.1.23)  a < C(h) |z} — K i1 ++va+ sup Ay | <h,
My voisin de (S°)\T o] (A Ay )€0%
0<a< M(h)
(4.3.1.24) a>C(h)|z}| 3 = Ka) < h.
z) < B(h)
C’est (4.3.1.22) qui permet de choisir convenablement h. En effet (4.3.1.22) est
définie pour M, voisin de 7 : 2! = 0 = 2°; on choisit h tel que dans le domaine:

a < C'|x}| et pour My voisin de 7 on ait |zf]| < (3%)2
e Pour & ainsi choisi, (4.3.1.22) est satisfaite si on a:

a < (3%)2 ct a < (%)2%\.
M, (h) = (3%)2 C4 (h) = min (c, (3%)2>

C étant la constante définie au théoreme 2.2.3.1.

On pose:

e (4.3.1.23) est définie pour M, voisin de (8°)\7. En utilisant le lemme 2.2.1.10, il
existe My (h) > 0 tel que:

h
a<My(h)= sup Ay< Ve
(Ay Ay )€0h

(4.3.1.23) est alors satisfaite, si on a:
< (2L 2 ta< (L 2 EX
— | e — .
“S\3k) T 3K 1

M (h) = min (M, (h), My (b)) et C (h) = Cy (h).

e (4.3.1.24) permet de déterminer B (h).
Pour

On pose:

h
, 20 < — = B(h); l'on a (4.3.1.24).

0<a<M(h),a>C(h) |z T

On a ainsi établi le lemme.
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On aura établi que les fonctions Wy vérifient Pj, si on montre que l'on peut trouver
un domaine causal qui soit contenu dans A (C, M, B) .

D’apres le lemme 2.1.3.2, pour toute constante constante positive A, il existe un do-
maine I'y (A) défini par:

0<a<ay(xp; A)
(xp) € D
oll ay est une fonction continue de ses arguments vérifiant 0 < ay (z; A) < A
tel que VM (2§) € [y (A), (Cyy,) € T2 (4).
Le résultat sera établi si 'on montre que 1’on peut choisir la constante A telle que:
(*) {(z() R} 0<a<A} CD(C,M,B).

Sous les hypotheses Hy, on peut trouver une constante positive A (h) telle que

(%) soit vérifié. (Dans le cas de générique ou S est d’équation : z° = |z!], il suffit de
prendre A (h) = min {M (h), %B (h)})

A (h) étant choisi, on prend Yy =Ty (A (h)).
On a ainsi établi la proposition 4.3.1.1.

4.3.2. Point fixe de © dans £. On montre dans ce sous-paragraphe que © admet

un unique point fixe dans £ pour ) convenablement choisi. On ne montrera pas que
© diminue les distances dans £. On va plutot exploiter la linéarité des intégrandes par
rapport aux fonctions QF dans les relations (4.3.1.2) .

On considere (U, Q) et (U, Q") deux éléments de E.

Posons (W,2) =0 (U,Q) et (W,Z)=0(U,Q).

Lemme 4.3.2.1. Sous les hypotheses Hy,
(4321) |28~ 28 < K] (U= U], + 19 - 9).

Preuve:
D’apres les relations (4.3.1.2) on a:
/ A ’ ’ A
Z8 = QR +/ HE (US) Ofdy, zEB=qf,+ [ HE(Us)Q%d,.
0 0
D’ou:

A1
(4.3.2.2) ZF - 7 = / [Hﬁ (US> <QST - Q?;) + 0l (H;? (US> — HE (Us)ﬂ d),.
0
Pour toute matrice H = (h;;) on définit pour norme de la matrice H le réel:
171 =sup (sup ] )
i J
Puisque U,U’ € & et sous les hypothéses Hy, en utilisant les relations (4.3.1.4)

définissant les matrices HY, on déduit que les coefficients des matrices HF (U%) sont
bornées indépendamment des fonctions Usg.
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Donc il existe une constante positive k] telle que:
(4.3.23) || HF (U < k.

Puisque U, U’ € &, sous les hypothéses Hy et en particulier celles faites sur les fonc-
tions f,, et en utilisant les relations (4.3.1.4) qui définissent les matrices HE (Us), on
conclut que les coefficients des matrices H¥ (Us) sont lipschitziens en les fonctions Us.
Dot il existe une constante &k, > 0 telle que:

(4.324) ||HE U - HEUs)|| <k ||U —U

1
En utilisant les relations (4.3.2.2 & 4.3.2.4) et le fait que ', Q € & on a:

(4.3.2.5) ]Z;R - Zg\ < K' |\ (HU - UH1 + I =)

On se propose dans la suite d’établir des inégalités similaires pour les fonctions Wy.
Pour ce faire on sépare I’étude des intégrales doubles de celle des intégrales triples.
D’apres (4.3.1.1) on a:
AW (5) = Ts (25) + Ls (7).,
les fonctions T et Zg étant définies par (4.3.1.7) .

i) Etude des fonctions 75 (xf). Pour étudier les intégrales triples, on va établir
le résultat suivant:

Proposition 4.3.2.1. Sous les hypothéses Hy, les fonctions Tg définies par (4.3.1.7)
vérifient:
e Dans le domaine a < C'|z}|

(4.3.2.6) ‘TS (2§) — Ts (5)

i -

e Dans le domaine a > C'|z}|, 25 < B

+HQ’—Q
1

+H§’—§
2

)

(4.3.2.7) ‘TS (22) — Ts (22) + HQ - §H2) .

< K" (HU — UH + HQ -0
1

Avant d’établir ce résultat, on a besoin d’un résultat préliminaire. On écrit les
fonctions Hg qui interviennent dans les intégrales triples comme somme de deux fonctions
pour lesquelles on établit des propriétés de Lipschitz par rapport a leurs arguments.

D’apres la relation (4.3.1.3),

Hs (Ur, OF, OF) = O ([Ux] LE (Ur,w, @) + 0wl (Ur) [fr (Ur)])
On pose:
" (Ur, OF, OF) = O[Ur] LE (Ur,w, @),
*Hs (Ur, Q) = Oowd (Ur) [fr (Ur)].

Lemme 4.3.2.2. Les fonctions *Hg <UT, OF, ﬁ?) et >Hg (UT, Q?) sont lipschitziennes

par rapport a leurs arguments.
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Preuve:
o) On montre que "Hg est lipschitzienne
On pose:
Uy = M (Un OFL OF) er s = Mg (Ur, OF, 0F)
On a:

M — "Hg =0 HUJ’%} LE (U’T,w’,w’) U] LE (U, w, w)}

/

([U5] — [Ua]) LE (U )
=0¢ +[Ug] (L (Up,w', @) — LE (Up,w, @)
+[Ug) (LE (Upw, @) — L (Ur,w, w))
’ ¢ ) .0.2.1, 4
D’apres la proposition 1.6.2.1, sous les hypothéses H, et en utilisant le fait que
(U, Q) € &, on déduit qu’il existe une constante positive k; telle que:
(4.3.2.8) ‘I]Lg (U’T,w', w)‘ <k

D’apres la proposition 1.6.2.1, sous les hypothéses Hy, en utilisant le fait que U’ € &;
et le corollaire 3.2.6.1 on a:
2) ’

(4.3.2.9) ‘D Uz] (Lg (U},w’,w’) L (U’T,w,w))( < ks (HQ —Q
ol ky est une constante positive.

+H§’—ﬁ
2

D’apres la proposition 1.6.2.1, sous les hypothéses Hy, en utilisant le fait que €2 € &
et le corollaire 3.2.6.1 on a l'existence d’une constante positive k3 telle que:

(4.3.2.10) ’[UR] 0 (Lg (U;,w,w> _ LR (UT,w,w)>‘ < ks HU G

1

En utilisant les relations (4.3.2.8 &4 4.3.2.10) et la relation ci-dessus définissant 'Hly—
"Hg, on a:
2> '

(4.3.2.11) |"Hys =" Hs| <k (HU U

+HQ’—Q
1

+H§’—§
2

o) On montre que *Hg est lipschitzienne

On pose
"y = s (Ur, OF) et 2Hs = *Hs (Ur,OF) .
On a:
M — *Hs = 0o { (98 = ) [fa (U7)] + 08 ([#r (U7)] - (@) }.
Puisque |Oo| = |D|% est bornée; sous les hypothéses Hy et en utilisant le fait que

Q € &, on a l'existence d'une constante positive k' telle que:

2 2 ’ ' ‘
(4.3.2.12) "My — *Hs| <k (HU -u| + HQ —QH2>.

Ainsi donc le lemme est établi.

Preuve de la proposition 4.3.2.1
Puisque Hgs = "Hgs+ *Hg, en utilisant les relations (4.3.2.11 — 4.3.2.12) on a:

(4.3.2.13) ‘H'S—HS‘ gk"(‘U'—UHIJr Q’—QHQJFHQ’—Q 2)
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D’apres les relations (4.3.1.7) on a:

27 T 0
‘TS'—Ig‘ g/ d/\g/ sin/\gd)\g/ H’S—HS‘dAl.
0 0 ¥(2giAn)

En utilisant (4.3.2.13) et ’étude des fonctions V' (xf)) faite au paragraphe 2.4, on a:
e) Dans le domaine a < C |z}

)

%o <ava(le -

e) Dans le domaine a > C'|z}|, 25 < B

7T < i

Ce qui acheve la preuve de la proposition 4.3.2.1

ii) Etude des fonctions Zg (z§).

Dans le sous-paragraphe 4.1.2, on a étudié les fonctions Js (z§) qui apparaissent
dans les intégrales doubles définies par les fonctions Zg (z§). On utilisera cette étude
pour établir pour ce qui est des intégrales doubles un résultat analogue a celui obtenu
pour les intégrales triples.

On a le résultat suivant:

Proposition 4.3.2.2. Sous les hypothéses Hy, les fonctions Lg définies par (4.3.1.7)
vérifient:
) Dans le domaine a < C'|z}|

Pour My (x§) voisin de (Sp) \T

(4.3.2.14) ‘I IS‘<K at L4 sup Ay <HQ—QH+HQ—§H>
|23 ( / 2 2

Ay Ay )€,

Pour My (z§) voisin de T

)

|x0|

(4.3.1.15) ‘Z IS‘ <K' <a—i— a4 |x(1)|) <HQ _QH " ’ o _
2
) Dans le domaine a > C'|z}|, 2 < B

(4.3.1.16) ’I; - IS’ < K" 10 (‘

)

On établit au préalable le lemme suivant:

Lemme 4.3.2.3. Sous les hypothéses Hy, les fonctions K (w,w,®) définies par (4.1.1.11)
sont lipschitziennes par rapport a leurs arguments.

Preuve. D’apres le lemme 4.1.1.1 et sous les hypothéses Hy, les fonctions K§ (w, @, @)
peuvent se mettre sous la forme:

i ~ i i ~
K¢ (w,w,w) = Kjg+ Kig (w,@,0),
ou:
- les K¢ sont des fonctions continues indépendantes de w, w et @;
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- les K¢ sont des combinaisons linéaires des fonctions w, @, @ a coefficients continus
et bornés.
D’ot il existe une constante ky > 0 telle que:

(4.3.2.17) ‘KS (ww@) K (w,w,@)’ < ko (‘

)

D’ou le lemme. O

Preuve de la proposition 4.3.2.2:
On utilise la division de la 2—surface Sy (Mp) suivant le systeme de coordonnées ap-
proprié utilisé telle qu’apparue dans le sous-paragraphe 4.1.2.
A/ Dans le domaine a < C'|z}|
i) Dans le domaine ' >0
D’apres la relation (4.1.2.2) on a:

Tsn (w/> — Jép (W) =a (KS (wl,w/,@/) — Kg (w,w,@)) :
En utilisant (4.3.2.17) en ensuite en intégrant on a:
2) '

(4.3.2.18) ’I;B - ISB’ <kla (

+‘A—
2

i1) Dans le domaine ¢' <0
) Pour (' < —ma
D’apres la relation (4.1.2.3) on a:

JTscy ( ) Tscy (w) = \/E <Ks (w/,w/,@/> - Ks (w,w,fu)) :

En utilisant la relation (4.3.2.17) on obtient:
Tscy <w/> — Jsc, (W) = I (’ )

ou k est une fonction bornée.
) Pour —b < ¢! <0
D’apres (4.1.2.4) on a:

Tsc, (w/> — TJsc, (W) = %m <K5 (w/,w',&?/> — Ky (w,w,@)) )

D’ou en utilisant la relation (4.3.2.17), on a:

JSCQ(w’)—JSOQ(WZ’C'\/W(HQ o+ -a],).

En tenant compte du fait que I'on doit avoir —ma > max (—b, 3o (&' )), on obtient
apres intégration:

(4.3.2.19) ’I’SC—ISC) <K |- (HQ QH
|z

i1i) Dans le domaine D (My)
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D’apres la relation (4.1.2.5) on a:
Jsp (w/) — Jsp (w) = Ky (w/,w/,®/> — Ks (v, @,W).
Avant de proceder a l'intégration, on distingue deux cas:

) Si My est voisin de (S°)\T
En utilisant la relation (4.3.2.17) et ensuite en intégrant, on a:

(4.3.2.20) ‘I'SD - ISD’ <K, sup Ay (HQ —Q
(Ay Ay ) €0y

+”§’—§
2

)

%) Si My est voisin de T
En utilisant la relation (4.3.2.17) et ensuite en intégrant, on a:

/ 7 a ’
(4.3.2.21) ‘ISD - ISD‘ < K5 [+l (HQ —Q 2)
0

On déduit des relations (4.3.2.18 & 4.3.2.21) que dans le domaine a < C'|z}], on a:
) Si My est voisin de (S°)\T

+H§’—§
2

(4.3.2.22) ’I’S—IS)SK” At |+ sup Ay (HQ—Q
] (A Ay e,

+H§'—§
2

)

o) Si My est voisin de T
/ a / P~ -~
3223) (72| < " (e Jppor o)) (| - o], + [ -2] ).
(4.3.2.23) ‘IS IS‘_K (a+ !mé\ﬂ%‘)(Q Q| +|@ -9 2)

B/ Dans le domaine a > C'|z}|, 23 < By
D’apres la relation (4.1.2.6) on a:

js/' <wl> —Js (w) =X\ <Ks <w/,w/,@/) — Kg (w,w,&))) )

En utilisant le fait que d’apres le lemme 2.1.3.2 on a \; = kz§ et la realtion (4.3.2.17)
on a apres intégration:

(43224) |7 - Ts| < K" (|0 - 0| +]|0 -9 ).
2 2
Ainsi donc la proposition 4.3.2.2 est établie.
D’apres la proposition 4.3.2.1 et la proposition 4.3.2.2, sous les hypotheses Hy, on a:

0:&—¢&
(U,Q) — (W, Z) est telle que:
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e) Dans le domaine a < C' |z}

x Pour My voisin de (So) \T

(W (2§) — Wg (28)] < K | Va+ wp

‘0‘ ,\,,\

~

< ([lo =, + I - QHﬁ HQ q,
(4.3.2.25) x Pour My voisin de T

W o)~ W af)| < & (Va+ \JE T )
< (U =ull, + 112 - <ll,
o) Dans le domaine a > C'|z}|, 23 < By

W (a§) = W (a8)] < Kag ([0 = U], + |2 - 2],

et

(4.3.2.26) ‘Z’S - Zs‘ < K|\ (‘

)

Remarque 4.3.2.1. L’apparition des termes dans les membres de droite des

inégalités de (4.3.2.25) montre qu’il serait délicat d’étab?ir que © est contractante.
Dans [11,p.205 — 206], Y. CHOQUET-BRUHAT a proposé pour surmonter cette dif-
ficulté, qui apparaissait aussi dans le cas des systémes non linéaires a données initiales
sur une hypersurface spatiale, d’utiliser ©2 qui serait alors une contraction stricte. En
réalité cette proposition n’est pas satisfaisante dans la mesure ou elle ne fait nullement

disparaitre HQ/ — QH et aucune itération de © ne pourrait la faire disparaitre.
2

En outre, si tout de méme on parvenait a montrer que ©? était une contraction, a cause
de Uinégalité (4.3.2.26), on aboutirait a des solutions pour des petites valeurs de x3. Pour
surmonter cette difficulté, on va dans un premier temps résoudre ’équation définissant
les fonctions ZE pour U = (Ug) fizé dans &. Exploitant ensuite la linéarité dans les
équations (4.3.1.2) des intégrandes par rapport auz fonctions QE, on pourra prolonger la
solution a tout Yy. Il sera alors possible de déterminer la solution du systeme intégral

(Fs) -

On considere 'application = définie sur &; par:

<< A tout U = (Us) € &, 0n associe Z(U) = W = (Wg) défini par:
v (a.0n)
AW (25) / s / sin Aad / H (UT, O QO ) iy

/ s / AT QT,QR>

(4.3.2.27) >>
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Les fonctions QF étant telles que Q = (Qf) est la solution dans & du systeéme
d’équations intégrales linéaires:
A1
(4.3.2.28) QF (z5; M) = Qs+ [ HE (Ug) QLdA,.
0

Les fonctions Hg (UT, QR @?), NE (Q%, (AZ¥> étant définies par (4.3.1.3) ; les matrices

HE (Ug) étant définies par (4.3.1.4).
Puisque l'on a établi que © est une application de £ dans £ au sous-paragraphe 4.3.1,
on en déduit que = est une application de & dans &;.
e) = est une contraction stricte de &£. On établit au préalable le résultat suivant
qui permettra de faire disparaitre le terme H(AZ/ — QH dans les membres de droite des
2

inégalités de (4.3.2.25) .

Lemme 4.3.2.4. Pour U, U’ € & et sous les hypothéses Hy.
Pour toutes fonctions 2, ¥ € & solutions des équations intégrales (4.3.2.28) associées
a U et U respectivement, on a:

(4.3.2.29) HQ —Q

Y

1

oo

(4.3.2.30) HQ - QHQ < K, HU - U‘

)
1
Ky étant une constante positive.

Preuve:
D’apres la relation (4.3.2.28) on a:

A1
of —0ft = [ (1 (Up) 9 — B (Ug) 95)
0
A1
= [ T () (@ - 95) + 05 (1 (U) - HE ()] i

Puisque U, U’ € &, en utilisant les hypothéses Hy, les relations (4.3.2.3 — 4.3.2.4) et
le fait que Q2 € &, on a:

A1
(43.2.31) | —0f| < k;/ 2 — | an + kIl [ -0
0

On pose:
T = sup {xg; (xg; \i) € AO} )
En appliquant le lemme de Gronwall & (4.3.2.31) on a:

(4.3.2.32) |QF — QF| < kj |\ ‘U’ —UHleXp (k'1|)\1|>.

D’apres le lemme 2.1.3.2, on a:
0 < M| < Y@ 2)] < kox).
Par conséquent on a:

QUF — QF| < kykoT exp <k1k0T> HU —U

|-
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D’ou

(4.3.2.33) HQ —Q

oo

1
D’apres la relation (4.3.2.26) on a:

o — 0 < Kl ([ - QH2 o -v

)

(o -,

On en déduit que:
(4.3.2.34) Hﬁ -0

En combinant les relations (4.3.2.33 — 4.3.2.34) on a:
L
2

x
Ce qui acheve la preuve du lemme 4.3.2.4.

En utilisant les résultats du lemme 4.3.2.4 dans les relations (4.3.2.25) on a:
sous les hypotheses Hy, pour U € &,

(o) Dans le domaine a < C |z}

) Pour My voisin de (S°)\T

Ws (a) =Ws @) < K| vat [+ sw A | ([0 =UlL).
°oF (g ay )eos

(4.3.2.35) ) Pour My voisin de T

Wi o)~ Ws ()| < & (Va+ [ =01 (10 = 01,

e) Dans le domaine a > C |z}|,2) < By
| W) e oy < 1 (107 01])

En utilisant les relations (4.3.2.35), on va montrer que pour ), domaine causal
convenablement choisi = est une contraction stricte de &;.

Lemme 4.3.2.5. Pour U,U’ € & et sous les hypothéses Hy.
11 existe des constantes positives C' (h), M’ (h), B’ (h) telles que:
Pour My (z§) appartenant au domaine D (C', M', B") défini par:

0<a<M 0<a<M
(z*) € IR*/ , Jou 8 a>C'zt 3,
a < C'z!
- < B

on a: 5
w-w), =5l v
avec: W ==(U) et W == (U").

)

1

Preuve:

Elle se fait exactement comme celle du lemme 4.3.1.2.

On choisit les constantes C’ (h), M’ (h), B’ (h) telles que: C"(h) < C (h), M’ (h) <
M’ (h), B'(h) < B(h).

Preuve de la partie 2) théoréme 4.2.2.2.
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D’apres le lemme 4.3.1.2 et le lemme 4.3.2.5, en choisissant )}y comme un domaine
causal contenu dans D (C', M’ B’) et tel que sa frontiere contienne (Sp), = est une
contraction stricte de &;.

L’espace métrique (&;,d;) étant complet, il existe un unique point fixe U de = dans
Sl-
On a: (U,Q) = (2(U),Q) = 6(U,Q2). D'ou (U,S) est une solution du systeme
d’équations intégrales (Fg) .

Remarque 4.3.2.2.

e La solution ci-dessus est unique dans la boule de £ dans laquelle elle existe; on
pourrait étendre ['unicité a tout le domaine causal a travers des hypothéses sur les fonc-
tions AM telles qu’on puisse feuilleter lintérieur de Y par des hypersurfaces spatiales
appropriées. En effet, s’il est possible de feuilleter 'intérieur de ) par des hypersur-
faces spatiales, en combinant le théoréeme 4.2.2.2 au résultat similaire pour des systéemes
non linéaires a données initiales sur une hypersurface ordinaire obtenu par Y. FOURES
(CHOQUET) -BRUHAT dans [11] on parvient a étendre l'unicité a tout l'intérieur de )
. On fera a la suite de ce travail (voir [23]), dans la Partie 11, une hypothése géométrique
qui permettra un tel feuilletage (Cf. hypothese (G)).

o Le résultat d’existence et d’unicité dans un espace de fonctions continues pour le
systeme intégral des formules de Kirchhoff associé a un systéme semi-linéaire hyper-
bolique a données initiales sur deux hypersurfaces caractéristiques sécantes montre que
ce dernier probléeme admet au plus une solution continue. On montrera a la suite de ce
travail, dans un article a paraitre (Partie II), que ce probléme admet effectivement une
solution semi-globale dans un espace de type Sobolev a poids, moyennant des hypothéses
de structure (Cf. hypothése (G1)) qui découlent de la détermination des restrictions aux
hypersurfaces caractéristiques des dérivées premieres de la solution éventuelle réguliere
du probléme de Goursat semi-linéaire (voir [23]).
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