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COMMANDE NON LINEAIRE HYBRIDE FORCE/POSITION POUR LES
SYSTEMES ROBOTIQUES AVEC CONTRAINTES HOLONOMIQUES

Donatien Nganga-Kouya
Sommaire

Cette thése qui présente une étude générale effectuée sur un robot expérimental,
concerne spécifiquement la modélisation et la commande non linéaire basée sur la
technique *’strict-feedback du backstepping’ (SFB) en force et en position, en y
introduisant les notions des systémes passifs. La contribution apportée est relative au
développement de lois de commandes passives et adaptatives pour la commande en
force et en position. Ces lois de commande ainsi congues ont l’avantage d’étre
compatibles aux systémes robotiques avec des contraintes holonomiques. La
modélisation cinématique et la modélisation dynamique, ainsi que des simulations
réalisées dans un plan, ont été effectuées a partir des données du robot expérimental.
L’architecture de ce robot se caractérise par I’axe 1 qui est prismatique, n axes rotatifs
pouvant avoir une structure redondante, et a I’extrémité, deux axes rotatifs (n+1 et n+2)
matérialisant le tangage et le roulis. La modélisation cinématique a été réalisée en
appliquant la théorie des parametres de Danevit-Hartenberg (DH), tandis que le modele
dynamique a été I’application des équations de Lagrange. Les matrices des inerties, des
forces de Coriolis et le vecteur des termes de gravité, issus du modéle dynamique dans
I’espace articulaire, ont ensuite été convertis dans le domaine cartésien, puis dans
I’espace de la tache, assortis d’un découplage en force et en position. Nous sommes
assurés au préalable que la matrice M des inerties est symétrique et définie positive en
rapport avec la matrice C des forces de Coriolis. Aussi, une contrainte en vitesse dans la
direction z d’un systtme d’axes orthonormé, fixe par rapport a [’effecteur et
perpendiculaire a la surface de contact, pour une architecture de quatre axes a été
imposée au modele dynamique. Pour atteindre I’objectif qui est celui d’obtenir une
stabilité asymptotique globale du systéme, I’option de la conception de deux lois de
commande non linéaires adaptatives hybrides par la technique SFB a été retenue. Un des
avantages de ces conceptions et |’élaboration de leur algorithme de commande est celui
d’imposer des propriétés de stabilité désirées en fixant ou en calculant respectivement
des fonctions : mémoire, de sortic et stabilisatrice, @ chaque étape récursive du systeme
en cascade. A cette technique du SFB, nous considérons entre autre la théorie des
systemes passifs. La conception de ces deux lois de commande adaptatives correspond a
trois méthodes distinctes pour |’adaptation des parameétres. Nous mettons en place par ce
biais deux lois de commande ayant une flexibilité et qui regroupent en leur sein
plusieurs propriétés que possédent les lois de commande existantes. Les forces et les
trajectoires désirées correspondent de toute évidence aux forces et aux trajectoires
assignées avec des erreurs de poursuite acceptables, aussi bien pour le suivi des forces
que pour celui des positions. Toute la méthodologie utilisée et tous les algorithmes de
commande assortis des résultats de simulation vous sont présentés dans cette thése
doctorale.



NON-LINEAR CONTROL HYBRID FORCE/POSITION OF
ROBOTICS SYSTEMS WITH HOLONOMICS CONSTRAINTS

Donatien Nganga-Kouya
Abstract

This thesis presents a general study on modeling and non-linear control of an
experimental robot based on a new technique, named “strict-feedback backstepping *’
(SFB), applied to the force/position control using passive system concepts. The
contribution thus brought in concerns the development of the passive and adaptive
control laws for the position/force control. The control laws obtained in this study have
the advantage of being compatible with robotic systems holonomic constraints. The
kinematic and dynamic modelings, and also the simulation results in a pre-defined path
were obtained by using the set of parameters of the experimental robot.

The robot’s architecture includes one prismatic axis, n rotation axes with the possibility
of having a redundant structure, and two rotation axes (n+1 and n+2), called pitch and
roll, at the end of the effector extremity.

Whereas (HD) the Danevi Hartenberg’s parameter theory was used to get the kinematic
modeling, the application of Lagrange’s equation were used for the dynamic modeling.

The inertia matrices, Coriolis forces and vector of gravity derived from the dynamic
modeling in the articular space, were first transformed in the cartesian domain then in
the task space by decoupling the forces and the position.

Before performing this step, it is very important to ensure that the inertia matrix M is
symmetric and positive definite in relation to the matrix C of Coriolis forces. In
addition, we must impose a constraint on the speed in the direction of the z-axis of a
orthonormal plane fixed in relation to the effector, and perpendicular in relation to the
contact surface.

In order to obtain global stability of the system, we have conceived two adaptive non-
linear control iaws by using the SFB technique, which includes the theory of passive
systems. The advantage of this control technique is that it imposes desired stability
properties by fixing or calculating the storage, output and candidate Lyapunov functions,
for each step of the system recursively in cascade. The realization of these two adaptive
control laws involves the use of three different methods for the parameters adaptation :

- direct method;
direct method based on a proper memory function satisfying all the
requirements of passive systems;



direct method that is more robust than the two others and which includes two
feedback loops (force / position).

Using this approach the two control laws obtained present all the good properties that
other controls have individually. Moreover, the matrices of the linear dynamics in the
articular domain may be transformed into the task space according to the parameters
estimation. The application of the two control laws is shown using a triangular path.
The forces and trajectories obtained correspond to those assigned with some acceptable
tracking errors.

The methodology used, all the control algorithms obtained and the results of the
simulation are presented in this doctoral thesis.
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INTRODUCTION

La fonction principale d’un robot est celle d’exécuter une ou plusieurs tiches bien
spécifiques dans une configuration bien déterminée au préalable. Lorsque ces taches
sont réalisées sur une surface de contrainte et que le robot interagit par rapport a son
environnement de travail, on déduit qu’il appartient a la classe des systémes dite avec
contraintes. La surface en contact avec I’organe terminal -appelé communément
effecteur du robot -peut avoir soit une souplesse, soit une rigidité. Lorsqu’elle est souple,
on appliquera nécessairement une commande d’impédance pour effectuer le travail a
réaliser. A I’inverse, pour I’exécution des taches astreintes aux contacts rigides, on fera
appel a la commande hybride. En plus de la nature de la surface de contact, qui nous
situe la nature de la commande qui peut étre appliquée, si les équations de contraintes
dépendent uniquement des positions généralisées du robot, qui est en général fixe par
rapport a sa base, on parlera des contraintes dites holonomes. A I’opposé de ce qui vient
d’étre mentionné, au lieu d’étre fixe, c’est-a-dire que le robot est mobile par rapport a sa
base, les équations de contraintes qui dépendaient uniquement des positions
généralisées, seront elles aussi tributaires des déplacements qui en résultent par sa
mobilité. Pour ce demier cas, on se référera aux contraintes dites non holonomiques. La
notion de commande non linéaire en prélude a cette these, se justifie par le fait que le
systtme en étude est fortement non linéaire. Sa conception par I’utilisation de la
technique du backstepping et des notions de la passivité pourra inclure une grande partie

de ses non-linéarités.

De ce qui précéde, nous développons dans la présente thése, le probléme de la
conception de la commande adaptative non linéaire hybride force/position des systémes
robotiques avec des contraintes holonomes. Cette commande adaptative, qui occupe une
place de choix dans cette thése, peut s’interpréter comme un ensemble de méthodes. Ces
méthodes regroupées en son sein permettent un ajustement automatique en temps réel,

des parameétres incertains du systtme mis en ceuvre dans la boucle de ladite commande



afin de réaliser ou de maintenir un niveau de performance désiré. La méthodologie de
conception utilisée est celle du “’strict-feedback du backstepping'’ (SFB en abrégé) en

appliquant systématique suivant I’opportunité, la théorie de la passivité.

Quant au backstepping (étape avant) qui est au centre de toute notre conception, il sera
défini d’une maniére explicite dans le chapitre 3. D’une fagon sommaire on peut retenir
que c’est un systéme dont la structure en cascade est caractérisée par une forme
augmentée d’un intégrateur autant de fois que la récursivité le permet. Il est a noter que
nous devons retrouver toutes les propriétés du systeme initial dans cette forme
augmentée. Dans la structure en cascade du backstepping, suivant une certaine
configuration, nous pouvons remarquer dans le prolongement en aval des différentes
étapes récursives, une forme triangulaire qui se dessine par rapport a la structure
générale telle qu’elle se présente. C’est cette forme triangulaire qui est a I’origine de la
dénomination de strict-feedback, parce que chaque interconnexion dans le systéme est

une connexion rétroactive de 1’état des entrées.

Malgré le fait que nous utilisons la passivité d’une maniére spécifique dans la présente
thése, le chapitre 3 fera aussi ressortir ses grandes lignes d’une maniére globale. De
maniére spécifique nous pouvons toutefois retenir, sans aller dans les détails des
différents concepts que la passivité est une méthode qui permet d’établir un lien direct
entre |’entrée et la sortie d’un systéme. Le lien une fois établie, assure la convergence
asymptotique du systéme avec une erreur passive (ou nulle) par le choix d’une fonction

d’entrée appropriée.

De ce qui vient d’étre mentionné, nous visons deux objectifs principaux pour la
résolution du probléme de la conception de nos lois de commandes adaptatives en

force/position :



- maintenir et contréler une force appliquée par la fin de I’effecteur sur une surface
de travail ;
- conirbler en méme temps la convergence des erreurs relative au suivi de la

trajectoire réelle par rapport a la trajectoire désirée.

Pour atteindre ces deux objectifs, notre problématique est celle d’élaborer une méthode
qui garantit I’obtention de la stabilité asymptotique globale et le suivi des trajectoires

désirées des positions, des vitesses, des accélérations et de la force appliquée.

Afin de réaliser une loi de commande qui soit fiable sur un systéme mécanique articulé,
il faut absolument détenir un certain nombre d’éléments liés a la cinématique et a la
dynamique qui régissent le fonctionnement de ce dernier. A défaut de la possession de
ces éléments, comme cela a été le cas pour nous, la modélisation est alors un préalable
pour toute conception de la commande en robotique. Le modéle dynamique issu de la
modélisation du systéme pour le robot expérimental en étude devra subir des
transformations pour qu’il soit compatible aux contraintes holonomes imposées. Cette
argumentation est valable pour tous les types d’architectures des robots. Aussi, si on se
trouve dans le cas ou les paramétres du robot ne sont pas connus avec précision (cas
trés fréquent et nous concernant au premier chef), la commande classique ne peut par
conséquent pas assurer la convergence du systéme. C’est pour cela qu’il faut envisager

la conception d’une commande adaptative comme nous |’avons déja préconisé au départ.

La présente recherche fera ressortir deux types de commandes adaptatives SFB
découplées en force et en position, compatibles aux systémes robotiques comme nous

I’explicitons ci-dessous :

- la conception du premier type sera basée sur une représentation en cascade faisant

ressortir seulement une forme augmentée du backstepping. Les notions de passivité



seront prises en compte et I’adaptation des paramétres se fera par la méthode
directe ;

- la seconde conception se fera a base d’une représentation en cascade du SFB ayant le
style d’une rétroaction linéarisante, c’est-a-dire ayant n formes augmentées. La loi de
commande qui en découlera utilisera toute la technique des systémes passifs. Deux
méthodes seront utilisées pour la mise en place de la loi d’adaptation des parametres.
La premiére aura trait a la méthode directe et sera basée exclusivement sur la boucle
de la position. La seconde sera on ne peut plus compléte avec la prise en compte des
deux boucles de rétroaction (position et force). Cela assurera une robustesse

mathématique par rapport a la précédente.

Toute la méthodologie utilisée, ainsi que tous les algorithmes de commande assortis des
résultats de simulation, vous seront présentés dans cette thése doctorale, exception faite
pour les expressions qui présentent une grandeur remarquable et sont tres difficiles a

représenter.

La présente thése doctorale qui met en exergue les résultats obtenus sur les deux lois de
commande non linéaire backstepping compatibles aux systémes robotiques, est

organisée de la fagon suivante :

- Dans le chapitre 1, nous résumons, pour tous les cas de figure, la modélisation
cinématique et la modélisation dynamique du robot expérimental avec des outils
simples de calculs matriciels et vectoriels. Aprés le calcul des positions, des
orientations, des vitesses et des accélérations linéaires et angulaires, nous allons
mettre en place toutes les matrices jacobiennes et les calculs de la cinématique
inverse. Le modele détaillé pour quatre axes a été mis en pratique, suivi des
différentes transformations du domaine articulaire au domaine de la tache en passant
par le domaine cartésien. Nous effectuons aussi pour des besoins spécifiques de

commande, un découplage du systeme dynamique en force et en position dans le



domaine de la tiche en imposant une contrainte dans la direction z de la vitesse par
rapport a un systéme d’axes orthonormé. Les détails de tous les calculs figurent aux
annexes 1, 2 et 3 de la présente thése et tous les résultats sont validés par le logiciel
Maple ;

Dans le chapitre 2, nous faisons la conception mathématique d’une trajectoire
triangulaire désirée. Elle est générée suivant la théorie d’une trajectoire polynomiale
d’ordre 5 suivant un certain nombre de points répartis sur la figure géométrique
désirée. La trajectoire sous forme de figure réalisée sera suivie par |’organe terminal
du robot dans un plan grice a I’entremise des équations mises en place a cet effet.
Les détails des calculs figurent a I’annexe 4 du présent document ;

En prélude de la conception des lois de commande, dans le chapitre 3 nous
expliquons les concepts les plus importants du backstepping et de la passivité. Nous
définissons la théorie des systémes passifs et de ses différentes liaisons avec d’autres
concepts importants comme la stabilité, la dissipativité et I’optimalité.

Dans le chapitre 4, nous présentons toute la méthodologie de la logique de
conception des deux lois de commande adaptatives SFB en force et en position. En
préliminaire a ces conceptions, respectivement une représentation d’état du modele
dynamique est faite sous différentes formes par rapport au systéme backstepping ou
SFB qui est compatible a la conception des lois de commande envisagées. Si la
technique et les attentes de la logique du découplage sont les mémes pour les deux
conceptions, il n’en demeure pas moins vraie qu’il y a une différence notable de la
conception de ces commandes au niveau de leur forme en cascade et a la mise en
place des différentes lois d’adaptation des paramétres. Aussi, nous présentons tous
les schémas blocs de commande liés aux différentes lois d’adaptation de parametres.
Une partie explicative de la gestion des taches telle que nous I’avons appliquée pour
nos simulations est élaborée. Tous les résultats de simulation et leur analyse
respective nous donnent un apergu général du travail effectué.

Enfin une conclusion et des recommandations, assorties d’une conclusion a chaque

fin de chapitre, mettront un terme a cette thése doctorale.



REVUE DE LA LITTERATURE

Un robot peut étre défini comme un systéme mécanique polyarticulé programmable qui
sert a exécuter une ou plusieurs tiches dans un environnement de travail au préalable
bien déterminé. La plupart des tiches a exécuter (suivi de contour, ébavurage des
surfaces, ¢barbage des pieces mécaniques, assemblage, grattage etc.) nécessite un
contact entre la fin de I’organe terminal du robot et son environnement de travail. Par
conséquent, la force due au contact avec la surface active doit étre nécessairement prise
en compte. Cette force de contact telle qu’elle est expliquée dans la majorité des
publications scientifiques a caractéres technologiques, ressort I’existence de plusieurs
types de taches a réaliser. Nous allons nous intéresser a ceux qui produisent un contact
rigide associé a un suivi de trajectoire en force et en position. Pour ces types de cas,
'interprétation faite s’apparente a une commande robotique hybride avec contrainte.
Suivant les explications ci-dessus et selon la nature de la surface de contact, il existe

deux types de commandes robotiques avec contraintes :

- le premier type concerne les surfaces qui présentent un degré d’élasticité fini, c’est-
a-dire pouvant subir une déformation temporaire suite a un contact avec |’effecteur.
Pour ce genre de cas, il existe une relation mathématique entre la force de contact et
le déplacement de I’effecteur. La modé¢lisation a ce niveau intervient par la mise a
contribution d’une impédance mécanique généralisée, c’est-a-dire comme
I’exploitation d’une combinaison d’un syst¢éme masse-frottement-amortissement.
Une approche de ce type a été développée par Lu et Meng [1] et par Lieu et
Golenbert [2]. Les robots concermnés par cette approche sont assujettis a une
commande d’impédance.

- Le second type est relatif aux surfaces infiniment rigides. Certes, méme si une
surface infiniment rigide ne peut exister en pratique, nous justifions le sens d’une

telle supposition uniquement dans I’optique d’éviter d’endommager, soit la surface



de travail, soit I’effecteur lors de I’exécution d’une tiche. Les robots manipulateurs

soumis a ce type de contraintes sont I’objet d’'une commande hybride.

Pour ce qui est de la présente recherche, nous allons nous intéresser au second type en
faisant remarquer que plusieurs articles sur cette catégorie de commande avec
contraintes sont basés sur I’approche de McClamroch et Wang [3]. Ces auteurs ont
développé un modéle mathématique pour les dynamiques des manipulateurs de
contrainte et deux commandes, dont une linéaire et [’autre non linéaire, basées sur les
méthodes du couple calculé et découplé, avec des formulations linéaires et non linéaires
du probléme de la poursuite des trajectoires. La loi de commande présentée ne prend pas
en compte l'option ou certains parameétres sont inconnus. Par conséquent, des

performances qui dégrade le syst¢éme peuvent engendrer une instabilité du systéeme.

Mnif et al [4], ont traité le cas d’une commande force/position d’un manipulateur
robotique soumis a des contraintes holonomiques basées sur le mode de glissement.
L’approche utilisée est en partie similaire a celle de Mc Clamroch et Wang [3] qui
consiste a introduire une équation de la contrainte dans le modéle articulaire de fagon a
obtenir la loi de commande appropriée. Dans leur algorithme de commande, ils ont, en
plus du mode de glissement, proposé une estimation des paramétres de fagon a garantir
la stabilité asymptotique du systéme global et la convergence des erreurs en force et en

position.

De la méme maniere, Khatib [5] a développ¢ une structure de travail pour I'analyse et la
commande des systémes manipulateurs par rapport au comportement dynamique de la
fin de I’effecteur. Il a présenté les principes fondamentaux de la formulation de I’espace
opérationnel et a développé une approche générale assurant un découplage pour la
commande adaptative de force/position avec une extension pour les robots redondants.

Les résultats obtenus sont aussi utilisés dans le développement d’une nouvelle approche



systématique pour traiter les problémes qui interviennent dans la cinématique et qui sont

liés aux singularités.

Slotine et Li [6] ont reformulé I’emploi du retour d’état, pour modifier directement la
fonction énergie d'un manipulateur pour la commande force/position. Cette approche,
qui est assez performante, assure un découplage général du systéme en deux dynamiques
liées a I’espace de I’outil dont une justifie la dynamique de la position et I’autre pour la

dynamique de la force. La convergence globale du systeme est assurée.

DeSantis [7] a congu une commande basée sur la méthode du couple précalculé et sur
I’orthogonalité des sous-espaces décrivant les positions et les forces admissibles. Le
découplage du systeme en force et en position est réalis¢ dans le domaine cartésien avec
une équation de la contrainte en position et en orientation. Cette commande assure une
stabilité globale et s’applique aussi bien pour les surfaces de contacts stationnaires que

pour les surfaces mobiles.

Su et Stepanenko [8] ont utilisé la technique ‘’integrator backstepping*’ pour concevoir
une loi de commande adaptative hybride pour les joints des robots manipulateurs.
L’adaptation des paramétres a été faite par la méthode directe. Le schéma de commande
développé est réalisé dans I’optique d’avoir des calculs simples qui évitent les termes
dérivés et les inverses dans les matrices des dynamiques linéarisées dites regresseurs, et
les inverses des matrices des inerties. La stabilité asymptotique semi-globale du systéme

est établie au sens de Lyapunov.

Guenther et Hsu [9] ont mis au point la conception d’une commande de suivi adaptatif
de joint rigide d’un robot manipulateur dans le cas des parameétres mécaniques ct
électriques incertains et pris arbitrairement. Une stratégie basée sur la régulation en
cascade est présentée. Elle combine une organisation adaptative pour la commande des

articulations rigides du robot avec une loi de commande a structure variable. La stabilité



asymptotique globale est assurée et I'exécution avec des résultats tres satisfaisants est

illustrée par un exemple de simulation sur un robot a deux degrés de liberté.

R. Kelly et R Carelli [20] ont présenté une approche unifiée pour la conception et
I’analyse des contréleurs pour les manipulateurs robotiques. Les controleurs concernés
gerent cinq aspects bien précis a savoir : la position, I'impédance, la force, hybride
force/position et I’hybride impédance /force. Dans la conception de sa loi de commande
unifiée, tous les aspects précités s’y trouvent. Le principe de fonctionnement de
I’algorithme de commande est celui de faire un choix convenable pour la mise en
exécution d’un type d’aspect bien précis tout en annulant les quatre autres. En d’autres
termes, si la commande unifiée est dévolue par exemple pour faire un suivi d’impédance
de force, alors les expressions de ladite commande concernées par la position,
I’'impédance, la force, I’hybride force/position et I’hybride impédance/force sont

automatiquement mises a 0.

N. Tanaka et M. Fujita [21] ont proposé une commande composée d’une partie
adaptative qui annule la dynamique du systéme et d’une commande auxiliaire de type
PID en position et PI en force. Les gains de la commande auxiliaire sont calculés de
fagon a minimiser la norme Hoo de I’effet des perturbations sur le systéme. L’avantage
de I’approche est qu’une solution Hoo est proposée sans la résolution d’une équation aux

dérivées partielles comme I’exige la méthode classique Hw non-linéaire.

M. de Montigny et P. Sicard [23] ont proposé une stratégiec de commande hybride
force/position d'une main robotique comportant plusieurs doigts. Chaque doigt est
considéré comme un robot. La méthode en elle-méme combine deux algorithmes bien
spécifiques. Le premier est celui de Slotine et Li [24] pour la commande en position
composée d’une anticipation et d’un retour équivalent a un contréleur proportionnel
dérivatif. Le deuxieéme est celui de Seraji [25] pour la commande en force qui est

proportionnel intégral non-linéaire. Le probléme du rebondissement se produisant au



moment du contact de 'objet sur Peffecteur a été résolu et une loi d'estimation des
parameétres du systéme commandé procure une certaine robustesse au systéme en chaine
fermée. La coordination des deux compensateurs (de force et de position) est assurée par
un planificateur de taches doté d'une stratégie d'approche (de I’objet) fortement élaborée.
Cependant, la stabilité de I'ensemble du systéme n'est pas démontrée. Aussi le caractére
non coordonné intrinséque de la commande force/position nécessite un planificateur de

taches complexe.

C. M. Kwan [26] a proposé une méthode de synthése robuste pour la commande
simultanée de la position et de la force de contact d'un robot assujetti a certaines
contraintes (de surface). Le systeme commandé inclut la dynamique du robot et celle du
moteur a courant continu produisant le couple moteur. Une loi de commande adaptative
est utilisée pour pallier les incertitudes paramétriques du robot et une commande en
mode de glissement résout le probléme de l'incertitude paramétrique du moteur. La
solution proposée est basée sur la méthode de réduction de modéle (du systéme avec
contrainte dans l'espace des joints) de McClamroch [3] et consiste en deux étapes de

conception.

- La premiére étape consiste a faire la synthése d'un couple moteur idéal (ou fictif) du
robot. La lot de commande est une version améliorée de celle de Su et al [27] et
consiste en un compensateur avant, une commande de type Proportionnel-Dérivé
(PD) en position et une commande de type Proportionnel en force. Une loi
d'estimation des paramétres du robot met a jour les paramétres du compensateur
avant.

- La seconde étape fait la synthése de la tension appliquée au moteur afin que le
couple réel converge vers le couple idéal de I'étape précédente. Elle est basée sur la
méthode de conception par mode de glissement. Cette derniére rend le systéme en

chaine fermée insensible aux variations des paramétres du moteur. Une étude de



1

stabilit¢ démontre la convergence asymptotique des erreurs de poursuite en position

et en force.
M. Queiroz et al [28] ont proposé une méthode de conception de compensateur
contrlant simultanément la force de contact et la position de I'effecteur d'un bras
manipulateur. L'avantage de la méthode est qu’elle ne nécessite pas la mesure de la
vitesse et que la conception s'effectue dans l'espace de la tache ou les forces et les
positions désirées se définissent aisément. Le modéle dynamique du robot est d'abord
réduit en deux dynamiques dans l'espace de la tache a l'aide de la transformation de Mc
Clamroch [3]. La premiére dynamique sert a faire la synthése de la loi de commande de
la position. Cette derniére consiste en une compensation avant et une commande de type
Proportionnel Dérivé (PD). La vitesse n'étant pas mesurable, elle est substituée par la
sortie d'un filtre passe-haut ayant la position comme entrée. La deuxiéme dynamique sert
pour le controle de la force. La loi de commande comporte un terme non linéaire
compensant une partie des non linéarités du systéme et une action de type intégral pour
annuler I'erreur sur la force. Deux lois d'estimation mettent a jour les paramétres dans le
compensateur avant et dans la partie non linéaire de la commande de force. Une étude

analytique prouve la stabilité semi-globale du systéme en chaine fermée.

S. Suguru [30] montre que le systeme robotique est dissipatif et propose deux types de
commande en position. L’un est un PID et I’autre un PD dans lequel les paramétres du
vecteur de gravité sont estimés en temps réel. Il montre que le syst¢éme en Boucle
Fermée est passif. Aussi il propose une commande avant (feedforward) avec un terme
pour compenser les rebondissements. L’avantage de cette approche est que sa loi de

commande est simple et exploite la propriété intrinseque de passivité du robot.

C. Natale et L. Villani [31] ont mis au point une commande annulant la dynamique du
systéeme. Une commande auxiliaire de type PD en force/position dont les paramétres
représentant la rigidité de la surface est assignée en temps réel. Cette structure assure

que le systeme est passif en boucle fermée.
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De tout ce qui précéde, nous remarquons qu’une commande en force/position peut se
concevoir respectivement dans les domaines, articulaire, cartésien et de la tiche. De
méme, la maniére d’effectuer le découplage en force/position pour une commande
spécifique n’est pas forcément applicable lorsqu’on change la configuration de la
commande. Cette remarque est d’autant plus vraie au regard de I’exemple de la méthode
de découplage utilisée par McClamroch et Wang [3], qui n’est pas compatible a
I’algorithme de commande de Khatib [S] et inversement. Aussi, la conception d’une
commande peut se faire de différentes maniéres. On peut au préalable décider d’éviter
d’introduire les termes d’accélération et les inverses des matrices dans l’expression
d’une commande. Comme tout aussi on peut décider d’obtenir certaines propriétés

difficiles a obtenir en commande.



PROBLEMATIQUE DU SUJET

En tenant compte de I’évolution remarquable et certaine de la technologie dans le
domaine de la robotique et plus spécifiquement en commande, nous axons nos
recherches sur la conception de deux lois de commande adaptative en force et en
position basées sur la méthode du backstepping et en considérant la technique des
systemes passifs. Les avantages qui peuvent étre tirés du backstepping sont, d’une part,
de pouvoir interpréter et de gérer la forme du strict-feedback générée selon une forme
augmentée et au mieux suivant un systéme du style linéarisant au sens entrée états ;
d’autre part, de fixer d’avance les propriétés de stabilité désirées. La technique des
systémes passifs quant a elle justifiera son avantage dans la mesure ou, pour chaque
étape récursive du backstepping, la fonction stabilisatrice correspondante qui sera mise
en ceuvre, devra assurer la convergence asymptotique du systeme par une erreur passive
(ou nulle). Par conséquent, la commande générale du systeme assurera une erreur
passive entre I’entrée et la sortie du systéme général du backstepping. Le probléme que
nous voulons résoudre est celui de mettre en place une méthode de conception
séquenticlle de fagon a avoir une flexibilité au niveau de la commande. La flexibilité
dont on fait allusion s’explique par le fait de fixer ou de calculer les propriétés de
stabilité désirées (qui ne sont pas figées) a la convenance du concepteur. Les lois de
commande obtenues peuvent étre modifiées ou adaptées suivant les besoins. La méthode
du backstepping permet entre autre, moins de restriction par rapport a la méthode de la
rétroaction linéarisante dans la mesure ou on peut surmonter des difficultés de
controlabilité due aux singularités. Aussi en considérant en plus des propriétés qui
peuvent étre fixées a I’avance et la théorie des systemes passifs dans la conception, nous
tendons a mettre en place une ou des lois de commande qui regroupent en leur sein, la
plupart des propriétés que possédent les lois de commande existantes. Les lois de
commande ainsi congues, qui seront testées sur un robot a axes rotatifs ayant un axe
prismatique dans le domaine de la tache, n’ont par conséquent pas encore ¢té exploitées

en prenant en compte I’actionneur et la théorie de la passivité.
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Notre problématique s’articulera autour de trois points :

faire la modélisation cinématique et dynamique d’un robot expérimental. Cette
modélisation est faite sous toutes ses formes et sous tous ses aspects par rapport a
I’architecture telle qu’elle se présente et en tenant compte de nos objectifs
d’exploitation ;

générer une trajectoire fiable de fagon a mieux apprécier les lois de commande et a
minimiser 1’erreur de position, de vitesse et d’accélération en régime transitoire et
surtout en régime permanent ;

mettre en place une stratégie pouvant aboutir a la réalisation de deux lois de
commande non linéaires selon la méthodologie du découplage en force et en position

mise en place.

Nous tenons a faire remarquer que les deux premiers points ne sont que des
préalables a toutes conceptions des lois de commande en robotique. Le gros du

travail étant bien sir concentré au troisiéme point.



CONTRIBUTION ORIGINALE

Notre recherche, qui s’est orientée vers la commande adaptative non linéaire en force et

en position avec des contraintes holonomiques, a donné lieu au meilleur de ma

connaissance aux contributions originales suivantes :

1-

La conception de la premiere loi de commande adaptative avec la prise en compte de
sa loi d’adaptation des paramétres a été une combinaison de la théorie du SFB, des
concepts de la passivité et de la loi de commande adaptative congue par Slotine et Li
[16];

La deuxiéme loi d’adaptation des paramétres pour la conception de la seconde loi de
commande adaptative dans le domaine de la tiche a été réalisée en tenant compte de
la technique du backstepping avec le respect et la prise en compte de la théorie des
systemes passifs ;

La troisiéme loi d’adaptation des paramétres pour la conception de la seconde loi de
commande adaptative, a €té réalisée en tenant compte de toutes les erreurs des deux
boucles de rétroaction concernées par la position et la force. Les forces réelle et
désirée ont été substituées par des courants. Cela assure une robustesse de la

commande adaptative obtenue par rapport a la précédente.



1.1

CHAPITRE 1

MODELISATION

Introduction

Afin de bien maitriser et de controler correctement les articulations d’un robot, il est

nécessaire de connaitre une bonne partie des concepts de ses mouvements (sans quoi, on

ne peut ni prévoir, ni controler I’activité de ce dernier). Ces concepts sont basés sur des

résultats d’une matrice de transformation homogene pour le cas de la modélisation

cinématique et d’un modéle dynamique pour celui de la modélisation dynamique. La

modélisation fait appel a des notions mathématiques précises. Une modélisation trés

exacte et tres précise est difficile a réaliser, car la connaissance parfaite d’une

architecture matérielle n’est pas accessible facilement. Comme cela a été déja énoncé

précédemment, on distingue deux types de modélisations en robotique : la modélisation

cinématique et la modélisation dynamique.

La modélisation cinématique consiste a déterminer la position, la vitesse et
I’accélération a tout instant de I’évolution du robot dans I’espace par rapport a
chacune des articulations qui le constituent. Il existe plusieurs outils de modélisation
cinématique. Dans le cadre de la présente recherche, nous ne retenons que les quatre
principaux pouvant opérer adéquatement la transformation des coordonnées : (1) Les
nombres complexes qui sont déconseillés pour les systémes a trois dimensions ; (2)
Les matrices de rotation qui sont trés pratiques pour transformer les vecteurs ; (3)
Les quaternions qui sont assez efficaces; (4) Les matrices de transformation
homogeénes qui sont idéales pour tous les types des systémes. Le modéle cinématique
qui va étre mis en place sera I’application du dernier cas cité. Cette méthode a été
développée en 1955 par J. Denavit et R. S. Hartenberg pour la modélisation

cinématique des mécanismes spatiaux. Elle est utilisée actuellement par la grande
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majorité des chercheurs sous I’appellation de méthode Danevit-Hartenberg (DH)

[10], pour résoudre les problémes des chaines cinématiques.

- La modélisation dynamique quant a elle peut s’interpréter comme une fagon de
décrire un systeme physique, sous la forme d’un ensemble de matrices et d’équations
algébro-différentielles. Elle fait appel a des formalismes variés et se présente comme
un ensemble des jeux d’équations différentielles non linéaires. Ces équations
déterminent les couples et les moments des différentes articulations du robot qui
agissent sur ses positions, ses vitesses et ses accélérations. L’ensemble de ces
équations qui est entre autre caractérisé par des parameétres du robot, composés
essentiellement des masses, des inerties, des longueurs et des centres de masse, est
d’usage appelé modele dynamique. Ce modéle dynamique peut étre défini selon la
spécificité et suivant certaines conversions, soit dans le domaine articulaire, soit dans
le domaine cartésien, soit dans le domaine de la tache. Parmi les outils de
modélisation se distingue respectivement le formalisme de Newton et des équations
de Lagrange. C’est le dernier cité qui est le plus familier pour nous et celui qui a été
mis en pratique pour la présente étude. Comme préalable a toutes résolutions
mathématiques de ce type de modélisation, il est nécessaire, a partir d’'un schéma
explicatif et caractéristique du robot, de définir pour chaque articulation, des
systémes d’axes et des positions des centres de masse comme cela est montré a la
figure 1. C’est a partir de cette figure que nous allons réaliser la modélisation
cinématique et dynamique pour la plupart des cas de figures importants. Ce qui est
assez intéressant dans les résultats obtenus pour la modélisation dynamique, c’est
I’idée qui consiste a faire une transformation du modéle articulaire au modéle dans

le domaine de la tache assortie d’'un découplage en force et en position.

Le calcul de I’état d’une chaine cinématique (positions, vitesses et orientations), en
fonction des consignes sous forme d’ordres fournis aux moteurs qui assurent tous les

mouvements, consiste a résoudre le probléeme de cinématique directc. De méme,



lorsqu’on applique une commande quelconque a un robot en vue de lui faire suivre une
trajectoire désirée, on est en présence de la résolution d’un probléme de cinématique
inverse. Ainsi, en préliminaire a notre étude concernant le chapitre actuel, nous allons
présenter le schéma explicite du robot expérimental a la figure 1. De ce schéma du robot
va découler la mise en place du tableau des parameétres et les calculs de la cinématique
directe et de la cinématique inverse. Des informations nécessaires et précises sur le robot
sont données dans le tableau I concernant I'enveloppe de travail pour chaque
articulation, et dans le tableau II pour les paramétres articulaires qui permettent le calcul
des matrices de transformation homogene. C’est en appliquant la théorie des paramétres
de Danevit-Hartenberg (DH) [10] et la théorie de Lagrange que nous pouvons mettre en
place toutes les structures cinématiques. Les modéles dynamiques du robot dans le
domaine articulaire pour quatre axes ont été réalisés. La représentation de ces modeéles
dans le domaine cartésien se fera aisément par des formules qui existent déja. La
transformation du modele cartésien au domaine dans ['espace de la tiche, la
méthodologie de découplage du syst¢tme dynamique en force et en position, suivi d’une

conclusion mettront un terme a ce chapitre.

1.2 Schéma du robot expérimental

Le robot expérimental représenté par la figure 1 comme toute structure de cette nature
est définie comme un systtme mécanique polyarticulé pouvant, dans certaines
configurations, avoir une architecture redondante. La redondance intervient d’une part,
lorsque le nombre d’équations (v), du systeme généré par la matrice de transformation
dont les composantes principales sont la cinématique directe et la matrice de rotation, est
inférieur aux nombres d’inconnues (w). D’autre part, elle est nécessaire lorsqu’on veut
accroitre 1’accessibilité d’un robot dans un environnement encombré d’obstacles. Le
robot concerné par notre recherche est caractérisé par un axe prismatique (axe 1), n axes
rotatifs pouvant concerner I’aspect redondant lorsque n est supérieur a trois (n>3), et

deux orientations (axes n+1 et n+2) rotatifs caractérisant le tangage et le roulis situés a
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I’extrémité pour I’effecteur du robot. Ce robot, de par sa polyvalence, peut étre exploité
suivant toutes ses articulations (axes rotatifs et prismatique) ou alors uniquement suivant

les axes rotatifs (cas ne faisant pas partie de notre étude).

Pour I’application des résultats de nos recherches, nous nous limiterons a I’architecture
du robot expérimental pour quatre axes. Par conséquent, nous n’attacherons pas une trés
grande importance a |’aspect redondant parce que I’opportunité de ce dernier cas ne

s’impose pas.

Nous présentons ci-dessous, le robot expérimental suivant sa forme générale.

q,
. v v Qo
\-‘/ n
—m ' e v
_’_L_ o Z,..  tangage Roulis, y,..
N e 7
e e e e | [ — ,/ % ¥ Z,.,
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Figure |1 Robot expérimental & n axes

1.3 Enveloppe de travail articulaire du robot

Comme tout systeme de cette nature, Le robot expérimental de la figure 1 exécute des
taches dans une configuration bien précise. Cela justifie nécessairement la mise en place
de I’enveloppe de travail pour chaque articulation. L’enveloppe de travail pour chaque
articulation nous ressort les limites des manceuvres dimensionnelles de chaque axe. Dans

cette optique, nous prenons le soin de faire apparaitre les limites de ses mouvements.
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Ces limites sont répertoriées dans le tableau I pour I’ensemble de tous les cas de figure

des articulations du robot.

Tableau |

Enveloppe de travail pour chaque articulation du robot

Articulations Espace de travail

1 (prismatique) | Entre 0 mm et 1000 mm
2 (rotatif) Entre -90° et +90°
3 (rotatif) Entre -90° et +90°
n (rotatif) Entre -90° et +90°
n+1 (rotatif) Entre -90° et +90°
n + 2 (rotatif) Entre -90° et +90°

1.4 Parameétres articulaires du robot

Les paramétres articulaires du robot sont donnés dans le tableau II pour sa forme
générale et dans les tableaux III pour le cas spécifique concernant quatre. Ces
parameétres sont obtenus a partir du mode¢le de Danevit-Hartenberg (DH) [10] : d’abord
pour le robot correspondant a n+2 axes, puis comme nous 1’avons mentionné ci-dessus
pour !’architecture concernée par notre recherche qui est celle de quatre axes. Nous

présentons ci-dessous, le tableau des paramétres articulaires pour n+2 axes.
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Tableau II

Parameétres articulaires du robot expérimental a n+2 axes

Matrices | Articulations | Variables| o, | aii d; qi
olT ! d, 0 0 d, 0

T 2 q 0 L, 0 Qi
ST 3 ql 0 L'? 0 q2

n—'lx 4 n Qn-1 0 | B 0 qn-1
m»’: r n+l Qn 900 La dn Qn
evs n+2 Q-1 90° 0 Lot | Qont

Nous allons définir ci-dessous, les éléments figurant dans les quatre derniéres colonnes

de la premiére ligne du tableau II.

a;. est I'angle entre Z;., et Z; mesuré autour de X;.; ;
a;. est la distance entre Z;.; et Z; mesuré le long de X, .
d; est la distance entre X;.; et X; mesuré le long de Z;;

qi est I'angle entre X;.| et X; mesuré autour de Z;.

A partir du tableau II, nous pouvons, pour chaque nombre d’axes précis, adapter un

tableau correspondant comme montré ci-dessous pour I’exemple de quatre axes.
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Tableau III

Paramétres articulaires du robot expérimental a quatre axes

Matrices | Articulations | Variables | a;, ai, d; g
r 1 d, 0 0 d, 0
T 2 q 0 L, 0 q
T 3 q 90° L, d; q
’T 4 @ 90" | 0 Li | g

1.5 Matrice globale de transformation homogéne

Une matrice de transformation homogéne notée T, définit les relations géométriques
qui existent entre deux systémes de coordonnées consécutifs O; et O;.;, en fonction des
variables articulaires notées q; lorsqu’il s’agit d’un axe de rotation et d; pour le cas d’un
axe de translation. En régle générale, lorsqu’on applique la théorie de la matrice de
transformation homogéne a un robot, I’objectif principal est celui de trouver la
transformation de la position de I’organe terminal d’un robot a sa base 0. C’est pour
cela que la lecture de la matrice de transformation homogene se fait toujours en sens

inverse c’est-a-dire de i-1 a 1.

A partir des configurations des tableaux II et III, faisons ressortir les matrices de
transformation homogeénes par I'application de la théorie du paramétrage de Denavit-
Hartenberg [10] résumée en annexe (A.l.1) et par la résolution de la matrice de
transformation du quatriéme axe par rapport a sa base comme le spécifie I’annexe
(A.1.2). Comme on peut le remarquer a la figure 1, le robot expérimental peut se

décomposer en trois parties distinctes a savoir ; la partie de n a n-1 axes, ensuite celle de
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n+1 a n axes et enfin celle de n+2 a n+1 axes. Les matrices de transformation ci-dessous

représentent respectivement les différentes structures précitées.

Coi =Si0 O L,._,
e N (1.1)
n 0 0 1 0
(0 0o o 1
[C, -S, 0 L,
i 0 0 -1 0
~T=ls ¢ o0 4 (12)
(0 0 0 1
Cnu _Sml 0 0
wpo| O 0 o1 L (1.3)
“tTlg . C., 0 0

Pour les prochaines étapes de notre travail, nous allons mettre en place toute la logique
mathématique pouvant ressortir la matrice de transformation générale de I’extrémité du

robot donnée par n+2 axes a sa base représentée par 0.

En conformité avec les matrices spécifiques trouvées en (1.1), (1.2) et (1.3), pour le cas
pratique du robot expérimental a quatre axes, nous avons les résultats ci-dessous en
appliquant la forme générale suivante :

"T (1.4)

- Les résultats pour quatre axes sont exprimés comme suit :
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C.C.C,+SS, -C(CS,+SC, CS, CS,L,+CL,+L,
op_|SIC:.C;-CS; -8C8,-CC, S8,  SS,L;+SL,
! S,C, -S.S, -C, -C,L,+d,+d,

0 0 0 |

(1.5)

- Concernant le cas de n+2 axes, on peut se baser par inspection sur (1.5) pour faire
ressortir I’expression générale de la matrice de rotation. Ainsi, en
posant respectivement les relations ci-dessous qui découlent de (1.5), on obtient ce

qui suit :

x1= L, +L,C,+L,C,+....... L.C,..+L..Cphi, (1.6)
y1= LS, +LS,+...... LS, ..i+L..S, (1.7)
®=q, +q,+....... (s 1 (1.8)

De (1.6), (1.7) et (1.8) nous pouvons déduire I’expression générale , ’T comme suit :

COCnCnvl +Sosn¢l -Cocnsn*l +SOCn¢l Ctbsn COSnLnoI + xl
0 T — S'DCnCnol _CQSnﬂ-l —Stbcnsn’l _C‘DCnol SOSn SOSnLnH +yl (l 9)
" Sncnﬂ —Snsn«rl _Cn —Cn[‘m»l +d| +dn ’
0 0 0 1

avec n2>2

1.5.1 Cinématique directe du robot

Comme expliqué au sous chapitre de I’annexe 1.1, les matrices de transformation
homogénes sont composées essentiellement d’une sous matrice de rotation (3x 3) et d’un
vecteur de translation (3x1). La cinématique directe est définie par ce vecteur de

translation (3x 1) et aussi par la matrice de rotation.
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Ainsi, a partir des résultats de la matrice de transformation homogéne donnée par (1.9),
nous pouvons ressortir le vecteur qui concerne la cinématique directe pour le robot a n+2

axes. Il est donné par ce qui suit :

COSnLnﬂ +xl
Hn+1(q) = SOSnLn-ﬂ +YI (l'lO)
-CL. +d,+d,

n™nel
La cinématique directe, pour le cas spécifique de quatre axes, peut étre calculée soit en
appliquant les résultats exprimés par le vecteur (1.10), soit en lisant directement les
résultats de la partie vectorielle contenue dans la matrice de transformation homogéne

donnée par (1.5). Pour ce cas comme pour |’autre, on arrive aux méme résultats donnés

par I’expression ci-dessous en sachant que n = 2 si on considere (1.10).

CS,L,+C\L, +L,
Hi(@9=| SS,L,+S,L, (1.11)
-C,L, +d, +d,

1.5.1.1 Position du poignet pour quatre axes

Les positions d’un robot dans un plan sont données par les dénominations py, py €t p..

Elles résultent du vecteur de la cinématique directe (1.11) du robot comme ci-dessous

montré.

px = Ci(S:L;+Ly)+L, (1.12)
py = Si(S:L;+Ly) (1.13)
p. = -C:L;+d, +d2 (1.14)
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1.5.1.2 Orientation du poignet pour quatre axes

Les orientations d’un robot sont déterminées en faisant le rapport des angles entre la
matrice de rotation du robot, figurant dans la matrice de transformation homogene et une
matrice de rotation des angles d’Euler appropriée. Cette matrice est choisie par
inspection des matrices de rotation figurant dans la référence de Craig [12]. Ainsi, nous

avons ci-dessous, la matrice de rotation de Craig [12] de convention R, (y,y,9)

compatible au systéme en étude.

-s,C,S,+CCy -5,C,C,-C Sy SS,
R,.(v.v,0)=| CCS, +5Cy CC,C -S5Sy -CS, (1.15)
S.S, S,C, C,
De cette matrice de Craig qui peut étre interprétée comme la matrice de rotation d’Euler
donné par (1.15), on peut déduire suivant la forme trigonométrique les angles d’Euler
qui caractérisent I’orientation du poignet, en se basant par rapport a la sous matrice de

rotation du robot incluse dans la matrice de transformation homogene donnée par (1.5).

Nous avons les différentes relations trigonométriques obtenues par inspection des

rapports entre les matrices de rotations concernées par les résolutions comme montré ci-

dessous :
C,=-C, (1.15a)
Suivant [17], (1.15a) est équivalent a :
—Cizey, =G, (1.15b)
d’ou
y =n-q, (1.15¢)

De méme :



Suivant [17], (1.16a) est équivalent a :

d’ou

De méme :

Suivant [17], (1.17a) est équivalent a :

d’ou

8,S, =S,C,

S,C . =S,
(’{-5)

T
Y —5*’%

-C.S, =SS,

-Suo-'—J v =S5,

nt

P =_2'+'q1

1.5.1.3 Vitesses linéaires et angulaires du poignet

(1.16a)

(1.16b)

(1.16¢)

(1.17a)

(1.17b)

(1.17¢)

Les vitesses linéaires et angulaires du robot par rapport au repére {0} issues
respectivement de I’annexe (A.2.16), (A.2.17), (A.2.18), (A.2.23), (A.2.24) et (A.2.25),

peuvent s’écrire sous des formes matricielles comme montré ci-dessous :

- Matrice des vitesses linéaires

-§,(S,L; +L,)4, +C,C,L;4,
v,=| C\(S;L; +L;)q, +S,C.L4;
S,L.q, +d,

(1.18a)
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- Matrice des vitesses angulaires

8,9, +C,S,q;,
o, =|-C4q, +S,S,q; (1.18b)
q,-C.4,

]

1.5.1.4 Accélérations linéaires et angulaires du poignet
Les accélérations linéaires et angulaires du robot par rapport au repére {0}sont obtenues
en calculant respectivement les expressions des vitesses donnée par (1.18a) et (1.18b)

rapport au temps. Ainsi, nous avons ce qui suit :

- Accélérations linéaires

v, =-C,(S,L; +L,)q} -28,C,L,4,4; - S (S;L; + L,)4, -C;S,L;4; +C,C,L;d,

(1.19a)
v, =-8,S,L; +L,)4; +2C,C,L,4,q, + C,(S,L; + L,)d, =S,S,L,4; +S,C, Lyd;
(1.19b)
v, =C,L,q; +S,L.d, +d, (1.19d)
- Accélérations angulaires
o, =Cqq; +5d, -5,5,4,4; +C,C,4.9; +C;S,4, (1.20a)
@, =8,4,9, -C,4, +C;S,q,q; +5,C,4.9; +S,5,4; (1.20b)

@, =§, +5,9,9; -C.d, (1.20c)
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1.5.2 Matrices jacobienne et sa dérivée

Les deux matrices des vitesses linéaire et angulaire données par (1.18a) et (1.18b)

peuvent se mettre sous une méme organisation matricielle comme ci-dessous :

(v.] [0 -S,(S,L,+L,) CC,L, ©

v,| |0 C(S,L,+L,) SC.L, o0 [4q,

v, || 0 S,L, 0 |{q, (1.21)
.| |0 0 S, CsS,|a,

o, 0 0 -G, S8, 4,

(@,| (0 1 0 -C, |

Du systeme d’équation matricielle (1.21) qui réunit les deux vitesses, nous avons ci-
dessous sa forme générale :
v=1JQq)q (1.22)

En considérant (1.21) et (1.22), nous pouvons déduire par inspection, la matrice

Jjacobienne par rapport au repere {0}.

0 -S,(S,L,+L,) CC,L, O ]
0 C(S,L,+L,) SC,.L, 0
o)t 0 S,L, 0 (123
0 0 S, G,
0 0 -C, S,
0 | 0o -G,

Par contre, la dérivée de la matrice jacobienne ci-dessous s’obtient en calculant
individuellement la dérivée des éléments de (1.23) par rapport au temps comme nous le

montre les résultats ci-dessous :
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—0 —Cl(SZLJ + Lz )ch -SlCILJ(h _SIC‘.'LJql ‘Clsst(h 0
0 -S,(S,L;+L,)q, +CC,L,q, C/C,L;q,-SS,L 4, 0
i=|° 0 L, 0 ez
0 0 Caq, -5,8,9,+C/C,q;
0 0 S.q, C8,4,+5,C.q,
0 0 0 S:9, J

1.53 Pseudo-inverse de la matrice jacobienne

La pseudo-inverse, appelée aussi inverse généralisée de la matrice jacobienne, nous

permet de calculer I’inverse de la matrice jacobienne dans le cas spécifique ou la matrice
Py » . g0 . ’ m*n .

n’est pas carrée. En considérant une matrice non carrée A™ ", la pseudo-inverse

représentée par A” est déterminée par les différents choix qui suivent [11] :

AT[AAT] si m<n
AT={A" si m=n (1.25)
[ATAT'AT  si m2n

ou m est le nombre de lignes et n le nombre de colonnes de la matrice A.

Pour le cas concerné par le robot expérimental, nous avons m 2 n, alors, en considérant
(1.25), nous avons I’expression de la pseudo-inverse de la matrice jacobienne comme
suit :

r=gtytsr (1.26a)
Aprés les calculs symboliques nous avons ci-dessous, I’expression finale de la matrice

de la pseudo-inverse.

B Jo D4y I 0
n dn 0 13 I g
;=0T = J;‘ 2 J;‘ ® = (1.26b)
Jsl JJ: Y "34 J35 0
o 3a 0 0 s T4
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Les éléments de cette matrice se trouvent a I’annexe (A.2.35) de la présente thése.

1.54 Cinématique inverse du robot

Tout en sachant que 1’acquisition des données peut se faire dans le domaine opérationnel
comme ont si bien démontré les sous-sections 1.5.1.1 et 1.5.1.2, la cinématique inverse
nous permet cependant de déterminer les angles des différentes articulations du robot.
Nous effectuons par conséquent, des opérations inverses, qui consistent a résoudre le
systéme d’équations donné par la cinématique directe. Si le nombre des inconnues (w)
est supérieur a trois et inférieur a six (3<w<6), on a recours aux orientations données par
la matrice de rotation du robot qui est inéluctablement comparée a une matrice
appropriée tirée de la référence de Craig [12]. Par contre, si le nombre des inconnues
(w) est supérieur a six (w>6), on se retrouve dans le cas redondant pour lequel notre
étude n’est pas concernée. Toutefois, si nous nous retrouvons en face d’une structure
redondante, nous voyons dans quelle mesure résoudre ce cas spécifique de fagon que la

commande envisagée s’adapte a ladite structure.

Considérons maintenant le systéme d’équations ci-dessous qui dérive de la cinématique
directe :
p. =C,(S;L;+L,)+L,
p, =S,(S;L; +L,) (1.27)
p, =-C,L; +d, +d,

Au vu du systéme donné par (1.27), nous remarquons que le nombre d’équations est
inférieur au nombre d’inconnue (d;, qi, q2 et q3) qui lui méme est inférieur a six. Ainsi,
la résolution du systéme d’équations (1.27), suivant la sous-section 2.4 de I’annexe 2 qui
doit absolument tenir compte de la matrice de rotation, nous permet d’obtenir les angles
des différentes articulations du robot expérimental. Ces angles sont exprimés comme

montré ci-dessous :
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q,=atan2(p,,p,-L)); (1.28a)
q,=asin( P ¥OP, 7 % ) (1.28b)
2 L,
T
Q=YY= (1.28¢)
2
d, =p,+C,L, (1.28d)

Avec d; qui est négligeable. Les résultats obtenus ci-dessus pour les différentes positions
du robot mettent fin a I’étude sur la modélisation cinématique. Nous allons maintenant

aborder dans le sous-chapitre ci-dessous I’étude de la modélisation dynamique.

1.6 Equation de Lagrange dans le domaine articulaire

Pour les mécanismes robotiques, les équations du mouvement peuvent étre obtenues en
utilisant le formalisme de Lagrange ou d’autres méthodes. Le formalisme des équations
de Lagrange va nous permettre de déterminer la structure générale du modéle
dynamique du robot caractérisé par des couples pour le cas des articulations rotatives, et
par des forces articulations prismatiques pour le cas cartésien. Ces équations du
mouvement sont définies par le Lagrangien L(q,q) qui est la différence explicite de
I’énergie cinétique T et de I'énergie potenticlle U. Alors, nous allons définir les
équations de Lagrange [12] comme prévue dans le domaine articulaire. Les conversions
des matrices dans les domaines cartésiens et de la tache interviendront par la suite. Le

lagrangien L est donné par la forme suivante :
L(q,q )= T(q,9)-U(q) (1.29)

Les équations de Lagrange du mouvement sans contraintes sont données par

I’expression ci-dessous :
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daot o _. (1.30)
dt aql aql
oni=12,....... n, qi est la position de la iéme coordonnée généralisée du systeme, et t;

est la force de la iéme coordonnée généralisée du systéme.
L’énergie cinétique d’un systéme mécanique robotique, sous une forme quadratique est

représentée comme suit :

1
T@q.9) = EQTM(Q)Q (1.31)

ou M(q) est la matrice des masses et d’inerties du systéme.

En considérant (1.31), le Lagrangien (1.29) peut étre reformulé de la fagon suivante :
. 1, .
Lq.q)= EqTM(q)q - U(q) (1.32)

L’application des différentes formules ci-dessus aboutit a la mise en place des

expressions qui concernent les couples comme nous allons le monter par la suite.

1.6.1 Couples appliqués

En principe, quelle que soit sa configuration, il y a autant de forces que d’articulations
sur un systéme robotique. Ces couples s’exercent sur les différentes articulations du
robot, par I’intermédiaire des transmissions pilotées par les moteurs électriques. Suivant

les résultats de la section 3.7.1 de I’annexe 3, nous avons les résultats suivants :

-Articulation |

t, =p,d; —p,S,d, -p,C.43- P128 (1.33a)

-Articulation 2



P, +2p,S, +2p.,S, - psci - 2p16C§
T, =|-2p,;S; - p18C§ = oncg + P7S§ d, '*{pgs}c}sz _]qz -puCid; +
P.6S;C;S,

+P3C§ + PmS§S§ + P9C§S§ + Pucg

PngSJC3 -

2| 2p,S,C, - p;C,S, +pC.S, + PloS§C252 p9C3SJS§

PC; +P:S,C, = ppyC, + PG, +p,S,Cs +
q. 2{
+p,S,C, + P9C§Szcz -puS,C,

th q, +

(PsS;C:C, - pieC.S,Cs )a: + [Pusz +P,(C3S, - 838,) +P1o(S3S, - C3S, )]Q3Clz -

Ps8S:S; +P,;8S, +P,,8S,S; +psgS;S, +p,sgS,

-Articulation 3

L= "P4szal +(P9sscssz = P1S;CsS;, )q1 +(p|9 + pes§ + plocg )(h +
[(quscscz - Ploczs3CJ)Qz + (Po(C§SZ ‘S§52 )+ Pxo(sgsz _C§52 ))QJ]Ch +

P..C, +p,;C, +p,C.S, +2p,C,S, - p,,C,
2(P953C3 = PiS;C; )Q3Q: = | +P1sC,S, +pC,S, +p,C.S; —psC,S, (ll2 +
+P|oS§SzC2 + Paciszcz -puS,C,

[(Posscscz - piC.S;Cy)a, + PnSzQJ]fh +psgC,C, - p,gCC, - pgC,C,

-Articulation 4

T, =-pnCi4, + G5 + P S:9.4; —(pIOCSSgsl - p9C3S§S3)q|: -
[Pno("cisz +838,) +py(C3S, - S3S, )]QIQ: ~(~=P1eS:C; +pyC;S,)4:

1.7 Equation dynamique du robot dans le domaine articulaire
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(1.33b)

(1.33¢)

(1.33d)

L’équation dynamique d’un robot pour n degrés de liberté dans le domaine articulaire

peut s’écrire sous les formes données ci-dessous, avec au préalable une signification

précise de ses €léments.
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qeR" signifie le vecteur des déplacements généralisés.

SigeR'  R"est dérivable, alors q signifie cette dérivée dans le temps.

geR" est un vecteur colonne de telle sorte que son transposé q " est un vecteur rang.
M:qeR" R™ est une matrice des inerties, symétrique et définie positive.
C:qeR" R’ est une matrice des coefficients de coriolis et centrifuge.

G eR" est le vecteur des termes de gravité.
M(q)4+C(q,9)q+G(q)=t+f (1.34)

ol t et f € R" sont respectivement les vecteurs des couples d’entrée généralisés et des

forces de contrainte dans les coordonnées du robot.

Le vecteur des couples d’entrées généralisés des articulations produit par les
actionneurs est donné par la relation suivante :

=Kl (1.35)
ou I € RN" signifie le vecteur du courant appliqué aux actionneurs. Suivant [9], nous
avons une nouvelle forme de I’équation dynamique donnée ci-dessous, qui s’obtient en
substituant (1.35) dans (1.34), puis en ajoutant I’expression de I’équation de

’actionneur comme défini ci-dessous :

{M(q)ii +C(q,9)q+G(q) =K I +f (1.36)

Li+RI+K _g=v

L’actionneur exprimé en (1.36) est une machine a courant continu a excitation
constante. Par conséquent L, R, K, et K. € R"™" sont des matrices diagonales
définies positives qui représentent respectivement, I’inductance de I’actionneur, la
résistance de ’actionneur, le flux d’excitation constant et le coefficient constant du

couple. v € R" est le vecteur du voltage d’armature qui est I’entrée de sous-systéme.
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Pour la matrice M(q) des inerties, nous rappelons toutefois les trois propriétés
suivantes [12] :

1 M(q) est symétrique ;
2°™ M(q) est définie positive et bornée ;

3™ M!(q) existe, et est définie positive et bornée.

Ces trois propriétés revétent une importance capitale pour la conception de la plupart des

lois de commande robotiques.

1.7.1 Systéme sous forme matricielle

L’équation (1.34), étant valide, suivant I’annexe (A.3.25a), (A.3.25b), (A.3.25¢) et

(A.3.25d) nous avons le modéle dynamique suivant :

T, M, 0 M, 0 al 0 0 C, 0 |d, G, f,
, 0 M, M, M,.lad 0 C,, C,, C.la G, f,
e SR R M DRIl Il P el M R FOR T
T3 3 My My, 0 g, 0 G, C; Cyia, G, f,
T, 0 M, 0 M,|q§, 0 C,, -C,, d, 0 f,

Les éléments de ces matrices obtenus du sous-chapitre 1.6.1, se trouvent a de I’annexe

3.8 de la présente thése.

- Au vu des éléments de la matrice M, contenus dans (1.37), on voit bien qu’elle est
symétrique puisque M' =M ;

- En effectuant I'opération suivante M(q)-2C(q,§) =N, avec N qui est anti-
symétrique. On vérifie aisément que a’Na =0 (Compte tenu de la lourdeur des

expressions, nous avons jugé utile de ne pas les représenter dans ce document) ;
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- De méme, le calcul de M'(q) est possible malgré la non-représentation des
expressions qui sont aussi lourdes.
Les trois propriétés de la matrice M sont bien respectées conformément a [12].
1.8 Equation dynamique du robot dans le domaine cartésien
L’équation dynamique du robot dans I’espace cartésien peut étre exprimée comme suit :
M, (@)X +C,(q.9)x+G(x) =F, (1.38)

ou F, e R" signifie le vecteur des forces externes dans le domaine cartésien.

Les matrices M, et C, et le vecteur G, sont des matrices similaires de celles du domaine

articulaire. Elles sont déduites de M(q), C(q,q) et G(q) de la fagon suivante :

M. (@) =J"T(@)M(q)J*(q) (1.39)
C,(q) =J"T(q)C(q.4)J"(q) - M, (q)i(q)J’ (1.40)
G,(q)=J""(q)G(q) (1.41)

1.9 Découplage du systéme

On parle du découplage pour un systeme spécifique, lorsqu’on estime que le
fonctionnement de ce dernier doit se faire au moins en deux, si ce n’est en plusieurs
sous-systémes indépendants. En d’autres termes, un systéme est dit découplé s’il se
présente comme un ensemble de m systémes mono ou multi entrées et mono ou multi
sorties indépendantes. Les entrées du sous-systéme i ne doivent pas affecter les sorties
du sous systéme j et réciproquement. Dans le cadre de notre conception, le découplage

concerné se décomposera en deux sous-systemes concernés pour la boucle de position et
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pour celle de la force. Sa raison d’étre se justifiera pour les deux raisons principales

suivantes :

I- une partie de la dynamique du systéme devra étre utilisée pour la commande de
position, de fagon a assurer la convergence des variables des positions des
vitesses et des accélérations, réelles vers celles désirées ;

2- une autre partie servira a annuler toute la dynamique de la boucle de la force afin
d’imposer une expression de la loi de commande pouvant assurer la convergence

de la force réelle vers la force désirée.

Le découplage tel que nous I’envisageons se fera exclusivement dans le domaine de la
tache, en utilisant la matrice de rotation développée suivant la logique adaptée par

Khatib [5] ou d’Asada et Slotine [15].

1.9.1 Matrice de rotation Ry de découplage

Pour exécuter une tiche sur une surface de contraintes avec un découplage, il est
nécessaire de définir une structure conforme de gestion. Cette derniére sera matérialisée
par une matrice de rotation Ry de dimension (6x6). L’idée fondamentale est celle
d’adapter cette matrice de rotation qui est composée de deux sous matrices
diamétralement opposées et de méme rang. La premiére sous matrice R, agira pour les
forces associées aux positions, tandis que la seconde sous matrice R; agira sur les

moments associés aux orientations.

Si on suppose fd, et fd,, les vecteurs respectifs des forces et des moments, appliqués
dans la structure Ry, R; est obtenu de R, par la rotation telle qu’un axe de R, est dans le
méme alignement de fd;. D’une maniére similaire, R, est obtenu de Rg par la rotation
telle qu’un axe de R; se trouve dans I’alignement de fd>. En fonction des taches, R et R;

peuvent étre constants ou variants dans le temps.
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Pour le cas spécifique de I’application de notre recherche, étant donné que nous
imposons ['outil perpendiculaire a la surface de contrainte et que I’axe des forces
appliquées est le méme que celui des moments, nous aurons par conséquent, les matrices
R; et R; constantes et identiques (R;=R;). Nous précisons pour la suite de I’étude que Ry
sera considéré comme variant dans le temps. La matrice R, sera alors définie comme
étant la matrice de rotation du plan. En quelque sorte, suivant les hypothéses que nous

venons de fixer, nous aurons la matrice de rotation organisée comme suit :

R, 0
Wt 0] .

1.9.2 Découplage du systéme en force/position

Sur la base du modéle dans I’espace cartésien donné par (1.38), suivant Slotine et Li [6],

définissons le vecteur de vitesse lié au référentiel de 1’outil tel que :

v
xc=( J (1.43)
®

ou v. et m. sont respectivement les vecteurs des vitesses linéaire et angulaire dans le

référentiel de 1’outil.

Ce vecteur de vitesse x_est li€¢ au vecteur x du systéme dans le domaine cartésien par la

matrice de transformation R, telle que :
x=Ryx, (1.44)

La dérivée de I’expression donnée par (1.44) par rapport au temps implique :
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& =Rk, +R,X, (1.45)

En remplagant (1.44) et (1.45) dans (1.38), nous obtenons une nouvelle expression du

modéle dynamique liée a la structure de travail comme montré ci-dessous :
M(x)(R %, + Rk ) +C(x,%)Rok. +G(x) = f +F, (1.46)

ou Fi, est la force d’interaction entre I’outil et la surface de contact par rapport aux

coordonnées généralisées x.

En développant (1.46), on obtient :
M(x)R, X, + M(x)R X, +C(x,X)R %, +G(x)=f, +F,, (1.47)

La mise de (1.47) sous forme de produit de facteur par rapport aux coordonnées
généralisées, nous donne :

M(x)R %, +(M(x)R, + C(x,X)Ry)k, + G(x) = f, +F,, (1.48)

En multipliant (1.48) de part et d’autre par R;, on obtient :

RIM(x)R, %_ +(RIM(x)R, + R]C(x,X)R,)%, + RIG(x) =R} f +RJF,, (1.49)
~ - s - N N s

Mcx C:x Gex Fox Feim
Comme nous le montre (1.49), nous avons I’expression équivalente ci-dessous qui est
définie comme étant le modéle dynamique du robot dans le domaine de la tiche en

respectant la codification des termes.

Mcxic +chxc +ch = ch + Fcim (150)
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ol M, C, et G sont respectivement les matrices équivalentes des masses et des
inerties, des forces de coriolis et le vecteur des forces de gravité exprimées dans la
structure de travail par rapport au référentiel de I'outil. Fx est le vecteur des forces
actives exprimées dans la structure de travail par rapport au référentiel de I’outil, et Fiy,
est le vecteur des forces de contact (ou Fesurée) €xprimées dans la structure de travail par
rapport au référentiel de I’outil. Les expressions équivalentes de Mcx, Cex, Gex, Fex €t Fein
sont visibles dans (1.49). Ces matrices et vecteurs apres les calculs symboliques ont les

formes suivantes :

Mcxll Mcxll Mcxl] Mcxl-l Mms Mcxl(s
Mcxlz Mcxlz MchJ Mcxl-t MchS Mcx26
M _ Mcxl) Mcxl} MchJ Mcx34 MchS Mcx36 (l 51)
x .
McxN Mcx24 Mcx}-& Mcxu Mcx-ls Mcx46
McxlS Mcxls MchS Mcx-li MchS Mcx56
_Mcxl6 Mcx!ﬁ Mcx36 Mcx46 Mcxso Mcxob-
chll chlZ chll chN chls chl6
ch‘.’l chll Cc.\ZJ ch14 ch25 ch26
C _ chll ch32 ch33 chJJ ch35 ch36 (l 52)
* |Cust Cotr Coss Cuss Cous C '
ex4l cx42 cx43 cxd4 cx45 cx46
chSl chS'.’ chSJ chS-t ch54 chﬁ()
_ch6l ch62 ch63 ch()-l chcs ch66_J
- -
xcl
ch!
G
3
G, =| .* (1.53)
chl
chS
_G xc6

Les éléments de ces matrices ne sont pas représentés dans ce document, compte tenu de
la lourdeur des expressions qui en découle. Nous remarquons cependant que la matrice
M. est symétrique, puisque M. =M_,. De plus, en effectuant toutes les opérations

nécessaires avec des logiciels symboliques appropriés notamment Maple, on arrive a
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démontrer que M,,, en liaison avec C.,, est défini positive et bornée et M_! existe. Ces
trois propriétés sont trés importantes car sans elles, la conception de la commande par la

technique du backstepping s’avérera difficile si ce n’est impossible a réaliser.

La force active dans le domaine cartésien peut étre utilisée selon I’organisation

suivante :
- chl - T - Ty+T
F.. = =R,F, =RjJ" 't (1.54)
Fc;z WT—‘
12

ou F, et Fe sont les forces actives exprimées dans le référentiel de I’outil par rapport

au découplage.

Nous avons ci-dessous des transformations utiles qui vont nous servir pour la suite de

nos recherches.

t=J'R;"F, (1.55a)
R;"=(R])" (1.55b)
t=K,I (1.56)

En remplagant (1.56) dans (1.54), on obtient I’expression ci-dessous.

F, =JKI (1.57)
ou J =J'R, est I’inverse de la matrice jacobienne de transformation dans le référentiel

de I’outil. La substitution de (1.57) dans (1.50) nous donne la relation ci-dessous :

Mk +C.kx +G_ =J"KI+F,, (1.58)

Le vecteur des vitesses X, peut étre réparti comme ci-dessous suivant les directions

contraintes et non contraintes :
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X
xc=["'] (1.59)
X¢

Si nous considérons un contact rigide entre I’outil et la surface, alors le mouvement de la
fin de I’effecteur dans la direction de contrainte est négligeable (x, = 0), par rapport au
mouvement dans la direction non contrainte. De toute évidence (1.59) prend alors la

forme suivante :

%
X, =[O"J (1.60)

Nous obtenons alors les deux expressions découplées ci-dessous dont la premiére est

pour la position et la seconde pour la force.

M. X, +C%, +G,,, =k, (1.61)

exll ex!l
M +f, (1.62)

cxllxp +ch2lxp +ch2 = T2

ol M1, Maar , Cexin ,Cex21 5 Gexi » Gex2 sont les matrices et vecteurs équivalents des
masses et des inerties, des forces de coriolis et de vecteur de gravité par rapport au
découplage, et fi; est la force d’interaction de contact entre I’outil et la surface dans la

structure de travail par rapport a la boucle de la force.

Toutes les formes des matrices découplées se trouvent a I’annexe S.
En tenant compte de (1.57), les forces actives découplées, exprimées dans la structure de

travail prennent les formes ci-dessous :

F

exl

=J:'K I (1.63)
F..=J5K|I (1.64)



ou J.; et J.2 sont les matrices jacobiennes de découplage dans I’espace de la tache.

En substituant (1.63) et (1.64) respectivement dans (1.61) et (1.62), les expressions

découplées du manipulateur prennent la forme du systéme comme montré ci-dessous.

{ M, +CoiX, + Gy = Jikl (1.65a)

Mallip +chllxp +ch2 = J:;Kr[ + finl
En multipliant I’équation de I’actionneur donnée par I’expression (1.36), de part et
d’autre par J.7, on obtient :

JTLI+JRI+ITK, q=Tv (1.65b)
En tenant compte respectivement de ce qui suit :

q=J"x (1.66)

k=R,X (1.67)

c

En substituant I’expression(1.67) dans celle de (1.66), on obtient :
q=J"Rx, =J %, (1.68)

(1.65b) prend alors une nouvelle expression en tenant compte de (1.68) comme le
montre I’expression suivante :

JTLE+JRI+ITK Jox =1y (1.69)
Pour des raisons de simplifications des expressions, nous allons opérer un changement

des coordonnées. Ainsi, nous avons I’organisation qui suit :
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J:TV = Vc (1.70)
Si on considere I’expression ci-dessous :
I.=J1 (1.71a)
Ceci implique a partir de (1.71a), I’expression ci-dessous :
I[=J1, (1.71b)

En calculant la dérivée de I’expression donnée par (1.71b), on obtient I’expression ci-
dessous :

i=Ji +icL (1.72)
A partir de (1.70), (1.71b) et (1.72), nous avons alors une nouvelle expression pour

I’actionneur (1.69) comme ci-dessous représenté :

LI +3L)+3TRICL +JTK Ik, = v, (1.73)

m ¢ ¢

ou v, est la commande du systéme dans le domaine de la tiche.
(1.73) peut étre réorganisé comme suit :

JTLIE +3T (LI + RID +ITK Ik = v, (1.74)
En considérant la contrainte dans la direction z du repére de I’outil, on a :

Ik, =J;[’8’J=[Jcb""] (1.75)

(1.65a) prend une nouvelle forme en tenant compte de (1.71b) et en respectant la logique

du découplage.
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(1.76)

o - 1T +
Mcxllxp +chllxp +chl - Jcl Kchl cl
. . 1T -
Mcxllxp +ch.’.lxp +ch2 - Jc! Kt"cllcl + finl

De méme en optant pour un changement de variables, posant respectivement ce qui suit :

L.=J"LJ; (1.77)
R, =J(LJ; +RIJ}) (1.78)
K. =J"K_J: (1.79)
K.=J"KJ; (1.80)

L’actionneur représenté pour (1.74), en tenant compte de (1.77), (1.78) et (1.79), prend

par conséquent la forme suivante :

mel
: 181
Lody, + Ryl + Kook, = v, (1.81)

c2%c2

Lclicl +R, I, +K xp =V

B

ol Ve, Ve, Ior et I> représentent respectivement, les commandes et les courants
équivalents dans I’espace de la tiche par rapport au découplage. L., L., Rei, Re2, Knel
et Kmc2 sont les matrices des inductances, des résistances, des coefficients constants de

I’actionneur, par rapport au découplage.

De (1.76) et (1.81), nous avons les nouveaux modéles dynamiques ci-dessous

respectivement pour la position et pour la force :

Mcxllip +chllkp +chl = Kn:l[ul
. . (1.82)
Lcllcl + Rcllcl + chlxp = Vcl
Mcxllxp +chllxp +ch2 = Krcllcl + finl
; i (1.83)
chlcl + Rcllcl + chlxp = vcl
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ot K. et K. sont des coefficients constants caractérisant la conversion

électromécanique entre le courant et le couple par rapport au découplage.
C’est dans le souci de réaliser un découplage évident que nous pouvons poser ceci :
vc! = chl + VCZZ (l84)

ou v_,, est la loi de commande qui va compenser les dynamiques de la boucle de la force

et v_,, est la loi de commande en force.

1.10 Conclusion

Nous avons fait la modélisation sur un plan général d’un robot expérimental. Ce robot, a
une architecture particuliére qui peut étre exploitée a bon escient sous plusieurs aspects.
Les résultats des différentes matrices et expressions obtenus sont liés d’une part, a
I’application des notions fondamentales de la dynamique existantes et d’autre part, a un

travail de fond lié a toutes les transformations des matrices du systéme dans le domaine

de la tache.

La résolvabilité d’un systéme d’équations robotiques pose le probleme de la
transformation des coordonnées entre 1’espace de la tache ou cartésien et I’espace des
variables articulaires. Cette résolvabilité est trés importante pour la commande envisagée
dans la mesure ou cette derniére est liée aux éléments connus dans [’espace de la tache
ou cartésien. C’est pour cette raison que la cinématique inverse revét une importance
capitale parce que nous avons la possibilité d’établir les liens directs entre les domaines

cartésiens ou de la taiche au domaine articulaire pour I’exécution des différents travaux.

Le modele dynamique du robot qui résulte de notre modélisation dynamique a été

transformé dans |’espace de la tiche en tenant compte de I’actionneur. Par conséquent,
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les trois propriétés des matrices obtenues sont les mémes que celles des domaines

articulaires et cartésiens conformément a [12] ;

La transformation du modele suivant la forme (1.36), nous permet de piloter le robot
électriquement. Cette forme d’expression est trés importante, car c’est par ce biais que
nous pouvons avoir une forme récursive pouvant nous conduire a retrouver les structures

du backstepping et du SFB.

Les transformations des modéles (1.82) et (1.83) dans le domaine de la tiche nous
permettent d’avoir deux systemes découplés et liés I’un a I’autre par des variables d’états
communes. Les expressions de ces deux systémes nous permettront de faire la
conception des différentes lois de commande en force et en position en exploitant la
technique du backstepping et du SFB. Nous précisons toutefois que les matrices
obtenues respectent les trois propriétés du sous-chapitre 1.7 qui sont trés importantes

pour la conception et le fonctionnement de la commande robotique.

Par rapport au découplage réalisé, nous présumons le fonctionnement des deux
prochaines lois de commande en tenant compte de (1.82), (1.83) et (1.84) tel que : pour
la boucle de la position, il n’y aura qu’une loi de commande pour gérer le suivi des
positions des vitesses et des accélérations ; pour ce qui concerne la boucle de la force,
nous aurons deux lois de commande bien spécifiques, dont une aura pour objectif
d’annuler toute la dynamique du modeéle concernant la boucle de la force, tandis que

I’autre imposera aisément la structure proprement dite de la commande de force.

Les équations engendrées par le robot en étude sont complexes et lourdes a gérer, malgré
I’apparence rudimentaire du mécanisme tel qu’il est décrit. Comme I'on peut s’en
douter, I’augmentation du nombre de degrés de liberté du systeme robotique en étude

rend son analyse particulierement inextricable et trés difficile @ manipuler. C’est pour
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cette raison que nous n’avons pas représenté certains calculs et certaines matrices,

compte tenu de la lourdeur et de la grandeur des expressions qui en découlent.



CHAPITRE 2

GENERATION DES TRAJECTOIRES

2.1 Introduction

L’exécution d’une tache par I'intermédiaire d’un systéme robotique s’effectue a partir
d’une trajectoire assignée. Ces trajectoires sont obtenues par des méthodes diverses de
conception allant des plus simples aux plus complexes. Pour ce qui nous concerne, nous
allons utiliser la méthode qui consiste a mettre en pratique la génération polynomiale
d’ordre 5. Cette méthode, qui est de nature simple et trés pratique, consiste a obtenir une
figure géométrique tracée au préalable et qui sert de base pour la trajectoire désirée.
Cette trajectoire désirée est obtenue en décomposant la figure géométrique tracée au
préalable en un certain nombre de points suivant des mouvements interpolés avec un

controle effectif des positions, des vitesses et des accélérations articulaires du robot.

Dans le chapitre actuel, nous allons présenter d’abord la génération polynomiale d’ordre
5. Ensuite, nous allons définir la trajectoire dans le plan appliqué a un triangle. Enfin,

une conclusion mettra un terme a ce chapitre.

2.2 Génération polynomiale d’ordre 5

Comme préalablement énoncé, la forme polynomiale d’ordre S consiste a tracer une
succession de trajectoires curvilignes dans une trajectoire globale prédéfinie, tout en
décrivant a tout instant, la position, la vitesse et I’accélération des articulations du robot.

Les équations de ces trajectoires curvilignes sont représentées ci-dessous [12] :



si

q, =a,+at+a,t’ +a,t’ +a,t’ +a,t’
4, =a, +2a,t+3a,t’ +4a,t’ +5a,t’ Q.1)

4, =2a, +6a,t +12a,t* +20a,t’

La résolution du systéme d’équations exprimé en (2.1) suivant {12] nous donne les

résultats suivants :

2 = Qo (2.2a)
M= (2.2b)
do
s 2.2
2= (2.2¢)
a = 20q, —20q, - (84, +124,)t, —(3d, —d,)t; (2.2d)

3
26

o - 309, 309, + (144, +1640)t, +(3y - 2)t;

) % (2.2¢)
e g e (m a2
ag = 12q, -12q, (6(“24;56(10)‘r @, 40t (2.2f)
f

Tout en optant pour I’hypothése selon laquelle le robot va travailler dans un plan, il
parait opportun de développer toute la méthodologie mathématique concernée pour la
mise en place de la structure adéquate. Cette structure qui sera développée dans le
prochain sous-chapitre, permettra au robot de positionner son premier point dans ce

plan.

2.3 Trajectoire dans le plan

L’équation d’une trajectoire dans un plan est donnée par la forme suivante [14] :

Apx+Bpy +Coz+Dp=0; 2.3)
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ou A, By, Cp et D, sont les éléments du plan par rapport a un repére orthonormé
représenté par x, y et z. A partir de (2.3), nous pouvons mettre en place des vecteurs
directeurs qui nous permettront de déterminer les positions et les orientations du plan

comme le détaille I’annexe 4.

2.3.1 Peositions dans le plan

Suivant la section 4.4 de I’annexe 4, les expressions des positions ci-dessous ont été

obtenues comme suit :

-C AB A
p‘ = b px + 2 2 f py 2.2 2 2 + 2 p21 h (2.43)
\/Ap' +C? \/AP'BP +(A,’+C,) +BC,’ \/Ap' +B+C,’
—(A} +C? Bz
p)’ = O+ b 3 ( ;: 2)¥ 3 h] + i 2 2 9 (2'4b)
\/A;B;+(A; +C;)' +B;C; \/A; +B;+C;
A X B C Cz
pl = 2 2 + 2p2 :, pyv 2 - (2.40)
JAL+C: JAIBZ+(Al+C:) +B

+
C; \/K;+B;+C;,

l'-;
2.3.2 Matrice de rotation du plan

Suivant la section 4.4 de 'annexe 4, nous avons obtenu les résultats de la matrice de

rotation suivante :

C, A,B, A,
\/Xf, +C; \/Af,Bf, +(A; +C})’ +B:C: JA; +B2 +C;
A, +C: B
ROt(x’ y’ Z) = 0 - 9 B 2.9 9 2 5 9 5 (2'5)
VAIB: +(A2+C2)'+B2C:  [AI+B2+C:
A, B,C, C,
| JAI+Ci JAIBI+(A}+C)'+BIC.  |[Al+B}+C



53

2.3.3 Orientations dans le plan

Suivant la section 4.4 de I’annexe 4, les résultats des orientations donnent :

C

Y = acos (———=) (2.6a)

JAL+B2+C?

AP
I

y =asin C (2.6b)

sin(a cos(——=—=)

JAZ+Bl+C

A
B

¢ = asin( C ) (2.6¢)

. P
e g

2.4 Application de la trajectoire triangulaire

Aux sous chapitres 2.2 et 2.3, nous avons défini la génération de la trajectoire
polynomiale d’ordre S et les positions et orientations d’un plan qui sont valables pour
toutes les formes géométriques des figures pouvant étre appliquées. Nous avons choisi
pour toutes nos simulations une figure triangulaire. Comme on I’a si bien dit, cela aurait
pu étre, un cercle, un rectangle, etc... A travers le choix du triangle, nous espérons
mieux apprécier le comportement de nos lois de commandes qui sont obligées
d’affronter des trajectoires discontinues. Nous résumons cette technique pour la

simulation du mode¢le a quatre axes comme suit :

1°* Les éléments du plan A,, B, C, et D, doivent étre définis de fagon que le robot

puisse accéder au plan concerné en appliquant les résultats de la cinématique inverse.
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Pour le triangle généré par notre algorithme de simulation, les éléments du plan ont été

définis comme suit :

Ap,=2;B,=0.1;C,=047etD,=0.5.
2°™ A partir des éléments du plan caractérisés par sa matrice de rotation (2.5) et de son
équation (2.3), on met en pratique les relations trigonométriques des différents angles

liés aux articulations du robot. Ainsi, nous avons ce qui suit :

CP
qymacd S (2.7a)
q =an2(B,.A,) (2.7b)
‘e D‘,+A,,[C,(SZL,+l-zzj+l-|]+'3psn(szlfs’“l'z)\gchq (2.7¢)

P

Les angles d;, q; et q; ci-dessus, qui sont effectivement fixes, permettent au robot de
positionner son organe terminal dans le plan. Par conséquent, ils sont considérés comme
angles initiaux de la trajectoire désirée.

3°™ On définit les vecteurs directeurs du plan a partir des données des vecteurs

directeurs du plan donné par (A.4.2) et (A.4.3).

Ue=-Cp (2.8a)
Uy =0 (2.8b)
U.= A, (2.8¢)
V. =A,B, (2.8d)
Vy=+A} +C:)? (2.8¢)

VZ = chp (2.80
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4°™ On choisit les trois points des coordonnées du triangle par rapport au plan et en
spécifiant la distance entre les trois points choisis et la vitesse de parcours. Ces distances

pour notre cas sont données par des valeurs A,; .

5°™ Enfin, on construit un algorithme qui permet de calculer automatiquement tous les

points entre les coordonnées choisies du triangle suivant py, py et p..

Nous avons ainsi, d’une maniére mathématique, construit un triangle dans un plan. C’est
ce triangle qui fait office de la trajectoire désirée. A partir des différentes positions (p,
py €t p;) et orientations (o,y, et Y) acquisitionnés, nous pouvons maintenant définir les
différents angles désirés que le robot doit générer par I’entremisc de la cinématique

inverse.

Qu = atanZ(py,px -Ll) (2.9a)

px _Ll

q,, =T—asi Cu-Ly (2.9b)
L,
d, =p,+G,L, (2.9¢)
qQ3qa ==Y (2.9d)
) T
@4 =asin(q, +5) (2.9¢)
Yd= T—Qyy (2.99
n
Ya =7 1qy (2.9g)

2
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2.5 Conclusion

Ce chapitre est une illustration pratique des résultats mathématiques existants pour la
mise au point d’une trajectoire. Nous avons d’un part utilisé les résultats de I’ouvrage de
Craig [12] pour la génération de la trajectoire polynomiale d’ordre 5. D’autre part les
notions et certaines relations mathématiques nous ont servi pour construire une structure
conforme qui lie le robot a un plan. Par I'intermédiaire de sa cinématique inverse, le
robot utilisé doit logiquement étre capable de suivre la figure géométrique tracée dans ce
plan. L’exploitation de ces résultats, qui sont conformes sous tous ces aspects, nous
servira de base pour le suivi de la trajectoire désirée en utilisant cette fois une commande
évoluée. Cette trajectoire qui est un triangle, est déterminée exclusivement par un certain
nombre de points, dont les calculs s’appliquent aussi bien pour les positions, les vitesses
et les accélérations articulaires du robot. Cette étape est trés importante et significative,

car sans elle toute application d’une quelconque commande reste impossible.



CHAPITRE 3

NOTIONS ESSENTIELLES POUR LA COMMANDE NON LINEAIRE PAR
RETROACTION BASEE SUR LA TECHNIQUE DU BACKSTEPPING

3.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de résumer un certain nombre de concepts liés a la
conception de nos lois de commande. Ces concepts concernent exclusivement le
backstepping et la passivité. Nous allons dans un premier temps exposer les grandes
lignes de la théorie du backstepping sur un plan général. Dans un second temps, nous
allons ensuite détailler quelques structures du backstepping, et la fagon dont peut se faire
I’exploitation. D’une maniére spécifique, nous allons aborder le backstepping en liaison
avec le concept de passivité. La passivité elle-méme étant bien sir liée a d’autres notions
trés importantes comme la stabilité, la dissipativité, la détectabilité et [’optimalité.
Toutes ces notions sont nécessaires pour la synthese des lois de commande. C’est pour
cette raison qu’en marge de P’analyse d’une partie de la technique du backstepping,
comme préalablement énoncé, nous développerons sommairement la technique dite de
passivation par rétroaction (c’est-a-dirc comment rendre un systéme passif par
rétroaction). Nous examinerons entre autre les caractéristiques d'un systéme passif et les
limitations de la technique de passivation par rétroaction. Une de ces limitations trouve
sa solution par la commande récursive dite ‘’backstepping‘’. Les notions ainsi
présentées sont extraites des ouvrages de Sepulchre et al [13] et de Krstic et al [29] pour
lesquelles nous prenons le soin d’en faire référence. Par conséquent, nous conseillons
fortement aux lecteurs de cette thése de consulter ces références pour une vision plus
large si ce n’est plus globale des sujets énoncés. Les notations utilisées sont standards et
basées sur la commande géométrique qui est désormais bien connue car largement

publiée dans la référence d’Isidori [22].
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Dans ce chapitre, nous allons d’abord définir le backstepping et certaines méthodologies
de sa conception. Ensuite nous allons résumer par des définitions, des théorémes et des
lemmes la théorie des systémes passifs et de I’étude de la stabilité. Enfin, nous allons
établir les liens entre la passivité, et certains concepts importants notamment :

I’optimalité, la dissipativité et la stabilité. Une conclusion mettra fin a ce chapitre.

A DP’annexe 6, nous avons jugé nécessaire de ressortir les notions de stabilité de

Lyapunov et de Lasalle pour un complément d’information.

3.2 Théorie sur le backstepping

Le backstepping est une méthode qui est a ce jour d’actualité dans la conception
récursive des lois de commande. Elle peut se définir comme une fagon d’organiser un
systéme en plusieurs sous systemes en cascade qui se présentent sous plusieurs formes.
L’exploitation de la méthodologie de conception sur un plan général par rétroaction qui
aboutit 4 la mise en place d’une loi de commande, associe systématiquement une
fonction de Lyapunov ou I’équivalent. Les propriétés importantes de la stabilité locale
ou globale relatives a la future loi de commande s’obtiennent en ressortant une fonction
stabilisatrice a chaque étape du systéme en cascade. Ces fonctions stabilisatrices sont
liées entre elle et la derniére faisant office de loi de commande de tout le systéeme. Un
des avantages que procure la méthode du backstepping est celui de garder les propriétés
du systéme initial dans la loi de commande obtenue. Ceci constitue en quelques sorte la
particularité du backstepping par rapport a d’autres méthodes telles que le feedback

linéarisant.

Nous n’avons pas la prétention de faire une présentation de la théorie du backstepping
dans son entiéreté, mais nous limiterons notre résumé a certains concepts que nous

avons jugés utiles pour nos recherches.
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Hypothése 3.1 Considérons le systéme suivant :

x = f(x)+g(x)u, f(0)=0, (3.1a)

ot x eR" est le vecteur d'état et u €N est I’entrée du systéeme.

Il existe pour (3.1a) une loi de commande par retour d’information continiment

dérnivable tel que :

u=a(x), a(0)=0,

et une fonction définie positive non bornée : V :R" — R telle que :

%/—(x)[f(xhg(x)a(x)]s-W(x)SO, vx eR", (3.1b)
ot W: R" 5 R estsemi-définie positive.
Sous cette hypothése, la commande u =a(x), appliquée au systéme considéré, garantit
que x(t) est globalement borné, par I’intermédiaire du théoréme de LaSalle-Yoshizawa

comme expliqué a la page 24 de la référence [29] et résumé pour la circonstance a

I’annexe 6.
Lemme 3.1 (Intregrator Backstepping)

Soit le systéme exprimé en (3.1a) que nous augmentons d’un intégrateur tel que :

3.2)

X = £(x)+g(0)%
E=u

En supposant que le premier sous systeme de (3.2) satisfait I’hypothése 3.1 avec & € R

et qui est considéré comme sa commande.



i-) Si W(x) est défini positive, alors
1 )
V. (x,8) = V(x) +5[§ —a(x)] (3.3a)
est une fonction de commande de Lyapunov (clf) pour (3.2) comme définie a la page 25

de [29].

La commande du systéme est alors définie comme suit :

u= —C(é—a(x»+%(x)[f(x)+g<x)§1—%’(x)g(x) (3.3b)

. e . oa oV .
ou C>0 est considéré comme un gain et a(x) et g(x) sont respectivement les
dérivée de la fonction stabilisatrice et de la clf.

ii-) Si W(x) est seulement semi-définie positif, alors il existe une commande par retour

d’information qui rend

V, <-W,(x,E) <0

x(t
Toutefois, W, (x,&) > 0 quand W(x) > 0 ou & # a(x). Ceci garantit que [;li] converge

et est globalement borné comme le spécifie la preuve de ce lemme donnée a la page 34

de [29].

Uniquement a partir de cette hypothése et de ce lemme, nous pouvons faire une
extension de ces concepts a différentes formes du backstepping comme nous allons le

montrer ci-dessous.
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3.2.1 Meéthodologie de la conception des systémes strict-feedback

L’utilisation des systemes strict-feedback se justifie pour notre backstepping car sa
configuration est plus appropriée aux systémes robotiques. Elle est donnée par la forme

suivante :

[ % =f(x)+g(x)§,
;l =fi(x,§,) +g,(x,§,)E,

&, = H(x.8,8,) +8,(x,&,,8,)E;
{. (34)

oux eR" et & & et & sont des scalaires.

Supposons que le sous-systéme x de (3.4) satisfait I’hypothése 3.1 c’est-a dire qu’il
dépend de f(x) et de g(x). Pour ce sous-systeme, &; est considéré comme la commande

d’entrée. Notre conception récursive démarre avec le sous systéeme ci-dessous :

. (3.5a)

{5(-‘- f(x) + g(x)&,
& =f(x,§,)+8(xE)5E,

si ff=0 et g =1, le lemme 3.1 peut étre directement appliqué en considérant &,

comme une commande dite virtuelle, alors :

V(x,E,) = V(x)+%[§l - a(x)[ (3.5b)
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olt a(x) est un retour d’information stabilisant qui satisfait (3.1b) pour le sous systéme
X. En introduisant une fonction stabilisatrice o, (x,£,) pour la commande virtuelle de

(3.5a), nous avons besoin de calculer la dérivée de V, non positive quand &; =a,(x,&,).

V, S-W()+[E, - a(x)]{%(X)g(X) +£i(x,.8,) +8,(x,§,)E,) —%xg(x)[f(x) +8(x)§, ]}

= -W(X,é, ) +'§§X(x»§l )g[(xsél )[é: - u‘l(x’gl )] .

ou W(x,&,)>0 quand W(x) >0 ou &, # a(x).

Si g,(x,&,) #0 pour tout x et &, on choisit la fonction stabilisatrice «, tel que :

a,(x,§)= {_cl[él - o(x)] —%x\i(x)g(x) -£(x,§)) '*'g%(x)[f(x) + g(x)gl)}

1
g./(x,§))
(3.5¢)

avec ¢;>0, qui donne W, (x,§;) = W(x)—c¢,[&, -a(x)].

L’objectif de cette étape étant atteint par la mise en place de la fonction stabilisatrice

a,(x,&,), notre méthode récursive se poursuit par la notation compacte suivante :

{ X, =F(X,)+G,(X,)§, (3.5d)
&, = £,(X,,8,) +8,(X,&,)E;

ou f,(X,,8,).8,(X,.&,) représentent respectivement f,(x,&,,&,),8,(x,§,,&,) et

X f(x) +g(x)&, 0
X, = ; R(X))= G,/(X))= .
[&.] (%) [ f(xE,) J"' ) [g.(x,ao}

La structure de (3.5d) est identique a celle de (3.5a), nous reprenons ainsi, la méme

itération par I'introduction de I’expression ci dessous :
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Vy(X.E,) = vl(xo%[&z o, (X)F

= V(x)+%§[§i o (X )P (3.5¢)

ou, pour une notation convenable, nous employons, X, = x et a,(X;) = a(x).

La fonction stabilisatrice a,(X,),X? =[XT &,]" pour le contrdle virtuel &, est alors

déterminée par :

. v,
v, < —W:(x,,éz)+g?-(xnaz)gz(x”éz)[§3 —ay(X,)] (3.6)

avec W,(X,,&,)>0 quand W(x,§,)>0 ou &, za,(X,).

Il est clair que cette procédure détermine la prochaine itération de k, pour laquelle le
systeme (3.4) est stabilisé par une commande u. Dans une notation compacte, le systeme

(3.4), peut étre réécrit comme suit :

{Xk.-l =F (X)) + G (X, )E, (3.7)
& = (X8 + 8 (X8, u

ou

X ., F_.(X..,)+G, (X, _,)E,_
x_z k-;F-x_z k-2 k-2 k-2 k-2 kl:lt
«! [a] 1 (Xi) [ fet(Xi2oEict) ¢

0
G | x -1 =
k- ( k ) [gk-l(xk'z'ék-l)J

De la méme maniére, la fonction de Lyapunov pour (3.7) est la suivante :

1
Vie(%,85eenenene. &)=V (X)) +E[§k _ak-l(xk-l)]z

- V<x>+§§[ai 0, (X, )T (3.8)



En calculant la dérivée de (3.8) avec le respect de toute la procédure, on trouve :

aak-l (Fk—l + Gk—lék )J

V.=V _ +(, - f, -
k w1 H(E, ak-l)l:k+gku X

k-1

EAY [ da
<-W (X8 )+ =g G —a )+ oy ) f, +gu—-— (F_, +G,_&, ):l
08, ., i oX,_,
ov._ oa,
=-W (X8 )+ —ay )[ == g +f +gu-— (F_ +G,_&, ):I (3.9a)
agk-] axk—l
Si la condition est non singulicre, c’est-a-dire g, (X,&,,eceunnnn & )#0,

vx eR",VE eR,i=1,....... .k, est satisfait, alors le choix pour u est le suivant :

avk—l
aék—l

da, _,
X, .,

\
u= —[—Ck(ﬁk _ak-l)- - fk +

(F_,+G,_&, )] (3.9b)
B«
La méthodologie ainsi présentée nous assure une fonction stabilisatrice du systéme a
chaque étape du systéme et la derniére fonction stabilisatrice fait office de loi de
commande de tout le systéme. Nous voyons aisément que cette fagon d’obtenir la loi de
commande par la méthode du backstepping, nous permet non seulement de stabiliser le
systéme, mais aussi de garder tous les éléments non linéaires. Ceci n’est pas évident

pour d’autres méthodes de conception.

A ce niveau, la conception de la loi de commande backstepping telle qu’clle se présente
ne peut pas étre applicable en robotique parce que les variables d’états sont des scalaires
purs alors que nous travaillons avec des matrices. Pour contourner cette difficulté, nous
allons avoir besoin de la passivité dont la forme strict-feedback du backstepping utilise

les éléments sous forme de matrices.
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3.3 Théorie des systémes passifs

En prélude a la mise en place de la structure du SFB recherché, nous allons détailler les
grands axes des systémes passifs. Nous expliquons la théorie de la passivité en nous
basant d’abord sur I’exemple de la figure 2 ou nous avons a gauche deux blocs en
rétroaction et a droite la figure équivalente de gauche. De la figure 2 (de gauche a
droite), nous pouvons ressortir la loi fondamentale qui stipule qu’un systéme composé

de deux blocs passifs en rétroaction est passif.

v

Passive

Passive —»

l

Passive

Figure 2. Rétroactions des systémes passifs et schéma bloc passif équivalent

L’argumentation utilisée précédemment se justifie par le fait que si on suppose que les
deux blocs de la figure 2 (de gauche) sont linéaires et passifs, leurs fonctions de transfert
sont dites réels positifs avec un déphasage par un bloc passif inférieur a 90°. Par
conséquent, le déphasage pour tout le systéme (en considérant les deux blocs) n’est pas
plus grand que 180°, et par conséquent, en se referant au critére de Nyquist-Bode, une

boucle passive de rétroaction stable posséde une marge de gain.

Si on fait une analogie en considérant cette fois deux blocs non linéaires, le concept de la
passivité peut étre vu comme une extension de 180° du retard de phase (Nyquist-Bode).
Pour ne pas nous limiter a cette définition sommaire de la passivité, nous allons donner

plus d’éclaircissement en abordant les sous-chapitre ci-dessous.
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3.3.1 Notion de passivité

Considérons le systéeme dynamique représenté par H et décrit par I’équation suivante.

k= f(x,t) + g(x,t)u = F(x,u)

' {)’=h(x,t)+j(x,t)u= H(x, u) (3.10)

avecxe R, ueR™ ety e R"

Imaginons que I’augmentation de I’énergie du systeme physique H n’est due qu’a une
source externe (Exemple : un circuit RLC connecté a une batterie), les définitions ci-

dessous sont valides.

Avant de passer aux différentes définitions, nous rappelons toutefois, que c’est en se
referant a (3.10), vers les années 70 que Willems [18] a systématisé le concept de
dissipativité et de passivité par I’introduction de deux fonctions dont une emmagasine

I’énergie représentée par S et I’autre la propulse dont le symbole est donné par W.
Définition 3.3.1 (Dissipativité)

Supposons qu’au systéme H donné par (3.10) est associée une fonction W:R™xR™ - R
appelée taux d’approvisionnement localement intégrable pour tout ue UcR™, c’est-a-

dire

]'W(u(t),y(z))dt <o Vi, <, (3.11)

ou y(t) est la sortie

Soit X un sous-ensemble connecté — R™ contenant I’origine. On dit que H est dissipatif
q P

sur X avec un taux d’approvisionnement W(u,y) s’il existe une fonction S(x), S(0)=0 tel
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que Vxe X, S(x)=0,
T

S(x(T))-S(x(0) < IW(u,y)dt VueU et VT 20 tel que x(t) e X Vt€[0,T](3.12)
0

S(x) est appelé fonction de stockage ou encore fonction mémoire.

Définition 3.3.2 (Passivité)

Le systtme H exprimé en (3.10) est dit passif s’il est dissipatif avec un taux

d’approvisionnement

Wu,y)=u'y (3.13)

Dans le cas d’un circuit électrique S(x) et W(u,y) représentent respectivement |’énergie
emmagasinée dans le circuit et la puissance fournie par la source. Par conséquent, la
T
relation I W (u,y)dt est donc I'énergie fournie par la source externe.
0
Un systeme est donc dissipatif si son accroissement d’énergie est inférieur ou égal a

I’énergie fournie. Si S(x) est dérivable, I’expression (3.12) est équivalente a :

S(x) <W(u,y) (3.14)
Exemple 3.3.1

Soit un circuit électrique régit par le systeme d’équations d’état suivant :

'ii —lv

att L

d 1
<EVC=EE(V—VC) 3.195)
i=i +7le-(v—vc)
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ou v et i sont respectivement I’entrée et la sortie du systeme.

L’énergie emmagasinée dans I’inductance est égale a ELI } et celle emmagasinée dans

. . | . . L
la capacitance est donnée par ECvg. L’énergie totale du circuit qui est la somme de

I’énergie emmagasinée dans I’inductance et dans la capacitance est égale a :
iz elew: 3.16
5 HlL Ty (3.16)

L’accroissement de I’expression (3.16) est donnée par :

%E:vi—%(v—vc)lSvi @3.17)

En tenant compte de (3.17) on conclut que le systeme est alors dissipatif.

Aussi, si nous avons :

W(u,y)=vi (3.18)
le systéme est donc passif.
Une propriété fondamentale des systemes passifs conceme I’interconnexion de

systémes passifs.

Théoréme 3.3.1

Supposons que deux systémes représentés par Hn, et H, sont passifs. Alors les systemes
obtenus par I’interconnexion en parallé¢le ou en rétroaction de Hy, et H,, sont aussi passifs
pour tout u et T supérieur ou égal a zéro (u et T 20). Ce théoreme et la preuve sont

donnés a la page 33 de [13].



69

La passivité est donc, la propriété que la différence de la mémoire exprimée par S(x) est
plus petite que I’énergie fournie. D’oul la nouvelle formulation donnée par I’expression
suivante.

S < w(u,y)

Ceci nous améne a aborder le rapport entre la passivité et la stabilité tout en faisant déja
remarquer que la fonction mémoire S(x) pour certains cas peut étre considérée comme

une fonction candidate de Lyapunov.

3.4 Stabilité des systémes passifs

Couramment un systéme est dit stable, si en I’absence d’entrée, I’effet d’une
perturbation ne provoque pas la divergence de sa sortie. Pour ce qui est des systémes
passifs, on peut aisément constater que la notion de la fonction de stockage fait quelque
peu penser a la fonction de Lyapunov. En fait, cette ressemblance n’est pas fortuite car
une relation étroite existe entre les propriétés de dissipativité et de stabilité. Pour éviter
de surcharger cette présentation, un rappel sur la théorie de la stabilité au sens de

Lyapunov est exposé a I’annexe 6 de la présente these.

Notons qu’il n’est pas nécessaire que la fonction de stockage S(r) d’un systeme

dissipatif (ou passif) soit définie (strictement) négative. Elle peut étre définie semi-
négative contrairement a la fonction de Lyapunov qui doit étre définie strictement
négative. Par conséquent, si un systéme dissipatif posséde une partie non observable
instable, son point d’équilibre peut étre instable.

Exemple :

X, =u (3.19)
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2
X;.

N | =—

(3.19) est passif avec S(x) =

Pour exclure cette situation, des conditions sont imposées sur la stabilité de la partie non

observable.
Définition 3.4.1 (Détectabilité zéro - état et observabilité)

Soit un systeme H; tel que u =0 c’est-a-dire :

{x = f(x) (3.20)

ly=h(x)
et ZeR" son plus grand ensemble invariant contenu dans {x eR"/y=h(x)= O}. H,
est dit zéro - état détectable (ZED) si x=0 est asymptotiquement stable

conditionnellement 3 Z (voir annexe 6). Si Z = {O} , H, est dit zéro - état observable.

Avec la notion de ZED, la stabilit¢ d’un systéme passif peut étre conclue méme en
présence de fonction de stockage définie semi-négative. L’avantage est qu’on peut
obtenir une convergence asymptotique en choisissant simplement une loi de commande

de la forme
u=-y 3.21)
Théoréme 3.4.1 (Passivité et stabilité)

Soit le systéme ci-dessous :

x = F(x,u)

" {y = H(x.u) (3.22)
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(3.22) est un systeme passif dont les fonctions F(x,u) et H(x,u) sont définis en (3.10)

avec une fonction de stockage S(x) continiiment dérivable (c’est-a-dire a dérivé
continue) et H(x,u) aussi continiment dérivable en u Vvx alors, si S>0 alors x =0

avec u =0 est stable.

Si H; est ZED alors x =0 avec u =0 est stable.
si y = h(x) alors u = -y rend x =0 asymptotiquement stable. Si et seulement si H, est

ZED.

Quand S(x) est non bornée (c’est a dire S(x) = si [x| — ), on parle de stabilit¢

globale. La démonstration et la preuve de ce théoreme sont données aux pages 50 et 51

de la référence [13].
3.4.1 Caractérisation des systemes affines passifs
Considérons le systeme donné par (3.22) avec F(x,u) et H(x,u) définis en (3.10).

Théoréme 3.4.2 (Caractérisation des systémes affines passifs)

Supposons que S(x) >0 et S(x) e C' (c’est-a-dire continiment dérivable). H, est

dissipatif avec un taux d’approvisionnement tel que :
W(u,y)=u'y—ay'y-Buu (3.23)

avec a, B deux nombres réels positifs, si et seulement si, 3 q:R" - R"* et

w:R" = R*™ pour un certain k, tel que :



L.S(x)= %qTq —ph'h (3.24a)
L,S(x)= %hT —2ph"j—q'w (3.24b)
wiw =2vi-2pjTj+j" +§?j(x) (3.24¢)

tel que L S= gx—sf( x) et LS= -g—’s(g(x) qui sont les dérivées de S respectivement dans

la direction de f(x) et de g(x).

j étant défini en (3.10) en sous entendant pour ce systéme que I’entrée n’agit pas sur la

sortie.

Si H; est passifavec j(x) =0 alors

LS(x)<0

L,S(x)=h"(x)

Dans le cas des systémes linéaires définis par :

x=Ax+Bu
{y ~Cx (3.25)
La condition (3.24b) est équivalente a :
3 S(x)=x"Px,P20
tel que
PA+A'P<0 (3.26a)
B'P=C (3.26b)

La démonstration et la preuve de ce théoréme sont aux pages 56, 57 et 58 de [13].
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3.5 Passivité, optimalité et stabilité

Il existe un lien étroit (sous certaines conditions) entre les notions de passivité et de
stabilité. En effet un systéme passif possede une certaine marge de phase. Aussi, nous
savons qu’un systeme optimal est stable et possede une marge de stabilité. On peut donc
s’interroger s’il existe un lien entre la passivité et I’optimalité. La réponse a cette

question est affirmative.

3.5.1 Commande stabilisante optimale

Soit a déterminer u(x) pour le systeme

x =f(x)+g(x)u (3.27)
tel que
(i) u(x) stabilise asymptotiquement
x=0
(i1) u(x) minimise la fonction cofit
J = [(L(x) + u"R(x)u)dt (3.28)
0

L(x)=20,R(x)>0,Vx

Théoréme 3.5.1 (optimalité et stabilité)

Supposons que V(x) e C' satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

L(x)+LrV(x)—%LgV(x)R"(LBV(x))T =0 (3.29)

vV(0)=0

tel que
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u'(x) = -%R"(x)(LgV(x))T (3.30)
stabilise asymptotiquement
x=0

alors u”(x) est la commande optimale qui minimise J et

limx(t)=0

V(x) est la valeur optimale de J .
La démonstration et la preuve de ce théoréme sont aux pages 91 et 92 de [13].

3.5.2 Optimalité et passivité

Posons R(x)=1 dans J de (3.28). Autrement dit

J = J(L(x) + u u)dt (3.31)
0

Théoréme 3.5.2

La loi de commande
u = -k(x) (3.32)

est optimale pour J si et seulement si

{x = f(x)+g(x)u (3.33)

y =k(x)

est ZED (zéro - état stable) et dissipatif avec comme taux d’approvisionnement
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l
w(u,y) = u‘y—;yTy (3.34)

et une fonction de stockage S(x) € C' tel que
S(x) = %V(x) (3.35)

La démonstration de ce théoréme est a la page 95 de [13].

La passivation par rétroaction est une technique de conception qui consiste a rendre un
systéme passif en boucle fermée par une forme particuliére de la loi de commande. Le
systeme devenu passif est évidemment stable, par conséquent il posséde une certaine

marge de stabilité (c¢’est-a-dire qu’il peut admettre une incertitude dans la modélisation).

Le principe vient du fait que pour le systéme passif

{X = f(x) +g(x)u
: 3.36
3 y= h(x) ( 3 )
Une loi de commande pour H3 comme ci-dessous montré

u=-y=-h(x) 3.37)

permet de stabiliser de fagon asymptotique le point d’équilibre si H; est ZED.

Ainsi pour

x = f(x)+g(x)u (3.38)



la technique consiste a déterminer une sortie
y =h(x)
et une loi de commande

u =a(x)+b(x)v

tel que :

4

{!’c = f(x) +g(x)(a(x) + b(x)v)
y =h(x)

est passif. Si Hyest ZED alorson a :

v=-y

qui permet ensuite de la stabiliser de fagon asymptotique.

3.5.3 Passivation par la méthode de conception récursive “’backstepping *’
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Cette méthode consiste a appliquer la passivation sur un sous-systéme du systéme a

commander, ensuite a l'appliquer de nouveau étape par étape en augmentant au fur et a

mesure l'ordre du sous-systéme. La synthése se termine quand on retrouve le systéme

entier. Ainsi, a chaque étape de la conception, on détermine une sortie qui rend le sous-

systéme considéré passif et une fonction de stockage qui sera utilisée comme fonction de

Lyapunov. Notons que la technique dite ‘‘backstepping‘‘ s'applique aisément aux

systémes ayant une certaine structure triangulaire inférieure.

Proposition 3.5.3

Supposons que pour le systéme

H, :x =f(x)+g(x)u

(3.43)
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il existe une fonction continiiment dérivable
u=a,(x)+v, (3.44)

et une fonction de stockage W(x) deux fois continiiment dérivable (c'est-a-dire e C*),

définie positive, non bornée et connue tel que Hs soit passif avec comme entrée v, et

une sortie de la forme

Yo =(L,W)"(x) (3.45)

alors le systeme augmenté

[x=f(x)+g(x)e
"€ =a(x,g)+ b(x,e)u (3.46)
(b~'(x,€) existant), est (globalement ) passif par rétroaction avec comme sortie
y=g-a,(x) 347)
et comme fonction de stockage
1
V(x,y) = W(x)+—2— y'y (3.48)

Une forme particuliére de la commande qui rend le systéme passif est

-

da,

™ (f(x) + g(x)e) + V)] (3.49)

u=b"(x,e)[-a(x,e)-y, +
v étant une entrée auxiliaire.

Le systéme Hs donné par (3.46) avec comme commande u ci-dessus donné par (3.49) est

ZED (zéro - état détectable), si Hs donné par (3.43) est ZED avec comme entrée v,. De

plus, si W(x) est strictement décroissante pour Hg ayant comme entrée



78

u=a,(x) (3.50)
alors

V(x.y)= W(x)% yTy 3.51)

est aussi strictement décroissante pour Hg donné par (3.46) avec une entrée auxiliaire

v =-ky (3.52)

avec k>0.

D’une fagon générale, la méthode précédente s'applique aux systémes de la forme ci-

dessous que nous avons appelés couramment strict-feedback du backstepping (SFB) :

x = f(x) + g(x)g,

H. - €, =a,(x,g,)+b,(x,€)e,
... (3.53)

€, =a,(z¢,....,)+ b, (z,€,....,€, )u

La procédure de la proposition précédente est appliquée de fagon récursive au systeme

SFB H7 jusqu'a l'obtention de u. Ainsi a chaque étape récursive, nous avons :

Yi =& —0; (X8, &) (3.54)
a;, =b'(-a, -y, + :ti'l -y (3.55)

u=a, +b'v 3.56)
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, il a été question de ressortir la théorie du backstepping et de la
passivité telle qu’elle peut étre exploitée pour la commande robotique. Nous avons
défini et mis en exergue les définitions et les théorémes des systémes passifs. Nous
avons entre autre établi les rapports de la passivité avec d’autres concepts tels que la

dissipativité, la détectabilité, I’observabilité et I’optimabilité.

Par la méthode du backstepping, on arrive a mettre en place des lois de commande qui
stabilisent les différentes étapes du systéme en cascade en sachant que la derniére
fonction stabilisatrice fait office de commande pour le systéme. En associant la passivité
au backstepping nous donnons plus d’ouverture en robotique. Nous assurons de ce fait

des lois de commande trés performantes.

Tous les concepts préalablement définis revétent une importance capitale par rapport a la
stabilité recherchée. La plupart de ces notions nous seront trés utiles dans la conception

des différentes lois de commandes envisagées.



4.1

CHAPITRE 4

CONCEPTION DE LA COMMANDE

Introduction

La commande en eclle-méme peut étre définie d’une mani¢re générale comme une

expression mathématique homogene, dont sa conception et sa mise en place permettent

d’assurer le fonctionnement attendu ou souhaité d’un systéme donné, afin d’exécuter

une ou des tiches bien précises. Nous allons aborder dans ce chapitre, la conception de

deux lois de commandes adaptatives SFBen force et en position pouvant étre

compatibles aux systémes robotiques suivant les approches ci-dessous :

La premiere loi de commande sera issue de la technique du backstepping associée
a la théorie des systémes passifs. La premiere loi d’adaptation des paramétres pour
la présente loi de commande qui est réalisée par la méthode directe, sera
I’application d’un cas particulier de la loi de Slotine et Li [16]. Elle se fera par

I’entremise du calcul du courant désiré exprimé dans I’équation du manipulateur ;

La seconde loi de commande SFB sera tributaire de deux algorithmes d’adaptation
des parametres. Selon I’ordre préalablement établi comparativement a la premiére
loi de commande, la deuxiéme loi d’adaptation des paramétres pour la seconde
commande est aussi réalisée par la méthode directe mais avec le respect de toute
la théorie et de toutes les exigences des systémes passifs. La troisiéme loi
d’adaptation des parametres aura un algorithme qui conférera a la seconde loi de
commande une robustesse. Cette derniére loi d’adaptation des paramétres qui est
en fait obtenue par la méthode directe, sera tirée d’une fonction de Lyapunov avec

la prise en compte les erreurs des deux boucles de rétroaction.
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Nous résumons dans le tableau ci-dessous, I’organisation des deux lois de commande.

Tableau IV

Organisation des deux lois de commande

CONCEPTION DE DEUX LOIS DE COMMANDE ADAPTATIVE

Premiére loi de commande 1 ° loi d’adaptation des paramétres

2°™ loi d’adaptation des paramétres

Deuxiéme loi de commande

3°™ loi d’adaptation des paramétres

Il est a noter que la conception des deux types des lois de commandes adaptatives
(mentionnées dans le tableau IV ci-dessus) tiendra absolument compte d’une logique de
découplage commune, qui a été réalisée au sous chapitre 1.10. Dans la pratique et
comme cela pourra s’observer au cours des différentes simulations numériques, il
s’avere qu’un systéme n’est pas complétement ou totalement découplé. Etant donné que
les boucles sont liées par les méme vecteurs d’états, cela a pour conséquence que la
dynamique de I'un peut de toute évidence influencer les résultats de [’autre.
L’importance du découplage a notre avis est une fagon réelle de résoudre la dualité qui
existe entre la commande de force et celle de position. Cette dualité peut s’expliquer par
le fait qu’un robot qui exécute une tache sur un environnement de travail suivant toutes
ses directions, n’a en principe et d’une maniere théorique aucun déplacement possible
dans la direction de contrainte. Par conséquent, il ne peut exercer des déplacements sur

cet environnement de travail. En d’autres termes, un robot n’est pas capable de
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contréler une force et un déplacement suivant une méme direction. A I’inverse, si on
considére le robot dans un espace libre, I’absence de tout contact empéche la création ou
la génération des forces. Pour tenir compte du déplacement de P’effecteur dans les
directions de contraintes et dans celles non contraintes, il faut introduire sous forme de
découplage dans la dynamique du robot deux boucles de rétroaction qui vont caractériser
les commandes envisagées en force et en position. Une des caractéristiques qui convient
d’étre appuyée fortement est celle de maintenir, a tout instant, 1’effecteur en contact avec
la surface de travail. Cet aspect du probléme sera abordé dans le sous chapitre
concernant la gestion des taches, car il serait souhaitable que 1’outil, pour une raison ou
pour une autre, ne sorte pas de la zone par excellence de travail. Nous espérons de ce
fait, assurer pour tous les deux types des lois de commande adaptatives envisagés une

stabilité globale du systeme.

Comme hypothéses de départ pour la conception, nous poserons une contrainte dans la
direction z de la vitesse par rapport a un systéme orthonormé. Nous faisons toutefois
remarquer que les résultats de la modélisation cinématique nous donnent respectivement
les positions et les orientations. Autant nous pouvons démontrer sur le plan pratique que
la dérivée des trois positions correspond aux vitesses linéaires, autant il n’est pas vrai
que les dérivées des orientations correspondent aux vitesses angulaires. C’est pour cela
qu’en introduisant la contrainte, nous allons procéder a nouveau au calcul des vitesses
linéaires et angulaires a partir de la matrice jacobienne de fagon a retrouver les positions

correspondantes par le biais du calcul de I’intégrale de ces vitesses.

Ainsi, la position de la contrainte x, qui sera I’intégrale de la vitesse, avec le courant,
seront I’objet d’une organisation vectorielle de (5 x 1) tout en précisant que 1I’élément
concerné par la contrainte est inexistant. Cette organisation est par conséquent

représentée comme suit :
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X, = Xp; =IXP 4.1

X, =| X,3 4.2)

et

[
|
Best =l =| Loy (4.3)
I
[

4.2 Premiére loi de commande backstepping force/position

La conception de la loi de commande pour certains cas de figure comme le nétre
nécessite au préalable la mise en place du systéme sous forme de variables d’états.
Nous pouvons poser respectivement pour la boucle de la position comme vecteur d’état,
les matrices suivantes pour le manipulateur et pour I’actionneur tout en sachant que le

systéme considéré est donné par (1.82) :

&
- 44
gc [gcz } ( )

ou &, est une variable d’état représenté sous forme vectorielle et qui englobe les
positions et les vitesses dans I’espace de la tache. &, et £, représentent respectivement

les variables d’états de la position et de la vitesse dans I'espace de la tache.
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Les expressions internes de (4.4) sont définies comme suit :

£, =X, (4.5a)
E. =X, (4.5b)

La forme matricielle du courant dans I’espace de la tache est la suivante :

écll
= 4.6
éc [écn ] ( a)

ou &, est une variable d’état représentée sous forme vectorielle et qui englobe les
courants dans I'espace de la tache. & ;, et &, représentent les variables d’états du
courant dans I’espace de la tache pour la boucle de position et celle de la force par

rapport au découplage.
Les expressions internes de (4.6a) sont définies comme suit :

Eeni =1 (4.6b)
&ea2 = ey (4.6¢).

Nous obtenons de ce qui précede un nouveau modeéle sous forme de variables d’états
pour la boucle de la position ayant une forme augmentée par un intégrateur et qui prend

en compte la contrainte. Ce modele est ci-dessous représenté:

( é _[ acl +[ 0 }g
° _M:ll(ccxll(écl’écz)écl +chl(§cl)) M;::llKrcl .

) rcéc) 8¢ (Ec) (4'7)
. : - 0 .
éch - :LcIRcléc31 - Lclecléczl + &ﬂ vcl
fe1(Ec2 £c31) Bel(§c2.5¢31)

ou & eR*", E, eR" et v, eR".
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Le modele backstepping en cascade pour la boucle de position donnée par (4.7) a la

forme générale suivante :

{. e = () + 8.5y “85
€t = £ (BearBaat) + 81 (Bear&eai) Ve

Les expressions des fonctions f.(&.), g.(%.), £,(E.2.Ec1) €t g.,(E.o,E.,,) de (4.8)

sont visibles dans (4.7).

Nous faisons remarquer toutefois que la forme du backstepping trouvées ci-dessus est

comparable a (3.4) sauf qu’elle est augmentée d’un intégrateur.
4.2.1 Loide commande en position avec un suivi de trajectoire

La loi de commande pour le controle de position est congue en exploitant la
technique du SFB. Pour assurer la stabilité globale du systéeme, la technique du
backstepping consiste, pour une sortie y; donnée, a fixer une fonction mémoire Wi(&,) et
a calculer les fonctions, candidate Vi(_.2.) et stabilisatrice ai(&_) valables pour chaque
étape i du systeme. Pour le systtme donné par (4.7), nous n’avons qu’une seule étape
comme montré en (3.46). Par conséquent a, sera la loi de commande du systéme et o
déterminera la loi de commande stabilisatrice du premier sous-systéme du systéme de la
forme augmentée. Ainsi, nous allons considérer respectivement la sortie, la fonction
candidate, la fonction mémoire et la fonction stabilisatrice comme ci-dessous

représentées en tenant compte de (3.47) et (3.48) :

Y1 =By —Eeaig) — Ao (E.)5 4.9)

o B =1 la matrice d’identité.

VIE, Earr) = Wi(E,) + %y?y.- (4.10)
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WilE) = 3 ~Ean) G ~Buu) @1
ao(Ec) =B(Eesi —&csa) = (Ecz —Eead) (4.12)

En considérant W (Z_) donné par (4.11) et en faisant la substitution dans (4.10), on

obtient une nouvelle expression de la fonction candidate définie comme suit :

1
V(& ,&e31) =—2-(§cl &g )T(gcl —gcld)-*—% leyl (4.13)

En calculant les dérivées dans le temps de (4.11), (49) et (4.13), on

obtient respectivement :

Wi(E) = (o ~8aa) (B ~Eara) 4.14)
Lo _p_00,(8);

Vi =8 & 3(E,) & 4.15)

vl(gc’aji) =&, "écm)T(gcz —&ag) + y.lrSll (4.16)

En remplagant (4.15) dans (4.16), on obtient :

ViEerE) = (B — B (o —am.)«»y,’[ém b -ag;—f;’ac] .17)

(4.17) va alors prendre une nouvelle expression en substituant %cn et &c par leur

valeur donnée par (4.7) :

vl(éc’écll) = (8 —8euw )T(écz =8l YT[-LZ'.RC@QH - L-cIleclécl + L-cllvcl -

: _aao@c)[ > H 0 ]g @.18)
S 8) (| -MAu[ConGairte)Ee: + G B)] | LML K, [
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C’est en se basant sur la définition de la passivité (3.13) et (3.14) que nous introduisons
a ce niveau la théorie de la passivité en posant ce qui suit et tout en étant conscient que

c’est ce que nous voulons obtenir :

Vi Es) <y, (4.19)

ou v est I’entrée du systéme.

L’expression donnée par (4.18), peut prendre alors la forme suivante en considérant
4.19):

(acl - gcld )T(gcl - éc:d ) + y.lr[—L—cll Rclécll - L-:Ilecléd + L‘cll vcl - éclld -

Oty (8.) & 0 . (420
a(éc) [[‘M;n[cuu(écnécz )écz +Gm(§CI )]] +[M;”Kml]§czl J:, < iy,

(4.20) est équivalent al’expression ci-dessous aprés quelques manipulations
mathématiques et en optant I’hypothése de I’égalité relative comme montré en [32] et
[33]:

. . » . a (& écZ
)’T["LuRclE.rcsl =L K& + LaiVe —&esta — g(é(é) ) ([_M-'“[C 1(&err8ea)8ea + G (& 1)]:|

0 e | = 370~ 6o — B - Ee) 4.21)
M-—l Kml c3t B cl cld c2 c2d .

exll

En considérant (4.9) et (4.12), nous avons ci-dessous, la simplification de I’expression

4.21):
] ) . X o, (E.) &
-L llR ™ l-Lcllecl c2 Lcl cl T Sest - -1
e é 3 g - * v é Hd a(éc) ([-MulI[chll(gcl’écz)écz +chl(§cl)]J
0

* [M—l Kml]é.vcsl ] =, = (&, —8ad) 4.22)

exll
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Alors la loi de commande particuliére backstepping qui respectera la condition de la

passivité (4.19) est égale a :

- - - 6 o\Sc gcl
Va = Lcl[LclchlécJI +L:‘1chl§:2 +E-c3|d + (;(éé))[[_M-l“[C “(é l E ’)é , +G l(é l)]]+

M—l

exll

[ OKml]§c31]+Ul —(écl _écld )] (4’23)

avec
v, =-Ky, (4.24)

En substituant (4.24) dans (4.23) et en résolvant ses expressions internes, ¢’est-a-dire en

écl

c

calculant la dérivée partielle de a,(&.)par rapport a [ jl , on obtient :

vcl = Lcl[L«-:lchl&-dl + L::llecla.cl + é—c]ld + M;:(lll[ccxll(a.cl’éd )E-‘cl +chl(a-cl)] - M;xIllKrcl
- KI[B(E.ch - &-clld )- B(écll - éc!ld )- (&.cl - écld )] - (écl - &-cld ) ]

La forme définitive de la loi de commande en position similaire a (3.49) est montrée ci-

dessous ;

vcl = Lcl[L;lchlécll + L::lleclécZ - Kl(§c2 - écld)_(écl _acld)
: ) 3 (4.25)
+ écSld + Mcxl I[Call(écl’gcl )écl +chl(§cl )]—McxllKrclécJI]

L’expression donnée par (4.25) remplacée dans (4.7) rend le systéme passif entre
I’entrée v, et la sortie y, par I'intermédiaire de (4.19). La stabilité asymptotique du
systeme est assurée par (4.24) conformément au principe de la passivité. L’expression

(4.25) a la forme générale suivante :
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aao (fc(gc)"'gc(gc)gc}l)"'ulJ (4~26)

Vc = g;ll(§9§3)[—fcl(§cl’§c31) - yO + agc

En considérant (4.25) I’expression de ypest égale a :

Yo =& —&ctg — 8eaia 4.27)

Nous soulignons toutefois un handicap majeur au niveau de I'expression de la
commande donnée par (4.25) qui a des inverses de la matrice des inerties. Cet handicap

n’est pas insurmontable, car Craig [19] a été confronté a ce probléme.
4.2.2 Premiére loi de commande adaptative en position

Toute la logique du backstepping décrite précédemment ne nous a pas permis de trouver
une forme conviviale pour faire une estimation directe des parameétres. Pour faire une
estimation des parameétres, il faut avoir la possibilité de regrouper sous une méme
expression la matrice de masse M, la matrice des inerties C et le vecteur des termes de
gravité G. Dans ces conditions, nous pensons qu’une fagon de le faire est de passer par
le calcul du courant désiré (Ec314). Ainsi, de la maniére dont les calculs vont s’articuler,
le courant désiré pourra étre considéré comme une commande fictive spécifique pour la
boucle du manipulateur de fagon a appliquer une estimation des paramétres par la

méthode directe. Ainsi, définissons I’erreur du courant tel que :

-~

éc}l = gc]l _gc.ﬂd (4.28)

En reconsidérant I’expression du manipulateur déduit de (1.82) comme suit :

M:xll(écl)écl +chll(§cl’§c2 )E_cl +chl(§cl) = Krcl&-c.‘ild + Krclgﬂl (429)



(4.29) peut étre considéré comme un sous systéme qui a une perturbation &_;, et qui est
commandé par K & _,,,. Pour déterminer la loi d’adaptation des parameétres, nous allons

nous baser sur le modéle nominal (sans perturbation).

Mcxll(gcl)écl +chll(§cl9§c2 )gcl +chl(§cl) = Krcléclld (430)

L’expression (4.30) peut se mettre sous une forme compacte en ressortant la matrices

des dynamiques linéarisées comme montré ci-dessous :

Krcléclld = cxl(écl’écvé.bcl )p (4'31)

ou W, est la matrice des dynamiques linéarisées dans le domaine de la tache pour la

boucle de position et p est un vecteur des paramétres estimés égal a [py, pa,.....p22].

Nous allons calculer le courant désiré d’une fagon similaire a Slotine et Li [16], pour

assurer une estimation directe des paramétres. Alors :

écSld = K;CII[Mcxll(écl )§:2 + écxll(écl 7§c2)§:l +chl(écl ) - kdecl] (432)

ou e.; est I’erreur de vitesse.

Pour obtenir la loi d’adaptation justifiant entre autre (4.32), nous allons utiliser la

fonction candidate de Lyapunov suivante :
v= %(eI,Mmlec, +p'T™'p) (4.33)

ou P est le vecteur (22 x 1) des paramétres estimés, et I” est une matrice diagonale de

pondération constante et définie positive. L’erreur de vitesse e; est définie comme suit :
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ecl = écl - &cld + A(écl - écld) (4'34)

ou A est une matrice de pondération.

En considérant :

é:l = éc!d - A(acl - écld) (4'35)

L’expression dérivée de (4.35) donne :

é.~cz = gczd - A(&cl - &c;’d) (4.36)

Alors, (4.34) et son expression dérivée en considérant (4.35) et (4.36) prennent

respectivement les formes suivantes :

€ =&, — o (4.37)
E

écl = .cl _&:Z (4.38)

Les parameétres p du systeme ne peuvent pas €tre connus avec précision. C’est pour cela

que NOUS aurons recours aux parameétres estimés p. Ainsi, en posant l'erreur des

parametres comme suit :

p=p-p

La dérivée de la fonction candidate donnée par (4.33) a la forme suivante :
. T . l g ~Ty -1
v=e, (M &, + 2 M, e)+P TP (4.39)

En sachant que (M__,, —2C_,,,) est anti-symétrique, la forme quadratique est donnée par

exll

ce qui suit :
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el (M, -2C_,)e, =0 (4.40)

ex!l

(4.40) implique I’égalité suivante :

| .
EeIlMcxneu = eIlchllecl 4.41)

Par voie de conséquence, en remplagant I’expression équivalente de (4.41) dans (4.39),

on obtient :

v= ech(M e, +C.e)+ -ﬁTr-lﬁ (4.42)

exll

En substituant (4.37) et (4.38) dans (4.42), on trouve :
\7 = e;:rl(Mcxllé-lcl - Mcxl[&ZZ +chll§cl - Lxlléc’ ) + pTr—Iﬁ (443)
De (4.30),0na:

é = cxll(gcl)[Krclédld :xll(écl’gcl)écl -chl(écl)] (444)

En substituant I’expression de §c2 donnée par (4.44) dans (4.43), on obtient :

V = e:l(Krclédld —chllécl -chl - Mcxllé::l +chll§c’ - cxll&c-) + pTr lﬁ
= eII(Krclgclld - chl - Mcxné.w:z - cxnac’)+ pTr-l~ (4-45)

En substituant aussi I’expression donnée par (4.32) dans !'expression de (4.45), on

trouve :
V=el M (B )Es + Cot (BarnBea)Bs + G (Ba) — ke ]+ PT'P  (4.46)

Supposons ceci :



93

M=M-M , Ia matrice d’erreur d’estimation des masses ;
c=C —C, la matrice d’erreur d’estimation des termes de Coriolis et des forces
centrifuges ;

G = G -G, le vecteur d’erreur d’estimation des paramétres des forces de gravité.

En sachant que les équations dynamiques sont linéaires par rapport aux parametres p

comme on I’a écrit en (4.31), on peut retrouver la méme expression dans (4.46) en

I’écrivant comme représentée ci-dessous :

K;lcxll(a.cl)&:l +(~:cxll(§cl’§c2)§:2 +chl(§cl) = wcxl(gcl’écvé:l’é:z )fj (447)

En considérant (4.47), nous avons une nouvelle expression de (4.46) qui est représentée
ci-dessous :

v= ech(Wmf)' —kye, )+ f"Tr-IP
= _e:lkdecl +5T(WL€C. + r_lf") (4.48)

Si on choisit pour la loi d’adaptation, I’expression ci-dessous conformément a (4.48) :
~T T -1
p (W,e,+I"p)=0 (4.49)

Alors en tenant compte de (4.49),0ona :
v=-elk,e, 6 <0 (4.50)

(4.50) est semi-définie négative. La loi d’adaptation en supposant les parametres

constants et en tenant compte de (4.49) est égale a :

6 = _rwruccl

[
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d -
E{(P' p)= _rwcl;uecl

p=TW'e,, 4.51)

[42.9
Il est a noter que les paramétres du modéle sont constants.

De ce fait, la loi de commande adaptative en position est la suivante :

Ocl = Lcl[L_cll R.& + L::lleclE.rcl =Ko, —8e2a) = (B - &) +

éc}ld + M;xlll(écxll(écl ’&cz )écz + G-:xl (gcl )) - M;xlllKrclgc:Jl (452)

L’expression (4.50) nous assure une stabilité au sens de Lyapunov démontrée par le

lemme de Barbalat [13].
4.2.2.1 Calcul de la matrice W,

Suivant (4.31) et (4.47), la matrice des dynamiques linéarisées W_,, est exprimée dans le
domaine de la tiche. Si précédemment nous avons fait observer que les expressions du
modéle dans le domaine de la tiche étaient trop lourdes a gérer en terme de volume et de
grandeur, il n’en demeure pas moins vraie que la matrice W_, qui en résulte le soit
encore beaucoup plus. Cela peut vraisemblablement étre un handicap non seulement
pour la représentation en terme d’encombrement, mais aussi en terme des calculs
numériques. Ce handicap peut étre pallié si nous faisons une transformation directe a
partir de la matrice équivalente W obtenu dans le domaine articulaire. Cette
transformation peut étre aisément réalisée a partir de I’organisation que nous allons

développer pour la suite.
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Le modéle dynamique du robot dans I’espace articulaire en minimisant la force peut étre

exprimé de la fagon suivante :

T =M(q)q +C(q,9)q +G(q) = W(q.9,4)p (4.53)

ou W est la matrice des dynamiques linéarisées dans le domaine articulaire.

De méme, Le modéle dynamique du robot dans I'espace cartésien peut étre exprimé de

la fagon suivante :

F, =M, (@)% +C,(q.,4)%+G,(q) = W,(x,X)p (4.54)

ou W est la matrice des dynamiques linéarisées dans le domaine cartésien.

Aussi, Le modéle dynamique du robot dans I’espace de la tiche peut étre exprimé de la

fagon suivante :

ch = Mcx(q)xp +ch(q’q)xp +ch(q) = ch(’.‘p’ip)p (4‘55)

ou W, est la matrice des dynamiques linéarisées dans le domaine de la tache.
En tenant compte de la relation suivante [12];
Fo=JT1 (4.56)

Par analogie de (4.53) a (4.54) et de (4.55) a (1.54), on peut déduire les transformations

ci-dessous. Ainsi :

wW,=JTw (4.57)
W =JTW (4.58)
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Par voie de conséquence, en considérant (4.58) les matrices découplées en force et en

position sont alors exprimées comme suit :

Wea = JITW (4.59)
aW (4.60)

[

waz = J
o W, et W, sont les matrices des dynamiques linéarisées dans le domaine de la tiche

respectivement pour la boucle de la position et celle de la force.

Les transformations ainsi appliquées trouvent une solution heureuse au probléeme de la
grandeur des expressions et cela résout et met fin a la conception de la premiére loi de
commande de position. Nous allons maintenant passer a la conception de loi de

commande en force.
4.2.3 Loide commande en force

L’organisation de la boucle de la force suivant (1.83) en tenant compte de la nouvelle

variable du courant peut s’organiser comme suit :

{Mcx.ll&cl +CeiaBer + Gy = KipBesn + i (4.61)

L& +REy + K€ = Vo

avec v,, qui est défini en (1.84).

Dans I’expression (4.61) du manipulateur, nous avons l’expression du courant comme

suit
€ = K:ZI(Mchl&cl +C€e + G — £y (4.62)

En remplagant (4.62) dans I’expression de I’actionneur donnée par (4.61), ona:
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Lc’%cll +R K-l"(M x2 é 2 +C xllg 2 +ch2 - fim)+ K ’a 2=V (463)
2 €2 % re2 cx21™¢2 (S c meld Ve c2

De (4.63), nous pouvons ressortir les deux expressions de la commande en force comme

expliqué en (1.84).

Pour compenser les dynamiques de la force, nous avons :
vcll = Lclécll + RczKr-cll(Mcxll&cl + chllécl + chl) + chza.cl (464)

Pour la commande de la force, nous proposons, pour faire converger la force mesurée
vers la force désirée, une commande de type proportionnel de la forme suivante qui va

assurer la stabilité du systeme :

Ve = RcZK:Z(fd k(£ —f) - kgxf) (4.65)

ou kg, qui est le facteur d’amortissement avec son expression ci-dessous :

(4.66)

Le schéma bloc du systéme en boucle fermée est le suivanten considérant les

différentes forces d’interactions :

(4.67)

fin( = _fmcs = (Mchlé.ch +ch21§c2 + chz - Kn:la.cll) (468)
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Figure 3 Schéma de commande de la 1°* loi de commande

4.3 Deuxiéme loi de commande backstepping force/position

Comme pour la premiére loi de commande, la mise du systéme sous forme de variables
d’état nous permet d’avoir une forme récursive de fagon a réaliser aisément la
conception de la commande envisagée. Ces variables d’état sont exprimées dans
’espace de la tiche par la représentation ci-dessous dont la forme en cascade est
différente de celle obtenue précédemment en (4.7). Posons pour la boucle de la position

donnée par (1.82) les variables d’états suivantes :

gcl = -xp
éc! = écl = ’.(p (4‘69)
S =L

Par voie de conséquence, en considérant (4.69), nous obtenons un systéme en cascade

comme montré ci-dessous :
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E';cl = E;cz
&d = -M-l (chllécz +chl)+ M—l Krclgdl (4'70)

cxll cxll

éc]l = —L-cll(Rclécll + Kml§c2)+ L::ll Vel

Comme nous I’avons préalablement prévu nous remarquons aisément que le systéme en

cascade représenté par (4.70), est différent de celui obtenu en (4.7).
4.3.1 Loi de commande en position avec suivi de trajectoire

La conception de la deuxiéme loi de commande SFB contrairement a la précédente, va
se faire progressivement pour chaque étape récursive décomposée du systéme. Ainsi,
pour assurer la stabilité globale, nous avons jugé nécessaire et utile de considérer la
technique de passivité. Cette technique consiste a s’assurer qu’a chaque étape {i}
décomposée du systéme, nous pouvons avoir respectivement, pour une sortie y,
donnée, une fonction stabilisatrice «,, jouant le rdle de la loi de commande
correspondante, une fonction d’entrée v,_, et une fonction mémoire W,_, qui est toujours
fixée. Nous assurons de ce fait par I’entremise de la fonction stabilisatrice la stabilité a
chaque étape {i} du systéeme. Toute la méthodologie et toutes les relations existantes
entre les différents éléments sont expliquées dans le développement du processus ci-
dessous. Nous aurons ainsi 1’organisation de trois étapes récursives qui correspondent a

chacun des sous-systémes des paliers du systéme en cascade.
Etape 1

Considérons le premier état du systéme tel que :
Ea =& (4.71)

L’expression (4.71) est de la forme :

Ca = f(8)+8(8)5.  (4.72)



o les fonctions f(&_)=0et g(&,)=1.
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En considérant &> comme une entrée virtuelle pour (4.71), il faut d’abord déterminer

une commande stabilisatrice ay et une fonction mémoire Wy comme indiqué en (3.41)

de fagon a ce que :

écl =@yt L,
Yo = (LgWO)T(gcl)

4.73)

(4.73) est un systéme passif avec comme entrée auxiliaire vy et comme sortie yo qui

dépend d’une fonction mémoire Wo.

(4.71) est un systéme du premier ordre, a, et Wy se déterminent aisément.

o, =-K(& —&.1q) + 8

avec Ky est un vecteur de gain qui assure la convergence asymptotique.

1
W, = 5@;4 - &g )T(écl - acld)

La sortie yo qui se calcule a partir de la fonction mémoire W et est égale a :

Yo = 6&: g&,) = aéd_écl Seid

On peut montrer que le systéme (4.73) est effectivement passif, car :

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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wo =(& — & )T(&cl - écld )= (gcl - écld )T(ao +Uy — gcld)
= -Ko(iu _gcld )T(écl - E.lcld) +(§cl - écld )TUO (4-77)

T
SYoYy

Toutes les conditions de stabilisation étant satisfaites, nous passons alors a I’étape

suivante.
Etape 2

Comme précédemment dit, organisons les deux premiers états du systéme de fagon a

constituer I’étape 2 comme montré ci-dessous :

{?c‘ =5 . (4.78)
€ = _Mcxll(ccxllécl +chl)+ M KEen

La fonction stabilisatrice et la sortie de ce sous systeme sont données par les expressions

suivantes conformément a (3.54) et (3.55) :

a, = (M;llllel)_I[Mc_!lll(ccxllécl +Go)=Yo + @, +Dl] (4.79)
Y, =& — 8 + Ko (& —&eiy) (4.80)

avec
@y =-Ko(&:; —&cag) + &c!d (4.81)

La fonction mémoire qui permet de déterminer la sortie y; est :

| |
W, =§(§cl =& )T(écl ‘écld)“";yr)ﬂ (4.82)
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Le sous-systéme (4.78) est passif avec b} comme entrée et comme sortie y;. En effet on

peut montrer que :
W, <ylu, (4.83)

L’entrée auxiliaire v, est choisie de fagon a assurer la convergence asymptotique du sous

systéme passif ci-dessus.

v, =-Kyy, (4.84)

ou K est aussi une matrice diagonale définie positive.

Etape 3

De méme, considérant le modele général (4.70), étant donné que nous sommes au
dernier état, la fonction stabilisatrice a ce niveau déterminera la loi de commande

générale du systeme. Ainsi, pour la sortie nous avons :

Y2 =8 —8ena — (4.84)
La commande découplée se décompose comme suit :
vcl
v, = (4.85)
vcl
avec
v=JTv, (4.86)

La loi de commande en position est exprimée de la fagon suivante :



103

- oa, - oa, - oa, :
v,=Lg, Lc‘l[Rclgcll +chl§c2]—)ll +— Eop +—r €t &
ok, &, 0814
5 - 4.87)
o, a, .
éc’ + p+0’}
aécld ‘ ap
avec respectivement :
oa, - _
fé = (M7 K ) (-T- KK, ey (4.88)
¢l
oa, : - - _ -
—éé_clzgcz = (Mﬂl”Kﬂ?l) I(—MCXI“CCX“ -KO - Kl)(—Mcxlll(chllacl +chl)+ (4.89)
M;xlllKn:lgc.ll)
do. -
LR = (MK ) (14 KK JE g (4.90)
aén:ld
T E oy = (MELK ) (K + K ) @91)
aécld

C’est en remplagant I'expression de la commande dans le systéeme général que nous

obtenons une systéme passif avec comme entrée v; et comme sortie y- .
En effet on peut aussi montrer que :

W, <yju, (4.92a)
v, =-K,y, (4.92a)

Le systéme est rendu asymptotiquement stable par le choix de v; comme ci-dessus

indiqué.

En analysant (4.91) et (4.92a-4.92f), on valide par conséquent I’expression donnée par

(3.55) ou nous avons un systeme passif ct qui est stabilisé asymptotiquement.



4.3.2 Loi de commande adaptative en position

La loi de commande exprimée en (4.91) est valide si nous connaissons parfaitement tous
les paramétres du systétme. Comme cela est loin d’étre le cas, nous allons faire la
conception d’une commande adaptative non linéaire. Comme vous allez le remarquer,
cette conception est originale dans la mesure ol nous ne I’avons rencontré nuile part du

moins pour les revues et articles que nous avons eu le privilege de consulter.

Ainsi, ’expression (1.82) du manipulateur, en tenant compte de |’estimation des
paramétres et de la mise des éléments sous forme de variables d’état peut s’écrire

logiquement de la fagon suivante :

Koo = Wei1 (810 8c20862)P (4.93)
ot Wy, est la matrice régresseur et p = [p1; p2; .-.... ng]T est le vecteur des parameétres

du systéme.

Suivant I’organisation faite a la section 4.3.1 pour la commande de position, 1’adaptation
des paramétres trouvera sa solution au niveau de I’étape 2 car les matrices M et C et le

vecteur G concernés par |’estimation des paramétres s’y trouvent.

Ainsi, a I'étape | définie par I’expression (4.71) qui est valide, ajoutant —§_,, de part
et d’autre, on obtient ce qui suit.
&cl —&aq =8 &y (4.94)

L’étape 2 quant a elle est exprimée comme montré ci-dessous :

{écl - &cld = écz - gcld (495)
Mcxll&c! = _chllécl —chl + Kn:lul

ou u; est considéré pour la circonstance comme la nouvelle commande du systeme.
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Les paramétres p du systéme, ne peuvent pas étre connus avec précision. C’est pour cela

que Nous aurons recours aux parametres estimés p. Ainsi, en posant I’erreur des

parametres suit :

P=p-P

L’expression de 1’étape 2 qui dépend aussi de p, peut étre reformulée comme suit en

tenant compte de I’erreur des parametres :

Bt = 8cta = 82 — 8 (4.96)

{Mcxll +Mcxll}§c2 = -{écxll +écxll}§cl _chl -G +Ku,

- - a ~ ~

ou M C G,..M,,, C et G, représentent les matrices estimées et les

exll? exile cxl? exll

matrices des erreurs.

Apres le développement de (4.96), nous avons ci-dessous une expression logiquement

équivalenta :

écl —écld = écl -écld
> R S - ~ L [A R 4.97)
& =-M [Mcxllécl +Coni&e +ch1] - Mcxll[chllgcl +Gy - Kmlul]

exll

Par rapport a la nouvelle formulation des expressions liée a I’adaptation des paramétres,

par hypothése la loi de commande stabilisatrice a, prend alors la forme suivante :

&x = (M:IIKKI )-I[M:u(éauacz +chl ) (Bt —8era) ~ Ko (Bs —Eay) + écld -
SUSELIEL SCRELIN)|

(4.98)

En sachant que u, = a.,, et en remplagant (4.98) dans (4.97) en place et lieu de uz, on
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aboutit a I’expression suivante qui revét une importance capitale, car elle nous servira de

base pour organiser la loi d’adaptation :

&cl - écld = gcl - §c2d

82 =&y = —M;:Il[mcxllécl +Cungcz + chl]_(gcl —&eia) ~Ko(€a &) - (4.99)
Kl(gcl - éczu + Ko(&m - écld ))

Nous tenons a faire remarquer que [4.99] respecte bien I’hypothése 3.1 du chapitre

précédent.
4.3.3 Recherche de la deuxiéme loi d’adaptation des paramétres

Dans la majorité des cas, lorsqu’on fait la conception d’une loi d’adaptation, comme on
I’a fait pour la premiére loi de commande, mathématiquement on s’appuie toujours sur
une fonction candidate. C’est en calculant la dérivée de cette fonction candidate et en
adoptant une certaine logique liée a la commande, que la loi d’adaptation peut étre mise

en place.

La deuxieme loi d’adaptation des paramétres que nous allons mettre en place s’appuiera
sur une fonction candidate de Lyapunov. Cette fonction candidate sera issue de notre
propre fonction mémoire conformément a la stabilité due au principe de la passivité.
Notre argumentation se justifie pleinement lorsqu’on se réfere au théoréme 3.3.1 du

sous-chapitre 3.3.

Ainsi, en reposant la fonction mémoire déduite de I’étape 2 qui prend la dénomination

de fonction candidate de Lyapunov comme suit :

| 1 | S
W, =§'(§cl =& )T(gcl —E.bcld)+5leyl +EPTF lp (4.100)
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En substituant (4.80) dans (4.100), puis en calculant la dérivée de cette nouvelle fonction

mémoire, on obtient les résultats ci-dessous:

wl = (gcl - écld )T(&cx - &cld) + [écl - gcld + Ko(écl - gcld )]T[écz - écld + Ko(écl - écld )] +
p'Ip (4.101)

En considérant les valeurs de éc, et éd déduit de (4.99) puis en faisant respectivement

leur substitution dans (4.101) on obtient ce qui suit aprés quelques manipulations

mathématiques et des simplifications :

W, = -y MG, WP - (€. i VKo —&a) -1 Ky, +P TP (4.102)

exll "7 e

Si pour I’adaptation des parametres nous prenons I’expression suivante tirée de

(4.102) comme suit :

—yIM W, P+P T 'p=0 (4.103)

exil " Ve

alors la dérivée de la fonction candidate exprimée par (4.102) prendra la forme ci-

dessous assortie du respect de la condition des systémes passifs. Ainsi :
W, = ~(&ei —Eaia) Ko B —Eaia) — Y1 K1y £ -y Ky, (4.104)

La condition (4.104) étant aisément vérifiée et satisfaite, nous pouvons ressortir la loi

d’adaptation des parameétres a partir de (4.103) comme suit :

F'p=WI My, (4.105)

cxl

(4.105) est logiquement équivalent a :
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6'—' rTwcilMc:;lyl (4.106)

ou M-

cxll

doit toujours étre définie positive et un mécanisme indicateur doit vérifier la

validité de cette condition.

De (4.106) nous avons I’implication ci-dessous :

d . -
(PP =TTWI My, (4.107)

(4.107) nous donne ce qui suit :

-p=r"WI My, (4.108)

cxl

De (4.108) nous avons la loi d’adaptation suivante :

p=-T"WI My, (4.109)

cxl

Comme nous I’avons dit précédemment, les paramétres p du systéme sont constants.

En définitive, la loi de commande adaptative en position est la suivante :

- oa, : oa, : oa, -
va =L, Lcll[Rclgcll + chlacl]-)ll +—L&,, +—LE Lt
agcl aécl a&cm
- . (4.110)
oa, é +6a, B+ J
achd e aﬁ :

avec respectivement .

86, .
iaz;cl !

= (M_I Kn:l )_I(_i - KlKO)écZ

exll



aal ' =(M-l l(rcl)-l(_&inl écxll -KO —Kl)(—M;ll(écxllécl +chl)+

"E c2 exll exll
M;xllll(rclédl)
oa, - - -
_lacm = (McxlllKrcl) l(l +K /K, )écld
agcld
oa. - . B .
—Igczu = (McxlllKrcl) l(Ko +K, )éczd

Les expressions matérialisant la commande de force sont les

exprimées en (4.64) et (4.65).

En considérant :
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mémes que celles

_ -1
fcim - RclKrc’fim (41 I l)
avec fiy qui est calculée en (4.68).
Le schéma bloc du systéme en boucle fermée est le suivant :
) L
13 B
E L Ey— ".ald'ﬁclfl.'z\ 1L,
ey - T
Scad 1S "':—

—_— . ‘ Modéle décaupié 3] contneue .
Géne- 9« 9. G / ~® ‘oourlapostion T __ e positon C'C . g &,
rateur > - . —¥ L] A Trans

de > Calcul des efo!SSIYOHSY i o F——% formaton fum
trajectoira | d“d';‘am':m‘:';a'::':m‘s’_ ® _i_. woscr %
dansle e - T o vaoleleaa, = .
plan " / g Modele dacoupié o convsser | ]t » e Gacde
P / pour la force _ cetoca | — -
Ean 7 CogsSere —_— :
R —
/ -t S
’ . — _—
“ /‘/ Kify, —o+ — Kl —
" ‘ e —
’ L - ‘
, . > Kg—#- -
/
, pr———
h-———-‘ ‘—'- h

Figure 4 Schéma de commande de la 2°™ loi de commande

(2°™ adaptation des paramétres)
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4.3.4 Loide commande adaptative en force

La premiére loi d’adaptation étant valide, nous allons chercher une méthode pour avoir
plus de robustesse au niveau de cette adaptation des parameétres. Cette robustesse se
trouve aisément en faisant intervenir les éléments de la dynamique de la force dans
I’expression de I’adaptation des paramétres. Ainsi, avant de passer a la mise en place de
la loi d’adaptation des parametres comme ainsi préconisé, nous allons analyser au
préalable la loi de commande adaptative pour la force et nous allons convertir les
expressions de la force en courant. Nous garderons quand méme [’appellation de
commande en force en sous-entendant que c’est un contrdle en courant. D’ailleurs un
courant est I’équivalent d’une force en électrique. Nous faisons remarquer une fois de
plus que la conception qui va suivre reléve d’une contribution originale puisqu’elle
n’existe nulle part ou du moins par rapport aux revues et articles que nous avons eu le
privilege de consulter.

Nous allons de prime a bord considérer la transformation suivante dans [’optique de
faire une commande en courant au profit de celle en force. Ainsi nous allons poser la
relation entre la force et le courant comme suit :

Krcléim = f

int 4.112)
Nous pensons logiquement que I’organisation de la boucle de la force peut se faire en
substituant I’expression de la force d’interaction f;,, donnée par (4.112) dans (4.61) eten
tenant compte de I’adaptation des paramétres qui en découle suivant la logique du sous
chapitre précédent. Ainsi, nous avons une nouvelle expression du modéle dynamique

comme suit :

Mchl&cZ + Mcxlléc! +ch2léc2 :*.chllécl +Gc.x2 +ch2 = KmZE.IcJZ + KcmE-liru

- (4.113)
L& +R,E Gy +K 08 = Ve,



L’expression (1.84) étant toujours valide pour le découplage.

(4.113) est logiquement équivalent a :

Mcx!lé.!cl +écx2|§c2 +chl = Kmléclz + Krcléim - Mcxll&cl -écxllécl _chl (4 1 14)
chécsz + Rclgclz + chzécl = ch .

En posant :

_Mcﬂlécl -Ecxllécl —G 2 = _wcxglﬁ “.1 |5)

[+ 94

En remplagant (4.115) dans (4.114), on obtient :

Mc.xllé.d +écxll§cl +écx2 = Krcléc]l + Kmléim - chllb' (4 l 16)
Lclgcll + Rclgcll + chzécz = i"cz

L’expression du courant déduite de (4.117) du manipulateur est donnée par I’expression

suivante :
€ = Kb (Mazier + ConBe + Gt ~ KB + WoraiB) @.117)
En remplagant (4.117), dans I’expression (4.116) de I’actionneur, on a :
Lodes + RaKEMenba +Cana + Goor + WP+ Kperir = Voo + RoaBin (4.118)
Si pour compenser les dynamiques de la positionon a :

ocl = Lcl&cnd + RCIK;‘I(MchIécZ + écxllgcl +ch2) + chzacz + {’cll (4l 19)

alors pour la dynamique de la force, on aura
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RclKr-cllwcxllﬁ = Rc2 int + OCIZ (4 I2O)

De (4.119), la premiére commande de la force qui compense les dynamiques est

exprimée comme suit :

‘.’cll = Lcléclld + RclK;ll(Mcxllécl + écxllgcl + écxl)+ chlgcl (4 121)

Tout en sachant que la force d’interaction est I’opposée de la force mesurée, nous

pouvons logiquement poser :
&Jcim = —écmcs (4 122)

En considérant (4.122), nous avons la deuxiéme expression de la commande en force

comme montré ci-dessous :

Cam

Vezz = Rea[Easas =Ky G = Berza) Ky s = Ecsaa)] (4.123)
4.3.5 Recherche de la troisiéme loi d’adaptation des parameétres
Pour mettre en place une troisiéme loi d’adaptation valide, nous aurons nécessairement

besoin d’une expression contenant les termes des dynamiques linéarisés. C’est pour cela

que nous allons substituer (4.122) et (4.123) dans (4.120) :
R K;IZWCQIE = —Rczgmcs + RcZ[écJZd - kp(gmcs - éc]ld ) - kv(&mcs _&clzd )] (4'124)

e

Apreés simplification de (4.124), on obtient :
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KAW,0B = —(K, + D e — Ecs2a) = Ky s = Ecza) (4.125)

La troisieme loi d’adaptation se fera en tenant compte simultanément de la boucle de la
force, qui est représentée par le courant, et de la boucle de la position. C’est pour cela
que nous allons développer I’adaptation des parametres de position séparément de celle

de la force avant de les sommer dans un méme vecteur pour avoir une adaptation

commune.

Ainsi, pour la position, on peut mettre au préalable (4.99) sous forme matricielle en

posant respectivement :

e, =& ~8&u (4.126)
avec
gcl - E.«cm ]
&y = 4.127
E-'C écd l:acz - gcld ( )
€, =k &, (4.128)
ou
" " &cl - écld }
E. =B, =| 3 (4.129)
! l:icz —écld

En considérant (4.129) et (4.128), (4.127) et (4.126), (4.99) prend alors la forme

suivante :

e = 0 I Sei — Geud 0
" l:_l— KiK, -K,- KlJ[icz "éczd:|+|:_Mc-:uwcx;5:l (4.130)

(4.130) qui représente |’expression qui va nous servir pour I’adaptation des paramétres

au compte de la boucle de position est de la forme :
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¢, =Ae, + W, p (4.131)
avec respectivement :
A, =I: 0 ! :I (4.132)
-1-K, K, -K,-K,
Wayg = [ ~ -,0 :I (4.133)
—Mcxllwcxl

Comme pour la position, posons les expressions ci-dessous pour la force :

ef = amcs - éc.’ild (4 134)
€ = é-!mcs = éclld (4.135)

En considérant (4.134) et (4.135), (4.125) prend alors la forme suivante :

K W,..P = —k.& —(k, + e, (4.136)
(4.136) est logiquement équivalent a :
- P k, +1
Kn:ll:chZp —-éf—( [l)( )ef (4137)

De (4.137) nous pouvons ressortir |’expression unique de ¢, comme montré ci-dessous :

(k, +1)
&= &

v

(4.138)

Kr-cll wcxzﬁ
k,

(4.138) est I’expression qui va nous servir pour I’adaptation des paramétres au compte

de la force. Comme pour les deux précédentes commandes, nous allons nous baser sur
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une fonction candidate. Ainsi, en mettant (4.131) et (4.138) sous forme matricielle, on

a:

. A, 0 W,..
é e
[}’J: 0 (k, +D [ "}+ KW, [P (4.139)
¢, -—kv e; ——kv
(4.139) est de la forme :
¢.=Ae +Wp (4.140)
ol nous avons respectivement :
A, 0
A=l _K*D (4.141)
k,
aug
Wo=|_ KW (4.142)

En considérant maintenant la fonction candidate de Lyapunov ci-dessous suivie du

calcul de sa dérivée, on obtient :

v(t)=elQe +p'T'p (4.143)
v(t)=¢'Qe, +elQe, +2p'T'p (4.144)

La matrice A. de (4.140) étant stable, cela signifie qu’il existe une matrice Q définie

positive telle que :



116

ATQ+QA =-I (4.145)
En remplagant I’expression (4.140) dans (4.144), on obtient :

v(t)=(e]AT +P'W)Qe, +e]Q(A e+ W p)+2p'T'p

=e[(A{Q+QA, Je, +2P W, Qe +25'T'p o
En substituant le résultat de (4.145) dans (4.146), on obtient :
v=—ele, +2p"W'Qe, +2p'T'P (4.147)
Si I’on choisit pour la loi d’adaptation, I’expression ci-dessous
2p'WiQe, +2p T 'p=0 (4.148)
Nous avons alors I’expression (4.147) définie comme suit :
v=-ele <0 (4.149)

(4.149) est semi-définie négative et nous assure une stabilit¢ au sens de Lyapunov

démontrée par le lemme de Barbalat. Alors on choisit p en résolvant (4.148) :

['p=-W'Qe, (4.150)

(4.150) implique ce qui suit :

p=-TW'Qe, (4.151)

cette derniére expression donnée par (4.151) nous permet de poser :



117

d
—(p-p)=-TW'Qe
yy (p-p) : Qe
d’ou
-ﬁ = -rthQec
La loi d’adaptation est alors égale a :

p=TW'Qe, (4.152)

Le Q de la loi d’adaptation est la solution de I’équation (4.145) de Lyapunov.

Nous avons en définitive, les lois de commande adaptative pour la position et pour la

force comme suit :

-~

, da, . oa, : oa, .
vcl = Lcl[Lcll[Rclédl + chlécl]_)'l + l : éc’ + l g

7, e, e,

cld +
(4.153)

i\,a:ll = Lcléc]ld + RclK;cll(Mcxll&cl +écx2|éc2 + chl) + chlgcl (4154)
Ocl‘.’ = chl[éﬂd - kp(émcs -&na)— kv(&mcs - ém )] (4.155)

Le schéma bloc du systeme en boucle fermée est le suivant en considérant :

écmcs = K;‘ngcs (4 156)
Eemes = KitEmes (4.157)
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Figure 5 Schéma de commande de la 2° loi de commande(3°" adaptation des
parametres)

4.4 Gestion des tiches

Dans ce sous chapitre, nous allons expliquer les conditions dans lesquelles les
simulations ont été effectuées, en dépit des perturbations qui peuvent étre occasionnées.
L’objectif ici est celui de créer des conditions pour que les simulations numériques
soient le plus prés possible de la réalit¢ pratique et avec comme préoccupation
principale, assurer pour la commande en force, une bonne adhésion entre la fin de
’effecteur du robot et son environnement de travail aussi bien, lors du premier contact,

que tout le long du suivi de trajectoire.

Pour les deux conceptions des lois de commande que nous avons eu a réaliser, nous
avons bien spécifié la fonction des deux boucles de rétroaction pour les différentes lois
de commandes de force, a savoir que la premicre devait compenser les dynamiques de

la boucle de force, tandis que la deuxiéme imposera la commande de force proprement
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dite. Dans la structure de la commande en force, il est nécessaire d’imposer d’une
maniére ou d’une autre un amortissement. Ce probléme peut étre réglé directement ou

indirectement suivant la nature de I’expression de la commande obtenue :

- Directement si la structure de la commande mise en place inclut un facteur
d’amortissement ;

- Indirectement si la commande n’inclut pas ce facteur d’amortissement concerné.

Dans les expressions de la premi¢re loi de commande en force, le probleme de
I’amortissement est réglé directement. Cela se matérialise par I’expression de
I’amortissement représentée en considérant la vitesse X, dans la direction de la
contrainte, la matrice des inerties en force Mc2; et un gain de force k. Le produit de ces
trois éléments (k, x M_,, x X;) soustrait de toute la dynamique de force, nous assure
I’existence d’un certain amortissement dans l’expression de la commande en force
comme cela est représenté en (4.65). Cette expression atténue les oscillations aussi bien
lorsque I'outil accoste sur la surface de travail pour le cas du premier contact que

lorsqu’il est en pleine exécution.

Par contre, il peut s’avérer que dans les résultats de la conception d’'une commande en
force, cette expression d’amortissement ne peut pas s’intégrer dans la forme générale
comme pour le cas de la deuxiéme commande de notre conception donnée par (4.123).
Ce handicap peut étre pallié suivant différentes méthodes. Pour ce qui concerne notre
seconde loi de commande, nous avons pensé a mettre en place une loi de commande en
force qui fonctionnera parallélement a la commande réelle. Le principe est celui de tenir
compte de la loi de commande ainsi congue lors que I’outil est en contact avec la surface
de travail. Si cette condition n’est pas remplie, on fait appel a une commande parall¢le
qui a pour objet uniquement d’introduire I’expression de I’amortissement de fagon a
faire revenir I’outil en contact avec la surface de contact afin d’assurer efficacement son

amortissement pour une meilleure adhésion entre la fin de I’effecteur et la surface de
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contact. Il est a noter que cette loi de commande paralléle ne fonctionne que d’une

maniére temporaire, c’est-a-dire juste le temps de remettre I'outil en contact avec la

surface de travail. La transition douce de cette loi de commande est assurée par un

commutateur qui permute la loi de commande auxiliaire. La différence avec la loi de

commande valide c’est qu’elle a un facteur d’amortissement en plus. Sur le plan

pratique, avec une vitesse moyenne, |’aspect de I’amortissement est quasiment nul sur la

surface de contact.

4.5 Parameétres du systéme

On entend par parametres du systeme, le regroupement organisé des masses, des inerties,

des longueurs et des centres de masses. Ces parameétres peuvent étre répertoriés dans

un tableau comme montré ci-dessous et sont valables pour [’architecture du robot

expérimental a quatre axes :

Tableau V

Paramétres du systéme

Pl =m| +m2 +m3+m4 Py =lxx4 pl7 =mJYJL2
2 2 2 = 2
p, =1, +m,x;+m,L; +m,L; + Pio = Iy pis = mL3
2 2
m,z; +m,y; +2m,z,L,
2 = - 2 2
p; = Mm;y; Pu =Ll Pis =L+ myy; +mLy+
m,z; +2m,z,L,
Ps= _mlzl +m3y3 —mlL] pll = ml pzn = m4zi
Ps = MYy, Py =msL, P, =M,z
Ps =m,L; ps =m,L;L, Py, =myz,L,
P; =l pis =m,L,
ps=1,,; P =m,z,L,
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Valeur des paramétres :

Masses : m; =3.71 kg ; my;=3.72 kg ; m3=9.165 kg, ms = 1.156 kg ;
Longueurs: L,=0.1731 m; L,=0.11229 m; L3=0.1769m

Centre de masse : x2=0.1151m; y3=0.2301 m;

Inertie: [z22=3 kg.mz; Iz3 =4 kgm’; ly3 =7kgm?’; Ix3 =7 kgm’;

Parameétres électriques :

L=[3.16 0 0;0 3.16 0;0 0 3.16] x10°Vs/A ;
R=[11.500;0 11.5 0;0 0 11.5] Ohm;
Kr=[2.124 0 0; 0 2.124 0;0 0 2.124] Vs;
Km={200;020;00 2]Vs;

La trajectoire désirée est un triangle tracé dans plan avec les coordonnées suivantes :

05 A +A U, B, +A,V,
A= 05 ;B=|A, +A,U, | et C=[B, +A,V,
-(D,+A xA +B,xA)/C, A,+AU, B, +4,V,

ol Ay=2, B;=0.1, C;=0.47 et D;=-0.5 sont les éléments du plan, U, U, U,V,, Vet
V. les vecteurs directeurs de I’équation du plan. A, A, A,, B, Byet B, sont les

coordonnées initiales des points A, et B. Le temps de parcours entre les points A, B et
Cest Ti=A/vu, 1=1,2,3.4=0.5, AL,=0.5 et A; = 0.4 déterminent la distance entre
les points A, B et C et V, = 0.25m/s est la vitesse.

4.6 Résultats de la simulation numérique

Nous allons vous présenter les résultats des simulations numériques pour les deux lois de

commandes adaptatives congues. Il est a noter que les deux premiéres lois d’adaptations
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des paramétres 3 des petites différences prés, nous donnent les mémes résultats. C’est
pour cette raison que nous ne donnerons que les résultats de la premiére loi d’adaptation
des paramétres concernée par la premiére loi de commande et de la troisiéme loi

d’adaptation des paramétres concernés par la deuxiéme loi de commande.

Les résultats dans I’ensemble sont acceptables pour les deux cas de figures précités.
Nous précisons toutefois que nous avons plus de robustesse au niveau de la troisiéme loi
d’adaptation des paramétres en tenant compte que la force a été convertie
spécifiquement en courant et I’adaptation des paramétres est faite avec les deux boucles

de rétroaction.

4.6.1 Résultats de la premiére loi de commande

v
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déplacement sunant Y(m) 01 o043 dépiacement suivant X(m)

Figure 6 Trajectoires désirée et réelle du robot en trois dimensions dans un plan
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4.7 Analyse des résultats de la simulation

L’analyse des résultats de la simulation se fera d’une maniére globale et comparative
entre les deux types de conceptions des lois de commandes. Les résultats du suivi du
triangle désiré obtenu pour les deux commandes comme le spécifient les figures 6 et 16
sont trés corrects. En bleu, nous avons les triangles désirés, tandis qu’en rouge nous
avons les triangles réels. Ces performances communes peuvent vraisemblablement
s’expliquer par le fait que les deux lois de commandes pour les positions obéissent i la
méme logique de conception. Les suivis des positions cartésiennes sont acceptables
comme le montre les figures 7 et 19. Il en est de méme pour les vitesses et accélérations
montrées respectivement par les figures 9, 21, 11 et 23. Aussi en bleu, nous avons les

courbes désirées, tandis qu’en rouge, nous avons les courbes réelles. Les erreurs de suivi
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pour les positions, les vitesses et les accélérations sont négligeables comme le montre les

figures 8, 10, 12, 20, 22 et 24.

Le suivi des forces réelle (courbe en rouge) et désirée (courbe en bleu) pour la premiére
loi de commande montrée a la figure 13 est parfait tout comme pour la figure 14 dont
I'effort désiré est nul. Il en est de méme pour le suivi des courants réel et désiré
représentant les forces pour La deuxiéme loi de commande comme cela est montré a la
figure 25. Pour une force désirée nulle, il n’est pas possible d’avoir un courant nul parce

qu’il y a une dynamique qui existe.

Les paramétres estimés du systéme montré aux figures 1S, 16 et 26 convergent mais pas
vers les valeurs réelles. Ils convergent rapidement quant les conditions initiales
correspondent aux valeurs réelles de ces paramétres comme le montre la figure 16.

Toujours est-il que I’essentielle est la convergence.

Les commandes du systéme donné par les figures 17 et 27 se comportent normalement.

4.8 Conclusion

Nous avons fait la conception de deux lois de commande SFB en considérant la théorie
des systemes passifs. Au préalable, la matrice des dynamiques linéarisées (W)
concernée pour I’adaptation des parameétres dans le domaine de la tache n’a pas été
calculée par le regroupement des matrices d’inertiec et des forces de Coriolis et du
vecteur des termes de gravité. Nous avons fait une transformation directe de la matrice
équivalente (W) du domaine articulaire au domaine de la tiche en utilisant la matrice
jacobienne. Cette transformation qui est plus pratique de cette fagon est d’autant plus
bénéfique dans la mesure ou il y a une réduction trés remarquable de la quantité des
termes générés d’une part et de la simplification notable des calculs symboliques d’autre

part. Les deux lois de commandes sont différentes sur quatre aspects a savoir :
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- la forme récursive du backstepping de la premiére loi de commande est différente
de la seconde. La premic¢re a une forme pure du backstepping et n’a qu’une seule
étape en avant. La deuxieme a la forme d’un systéme de la rétroaction linéarisante

ayant une forme triangulaire, c’est-a-dire qu’elle a la forme strict-feedback ;

- les fonctions candidates de Lyapunov et la méthodologie pour les trois lois
d’adaptation des parameétres concernant les deux lois de commandes sont
différentes. La premiére loi d’adaptation des parametres est une combinaison de la
conception de Slotine et Li et de la théorie des systémes passifs. La deuxiéme est
une exploitation logique d’une fonction mémoire répondant a toute la logique de
la passivité. Enfin la troisiéme est une loi d’adaptation qui prend en compte les

deux boucles de rétroaction en force et position ;

- la commande de force pour la seconde loi de commande concernée par la
troisi¢éme loi d’adaptation des paramétres est faite par le biais des courants réel et
désiré, comparativement a la précédente qui est faite directement par les forces

réelle et désirée ;

- enfin le facteur d’amortissement pour la simulation numérique pour la deuxiéme
commande est tenu compte par une conception parallele. Cet aspect du probléeme

est préocupant lorsqu’on exploite le robot pour des vitesses assez elévées.

La conception de la commande strict-feedback du backstepping, nous a permis de
conserver une bonne partie des non-linéarités du systéme. Les résultats de la simulation
numérique sont satisfaisants sur un plan général. Les paramétres convergent comme on
’aurait souhaité. Lorsque les conditions initiales sont prises arbitrairement, la
convergence n’est pas instantanée. Ce handicap est vraisemblablement di d’une part a
la dérivée de la fonction candidate exprimée en (4.50) qui est semi-défini négative et

d’autre part aux inversecs des matrices des inertics contenues dans la loi d’adaptation des
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paramétres. Comparativement aux autres algorithmes tel que le feedback linéarisant,
nous avons |’avantage d’avoir des efforts de commande qui sont acceptables. Un des
inconvénients mineurs est matérialisé par des expressions matricielles qui sont assez
lourdes a gérer en temps de calcul et qui ne sont pas trés compatibles avec les inverses
des matrices concernées par la loi d’adaptation des différentes estimations des

parametres. Toutes les erreurs de suivi sont dans les limites d’acceptation.

Le découplage du systtme a cet avantage d’imposer une commande de force a la
convenance du concepteur pour une méme commande de position. Nous pouvons ainsi
imposer une commande en force proprement dite et une commande en courant pour une

méme commande de position.

La prise en compte de la boucle de la force dans la troisieme loi d’adaptation des

parameétres procure aussi des résultats acceptables.



CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS

Nous avons d’abord fait la modélisation cinématique et la modélisation dynamique d’un
robot expérimental. Nous avons ensuite mis au point une trajectoire triangulaire suivant
la génération polynomiale d’ordre 5 couramment appelé splines quintiques. Nous avons
poursuivi par 1’élaboration d’un résumé qui concerne les théories du backstepping et
des systémes passifs. Nous avons enfin terminé par la conception de deux lois de
commande adaptative par la méthode SFB en force force/position assortie a trois lois

distinctes pour I’adaptation des parametres.

La modélisation cinématique nous a permis d’avoir le controle des positions, des
vitesses et des accélérations du robot a tout instant de son évolution lorsqu’il exécute
des tiches. La modélisation dynamique quant a elle nous a fait ressortir le modele
dynamique du robot qui est I’élément de base pour la conception de la commande. A
base du modéle dynamique obtenu dans le domaine articulaire, une conversion
aboutissant dans le domaine de la tache a ¢té réalisée. Ce modele dans le domaine de la
tache a été découplé en deux dynamiques dont une pour la position et I’autre pour la
force. Nous faisons toutefois remarquer que le type de robot qui a fait I’objet de nos
travaux génére des expressions trés complexes. Cela est un handicap non moins

négligeable pour les calculs symboliques.

La génération des trajectoires consiste par le biais des manipulations mathématiques, de
mettre en pratique une figure géométrique faisant office de trajectoire désirée. Notre
trajectoire a été réalisée dans un plan en tenant compte de toutes les transformations

possibles liées aux différentes matrices de rotation.

Afin de permettre a tous les lecteurs de la présente thése de mieux cemner le file
conducteur de nos recherches, nous avons pris le soin de résumer d’abord la technique

du backstepping dans une vuc globale. Ensuite d’une maniére spécifique, nous avons
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mis en exergue la théorie de la passivité qui est un concept trés important pour le
backstepping. Le développement de la théorie de la passivité nous a amené a établir les
liens étroits avec d’autres notions telle que la stabilité, I’optimalité, la dissipativité, la
détectabilité et I’observabilité. Ces différents concepts définis soit sous formes de
théorémes ou de lemmes, nous ont servi de prés ou de loin pour la conception de nos

deux lois de commande.

En prélude a la conception des différentes lois de commande, une représentation d’état
respective pour chaque conception s’est avérée nécessaire. Cette représentation d’état
tient compte d’une part de la boucle de I’actionneur, et d’autre part du découplage du
systéme en force et en position. Cette fagon de faire est incontournable a notre avis car,
c’est par ce biais que nous pouvons ressortir les formes du backstepping et du SFB
telles que nous avons voulu les exploiter. La conception des deux lois de commandes
adaptatives, qui tient absolument compte des formes précitées ci-dessus et, avec la prise
en compte des notions de passivité, nous fait ressortir d’une maniére ou d’une autre le

caractére original de nos recherches comme cela est spécifié ci-dessous.

- L’originalité de la premiére loi de commande se distingue par la combinaison du
backstepping, de la passivité et de I’adaptation des paramétres par la méthode
directe qui est comparable a la logique de Slotine et Li.

- L’originalit¢ de la seconde loi de commande se remarque aisément par la
méthodologie de conception. Cette méthodologie se distingue d’une part par
I’exploitation du SFB et de I’introduction d’une fonction candidate de Lyapunoy qui
refléte une bonne partie de la structure de la fonction mémoire des systémes passifs
pour le compte de la deuxieéme loi d’adaptation des paramétres. D’autre part cette
méthodologie est mise en exergue par la transformation logique du résultat de la
commande en force que nous prenons le soin de convertir en courant. L adaptation
des paramétres pour la troisiéme loi englobe aussi bien la boucle de position que

celle de la force. Cela nous assure par conséquent une fiabilité remarquable.
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Le fruit des différentes lois de commande obtenu a fait I’objet des simulations
numériques. Les résultats des simulations obtenus dans son ensemble sont assez
concluants a I’exception des paramétres qui ne convergent pas avec la rapidité qu’on
aurait souhaité. Ce handicap est vraisemblablement lié a la fonction de Lyapunov qui est
semi-défini négative, aux inverses des matrices des inerties et aux expressions qui sont
trés grandes et lourdes en calculs numériques. La différence obtenue par rapport a la
deuxieme loi de commande nous ressort certes une différence de conception mais qui
malheureusement n’est pas aussi significative qu’on I’aurait souhaité par rapport a
Pestimation des parameétres. Nous aurions souhaité que les paramétres du systéme
convergent rapidement. Aussi pour une force désirée nulle, la premiére loi de commande
réagit comme il se doit, c’est-a-dire que le suivi de force se fait a 0 sans pour autant
perturber le reste de la dynamique. Pour la deuxiéme loi de commande et troisiéme
adaptation des parameétres fd = 0 n’implique pas &_;,,= 0. Ceci peut s’expliquer par le
fait que le courant est lié a toute la dynamique de boucle correspondante par conséquent
la fd=0 ne peut pas mettre toute la dynamique a 0. Aussi bien pour un cas comme pour

I’autre, aucun cycle limite ne se produit.

Une des limites observées au niveau de la deuxi¢éme loi de commande est que le systcme

ne supporte pas des efforts élevés (10 N étant le maximum).

Aux titres des recommandations, nous suggérons que les simulations soient effectuées
avec un découplage qui tient compte d’une part de la mobilité de la surface de contrainte
et de la direction de la contrainte orientée suivant un angle précis. Aussi une
expérimentation pratique mais sur un robot manipulateur a deux axes peut étre
envisagée. La conception d’une commande backstepping en prenant en compte le

concept de la redondance est aussi recommandée.



ANNEXE 1

Matrices de transformation homogéne et matrices de rotation pour quatre axes
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1.1 Matrice de transformation homogéne

La matrice de transformation homogéne, composée de la paire cinématiques, (rotation et

translation) a la forme générale et conventionnelle suivante avec la théorie de D-H [10] :

ce, - 50, 0 a,_,
2 S6Ce,, C6Ca,, -Sa,, -Sa_d, (A.1.1)
S6Sa,, COSa_, Ca,_. Ca_d,
0 0 0 1

ou la partie rotation est une matrice 3x3 constituée exclusivement des trois premicres
lignes et des trois premiéres colonnes de (A.1.1). La partie translation quant a elle est un

vecteur 3x1 constitu¢ des trois premiéres lignes de la derniére colonne.

En appliquant la forme générale donnée par (A.1.1) et le tableau III, on obtient les
matrices de transformation homogéne pour chaque axe ou articulation du robot comme

montré ci-dessous :

1 00 O G -5 0L
op |0 100 IT=S,GOO.
"Tloo 1 4 ¥ 710 0 1L
C, -S, 0 L, G -5 0 0
, - 0 0 -1 -
0 I IR % (A.1.2)
S, C, 0 0 s, GG 0 0
0O o0 o0 1 0 0 0o 1
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1.2 Matrice de transformation homogéne dans le référentiel de base

La matrice de transformation homogene dans le référentiel de base s’exprime en faisant

successivement les calculs donnés par la forme générale suivante :

IT=TxT.......... x"'T (A.1.3a)

Ainsi pour le cas présent de quatre axes, nous avons :

OT=Tx.Tx3TXIT (A.1.3b)

Les calculs qui s’effectuent cependant d’une maniére récursive ont les résultats

2

suivants :
ST=ITxiT
1 0 0 0(|C, -5 0 L ¢ -S 0 L
01 0 Of}|S G 0 O S ¢ 0 0
= - = (A.1.4a)
001 4|0 o 1 0 0 0 1 4
00 0 1]i{0 0 0 1 0 0 0 1
IT=TxT
¢ -5, 0 L C. -S. 0 L. CC, -CS, S, CL,+L,
_ S ¢ 0 O0|fo o -1t o - SC, -§§, -C S,L, (A.1.4b)
0 0 1 d
0

dl|ls, ¢ 0 d, S, C, 0 d+
p|Le o o0 o O 0 0 1

IT=1TXT
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cC, CS, S, CL,+L]l[c, -S, 0 o0
[s¢C, -8s, -C, SL, {|[0 o0 -1 -L
ls, ¢ 0 d+d, ||S, ¢, 0 0

0 o0 0 1 0 0 0 1

CC.C,+SS; -CCS;+SC, CS, CS,L,+CL,+L,
_|sicC,-CS; -SCS,-CC, SS,  SS,L,+S.L,
X -S.,S, -C, —-C,L;+d,+d,

0 0 0 1

(A.l.4c)

1.3 Matrice de rotation

La matrice de rotation "|R comme on I’a spécifié au chapitre 1.1 est la sous-matrice

(3x3) de la matrice de transformation homogene donnée par (A.l.1). Elle a

naturellement la structure de la forme suivante :

Co, -S6, 0

"'R=[S0,Ca,, C6Ca,, -Sa,, (A.1.5)
S6Sa,_, COSa,_, Ca,,

Pour le calcul pratique du robot pour quatre axes, on peut calculer toutes les matrices de
rotation "R soit en appliquant (A.1.5), ou en les lisant directement dans les matrices de

transformations homogeénes.

0 0 -l|;/;R=|0 0 -l (A.1.6)
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La matrice de rotation ,_|R est la transposée de la matrice ""'R.

Co, SOCa,_, S6Sa,,

R=[-S8, COCa,, COSa, (A.L.7)
0 —Sa,;_, Ca,_

Aussi, on peut calculer toutes les matrices de rotation ,_|R pour le robot expérimental a
quatre axes en utilisant (A.1.7), ou a défaut, en transposant respectivement les matrices

de rotation obtenues en (A.1.6).

1 00 C S 0
JR={0 1 0Of; R=|-S, C, 0f;
0 01 0 0 1
G 0 S C, 0 S,
fR=|i—S_ 0 G |; ;iR=|-S, 0 C (A.1.8)
0 -1 0 0 -1 0

1.4 Cinématique directe du robot

La cinématique directe exprimant le mouvement de translation comme on I’a spécifiée
au chapitre 1.1 est déduite du deuxiéme élément de la paire cinématique qui est un

vecteur inclus dans la matrice de transformation homogene (A.1.4c). Elle est égale a :

CS,L;+CL,+L,
Hi(q)=| SS,L;+S|L, (A.1.9)
-C,L, +d,

Comparativement a (A.1.4.c), nous allons considérer ici di= digigialc + d2.
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C’est dans le souci de ne pas alourdir inutilement les expressions que nous ne I’avons

pas inclus dans les calculs de la cinématique inverse.

1.5 Cinématique inverse du robot pour quatre axes

Le calcul de la cinématique inverse consiste a résoudre le systéme d’équations donné par
la cinématique directe. Toutefois, si le nombre d’inconnues est supérieur aux nombres

d’équations, on fait recours a la matrice de rotation.

Ainsi, suivant (A.1.9), nous avons respectivement les expressions ci-dessous :

px =Ci(S:Ls+ L)+ L, (A.1.10a)
(A.1.10a) implique I’expression suivante :
T (A.1.10b)
S,L, +L,
De méme en considérant
py = Si(S:L;+L>) (A.l.11a)

nous avons (A.1.11a) qui implique le résultat suivant :

Py

S =—*1— A.Lllb
'S,L+L, ( )

Aussi en tenant compte de
p. =-C:L;+d, (A.1.12a)

nous avons (A.1.12a) qui nous donne le résultat suivant :
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c,=—B*% (A.1.12b)

Pour trouver I’expression du premier angle, nous allons considérer (A.1.10b) et

(A.1.11b) pour obtenir :

q, =atan2(p,,p,-L)) (A.1.13)

De méme si nous voulons obtenir I’expression du deuxieme angle, nous allons multiplier
de part et d’autre (A.1.10b) par C; et (A.l.11b) par S,. Ces produits nous

donnent respectivement :

C\ P, = C}(S:L; +Ly) + CiL, (A.1.14a)
SiPy, = §7(S:L3 +Ly) (A.1.14b)

En faisant la somme de (A.1.14a) et (A.1.14b)on a :

Ci P+ S;Py = C}(S:Ly+ L) +LiC, + S} (S2L; + L)
=(S;L; + Loa)(CP + §7)+L,Cy (A.1.15a)

(A.1.15a) est logiquement équivalent a :
CiP+ §; Py -LiC; = S;L;+ L, (A.1.15b)

(A.1.15b) implique ce qui suit :

S. = Cp, +Sp,-LC - L,

A.1.16
2 L ( )



De (A.1.16), nous avons le deuxiéme angle comme suit :

Cp. +Slpy -LC, -L,
L,

q, =asin( ) (A.1.16b)

L’obtention du déplacement de I’articulation | s’obtient de (A.1.12a) ou on peut tirer la

relation ci-dessous :
di =p, +CL; (A.1.17)

Le calcul de I’angle q; se fera comme on I’a si bien dit a partir de la matrice de rotation
du robot. Ces calculs ont été déja effectués au sous chapitre 1.5.1.2 du chapitre 1. Le

résultat qui nous intéresse est celui donné par (1.16¢) :

‘Y:—-l»—q3 (A.I.IS)

Ainsi de (A.1.18), on obtient :

G=Y-7 (A.1.19)



ANNEXE 2

Calcul des vitesses angulaires et linéaires
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2.1 Calcul des vitesses angulaires

Le calcul des vitesses angulaires s’effectue suivant les formules des axes qui peuvent

étre soit rotatifs, soit prismatiques [12].

Axe rotatif :
i‘lw,'q:i’,'IRiw,- +9,-¢li+lz,-,l : (A.Z,l)
avec
0
6.°'Z.,=0 (A2.2)
91\!
Axe prismatique :
"lwid:":Riwi (A.2.3)
avec
0
‘0,=|0 (A2.4)
0
2.1.1 Axe 1 prismatique
En appliquant (A.2.2), nous avons :
0
'w,=,R°w, =0 (A.2.5)

0



2.1.2 Axe 2 rotatif
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En appliquant (A.2.1), pour le reste des axes qui sont rotatifs, nous aurons

respectivement ce qui suit :

‘w,=R'w, +0,'Z,
0o (O 0
={o]+] 0 [=f 0
0] 4] L4

2.1.3 Axe 3 rotatif

Comme précédemment, nous avons les résultats suivants :

2 X
‘0,=R0, +6,°Z,

C, 0 S,[0] [0] [S.4,
=-S, 0 G/l|0|+ 0]|=Cgq,
0 -1 0 ql 42 ‘iz

2.1.4 Axe 4 rotatif

De fagon similaire, nous avons ce qui suit :

‘w,=R0,+6,'Z,
C, 0 S;||S4 ]| |0
=|-s, 0 c,|{cg |+ o0
0 -1 0] g, 49;

(A.2.6)

(A.2.7)
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CS.,q, +8,9,
=1-8;8,9, +Cyq, (A.2.8)
-C,q,+q;

2.2 Vitesses linéaires de chaque articulation

Comme pour les vitesses angulaires, le calcul des vitesses linéaires se fait suivant

les formuies des axes rotatifs ou prismatiques [12].

Axes rotatif

iy =Rev+e,P.) (A.29)

I

Axes prismatique

“y. ="R(Cv+o/P,)+d,"Z,, (A.2.10)

i i Tiel
2.2.1 Axel prismatique

En appliquant (A.2.9),0na:

l V| =01R(0 Vn"'owoopl) +‘I| lZ‘;l

1 0 offo] [o]) [0] [o
=(0 1 of|o|{+f0|{+|O]|=]0 (A.2.11)
0 o tj|o]| |o]) |d,| |d
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2.2.2  Axe2 rotatif

En appliquant (A.2.9) pour le reste des axes qui sont rotatifs, nous aurons
respectivement ce qui suit :

2

*v,=R('v,+'®,'P,)

c, s o]([o

o]} [0
=|-5, C, o|||o|[+|of[=]0 (A.2.12)
0 o 1{|ld] |0} |4

2.2.3 Axe3 rotatif

Comme précédemment, nous avons les résultats suivants :

‘vi=RCv,+’ 0, P)

¢, o s]([o] T

i j ok G, 0 s, (o 0
=|-S, 0 GI|{|o[+{]0 0 4, ||=[-5, 0 C]|{|0]|+|Lg,
0 -1 o]\|d] L 0 0 0 -1 oflld, || 0
C, 0 S, [ 07 |84
=|-S, 0 G ||Lg, |=| Cd, (A.2.13)
0 -1 0| d | -de,}

2.2.4 Axed rotatif

De fagon similaire, nous avons ce qui suit :

4 ipg3 33
v,=;RCv;+ @,°R)
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fc, o0 s, [ s.4, i ik c, 0 s,[s.4, L.d,

=|-S, 0 C,|| Cd, |+|S:4, C4, 4. |[=[-S; 0 C,|| Cd, |+ 0

[0 -1 0f|-Lyd, 0 -L, 0 0 -1 0}{-Ld,| [-LS.q,

(¢, 0 8] S, d,+Lg,

=-S, 0 C, C.d,

-0 -1 OJ 'del‘Lss:QI

C;(Szd, + L]QJ)_SJ(LzaI + Lssth)

= -S,(S.d, +L,q,) - C,(L.d, + L,S,q,) (A.2.14)

_Czdléh

2.3 Positions du poignet

Les positions du robot py, py et p, résultent de la cinématique directe donnée par (A.1.9).

px = Ci(S:L; +L)+ L, (A.2.152)
py = Si(S:L; +L») (A.2.15b)
p. =-C:L; +d, (A.2.15¢)

2.4 Vitesse linéaire du poignet

Les vitesses linéaires du robot sont obtenues en calculant respectivement les dérivées

premiéres des positions du poignet obtenues par rapport au temps :

v, =-S,(S,L, +L,)q, +C,C,L.q, (A.2.16)
v, =C,(S,L, +L,)q, +S,C, L4, (A.2.17)
v,=S,L,q, +d, (A.2.18)
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2.5 Accélérations linéaires du poignet

Les accélérations linéaires du robot sont obtenues en calculant respectivement les
dérivées secondes de (A.2.16), (A.2.17) et (A.2.18) par rapport au temps :

v, = ‘ClszLJQIZ -25,C,L,q,4, -S:S,L 4, —CISZLJQ§ +C,C,Lyq, _Clefhz
S\L.4,

(A.2.19)
v, = 'Slszsfhz +2C,C,L 4,4, +CS,L,§, -S,S,L;q; +S,C,L,d, -S,L.q; + (A.2.20)
CL.q,
v, =C,L,q3 +8S,L.4, +d, (A.2.21)

2.6 Vitesse angulaire du poignet

Les vitesses angulaires du robot, par rapport au repére {0}, ci-dessous sont obtenues en

faisant le produit de la matrice de rotation issue de (A.4) par la vitesse angulaire (A.2.8).

‘o, = R'w,

C,G,C, +S,S,
= 5,G,C,-Cs,
5,

-CGS;+5C, CS,
-—S,CZSJ - Cxcs SISZ
-S$,S, -G,

CJSZqI + SJqZ

-5,5,G, + Cyd» (A.2.22)
‘Cqu + qs

o, = C,C2C§qu, +C,C,CS,q,+C,S,S8,S,q, +S,S§(’12 +C,CZS§SIC'|l -
C.C,C8,4,-5,C,S,S,q, +S,C§(’|2 -CS,C.q, +CS.q,
=C,C,8,9, +8,4, -C;8,C,4, +C 8,4,
=8§8,q,+CS,q; (A.2.23)

o,

= S,C2C§qu, +8,C,CS;S,4, -C;S,CSq, - C|S§Qz +

S|CZS§52Q1 -§,C,C;S44, +C,C,S,S,q, “Clcifh -S§;5,C.q, +5,5,9;
= SICZSZqI ‘CIQz _SISzCz(h +8152QJ
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=-Cq,+S,S,d, (A.2.24)
o, = Sicifh +8,8,C4q, + sgsi‘iI -S,5,C,q, +C§Q| -C,q,
= Siq, +C§‘.II _szh
=q,-C,q, (A.2.25)

2.7 Accélérations angulaires du poignet

Les accélérations angulaires du robot sont obtenues en calculant respectivement les

dérivées premiéres des vitesses angulaires obtenues ci-dessus par rapport au temps :

o, =C4q4, +S5§4,-55.44; +CCq.4, +CS.q, (A.2.26)
d)_v =8,4,9, -C,4, +CS,q,4, +S,C,q.9; +S,S.4; (A.2.27)
d’: = q.l + szqzqs -Cliil (A.2.28)

2.8 Matrices de vitesses linéaires et angulaires du poignet

Les vitesses lin€aires et angulaires issues des sous sections 2.4 et 2.6 du robot, par

rapport au repere {0}, peuvent s’écrire respectivement sous formes matricielles

comme suit :
-S,(S,L; +L,)q, +C,C,Lyq,
‘vi=| C,(S,L; +L,)q, +S,C,L,q, (A.2.29)
S,L,4, +dl
S,q, +CS,q,
‘e, =|-C,4, +S,S,4, (A.2.30)

ql ‘C:QJ
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2.9 Matrice jacobienne

(A.2.29) et (A.2.30), peuvent se mettre ensemble sous forme matricielle.

v.] [0 -S(S,L,+L,) CC,L, 0 ]
v,| [0 C(S.L,+L,) SC.L, o0 [4,
v 1 0 S.L 0 ]
J=| *|= 2=3 4 (A.2.31)
o, 0 0 S, CS: 14,
o,| |0 0 -C, S8, |4,
(o, ] |0 1 0 -C, |
De (A.2.31), on obtient la matrice jacobienne ci-dessous :
[0 -S,(S,L,+L,) CC,L, 0]
0 C(S.L,+L,) SC,L, 0
1 0 S,L 0
J= 23 (A.2.32)
0 0 S, Cs,
0 0 -C, S§,
0 1 0 -C, |

2.10 Pseudo-inverse de la matrice jacobienne

La pseudo-inverse de la matrice jacobienne est donnée par I’expression ci-dessous [11].
=TT (A.2.33)

En appliquant cette formule de la pseudo-inverse, on effectue aisément les calculs ci-

dessous :



Jn=

I3
3

-

-

2=

oI
DT ¢!
53
T !

Jv =(JTJ)-IJT =

__SLCG,
CL+1
SI(SZL3 +L2)

Jh=

Py
0 I
0 I,
0 Jg

_SLSC, .y _S
cLll+1" " Cll+1” T° CLE+1

~C,(S,L, +L,)

Ci-L}-13-2S,L,L,+CIL3 -1’

-C,CS,

Ci-L}-L}-2S,L,L,+CiL} -1

k4

-

_CCL . _SCL, .

CLi+1" 7* G+
C.S,(S,L, +L,)

S

J = b hd 9 9
i +1)-2S,L,L, - -1} -1

-C,C,(S,L;+L,)

?

CI(Li+-2S,L,L, - -3 -1’

;o < GlS:(CL - L3 - Ly - +2L5L,],
Y Cci(+p-2S,LL, - - -1

Jis=

J
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i DO e
N (A.2.34)
Is Ji

S,LS, . _S.LiC,

*

-C,C,S,

+

J’ = 2 B 9 RN ;
*Cl-L-L}-2S,L,L, +CL} -1

—-1+C2

3 3 B 22 ; J’ = 3 3 B = P IEE] ;
Ci-L-L3-2S,L.L,+CILy-1" "* CI-L}-L1-2S,L,L,+CIL -1

+ C]

-1 . - .
CL+1" ¥ i+

S,[Sz(CiLi - Lz} - LZ: ~-1)-2L;L, +2C§L2L3] )

. _ —=C,(-L}+C3L} -2L,L,S,

Cy(L3+1)-2S,L,L,-L}-L% -1
-Ly) |

O -LE-12-2S,L,L,+CLE -1

v

(A.2.35)



ANNEXE 3

Energie cinétique
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3.1 Formule de P’énergie cinétique

L’énergie cinétique d’un systéme robotique a la forme générale suivante :
k(g.4)= 2k (A3.1)

ou ki (i=1,2....n) qui est I’énergie cinétique pour chaque articulation i du robot, est la

somme des énergies cinétiques dues a la vitesse linéaire et a la vitesse angulaire [12].

1 L 14
ki=—m V. v +— ‘0 “lo, (A3.2)
2 (¥ < 2 t [ 4
on m;, v, ‘@] et “I sont respectivement la masse de Iarticulation i, la vitesse

linéaire du centre de masse de I’articulation i par rapport a {0}, la vitesse angulaire du
centre de masse de I’articulation i par rapport a {0} et la matrice caractérisant le tenseur

d’inertie du centre de masse de ’articulation i par rapport a {0}.

L’énergie cinétique totale k(q,4 ) comme le montre (A.3.1) est la somme des énergies k;

composées des énergies cinétiques dues aux vitesses linéaires 5 m o

<t

v, et angulaires

l iw,'rdl,'w,- .
2

3.2 Energie cinétique due a la vitesse linéaire

Comme expliqué au sous chapitre 3.1, I’énergie cinétique due a la vitesse linéaire a la

forme générale suivante [12] :

v v, (A.3.3a)

ct ct

Kilincaire = 1 m
2

L’expression de la vitesse du centre de masse est la suivante :
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oy, = 4% (A.3.3b)

dt
ou °P, est le vecteur coordonnée du centre de masse de I’articulation i par rapport a
{0}. Les calculs de (A.3.3b) ne peuvent étre possibles que si nous connaissons
respectivement les vecteurs de gravité et les vecteurs de centres de masses. Nous avons

ci-dessous, le tableau résumant les vecteurs de gravité.
Tableau VI

Vecteurs de gravité

Articulations Vecteur de gravité
I gi=[00g]
2 g=[600]"
3 g=[g 0 0]"
4 g=[g 0 0]

Le calcul de (A.3.3b) est aussi possible, si nous calculons la matrice de position des
centres de masse dans laquelle nous pourrions ressortir les coordonnées des centres de
masses °P.,. Au préalable, il convient de mettre en place les matrices de transformation

des centres de masse qui sont eux tributaires des vecteurs des centres de masses.

3.2.1 Matrice de transformation des centres de masse

Nous avons dans le tableau ci-dessous, les coordonnées du centre de masse de

I’articulation i par rapport au référentiel {i}.
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Tableau VII

Vecteurs des centres de masses

Articulations | Vecteurs du centre de masse
1 'Ry =[xi 0 0]
2 Py =[x 0 0]
3 Py=[0y;0]
4 P=[00z]

A partir du tableau VII, nous pouvons établir les matrices (4x4) de transformation des
centres de masses. Ces matrices sont composées d’une sous matrice concernant la
matrice d’identité et d’un sous vecteur concernant le centre de masse comme montré ci-

dessous.

1 0 0 x| 1 0 0 x,
l 010 O , 010 0
cT= ? c:T= *
! 001 O 2 001 0
0 0 0 1] 0 00 I
1 0 0 0] 1 00 O
010y 0100
’T= 'l AT= A34
€3 001 O o4 0 01 gz ( )
0 0 0 1] 0 00 1

3.2.2 Matrice des positions des centres de masses

Les matrices de positions des centres de masses sont calculées en faisant le produit de
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la matrice de transformation par rapport a {0} par la matrice de transformation des

centres de masse correspondante.

Ainsi, nous avons ci-dessous, tous les développements de un a quatre axes :

1 0 0 O
C°T=‘1Txc'T=O 1 00
! Y10 0 1 d,
0 0 0 1
C, -S 0
0T=0Tx ZT= Sl Cl O
c2 = c2 0 O l
0 0 O

CC, -CS,

SC, =SS,

oT= 4T T

0 0

CC, -CS,
_ SICZ _SIS'.’

s, G

0 0

ST=Tx T

C,C,C, +S,S,
_|sc.c,-Css,
- S,C,

aT="Tx;T (A.3.5a)
I 0 0 x,{ (]l O O x
01000100 (A35b
001 0[]0 01 d -3.5b)
000 1||loo0 o0 1
L1 0 0 x,] [C =S, 0 Cx,+L,
offo 10 0| |s ¢ o Sux (A350)
dlloo1 oo o 1 4 ¢
1ffo oo 1|0 o o I
S, CL+L][1 0 0 0
-G S\L 01 0 y,
0 d, 001 0
0 I 000 1

S, -GSy, +CL +L
-C, -$S.y,+S

! 203+ Sk (A.3.5d)
0 C.y; +d,

0 1

-C,CS,+S,C, CS, CS,L,+CL,+LJ1 0 0 0
-§,C,S$,-C,C, SS, SS,L,+SL, [0 1 0 0
-S,S, -C, ~C,L,+d, [0 0 1 z
0 0 1 000 1
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C,C,C,+SS, -C,C,S,+SC, CS, CS,z,+CS,L,+C/L,+L,
|S,C,C,-CS; -S,CS;-CC, SS, S8,z +SS,L, +S|L,
1 s,C -S.S, -C, ~C,z, -C,L, +d,

0 0 0 1

(A.3.5¢)

3.2.3 Coordonnées des centres de masse

Les coordonnées des centres de masses sont les vecteurs substitués aux matrices de
position des centres de masse c’est-a-dire, les trois premicres lignes de la derniere

colonne. Nous avons ainsi les résultats suivants :

X, Cx,+ 1L, C,(-S,y;+L,)+L,
OPcl =|0]; OPcz =| S 5 Opcs = S$,(-S,y;+L,) >
d, d, C,y; +d,

C,(S,z, +S,L, +L,)+L,
’Pes =|  Si(Ssz,+S,L;+L,) (A.3.6)
-C,(z, +L,)+d,

3.2.4 Vitesses linéaires des centres de masse

Les vitesses des centres de masses sont obtenues en calculant la dérivée premiére des

positions des coordonnées des centres de masse.

-$,x,9, S,S,y;-L)4q,-CC,yq,
y Ve = Cxq, | Ovcs =[-C,S,y; +L,)q,-SC,y,q, | ;
d, d, -S,y,4, +d,
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-S,(S,z, +S,L, +L,)q, +C,(C,z, +C,L,)q,
v, = C,(S,z, +S,L, +L,)q, +S,(C,z, +C,L,)q, (A3.7)
-S,(z, - L;)q, +4,

On peut maintenant déterminer les différentes énergies dues a la vitesse linéaire de

chaque articulation.
3.2.5 Calcul des énergies cinétiques dues a la vitesse linéaire de chaque axe

Comme nous l’avons spécifié en (A.3.3a), la formule pouvant déterminer |’énergie

cinétique due a la vitesse linéaire a la forme générale suivante :

l 0o 1O
_! T
lincaire = m v, v

k

Ainsi pour chaque articulation, nous allons appliquer I’expression ci-dessus.

0
k[lim'um.' = %mlov:lovcl =%”’l [O O dl] 0 = %'nld'l2 (A'3'83)
d,
1 \ 1 -§,x,4,
Uineaire — Em‘.'ovcrl ch=‘2'”12 [_Sl'thl Clxlq.l dl] Clxlql
d,
l 2.2 >3 1.2 92
=5 ma(Sixidy + Clxidy +d7)
1 2.2 72\ — 1 72 1 2.2
= '2'”'2(—‘24: +d, )_E”del +5m_,x2q, (A.3.8b)

l o710
k = 5”’3 Ves Vs

3lineaire
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) S,(S.y,-L,)4, -C,C.yi4,
= E’m:[sx(sz)'s -L:)q,-CCyq. -C(S:y;-L:)q,-S,Cyiq: -Syyiq, +dl] -GSy, -L,)q, -.SICZYSQZ
-S,y,4. +d,

l Tnd 1.2 Ve o 2. . 2 7 2.3 . . h =
=5m§[(s|.s:.}’;q{ -8,5.CC.y;44, -S5,8,.CC.y344. + GG viqy +CCS L,vi4q, -S; S, L.y:4;

+CGC,S,L,y,44, +512L§‘i|2) "’(Cllszz)’i‘il: +GCS,5.C.y34,4 _CES:L:.VJ‘ilz
'*'SlClS:C:.VJ:‘il‘i: +SfC§y§d§ -5CGGC Ly44, _CIZS: L:Ys‘ixl -$,CCLy44, +Cl2 Liqlz)

+($1y34: - 28,y,4.d, +d})

l 302 2.2 1. . 2 .3 T2 2.2 .. 2,41.2
=Em3[(sfsf}’§qf -28,5,CC.yi4.4, - 2SS, Lyi4y +CTCyiq: +2C G S\ L y,4,4, +S; Lr4;)

"'(Cllsz:ygqlz +2C15152C2."31q1‘i: '2C1252 L"..ySqI: +SIIC:'Z.V32‘i§ -25,CC,L,y,4,4, +C['L§qf ‘*'(S:lyszqzz'
zslqu'ld-l +d;)

l T . . S I} 3.2 2 3.2 . 3 )
=5'"3 (S:v3q; —2S,L,viqy +Ciyviqs +LiG;  +5:¥3q; = 28,¥,9.d, +d))

l v » 3 l v .9 l %3 .
=5m} (8:¥y =28, Ly, + L-:)qf+5"13 Yiq: +5”’3df - mS,y,4.d, (A.3.8¢)

_ o 10
k-tlincairc - Em-t Ves Vs

) -8,(S,z, +8,L; +L,)q, +C\(C,z, +C,L,)q, ' -5,(S,z, +S,L, +L,)q, +C,(C,z, +C,L,)q,
=§m‘ C,(S.z, +S,L; +L,)q, +5,(C.z, +C,L,)q, | x| C/(S,z, +S,L,+L,)q, +S,(C,z, +C,L,)q,
=S,(z, - L,)q, +d, ~S8:(z,-L,)9; +4,
1 . . 2
= Eﬂh(‘s;(SzZ: +S,L; +L,)q, +C,(C,z, +C2L3)Q2) +

(C.(S:2. +S,L, +L,)a, +S,(Cyz, +C,L,)a, )" +(~S,(z, - L,)q, +d,)

1 mj(df +28,(z, +L,)a,d, + (L3 -CiL; - 2Ciz,L, +28,2,L, J (A38d)

2 T\ +2S,L,L, -Z;C; + L% +22,L, +23)q; +(L} +2z,L, + 22)43

3.2.6 Energie cinétique totale due a la vitesse linéaire

La formule de I’énergie cinétique totale due a la vitesse linéaire revét la forme



163

suivante :

k(inéairt':Zki =k|" i +k2" N S +k4-‘ i (A.3.9a)
t

22 2.3 92 202 2,2 l 2.2 12
=lmxdf +%m:x§q; +%mzdf +Elm3(S§y; -28,L,y; +L3)4; +E“‘3Y§Q5 +%m3df

-m,S,y,d.d, +%m4df +%m4(ZSzz4 +2S,L,)q.d, +

%m4(L22 -CiLy-2Ciz,L, +2S,2,L, +2S,L,L, - z;C; +2z,L, + 2} )4; +

%mi(Lz3 +2z,L,+20)q3

m,X; +my(Sy; - 2S,L,y, + ;) +
= %(m. +m, +m; + m,)d; I L} -CiL} -2C3z,L, +2S,z,L, q +
428,L,L, -2C2 + 13 +22,L,+22 )| (A3.9b)

. 3 l ) Ty e
Sz(—m3y3+m4L3+m424)qzd,+Em4(L'3+224L3+z;)q§

3.3 Energie cinétique due a la vitesse angulaire

La formule pouvant déterminer I’énergie cinétique due a la vitesse angulaire a la forme

suivante :

Lipraie, (A.3.10)

iangulaire 2

Les matrices des tenseurs d’inertie “I., sont des matrices diagonales, définies positives
qui comportent les éléments des inerties correspondants a chaque axe comme montré ci-

dessous.
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I, 0 0 I., 0 0
L=l 0 I, 0]; =0 [, O (A3.11)
0 0 I 0 0 I

3.3.2 Energies cinétiques dues i la vitesse angulaire de chaque articulation

Les énergies cinétiques dues a la vitesse angulaire de chaque articulation sont calculées

en appliquant (A.3.10).

klungulaire =-;—la)lrﬂlla)l = 0 (A'3'12a)
l l I.u’l O 0 0 ] l
klanguluire =52 w;-"z[:wz =E[O 0 ql] 0 1,\,1'2 0 0= quzl.':l (A'J' 12b)
0 0 [.,]l4q]
I.r.rJ 0 0 ] Slql
l 3 _Tc3 l - . . .
K umgutaire =5 0,0, =5[szq| C.4, qz] 0 I}}'B 0 || G4
O O I::}_ 42
l Y. 7.9 «
=5 (sS2] +1,C3a] +1sd3) (A3.12¢)
1 c . . . ) .
K s angutaire =54(’)I 4140)4=[C352q, +8,4, -5;8,9,+C,q, -C.q, +CI3]
I, O 0 CS.49, + 34,
0 /7, 0 ][-554 +GCq,

0 0 1:4 "Cqu +‘i3

1 102-2 1.2 . . 1 12 .2 2.2 . .
= Elxu(CSSEQY +83q; + 2C382q,S3q3) +5[)y4(5355q; +C3q; —ZSJSZq,C3ql)+
(A.3.12d)

l 7.9 . ) . e
glm(qu: +d; -2C,q,4;)
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3.3.3 Energie cinétique totale due a la vitesse angulaire

L’énergie cinétique totale due a la vitesse angulaire est la somme de toutes les

différentes énergies dues a la vitesse angulaire.

kangulaire = Zk: = klangulain: + klangulairc + k’ gular + kJ gulai (A'3'I3a)
1
1., 1 2.2 2.2 2y, | 20242 . @242 s Qs
= 5 L +5([ussz(h +[yy3C2ql +lu3¢l:)+_2'lu4(csszq1 +834; +2C 8,4 ISJqI)
l T~Y. 7.9 . - 1 2.9 .3 - .
+51u(S38347 + €142 - 28,8,4,C0, )+ L (€47 + 45 -2C,4.0,) (A.LI3b)

3.4 Energie cinétique totale

La formule de I'énergie cinétique totale est la somme des €nergies totales dues aux

vitesses linéaires et angulaires comme montré ci-dessous.

K=k

linéaire + angulaire

(A3.14)

m,x; + my(S3y; —2S,L,y, +L3) +
l b2 l I, 3.9 b .3
K=—(m+m, +m,+m,)d; +— L5 -CiL5 -2Cyz,L, + 28,2, L, q; +
2 2 mJ - - - - -

+28,L,L, -zC; + L} +2z,L, +z;

%(‘stszh +2m,S,L, +2m,S,2,)q,d, +

S+ 22l + 2043 + 41T + 3 (LoSHE +1,,Ca1 +1,,00)+

¥

| 1022 2.2 . . | 1e2:2 2.2 . .
Elga(CSSSQI +83q; +2CJSZqISJqZ)+Elyy-l(S}Squ +Ci4; ‘zsssz‘hCJQ:)

I 1.2 o) . .
+5lm(ng,' +q; _ZCZquJ)
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-mzx§ +my(Siy; —28,L,y; +L3) +
L} -CiL} -2Ciz,L, +2S,z,L,
(#2S,L,L, - 2IC2 + 2 +22,L, + 2

1,S; +1,,,C3+1

-2
+h+ Q)+

1 .
=5(m' +m, +m, +m,)d; +% m

CiS; +1,.838 +1,,,C3 |

x4

l . l 2 b 2 2.2
552(-2m,y3 +2m,L, +2m,z,)q,d, +—2-m4(L'3 +2z,L, +z; +1,,, +1,.S5 +1,C)q; + (A315)

xxd

l .2 . .
Elmqs +(lu4csszss - l,wssszcs)ql‘h -1,.C,4,9;

(A.3.15) peut étre harmonisé en opérant a un regroupement adéquat des masses, des

longueurs, des inerties et des positions des centres de masses comme montré ci-dessous :

hi h) hi
p,=m,+m,+m,+m,;p, =, +m,x; +m,L} +m,L} +m,z] + m,y; +2m,z,L, ;
= 2. = . = . = . . — .
P; =myy;; ps=-mzg+my;—-mbLy; po=myy;; po=mlL;ip, =l py=ly;;
P =l Po=1,. Pu=l.; P =my P =mL, ; p, =m,L;L,
.
pis =m,L, ;pyg =m,z,L; ;p,; =myy;L; spy =m,L;

2 2 2 . — 2., = . =
Pio =Ly +myys +m Ly + myz +2m,z,L; ; py =m,z; ; Py =Mz, ; pyp =myz,L,

De ce qui précéde, nous obtenons une nouvelle expression pour I’énergie cinétique

totale.

| | Pssg -2p;;S; ‘Plsci —2p16C§ +
K= Epldlz +; 2p,.S, +2p,S, - oncg + P7S§ + (hl -p.S,q.d, +

" pyCl +Pp,CiSE +p, SIS +p,,C (A3.16)

1 ) T S . . . .
'2‘m¢(P|9 +PeS; +p1C3)49;3 +EP||QJ +(psC;S.S, - pmssszcs)‘h% -piC.4.9;

3.5 KEnergie potentielle

La formule permettant le calcul de I’énergie potentielle a la forme générale suivante :

u=-m; g/°P, (A3.17)

ci
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Nous appliquons le concept de (A.3.17) pour trouver ’énergie potentielle de chaque

articulation.

X

u=-m[0 0 g] O|=-m gd (A.3.18a)
d,
C L

w=-m[0 0 0| 0 |=0 (A.3.18b)
| 2, +d,
[-C,S.y, +C L + L,

w=-m3[g 0 0]| -SSy,+SL [=-m3g(-CS,y;+C/L,+L)) (A.3.18c)

C,y; +d,

CS,z, +CS,L, +C\L, + L,
w=-myfg 0 0] SS,z+SS,L,+SL,
-C,z, -C,L, +d,

=-my g(CS,z, +CS,L,+C|L,+L)) (A.3.18d)
3.6 Energie potentielle totale

L’ énergie potentielle totale est la somme de toutes les énergies potentielles de chaque
articulation.

U=y (A3.19)

1

D’ou:

=-m, gd,+0-m;3 g(-C,S,y, +C/L, +L,)-ms g(CS,z, +CS,L, +C,L, +L))

=-m,gd, -g(m,L, +m,L,)-g(-CS,m,y, +Cm,L, +CS,m,z, +

A3.20
CS.m,L, +C,m,L,) (A-3.202)

(A.3.20a) peut aussi étre harmonisé en opérant a un regroupement adéquat des
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masses, des longueurs, des inerties et des positions des centres de masses comme montré

ci-dessous :

ps = Myy;; Ps =m,L;; P, =my; pi; =myL, ; pis=myL,; Py =Mz,

P» =m,z, +m,L, +m,L,.

De ce qui précede, nous obtenons aussi une nouvelle expression pour |’énergie

potentielle totale.
U= -gp.d, - 8Py -8 (-PsCS, +p;;C,+pyCiS, +pC,S, +p1sC)) (A.3.20b)

3.7 Résolution de I’équation de Lagrange

L’équation de Lagrange est caractérisée par la formule suivante :

_d_%__aﬁ_'_aU =1 (A.3.21)

dtoq 8q oq
Les éléments de (A.3.21), vont étre calculés individuellement.

1 Calcul de g—k

q
par rapport a d, :
=pd, - P.S:9, (A.3.22a)

par rapporta q, :

Pssg -2p;;S, - plsci - 2pl6C§ +
=12pxuS; +2p,S, - p20C§ + P7S§ +1q, ""(chsszsz - PisszC:)q: - p,,Cqu(A-3-22b)

-

Pscg + P«)C§S§ + Pmsisg +p,C;
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par rapporta ¢, :

b 2 2 25, 1 .
==-p,S,d, +(pys +PL5 + PeS; +PiC3)q, ""E(chsszss - plOSJSZC3)ql (A.3.22)

par rapporta q, :
=puds —P,C:4, (A.3.22d)

2°™ Calcul de 4 %k

t 0
par rapport a d, :
= pd, —p.S,§, - PS> (A.3.23a)
par rapporta q, :

_ [Pz + Pssi -2p,,S, - p|3C§ _2p16C§ +2p,,S, +2p,, S,

) 3 ) .09 1.9 - "+ CSIS— SS’C "’—
—PxC: +P;S; +pgC; +pyC3S; +PpyeS3S: +p,,C3 :lql (p9 25 T PS5 S)q-

[ 2p;S,C, -2p,,C, +2p,,S,C, +4p,S,C, +
2p,,C, +2p,,C; +2pyS,C, +2p,8,C, - Q. | p,C,C.S, -\,

. 1y
2p,S,C, +2p,C3S,C, +2p,S;S.C, +2p,,S,C, l 3 1

_+(‘P953CJS§ + PloSJCJSi )(IJ
(Pq(Cisz -838,)=p,o(C3S, - S3S, ))qus +PuS:9.4;

p,Cad; + (C23b)




par rapporta q, :

= ‘P¢8281 +(piy +PsS; + P10C§ )i, +(psC,S.S; — P1S;8.C;)d,
-p,C,d,q, +(2p,S;C; - 2p,,S;C;)q.4; +(psC;C,S; - poS;C.C; )QIQI +

(P9 (C§52 - sti) ~ P (SzC§ + SzS§ ))‘LQJ
par rapporta q, :

= p.d; -p,,C.4,

3™ Calcul de ok
oq

par rapport a d,

par rapporta qi :

par rapporta q»:

P:S.C; —py;C; +pisS,C, +2p,S,C, +
1 PGy + PG, +PaS,C, +p:S,Cs +
PsS:C, +PyC3S;C, +p,S3S,C; +p,:S:C,
(P4CiC.S; = pyeS:C:C3)a.d, — P1iS:4.4;

par rapporta qs :

l 2 21.2 |
= -2-[—2p9$3C,S; + p,083C3S§]q; -(-E(qus}(;3 -

l 2 2 2 . .
2 (Po(C3S; -838:) ~Pu(C3S, - S382))a:

Ch2 - P4Cz(hd| +

P10S;C; )qg +
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A.3.23c)

(A.3.23d)

(A.3.23a)

(A.3.23b)

(A.3.23c)

(A.3.23d)
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4°™ Calcul de ok
ou

par rapportad,; :

= -Pn2g (A.3.24a)

par rapporta q; :
- 2(pS:S; —P;3S,—P2iS;S; — PSS, — pisS)) (A.3.24b)

par rapport a qz :
= -g(-p,C,C,+p, C,C, +p,C,C,) (A.3.24c)

par rapporta qs :
=0 (A.3.24d)

3.7.1 Calcul du couple appliqué a chaque articulation en se basant sur (A.3.21)
L pld.l -p.S.4; - P452Q§ — P8 (A.3.25a)

p.+ p,S§ -2p,;S, - Pnscg ‘2P16C§ +
T, =[2pxuS, +2p,S, - onCg + P7S§ + q, +(p9C3SZS3 - Pmssszcs)qz -
pscg + Pocisi + pmsisg + puC§
[ 2p;S,C, -2p,;C, +2p,S,C, +4p,S,C, +
) 2p,,C, +2p,,C, +2p,S.C, +2p,S,C, - q,
PuCads + 2p,S,C; +2p,C38,C; +2p,S3S,C; +2p1S:Cs
-+(-pgs3C35§ +2p,S,C;S; )‘13 j
(chsczss - P1S;C.C, )qi +(P9(C§52 —Sisz) - Pno(C§82 ‘Sgsz))(hc.h +P1,15,9.4; -
g(PsS;S: = pisS, = PuS:S; —PeSS; - pisS))

(A.3.25b)
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Ty ==p,Syd, +(Dis + PyS3 +P1oC3)i: +(PsCiS:S; — Py6S:8.C )i,

-p,C.d\d, +(2p,S,C, — 2p,68,C;)d.4; +(PyC;C.S; - p.S,C.C, )ad, +

(Pq (Cisz ’szS§ )- pm(52C§ + SzS§ ))ch% (A.3.25c)
P;S:C; — PGy +PisS,C; +2pS:C +

= P2C; +PisC; +PyS.C, +p55,C, + 4; +p,C.4.d, -
PsS:C +PyCiS,C; +Pp,eS:S:C; +p,S.C,

(PyCiC.S; —py6S;C.C;)a,4. +P1iS24,9; - 8(-psC,C; +p,,C,C; +p,S;S)

T, = Pyulds = PuCsiy —[~PsS,C,8? +PioS,C:8: [ — (p,S,Cs — P1oS:C )45 -
3 p:lql l»jn 24, [ F:q 3 3’- Pio35%3 ]q' PyS3ts = PioSs%s (A.3.25d)
(Po(C3S, ~S38,) - p,o(C3S, - $38,))d 4,

3.8 Mise en place du systéme sous forme matricielle pour le modéle a quatre axes

En isolant adéquatement les accélérations et les vitesses, nous pouvons mettre les

résultats des différents couples sous formes matricielles comme montré ci-dessous :

T, M, 0 M,; 0 ax 0 0 C, 0 {d, G,
" 0 M, M, M.,I[{ 0 C,, C, C, G,
e 2o Yo W G| e e ma G0 396)
T; M, M, M, 0 (g, 0 C, C; C,lq, G,
T, 0 M, 0 M,]|g, 0 C, -C, 0 ]gq, 0

P2 +2p,,S; +2p2S; — P,C; - 2p,C:
M, =p; M =-pS,; My, =|-2p;S, =p,C; —pyC; +p,S; +
PsC3 +P1eS3S; +PoC3S: +p,,C3
M,, =p,S,C.S, - pieS;C;S,; My, =-p,Cys My, =-p,S,;
M, = p,S,C,S, = P1eS;CsSs; My, =g +PeS; +PioCis
M, =-p,C,; M, =p,;;
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Ci; =-p.Cidy;

(PC, +P;S,C. = p,sC; +PC; +P1S.C,
Cy =| +2p,S,C; = psC.S,; +PisC.S; +,eS3CsS, |4, +(pIOS§SJC3 -Pp,CS;S; )Q3;
\+PS,C; +p,C3S,C, - p,:S.C, )
(PuC: +P:S;C, = p,;;C; +PC; +PxS,Cs )
C,; =| +2P,S:C; = P4C.S, +p1CsS; + PioSiCsS, (4, +(PsS;C5C, = poCsS;C, )a.s
\+P;5,C; +p,C3S,C, —p;iS:C,
Cu= (Pxosgsscs -p,C;S;S} )QI + (Pl S, +Ps(C3S, —SiS,) +p,(S3S, - C3S, ))Qz;

p..C; +p..C, +p,C,S, +2p,C.S, -p,,C,

- +PisC,S; +P2C,S, +p;C,S; - peC,S, 1 *'(
+PmS§S:Cz + Pociszcz -puS.C,

C;; = (Posscs - pmsscs)qs; Cy,= (P953C3 - Plosscs)(h - PuS.4;5

C,= —(p,0C3S§S3 - p9C35§S3 )4, - (Plo("cisz + Sgs: )+ pv(C§S: - S§52 ))QJ; .

h )

P, (C3S, —Sisz)+].
3

Cn 2 2
P0(S3S, -C3S,)

Cs= _(‘pmsscs + P9C383)"h +p;S.q,

G, =-png G, =-pgS,S, + P85, +P1,8S,S, + eSS, +p,seS,;
G; = p,gC,C, - p,,gC,C; - pegC,C;

3.9 Mise en place du systéeme sous forme matricielle pour le modéle a cinq axes

(M, M,, M, M, M,Tq4][C, C, C; C, C,fa] [G

M, M, My; M, M;ld,| |G Cpn Cy Cy Cyufq.| |G,
=My My M; M, M4, |+|C, G, Gy G Gyl q; |+ G; ((C27)

MN M24 M34 M-u O ql CJI C42 C-U Cu C-‘S q4 G4

_Mns M Mg 0 Mss__qu _CSI C, C; -C5 0 __‘L_ B 0 i

p,t+ p37Ci + p.xoci +P3ssi + p36C§Si + psssgsi - pIJCi - pzsci - p:sci +2(p,S, +
M, =| PsC; +PsC; +P2uS; = P12S:C; + P Coy +915Co5 + P7C5 + P1eSiCos +p1sC, +P2sS.Cy
+P75,C; +PC,y + P2 S.C; +pieSiCys - pzoci +P,C; +P6C, +py;Cs —piSy)
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-Pz +PJ7C§ + PmCi + Psssi + pMCsZSf + Psssisi - Puci - p25C§ - stci +p,C, +
2(p,S; +psC; + PasSs +P58,C; - p12S,C; +p,,S,C, — mei +PC; —PieSs) +
_PnCzJ +P1sCo; + P7Ca5 +P1sS:Ca3 + PisCy + P2y S.Coy + P3Cy — P1eS;Cos +PC, +p1Cs

=
Il

FPJ +P3Ci + PaoCi + P3sSi + P36CiSi +PySiSi — pisCi —PasCl — pusCi +

2p,S, +psC; +2p2iS, —pioS,C; — piSsS, - pisS;S; —p5S;S, - peS.S;S,
- —P2S:S;S; +p1;8,C; - P, S,CiC; + P2, S,C; +pyS,CiCy +pS.S;S, +

| P1sS.CiC - PC: +PuC; +p,C;C; +pCiC, +p,,C,C, +p,,C; — oS,

M, = —‘Ploszs -pi2CS; +p5,C.S,, +p,,C S5 + :I . M, = —p,C,
[ P36S5CsSy —PySCS, +pC,Sy; + p.C.S,

ps + p:wci + P;oci + psssi + Psocgsi + pmSiSi - PuCi
M, = _stci - stci +2(P2S; + psC; + P2sSy - p1aSC;
+p138,C; +pyS,C; - pzoci +P1Cs +PuC; —PieSs)

M.. = I:on +P37C§ "'P;oci + Psssi + P:ngSi + Psssgs-lt - Puci - p25C§ - P:sci +2p,,S, +]
? PsC; +2p,,S, = p;.S.C; +p;S,C; +p,,S,C; - szoci +p1C; +piCy - 2p,S,

M, = [P17C453 = Pi:C.S; + P1eSsCS, — p3sCsSS, + Pan-st]

p;+ P;;,Cisi + p,gS§S§ + P37Ci + Pmc.zx + Psss.zs - stC-zz

M = d ki 3
N L‘ZP:MS.; = PiCs +2P2Ss —2p5Cs —2p,S; — P2sCi :l

My, =[P3SsCsS, —PySCsS, | M, = [P29 +P3Ss + Pssci]; M; = puo

I ) ) } )
C, =§[Hx(h +(H,+Hg)q; +(H, +H,, +H; +H;)q, +H4‘l5]3

I, 1. . 1 ) 1 ) .
C, =‘2'HIQ| +5quz +(H, +5H9)Q3 +(H;+H,,+H,, +5H,3)q4 +H q;
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. 1 .1 . 1 1 . .
Cys =EH9 2 "’E(Hz +H,)q, +E(H2 +H,)q; +I:Hu +5(le + H|3)+5H3]‘h +H,q

... 1 . A I | .
C.= EHJ% +5‘(H3 +H;)q; +Hyq, 'Z‘H:Qs +5(H3 +H, +H,, +H;)q,

1 ) | |
Cs= EquJ +5H4q| ;Cy = -Equl >

Cn==(H,q;+(H,, +H,; +H;)q, + H.q;

N | —

A IR SR 1 . .
C, qu,+EH2qz+5H;q;+(Hn'*’EHx:*'Hu)q.z*'Haqs
. A B L1 .
C,y=H.4;+H.q, +-2-H6q5 +(H,, +H;; +H;)q, E(Hn +H;)q,
C __l_H : +H'+-I-H' +1H'
573 1094 4 > a4 3 64
1 . A S 1 R
C; ='5(H3 +Hg)q, ; Cy; =-H,q, _EH:Q: 1 Cy =5[H11+H13]q4+5HJQs
R . .1 .
C}-l=H14q4+_2-H6q5+(HII+HIJ)ql+(Hll+H13)q2+E(H“+HIJ)q3
| . N
Cys= Equ.a +H,q, +H,q, +'2'H4q3
. .1 .
Cy=-(H;+H,,+H,+H,;)q, ; C;; =—(H, +H, +H;)q, —E(Hu +H,3)4, |
. . .
Cy=-(H, +H,,)q,—(H,,+Hl,)q2—5(H,,+H,,)q3 ’

| B | , 1 ) | N
Cy =§'H8q5 3 Cis = E(Hﬁ -H,,)q, +5(H6 -H,,)4, +5(H6_ H,,)q; +Equ4

l

. N | S . ) | R
C = _EH.sQI ; G =-Hq, ‘EH.tch _EHoch ; Ca=-H,q,-H,q, '5H4q3

—P1sS; — PSS,
J; H, =2| -p,S; +p,.S.S; |3
~P2S:S; —pasS;

H, = 2(“!’11523 —PsS; — PS5 — PeS2 +P10S:Sy; -

P26S: — P2S:S2 —P1sS: = P19S2; — P1sS.Sy;

H, = 2(pz7C4C23 +PCiCyy - pl0C4C23); H, = Z(Psssssics - psecssiss);
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H =| p3S;C,C, —P;;S:S; =P, S,S; + |; Hg =2
P12S:S; = P3sSsCsCy + PSSy,

(Plzs.sss = P178:S; — P3sSsC,C,
+P3655CsC; = PSS,

~P,S.Sy; — P1sSsS; + X ,
Proon " Pu e [pHS;sﬁp;.SC;& J
‘PJoS§S4 -pyC:S,

=

J sHy = 2(psssscs - psssscs);

—P2S8:8:;; = PS5 —PuSy ]
H, =2 sH,, =2p,S;3
? ("Pms.zsn +P10S:Ss; — P1oSy; . o
P2sC.S,s — PyClS, + p3gS§S4C4 - p;;,C,S,
H,, =2| -p,C; +P2,C, +p3sS,C, + P36C§S4C4 ;
+P3CiSy +ppCy +P2CS,

H;, = 2(P21C4C3 +p,C,C; - P12C4C3) sHy; =4p,C.S;5s H, =p,S;,C,C, -p,S,CC;;

G, =—P308S,58; + P318S12 +P328S1; +P38S) + P308S123Ss + P85S + Paa8S,5Ss +
P.:8S12; + PusgS); +PusgS,

G = =P308S.1235: + P3188123 + P528Sy2 + Pui8S158, + Pi8S12:Ss + P88 + PugS),
G, = —P3o8S::35; + P318S123 + Pui8S1::S; + P128515S, + Pis8Si;
G, = p;gC,5C, - P,,8C15C, — pgCi0,C,

3.10 Parameétres du robot a cinq axes

Les paramétres du robot ont été obtenus en harmonisant les masses et les inertics comme
suit :

2 2 2 2 2 2 2 2
p, = m,L} + m,L} + m,L} + m,L} + m,L + m,L, + m,L + m,L} + m,L, + m,L} +2m,z,L,

b 3 2 2 2
+m,X + myX; +myX; +mx; +mgzs +1, +1, +1,,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
p, =m,L; + m,L5 + m,L; + m,L; + m,L5 + m(L; + m,L5 + m( L + m,L + m(L +2myz, L, +

2 2 2 2 [ l
m,X; +m,X; +m,X; +mz; + 1, +1_,
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2

2 2 2 2 2
p; = miL + m,L; + m,L, +2m,z,L, + m,x; + m,x; + msz; +1,;

2 2

2 2 2
p, = mLy +m,L} + m,L; +2m,z,L, + m,x; + myz; + 1,
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ps = mL5 + m, L, + m,L} + m,L;, + mL, + m,L% + m,L’, +2m,z,L, + m,x; + m,x; + m,x; +

mez? +1_, +1_;

P =M,X,L, i p; =myx;L, ; py =myx;L, ; p,=m,L|L,:

P =mx,L,;p,=m\LL;;p,=mx,L,;p,= m.;xi;

P =mLL; ; pg=m,LLy; pg =mx,ly; p; =myL,L;; pyg =mL L5
Py =mgL,L;;p, =msL,z, ; p, =myz,L,;

p» =mL,z, ; p,, =mL,L;;

3

2., . . — 2.
P,y =msL,L; ; pys =mgLy; py =myL|L,; p,; =mgL,zy:pyg = myz5 |
2 : 2, . _ . _ .
Py =1, +mszg + myL +2myz, L, + m X ;p;y =myx, ; p;, =m,L; ; p,, =m,L, ;
py; =m,L, ; pyy=mL, ;

Pis = Lis i P36 =lis s Psr = Lys 1 Pig = Liys Pos =10 i Pio =105 5 Py = Mz 5

P, =msL, p,; =myL;p, =m,L,

19



ANNEXE 4

Trajectoire dans le plan
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4.1 I:anation de la trajectoire dans le plan
L’équation d’un plan P est donnée par [14] :
Apx +Byy+Cpoz +Dp=0; (A4.1)
4.2 Vecteurs directeurs du plan

Les vecteurs directeurs peuvent étre déterminés par ce qui suit, en tenant compte du

systeme d’axes X, y etz :
Pourz,ona:

v,=| B, |; (A4.2)

Pourx,ona:

v.=| 0 |; (A.4.3)

Pour y qui doit étre perpendiculaireaxeta z,ona:

i j k
vy=vAv, =1A, B, C
-C, 0 A,

Les vecteurs directeurs sont alors donnés par les relations ci-dessous pour les différents

axesx,yetz.
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Pour x :
— _C . +0 1 +A - \/
P e /. R (A4.5)
vai+c v
Poury:
V= A"?"‘:(A‘.’f C;? i’ P _ Yy (A4.6)
VAB +(a +C +BiC; [V
Pourz :
vl Bitln V. (A4.7)
VA +B+C [V
4.3 Positions dans le plan
Soit le point p dans le repere d’axe (0,;;,;,;;1) :
X
op= ; (A.4.8)
z

—_ - — —_

op = XU+ yv+2zZw

“Coit O+ Ay  ABy A+ G +BC Ayt By +Cy
X( 2 2 )+y( 2l 2 252 2 2)+z
JAL+C JAIBI+(A2 +C2) + BIC:

( bl 9 b

\/A,', +B; +C;
( -C,x . A_By N Az

JAL+C JAIB+(AZ+C) +BIC. JAI+B2+C}
(A} +C))y B,z i+

(O+ 2 3 2.2 2 2 + 3 2 J
JABI+(AZ+C2) +BIC; |JAI+B}+C

2
p

)i+

A X B,C.y Cz -
( 2 2 + 212 2 2,2 2,2 + 2 - 2 2 )k (A4'9)
\/A;+Cp \/APB;+(AP+C;)‘+B;C; JA;+B;+C;




De (A.4.9), on peut exprimer les positions du plan :

px = B E] + 9 bl bl b i 9 + bd ki ki
JAI+C: JAIBI+(AZ+C2)+BIC: ([A2+BI+C:

Py

pz= 9 b + I 2 2,2 I N2 + 2 2 h
\/A;+C; \/X;B;+(A;+C;)‘+B;C; JX;,+B;+C;

-C x A By
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(A} +Cl)y

sz

=0+

A x B,C.y

+
\/A;Bf, +(A; +C})’ +B;C, \/A; +B; +C;

A
p” (A4.10)
(A4.11)
sz
(A4.12)

4.4 Orientation du plan

Nous allons procéder ci-dessous a la mise en place d’un systéme matriciel de p« , py et p.
suivant (A.4.10), (A4.11) et (A4.12) :

De (A.4.13), on peut avoir la matrice de rotation du plan.

—

C, A,B, A, |

2 2 in? 2 242 22 2 2 2
\/AP+CP \/Apo+(Ap +C;) +B,C, \/AP+BP+CP »

Al +C B
0 BT TR —r___ly|(A4.13)

‘/A;B;+(A;+C;)'+B;C; \/A;+B;+C; 2
A, B,C, C, -

| JAI+C JAIBI+(AI+ClP+BICC [Al+Bl+CI |
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[ ¢, A,B, A,
JAL+C  JAZBI+(AZ+CI+BIC2  [AI+Bl+C:
Al+C B
Rot(x,y,z) = 0 ——— e L (A4.19)
\/A;B;, +(A,+C,) +B.C; \/A;, +B; +C;
A, B,C, C,
| JAI+CL JAIBI+(AI+C)+BIC.  |[AI+BI+C? |

Les orientations dans le plan par rapport au robot sont obtenues en faisant le rapport des

matrices (1.14) et (A.4.14). Ce rapport donne les résultats ci-dessous :

C, C,
v = = —— = Y =acos( ) (A4.15)
\/A; +B; +C;

C 9 9 9
\/A;+B;+C;

>

p
A ,/A +C?
S.S, = 2~ = y=asin C" (A.4.16)
sin(a cos(——=—=—=)
‘/A;+B;+C;

(¥

h-]

SeSy = -\/_’—A’___—’- = @ =acos( A; +B,2,2':Ci ) (A4.17)
A*+B +C sm(acos(—z—J'—,——;))
A+ X +C;



ANNEXE §

Organisation vectorielle et matricielle du découplage
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5.1 Vecteur de découplage des vitesses et accélérations

L’organisation vectorielle du découplage se fait logiquement en fonction de la direction
imposée pour la contrainte. Pour la présente recherche, nous avons imposé la contrainte
dans la direction de z par rapport a la vitesse. Ceci nous améne a poser le vecteur des

vitesses comme suit :

0 (AS.])

ou v, v, et 0 de (A.5.1) représentent respectivement les vitesses linéaires dans

x?
I’espace de la tache par rapporta x, yetz. © , ®,6 et ©, représentent respectivement

les vitesses angulaires dans I’espace de la tache par rapporta x, y et z.

De I’expression donnée par (A.5.1) le vecteur des vitesses contraint prend logiquement

la forme suivante :

H s (A5.2)

pS

L 0]

L’accélération du vecteur des vitesses contraint est égale a :

%,
e (A.5.4)
o],
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Enposant: X, =v, X,=v , X ;=0

02 v X,y =@, et X =, eten considérant la

p p3

contrainte, on a :

- _ xp
%, = [ K ] (A.5.5)

5.2 Découplage de M,, C.; et G

Le découplage des matrices M, C.x et du vecteur G« sera fonction de la matrice de
rotation Rg du plan. En considérant I’hypothése que la direction de z est perpendiculaire
au plan, nous aurons la matrice de rotation R, par rapport a la force, qui sera égale a R,

par rapport au moment. Par conséquent, nous avons ces matrices comme suit :

l{ll Rl: RIS

R,={R;, R, Ry (A.5.6)
Ry, Ry Ry
R, 0

R,=| ' (A.5.7)
| 0 R,

Nous savons que les matrices d’inertie, de force de Coriolis et le vecteur de gravité sont

obtenues par les formules suivantes :

M, =R;M(x)R, (A.5.8)
C.. = RIM(x)R, +RJC(x,%)R, (A.5.9)
G.. = R;G(x) (A5.10)

Suivant la direction de la contrainte, nous avons les résultats suivants :



PchIl M!cll chlé
Mlcll ch"’ chl#
Mo =My Me M,
chls chzs ch45
_chlé chzs ch-lb
Mcxll - [chll chlJ M“34
G,
G.
chl = ch-t d Gc.\l -Gld;
(}xci
(G

xcl$

xc2S

xcd5

xc5S

2LLXLX

xc56

<

xc3$

xcl6
xc26
xcd6 |0

xc56

L2

1266J

O

xcll

w2l

xcél

xc5l

O 000

xc6l

Curr Ciais
(:xc” (:xc24
Ci Cow
CchZ Cxcs-l
Cier Cuws

xci$

xc2§

xcd5

xc§s

oNeleNeoNe!

xXc65
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xclé
xc26

.
xcd6 |»

56

oo ele!

xc66j

M(L’36]; chli =[Cw3l C\ch C\c&J Cu:35 Cxc)(r];

Nous ne pouvons malheureusement pas représenter les éléments de ces matrices, car les

expressions sont grandes. Ceci est valable pour la suite des matrices et des vecteurs dans

I’espace de la tache.

5.3 Découplage de J, et I,

Le découplage de la matrice J., et du vecteur I, sera aussi fonction de la matrice de

rotation Ro du plan en tenant compte de la contrainte dans la direction de z.

La matrice jacobienne de transformation J_ est égale a :

e
I
5
Ia

1 I,
0 Ji,
0 J;
0 I,

J;, 0]
Jis I

.
s

T

[R, R; R; 0
R, Rp, Ry 0
R;, R, Ry 0

0 0 0 R,
0 0 0 R,
| 0 0 0 R,

0 0

0 0

0 0
R, Ry
R, Ry
R, Ry
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Jl.l J;Z "13 J:J Jl5 JI6
I RPN R IR [ o
LN P N SR O
Yo Yo o Ju s S

UTIRE PP R PR Jis
Sa= [ S e, =]
JJI J32 JSJ JJS J36 JD
Yo Yo Ju Vs B Js

Le vecteur du courant I_ est égal a:
I.=J]1

Avec le découplage, nous avons I et [, qui sont égales a :

cl <

[
I
Lo=| L et L, =1
[
[




ANNEXE 6

Rappel des notions de stabilité
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Notions de stabilité de Lyapunov

Considérons le systéme invariant

x = f(x) (A.6.1)

xeR" et f:R" > R" localement continue. La solution de (A.6.1g) qui débute

en x, a t =t, =0 estnotée x(t,x,). Soit X, une perturbation de x,.

x(t,X,) est bornéesi 3 une constante k(x,) tel que [x(t,x,)| <k(x,) V t>1t,.
x(t,X,) est stable si Ve>0 36(e) >0 tel que
(%o — X < 8 = x(LX,) - x(t,x,)| <& V t=1,.

x(t,x,) est attractive si 3r(x,) >0 tel que
[Ro = %o < r = limx(t,X,) - x(t,x, ) = 0.

x(t,x,) est asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

x(t,x,) est instable s'il n'est pas stable.

Certaines solutions peuvent étre stables et d'autres instables, en particulier le point x_ tel

que x(t,x.) = x_ et caractérisé par f(x_)=0 t=t,. [l est appelé point d'équilibre et,

x. est globalement stable s'il est stable et toute solution de (A.6.1) est bornée.
X, est globalement asymptotiquement stable s'il est asymptotiquement stable et sa

région d'attraction est R".

x. est localement exponentiellement siable s'ils existent a,Bet r>0 tel que

<r = [x(t,x,) - x| < Bexp(-at)|x, - x,

”"o ~ X
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Théoréme 6.1a

Supposons que x, =0 est le point d'équilibre de I’expression donnée par (A.6.1), c’est-
a-dire

X = f(x)

et que f est localement continue et lipschitz . Supposons que V :R" -5 R” est une

fonction C'(continiment dérivable) définie positive et non bornée tel que
. oV
v=2"f(x)<0 (A.6.2)
(9).¢

alors x, =0 est globalement stable (GS) et toute solution de (A.6.1) converge vers
I'ensemble £ ol

V=0 (A.6.3)
Si V est définie (strictement) négative alors x, = 0 est globalement asymptotiquement

stable.
Définition 6.1

La solution x(t,x,) est

e stable conditionnellement 3 Z, si x, € Z et Ve >0 38(e) > 0 tel que X, - x | <&
et X, € Z = [x(t,X,) - x(t,X,)| <€ V t>1t,.

e attractive conditionnellement 3 Z, si x, € Z et 3r(x,) >0 tel que |, - Xo <r et

X, eZ = !Lnl"x(t,io) - x(1,x,)| =0.
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e asymptotiquement stable conditionnellement a Z, s'il est stable et attractive

conditionnellementa Z.

e

e globalement asymptotiquement stable conditionnellement a Z, s'il est

asymptotiquement stable conditionnellement a Z et r(x, ) =+o.
Théoréme 6.1b
Supposons que x, = 0 est le point d'équilibre de (A.6.1), c’est-a-dire
x = f(x)

et que f est localement continue et lipschitz . Supposons que V:R" — R™ est une

fonction C' (continiment dérivable) semi définie positive tel que
A
V=—If(x)<0 A64
5 (x) ( )

Soit Z le plus grand ensemble invariant contenant {x/V(x)=0}. Si x, =0 est

asymptotiquement stable conditionnellement a Z alors x, = 0 est stable.

6.2 Notions de stabilité de Lasalle
Théoréme 6.2

Soit 2 un ensemble positivement invariant de x = f(x).
Soit V:Q — R" une fonction continiment dérivable telle que V(x)<0, VxeQ.

Soit E = {x eQ| V(x) = O}, et soit M le plus grand ensemble invariant contenu dans E.

Alors, toute solution bornée x(t) débutant dans € converges dans M quand t — .
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Corollaire 62 (Stabilité Asymptotique)

Soit x =0 l'unique point d'équilibre de x = f(x).

Soit V:R" = R” une fonction continiment dérivable, définie positive et non bornée
telle que V(x)<0, VxeR".

Soit E = {x eR"|V(x)= O}, et supposons qu'aucune solution autre que x(t) =0 ne

peut rester indéfiniment dans E.

Alors l'originex = 0 est globalement asymptotiquement stable.
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