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Introduction

Dans cette thèse nous nous intéressons au remplissage d'un moule parallélépipédique
par un fluide visqueux thermodurcissable, l'épaisseur du moule étant supposé faible
devant les autres dimensions. On injecte le fluide dans le moule et on désire suivre
son avancée. La connaissance de la répartition de la pression dans le moule à chaque
instant est importante pour garantir la qualité du remplissage, d'où le choix judi­
cieux de la pression à l'entrée du moule.
L'écoulement étant suffisamment lent, on peut négliger les forces inertielles et grav­
itationnelles. Dans le cas où ne figure initialement aucun matériau perméable dans
le moule, il est alors régi par les équations de Stokes stationnaires, où les inconnues
sont la vitesse et la pression. Les lignes de courant et la trajectoire sont alors confon­
dues pour toute particulej les lignes de courant étant définies comme étant les lignes
de champ de vitesse à chaque instant et la trajectoire comme la ligne géométrique
qu'occupe la particule au cours du temps. Par contre il se peut que l'écoulement se
produise dans un milieu perméable: eau dans le sable, pétrole dans la roche, fibres
de verre dans le moule etc.. On utilise alors l'équation de Darcy.
Dans le cas pratique du remplissage de moule qui nous intéresse ici, un renfort
constitué d'un ou de plusieurs tranches de verre est préalablement disposé dans le
moule. La résine est ensuite injectée dans le moule à travers un cône d'injection
et va imprégner progressivement les fibres du renfort pendant que l'air est chassé
dehors à travers un évent convenablement placé sur le moule pour éviter la création
de cavités d'air. On arrête l'injection de la résine dès que le moule est complètement
rempli par celle-ci et que sa température soit celle du moule.
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L'écoulement se déroule dans un domaine tridimensionnel. Cependant, l'épaisseur du
moule étant trop petite devant les autres dimensions, on peut' assimiler l'écoulement
à un écoulement plan. Dans la pratique ceci est possible et a l'avantage de réduire
le coût numérique de la simulation. Pour ce faire nous utilisons une méthode de ré­
duction de dimension par projection. Elle consiste à approcher le problème d'origine
défini dans un domaine n de 1R3 par une combinaison linéaire de problèmes définis
sur la projection de ce domaine dans 1R2

• Les nouvelles équations obtenues donnent
une approximation du même problème sur un domaine de dimension inférieure en
prenant en compte la faiblesse de l'épaisseur. Il existe aussi une autre méthode de
réduction de dimension: les développement asymptotiques. Leur principe est de faire
tendre l'épaisseur vers zéro, ce qui, pourun écoulement entre deux plaques, aurait
comme conséquence, soit d'avoir une vitesse qui tend vers zéro à pression constante,
soit de faire tendre la pression vers l'infini pour conserver le débit. Ce modèle est
surtout utilisé en mécanique des structures ou pour un écoulement à surface libre.
Une fois le champ de vitesse calculé, il faut suivre le front de matière, c'est à dire la
frontière libre entre le fluide et l'air. Pour cela plusieurs méthodes existent déja. Une
première méthode consiste à définir la surface libre par un ensemble de points, puis
à chaque itération transporter ces points. Il faut ensuite projeter la nouvelle surface
libre sur le maillage pour obtenir le domaine sur lequel sera calculé l'écoulement
suivant. Aussi faut-il remailler le nouveau domaine, ce qui complique encore la
tâche, mais permet également d'agrandir la taille des mailles pour les points où
l'écoulement est stabilisé, c'est à dire en général Loin du front de matière. Cette
méthode a l'avantage d'accélérer le calcul de l'écoulement, car le maillage contient
moins de noeuds, compensant ainsi le surcroît dû au remaillage.
Une autre technique consiste à utiliser deux maillages, l'un immobile pour calculer
un écoulement eulérien, l'autre mobile suivant la surface libre.
Les inconvénients liés à ces méthodes résident dans les difficultés d'implémentation
surtout en 3D. Il faut prendre en compte les frontières, savoir raffiner la représenta­
tion de la surface libre, éventuellement remailler. De plus elles semblent mal adaptées
pour les problème dépendant du temps.
Il existe aussi la méthode de suivi de volume qui consiste à définir un volume de
contrôle autour de chaque noeud tel que l'ensemble de ces volumes recouvre tout
le domaine. Le remplissage du domaine se fait volume par volume en déversant les
trop-pleins d'un volume dans ses voisins. Ce qui nécessite le calcul des flux à chaque
frontière entre ces volumes. Et pour représenter correctement la position de la sur­
face libre il faut essayer de deviner, pour les volumes partiellement remplis, dans
quelle partie se trouve le liquide.
Nous proposons une autre stratégie qui requiert simplement un seul maillage du
domaine, dans laquelle l'interface est déterminée par une fonction S appelée pseudo­
concentration qui est calculée dans le domaine d'écoulement tout entier. Ce qui nous
amène à considérer la solution d'une équation aux dérivées partielles supplémentaire
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de type hyperbolique et de la forme:

85
8t + (u.V7)5 = 0 (0.1)

où U = (Ul' U2) désigne le champ de vitesse. L'équation (0.1) est appelée l'équation
de transport de 5.
L'interface entre le fluide et l'air n'est autre que la surface libre du fluide dans le
moule et est a priori inconnue. Sa position est alors déterminée par le saut de la
fonction de pseudo-concentration 5 que l'on peut définir dans le domaine 0 tout
entier en posant

U.V75 = 0

0 1 étant la partie du domaine occupée par le fluide et O2 la partie encore occupée
par l'air.
L'équation de transport (0.1) ci dessus est telle que l'espace et le temps sont distincts.
Pour sa résolution numérique nous supposons ces deux grandeurs comme la même
variable pour obtenir une équation équivalente de la forme

{
1 si x E 0 1

5(x, t) = o· n
SI X E U2,

(0.2)

Nous utilisons également une méthode de marche en subdivisant le domaine en
tranches successives sur chacune desquelles on résout le problème. Une fois donc
l'écoulement calculé à l'instant t, on déplace le front de matière suivant la vitesse
obtenue, ce qui agrandit la zone mouillée du moule. Ensuite on calcule le nouvel
écoulement correspondant à l'instant t + f::lt. On repète ce processus jusqu'au
remplissage du moule.
La thèse est divisée en six chapitres.
Le chapitre un introduit le problème de remplissage que nous avons à résoudre et
donne le plan du manuscrit. Dans le deuxième chapitre, nous posons le problème
d'écoulement et nous proposons un modèle pour le remplissage du moule en utilisant
la méthode de pseudo-concentration. Nous montrons que l'équation de transport
est équivalente à une certaine condition d'interface.
Au chapitre trois nous donnons un exposé de la méthode de réduction de dimension
par projection développée par O. Ricou dans sa thèse. Nous appliquons cette
méthode pour ramener notre problème d'écoulement tridimensionnel à un problème
dans un domaine w de ]R2 compte tenu de la faiblesse de l'épaisseur du moule
devant ses autres dimensions.
Au chapitre quatre nous introduisons la méthode des moindres carrés intégrés
dans l'espace-temps que nous utiliserons pour traiter le problème de transport.
Nous donnons deux formulations variationnelles pour ce problème écrit dans
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l'espace-temps pour enfin aboutir au calcul de la matrice de rigidité élémentaire.
La formulation complète du problème de remplissage de moule est donnée au
chapitre cinq et un algorithme de résolution du même problème sera proposé en
adoptant une méthode d'éléments finis et une méthode de marches. Nous donnons
également deux exemples de simulation numérique et nous comparons nos résultats
à des résultats expérimentaux.
Au chapitre six sont proposées deux estimations d'erreur a posteriori à partir de
deux formulations variationnelles: l'une de Galerkin, l'autre de Petrov-Galerkin.

Quelques rappels et notations utilisées

Dans la suite, n désigne un ouvert borné non vide de ]RN (N = 2 ou 3), de
point générique x = (Xl, ...XN) ou simplement (x, y) lorsque nous nous plaçons en
dimension deux. On suppose que la frontière r = an de n est lipschitz-continue.
Alors on peut définir la normale unitaire n en presque tout point de an et
utiliser la formule de Green sur n [11. On note 1'0 l'opérateur de trace usuel défini
sur Hl(n) et d'image H!(an). Soient V(n) l'espace des fonctions indéfiniment
différentiables à support compact sur n et V'(n) l'espace des distributions sur n
défini comme étant l'espace dual de V(n). Alors si T est une distribution sur n, on
désigne par (T, rp) la dualité entre V'(n) et V(n).
Si rp est une fonction de V(n) et si a = (al, ... , ON) E NN est un multi-entier on
pose

( a)01 (a )ON
DOrp = aXl ... aXN

avec

On introduit l'espace de Sobolev d'ordre m sur n:

et pour m = 1 on désigne par HJ(n) l'adhérence de V(n) dans Hl(n). On sait
également caractériser le sous-espace HJ(n) de Hl(n), dans le cas où la frontière r
est Cl par morceaux, comme étant le noyau de l'application trace de Hl(n) dans
L2(r), c'est-à-dire



ISh.11 -
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On définit également les espaces suivants que nous rencontrerons souvent dans la
lecture du document:

H-~(an) - dual topologique de H~(an)

H(div, n) - {SE L2(n); div SE L2(n)};

V(n, f) - {SE V(n) S = 0 sur r}
H(U, n) = {S E L 2 (n); u. V SEL2 (n) } ;

Ho(U, n,f) - { S E H (U, n); Sir = 0}.

Normes et semi-normes utilisées

1

IISllo. n - ([ S'(X)dx) , si S E L'(I1);

(

n as ) ~
~llaxil16,11 siSEH1(n);

1

(1ISII~,11 + ISltl1P si S E H1(n);
1

(11S116,11 + Ilu.V SII~, 11) 2 si S E H(U, n);

(
na ) ~
~ liaia~ 116,11 si S E H(U, n);

sup j(u.VS)(U.VT) si S E H(U, n);
TE H(U, n) 11

IIITill ::; 1

IIISIII.,1 - sup ! {(U.VS)(U.VT)} si SE H(U, n);
TE H1(n) 11

ITI ::; 1

IIISIII.,h,1 = sup ! {h(U.VS)(U.VT) + (U.VS)T} si S E H(U, n)D
TE Hl(n) 11

ITI ::; 1





Chapitre 1

Modélisation d'un problème de
remplissage de moule

1.1 Motivations pratiques

Notre objectif est de proposer un modèle permettant de simuler numériquement
l'écoulement de résines liquides injectées à basse pression sur un renfort ou préforme
préalablement disposé dans un moule tridimensionnel.
L'intérêt de la simulation numérique est d'optimiser les pièces et l'outillage dès le
stade de la conception et de minimiser le coût de leur fabrication; par exemple en
prévoyant la position du front d'écoulement pendant le remplissage et en connaissant
la répartition de la pression et des vitesses locales à chaque instant dans le moule.
Les propriétés du matériau ainsi produit dépendent du processus de remplissage du
moule; c'est pourquoi il est important de connaître celui-ci [30], [39].
Dans notre étude, nous nous intéressons surtout à la détermination, à tout instant
donné, de la position du front d'écoulement situé à la surface libre du fluide séparant
la zone mouillée et la zone sèche du moule. La méthode que nous utilisons pour
modéliser le front de l'écoulement est la méthode de pseudo-concentration [20], [38]
qui nous indique la présence ou l'absence de résine. Notons aussi l'existence d'autres
méthodes de suivi de la frontière libre comme la méthode d'adaptation locale du
maillage dans laquelle le maillage bouge suivant l'écoulement du fluide [31] et la
méthode de volume de contrôle [37].
Tout d'abord nous rappelons les équations qui régissent un écoulement de fluide
dans un moule ne contenant pas de préforme. Puis nous présentons la méthode de
pseudo-concentration qui permet de traiter la surface libre à l'aide d'une équation
de transport.
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18 Chapitre 1. Modélisation d'un problème de remplissage de moule

1.2 Divers modèles

Fig. 1.1: Domaine quasi-cylindrique

On considère un fluide incompressible qui se déplace dans un domaine nI de 1R3 .

Désignons par u(x, y, z, t) la vitesse du fluide, p (x, y, z) sa pression et TJ (x, y, z, t)
sa viscosité. Soit u le tenseur des contraintes, T le tenseur des déformations et 1
l'identité dans nI' Ces deux grandeurs sont liées par la relation

avec

u = T - pl

T = 2TJ (ID (u)l) D (u)

(1.1 )

(1.2)

et où D (u) = ~ (V'u + (V'uf) désigne le taux de déformation et ID (u)1 sa norme

euclidienne [201.
Remarquons que la viscosité TJ dépend de la norme du taux de déformation.
Plusieurs modèles fondés sur des données expérimentales existent. Parmi ceux-ci
citons le modèle de Carreau, la loi puissance et la loi newtonienne.
La loi de la viscosité est de la forme:

dans laquelle le modèle de Carreau correspond au cas c = 1:

(
2 2) (n-l)/2

TJ (ID (u)l) = TJo 1 +,\ ID (u)l .

La loi puissance est obtenue en prenant c=O:

TJ (ID (u)l) = TJo (,\2 ID (u)n (n-l)/2

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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et la loi newtonienne en prenant n = 1, (cas de fluide newtonien)

1] = 1]0- (1.6)

(condition d'incompressibilité)

En substituant les équation (1.1), (1.2) dans (1.7) et en utilisant la conditon
d'incompressibilité on obtient alors que l'écoulement dans le domaine nf est
représenté par les équations de Stokes:

Les constantes 1]0, >. et n dans (1.3) sont déterminées à partir de résultats expéri­
mentaux liés à la nature du fluide, et n est l'indice d'écoulement:
pour O<n< 1 le fluide est rhéofluidifiant;
pour n=l le fluide est newtonien;
pour n> 1 le fluide est rhéoépaississant.
L'écoulement étant très lent, nous faisons l'hypothèse que les forces inertielles et
gravitationnelles sont négligeables car le nombre de Reynold est petit [20] et [30].
Dans ces conditions l'équation d'équilibre s'écrit:

où les inconnues sont la vitesse u et la pression p.
Ce système comporte quatre équations aux dérivées partielles dont trois du second
ordre pour la détermination de quatre inconnues Ui, (i = 1,2,3) et p assorties de
conditions limites pour u.
Dans le cas où le fluide occupe un domaine nf limité partiellement par une paroi fI
et partiellement par une surface libre f 2 elle-même inconnue telles que
f = fI U f 2 = anf' la frontière de nf, on est alors amené à résoudre le problème
mathématique suivant: trouver le champ de vitesse u et la pression p ainsi que la
frontière libre f 2T = f 2 X (0, T) vérifiant:

(1.8)

(1.9)

(1.7)

dans nf ;

dans nf ,

divu = O.

diva = o.

(conservation de la quantité de mouvement)

{
-2V. (1] (ID (u)1) D (u)) + Vp = a

V.u = a

La continuité de l'écoulement du fluide se traduit par:

{

-2V. (1] (ID (u)l) D (u)) + Vp - a
V.u - a

u (x, y, z, t) - a

dans nT = nf x (O,T);
dans nT = nf x (O,T);
sur fIT = fI x (O,T).

(1.10)
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Remarque 1.1 La troisième équation dans (1.10) est une condition de frottement
visqueux sur la paroi. En fait, la loi de conservation de la masse impose seulement
que u.n = 0 sur an1. En effet la prise en compte du frottement visqueux sur la paroi
entraîne l'annulation de la vitesse tangentielle.

Le système de Stokes ci-dessus ne permet pas de modéliser un écoulement dans
un milieu poreux, c'est-à-dire un milieu où préfigurent des matériaux poreux, des
fibres par exemple. Il faut prendre en compte la perméablité du matériau. Cette
notion de perméabilité a été introduite par Darcy en 1856 [16].

Définition 1.1 La perméabilité d'un matériau poreux est la propriété qui indique la
facilité avec laquelle un fluide s'écoule à travers ce matériau sous l'effet d'un gradient
de pression. On note K le tenseur de perméabilité.

Il est d'usage de modéliser l'imprégnation de la préforme fibreuse par la loi de Darcy
qui établit la proportionnalité du gradient de la pression à la vitesse du fluide:

K
u = --Vp.

1]
(1.11)

La loi de Darcy est suffisante pour décrire dans l'ensemble le comportement d'un
écoulement; en revanche elle ne donne aucune information sur le champ de vitesse
courant dans les pores des tissus fibreux. Toutes les interactions entre la résine et
les tissus fibreux sont résumées et représentées par l'unique tenseur de perméabilité
K, qui doit être déterminé expérimentalement. Cependant, il est possible de cal­
culer l'écoulement moyen lorsqu'on prend en compte le flux courant. En utilisant
une méthode d'homogénéisation on peut représenter le processus de remplissage du
moule en termes de flux moyen et calculer si nécessaire l'écoulement courant entre
les fibres du renfort. La théorie de l'homogéisation apparue dans les années 1970 fait
l'objet de recherches considérables dans le domaine de la mécanique appliquée. Elle a
trait à des équations physiques dans des matériaux hétérogènes ayant des structures
périodiques lorsque la durée caractéristique de la période est petite. Les bases de la
théorie se trouvent dans les travaux de Lions (1981) et quelques généralisations dans
les travaux de Lane (1984). Des applications à la théorie de l'écoulement à travers
un milieu poreux ont été d'abord faites par Keller (1980) et Tartar (1980). Après
les travaux de ces pionniers ont peut citer également les travaux d'Arbogast (1989)
et de Hornung(1991).
Que l'écoulement soit de type milieu poreux ou non, ce qui nous intéresse à prime
abord, c'est la détermination du champ de vitesse à chaque instant. Une fois le
champ de vitesse calculé, il faut suivre le front de matière, c'est-à-dire la frontière
libre entre le fluide et l'air. Notre stratégie de suivi de cette frontière libre est basée
sur l'introduction d'une nouvelle fonction S, solution d'une équation aux dérivées
partielles supplémentaire de type hyperbolique, calculée dans tout le domaine de



l'écoulement. La position de l'interface est caractérisée par le saut de cette fonction
que l'on appellera fonction de pseudo-concentration.
L'épaisseur du moule étant très faible devant les autres dimensions, il est fréquent
[201, [371 de considérer l'écoulement comme un écoulement plan. Nous présentons
donc la méthode dans un cas plan, puisque pour les applications pratiques, c'est
ce cas qui nous intéressera. Toutefois, la méthode reste valide en dimension trois.
Au chapitre trois nous donnerons une justification de la réduction d'un domaine
tridimensionnel à un écoulement bidimensionnel.
Dans ce qui suit nous introduisons la fonction de pseudo-concentration comme solu­
tion d'une équation dite de transport et nous montrons que cette équation est équiv­
alente aux conditions d'interface traditionnelles dans le cas où celle-ci est régulière.
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1.3.1 Condition d'interface.

Alors, pour t E (0, T) on note 0 = 0 1 (t) U O2 (t) U ri (t) le domaine entier.

1.3 La méthode de pseudo-concentration

ï sQ 2 (1)ï (1)
1

/

/

QI (1)

Fig. 1.2: Domaine avec fluide et air en 2-D

ï
e

On se place en dimension deux d'espace et à tout instant t on définit les domaines
suivants:
Ol(t) est le domaine occupé par le fluide;

" 02(t) est le domaine occupé par l'air;
~

r~W est la surface de séparation entre le fluide et l'air.
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Posons

On a

Chapitre 1. Modélisation d'un problème de remplissage de moule

II - n x (0, T).

III - {(x, t) E II 1 x E nl(t)};

II2 - {(x, t) E II 1 xE n2 (t)};
Il {(x, t) E II 1 x E fl(t)}.

(1.12)

On suppose égaiement que la frontière an du domaine n se décompose en trois
composantes connexes f e , f s , respectivement les frontières à flux rentrant et sortant,
de mesure strictement positive et fa . L'interface entre le fluide et l'air n'est autre
que la surface libre du fluide. Le problème à surface libre est alors transformé en
un problème d'écoulement bifluide où la surface libre sera traitée implicitement.
A l'interface entre le fluide et l'air deux conditions (de transmission) doivent être
satisfaites. L'égalité des contraintes normales et celle des vitesses qui s'écrivent:

{
al(x, t).n = a2(x, t).n pour xE fl(t)

UI(X, t) = U2(X, t) pour x E fl(t)

où n est le vecteur normal au point x et à l'instant t à la surface de séparation ori­
enté par exemple du milieu 1 (fluide) vers le milieu 2 (air). La première égalité dans
(1.12) exprime le fait que l'interface est en équilibre, al et a2 étant respectivement
les tenseurs des contraintes sur les deux cotés de l'interface. La deuxième condition
exprime la continuité de la vitesse.
Dans le cas où l'interface entre le fluide et l'air peut être décrite par une courbe
suffisamment régulière nous montrons que la formulation avec la fonction de pseudo­
concentration est équivalente aux formulations habituelles. Plus précisément:
- La condition d'immiscibilité sera assurée par une équation de transport.
- La condition de transmission sera assurée par une formulation variationnelle dans
tout le domaine du moule.
Le fluide est injecté sur la partie f e de la frontière du moule avec un profil
parabolique, et on note fi l'interface qui sépare le fluide et l'air et N la normale à
la frontière de IIk , k = 1,2. Pour le cas non stationnaire on a:

Définition 1.2 Soit U = (u,l)T où U = u(x, t) désigne le champ de vitesse pour
x En,. la condition

U.N = 0 pour (x, t) E Il

est appelée condition d'immiscibilité sur l'interface Il·

(1.13)



Définition 1.3 On définit la fonction S (x, t) sur le domaine espace-temps II par
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S ( t) = {1 si (x 1 t) EII l,
X, 0 si (x, t) E II2-

23

(1.14)

Cette fonction S est appelée pseudo-concentration. La position de l'interface est au
saut de la fonction S.

Remarque 1.2 Avec cette définition de la pseudo-concentration on a:

n (t) étant le domaine de IR2 occupé par le volume matériel Vt au temps t, la quantité
de fluide qui le caractérise à ce temps vaut A (t):

Dans ce qui suit, nous montrons que la fonction de pseudo-concenration S vérifie
une équation de transport.
Pour calculer la pseudo-concentration considérons un volume initial Vo dans n con­
tenant les mêmes particules à tout instant. Au temps t, le volume Vo est déformé
par le fluide et devient Vt . Désignons par ~ (x, t) la position au temps t du volume
fluide infinitésimal qui se trouvait en x au temps t=O. Alors le champ de vitesse est
donné par:

(1.17)

(1.15)

(1.16)

(1.18)A(t) = ! S(x,t)dn.

VI

III = {(x, t) E II 1 S (x, t) = 1};

II2 = {(x, t) E II 1 S (x, t) = O}.

~ : IR2 --i IR2

X f----7 ~(X,t)-

J (x, t) = Dét ( &Zl ~l (x, t)
&Zl ~2 (x, t)

u (~ (x, t) , t) = &t~ (x, t) .

Pour tout temps t, soit l'application

On note J (x, t) son jacobien:

1.3.2 Equation de transport
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En se ramenant à un domaine fixe 0 (0) et en utilisant la formule de changement de
variables on obtient

A (t) = JS (cI> (x, t) ,t) IJ (x, t)1 dO.

Vo

(1.19)

Le domaine d'intégration étant maintenant fixe, on peut facilement calculer :!:A (t)
dt

en permutant les signes d'intégration et de dérivation, on a:

d J[as] adtA(t) = Vo 7ft + div (Su) 4>(z,t) lJ(x,t)1 + at IJ(x,t)IS(cI>(x,t),t) dO (1.20)

On montre que:

Proposition 1.1

:t IJ (x, t)1 = IJ (x, t)/ [div u]4>(z,t) .

Preuve (voir annexe 1).

(1.21)

Remarque 1.3 Dans (1.20) et (1.21) la notation [Fj4>(z,t) signifie qu'il faut prendre
la valeur de la fonction F au point cI> (x, t) .

Remarque 1.4 La relation (1.21) est le théorème de Liouville bien connu en mé­
canique hamiltonienne.

En utilisant donc le fait que le fluide est incompressible, (div u = 0), la relation

(1.21) donne :t IJ (x, t)1 = 0 et (1.20) devient:

~A(t) = J[~S + div (SU)] lJ(x,t)ldO.
dt Vo ut 4>(z,t)

En revenant au domaine variable et en réutilisant la formule de changement de
variable, on obtient

:!:A (t) =J[~s (x, t) + u (x, t) "VS (x, t)] dO.
dt Ot

VI

(1.22)



D'où [161 l'intégrand est identiquement nul puisque l'intégrale est nulle pour tout
Vt :

De la relation (1.22) on tire que le taux de variation de la grandeur A par unité de
temps et de volume est:

Toute particule dans le volume initial Va se retrouve au temps t dans le volume Vt

(conservation de la pseudo-concentration S) de sorte que (1.22) donne:

25

(1.24)

(1.23)

u.\7S=O

a
at S(x, t) + u(x, t)\7 S(x, t) = 0 pp dans n.

a
at S (x, t) + u (x, t) .\7S (x, t) .

! (:t S (x 1 t) + u (x, t) \7S (x, t)) dn = o.
VI

Ce que l'on note encore

1.3. La méthode de pseudo-concentration

Définition 1.4 La relation (1.24) est appelée équation de transport de S.

Tout d'abord donnons un résultat technique.

Preuve div (SU) = Sdiv U E L2 (II) pour S E Loo (II) n L2 (II) et U E H (div; II).
Soit Pn (x) une suite régularisante, on a:

1.3.3 Equivalence entre la condition d'interface et l'équation
de transport.

(1.26)

(1.25)div (SU) = Sdiv U dans 7)' (II)

U. \7S = 0 dans 7)' (II) .

et

Lemme 1.1 Soit U E H (div; II), S E Loo (II), alors il y a équivalence entre

Sn = Pn * S --t S dans L2 (II) .
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Si on désigne par TSn la distribution associée à Sn et par Ts la distribution associée
à S alors

(1.27)

et pour tout cpE V (Il) on a:

3

-(div (SnU) ,cp) - -/ SnU'\1cpdxdt = - ?= / SnuiDiCP
n &=1 n

3

- ?= / [(DiUi) SnCP + Ui (DiSn) cp] dxdt
&=1 n

- / (div U) Sncpdxdt + (U.'\1 Sn, cp).

n

Ainsi, si div (Tsn U) = T Sn div U dans V' (Il) alors

U.'\1Tsn = 0 dans V' (Il) . (1.28)

Comme U.'\1E .c (V' (Il), V' (Il)) par (1.27) on a

U.'\1Tsn --t U.'\1Ts (1.29)

(1.28) et (1.29) donnent alors U.'\1Ts = O. Donc div (SU) = Sdiv U dans V' (Il)

implique que U.'\1 S = 0 dans V' (Il) ou U,Sn = 8~n + (u.'\1) Sn = 0 dans V' (Il).

Réciproquement si U. '\1Tsn = 0 alors

div (USn) = U'\1 Sn + Sndiv U dans V' (Il)

div (UTsJ = Tsndiv U

et comme div (U.) et U.'\1E .c(V' (Il), V' (Il)), en passant à la limite quand n ---t 00

on a div (UTs ) = Tsdiv U c'est à dire

div (US) = Sdiv U dans V' (Il) .

D'où le lemme 1.1

Lemme 1.2 On suppose que U E (H 1(Il)) 3 et que div U = O. Alors il y a équiva­

lence entre

div (SU) = 0 dans V' (Il)

et

U.N = 0 sur Il

où N est la normale sortante au domaine Il.

(1.30)

(1.31)



Donc
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dans 7)' (II) .

o= (~~ + (u.V) S, 'P) = - JS (~~ + (u.V) 'P) dxdt.
n

Preuve Supposons que div (SU) = O. Alors d'après le lemme 1.1

as
8i+(u.V)S=O

Soit donc 'P E 7) (II), on a:

JS (~~ + (u.V)'P) dxdt +JS (~~ + (u.V) 'P) dxdt = 0
ni n2

ou

JSU.V'Pdxdt + JSU.V'Pdxdt = O.
ni n2

La formule de Green est valide dans IIi ,i=l,2 , Sini = constante, et comme U E
H (div, IIi ,i=1,2) on obtient en appliquant la formule de Green

soit

ou

(SlnI - Sln2) (U.N, 'P)v'(It)xv(It) = 0 V'P E 7) (II) .

Et comme SlnI i=Sln2 et 7) (H) c7) (II) on a

(U.N, 'P)V'(It) x D'(It} = 0 V'P E 7) (Il) .

D'où

U.N = 0 pp sur Il.
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/ div (SU) epdxdt

n

Réciproquement supposons que U.N = 0 sur Il et soit epEV (IT). Alors

- - / S (~~ + (u.V)ep) dxdt
n

- / S (~~ + (u.V)ep) dxdt - / S (~~ + (u.V)ep) dxdt
nI n2

/ (V.U) epdxdt - (U.N, ep) H-!(8nI);H!(8nI) \:lep E V (IT)
nI

- -(U.N,ep)H-!(8nt};H!(8nI) \:lep EV(IT).

Mais eplIl E V (Il) puisque ep EV (IT). Donc

/ epU.Nda (x) dt = 0

Il

et

/ div (SU) epdxdt = - / U.Nepda (x) dt = 0 \:lep E V (IT).

n Il

Ainsi

/ div (SU) epdxdt = 0 \:lep E V (IT)

n

et

div (SU) = 0 dans V' (IT) .

D'où le lemme 1.2

Proposition 1.2 On suppose les domaines IT I et IT2 lipschitziens, U et S suffisam­
ment régulières sur IT I et IT2 • Alors la condition de non-miscibilité (1.31) sur Il est
équivalente à l'équation de transport de S sur le domaine n tout entier.

Preuve Elle résulte directement du lemme 1.1 et du lemme 1.2. En effet on a

div (SU) = Sdiv (U) dans V' (IT) <=> ~~ + (u. V) S = 0 dans V' (IT)

et

div (SU) = 0 dans V' (fi) <=> U.N = 0 sur Il,
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et

1.3.4 Formulation variationnelle du problème de Stokes
et condition d'équilibre sur l'interface

Hl-.(n) = {v E H 1(n)1 v = 0 sur re }. (1.32)

Nous considérons maintenant une formulation variationnelle du problème (1.10)
définie par

(1.33)

Nous montrons que la formulation variationnelle du problème de Stokes dans le
domaine tout entier est équivalente aux formulations dans chacun des sous-domaines
ni, 1 ~ i ~ 2 et à la condition d'équilibre sur l'interface.
On introduit les espaces fonctionnels suivants:

1)(n) l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support compact sur n,

J21](ID(u)I)D(u)V'vdn - JpV'.vdn - 0, \Iv E V(n)2,

n n

soit de manière équivalente

2?= J21](ID(u)I)D(u)V'vdn - JpV'.vdn = 0 \Iv E V(n)2 .
•=1 ni ni

On suppose que u et p sont régulières, et on note 1]i et Pi respectivement les re­
strictions de la viscosité 1] et et de la pression P à ni; i=l,2; autrement dit 1]1 et la
viscosité du fluide injecté qui occupe à l'instant t le domaine nI et 1]2 la viscosité de
l'air. Alors une intégration par parties fournit

2

?= (- J V'.(21]i(ID(u)I)D(u)).vdn + J V'Pi.vdn)
.=1 ni ni

+ J[2(1]I(ID(U)1) -1]2(ID(u)l)D(u).n].v - J[(PI - P2)I.n]dS - O.

~ ~

La condition d'incompressibilité div U = 0 conduit par transitivité à la conclusion.
La solution S de l'équation de transport détermine la position de l'interface entre le
fluide et l'air. Cette position est située au saut de la fonction S.
Si les domaines IIk ,k=I,2 ne sont pas suffisamment réguliers et que U n'est pas assez
régulière, alors l'équation de transport (1.24) avec une condition S = 1 sur re est
une généralisation du problème d'un écoulement avec une interface décrite par une
surface régulière.
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D'où
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j[2(1]I(ID(U)l) -1J2(ID(u)l)D(u).n].v - j[(PI - P2)I.n]dS - O.

~ ~

Ce qui, en tenant compte des relations (1.1) et (1.2) revient à

j[(UI - u2).n].vdS = 0

ri

soit

(1.34)

(1.35)

Dans le cas où u et P ne sont pas régulières, la formulation variationnelle du problème
de Stokes dans le domaine n est une généralisation des conditions d'équilibre à
l'interface .

1.4 Un modèle mathématique pour le remplissage
de moule

Nous proposons le modèle mathématique suivant pour le remplissage de moule.

{

:t S(x, t) + u(x, t). V S(x, t) = 0

-V.(1](S(x,t))Vu)+Vp = 0
V. u = 0

dans ni;

dans ni;
dans n/_

Comme conditions aux limites, à l'entrée du moule on impose S = 1 pour la fonction
de pseudcrconcentration et pour le champ de vitesse, un profil parabolique en faisant
u = Q(uo(Y), 0), où Q est une fonction parabolique.
Dans le cas d'un milieu poreux, l'écoulement étant gouverné par l'équation de Darcy,
on obtient le modèle suivant:

{

~S(X,t)+u~,t).'i7S(X,t) = 0

dIV(--Vp) = 0
1]

dans ni;

dans ni'

avec les même conditons limites.
Notons que la viscosité 1] est dépendante de la fonction de pseudcrconcentration.

Remarque 1.5 Le temps est une variable pour la fonction de pseudo-concentration
et un paramètre pour l'équation régissant l'écoulement.
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Annexe 1. Preuve de la proposition 1.1
Pour simplifier, nous prenons J (x, t) ~ 0 (le calcul étant identique dans le cas

où J (x, t) < 0) et nous nous plaçons en dimension deux. Sous ces hypothèses on a:

et

En utilisant la relation (1.17) ceci donne

= [div u]~(:z:.t) IJ(x, t)l·

D'où (1.21). Ce calcul se généralise à toute dimension n ~ 3 0





Chapitre 2

Méthode de réduction de dimension

2.1 But

La faiblesse de l'épaisseur du moule dans les problèmes d'injection conduit très
souvent à considérer l'écoulement comme étant plan [20] et [37]. Cette réduction de
dimension a pour objet de diminuer le coût numérique d'une simulation. La méthode
de réduction de dimension par projection que nous proposons ici a été développée
par O. Ricou [37]. Elle a pour principe d'approcher le problème d'origine défini sur
un domaine de RN, N 2: 2 par une combinaison linéaire de problèmes définis sur
la projection de ce domaine dans RN-I. Les nouvelles équations obtenues donnent
une approximation du même problème sur un domaine de dimension inférieure en
prenant en compte la différence d'ordre de grandeur du domaine dans la direction
parallèlement à laquelle on projette et en utilisant la connaissance a priori du com­
portement des inconnues du problème dans cette direction qu'on appellera épaisseur
ou dimension réduite.
Les développements asymptotiques constituent une autre méthode de réduction. Ils
consistent à faire tendre l'épaisseur vers zéro, ce qui, pour un écoulement entre deux
plaques aurait pour conséquence, soit d'avoir une vitesse qui tend vers zéro à pres­
sion constante, soit de faire tendre la pression vers l'infini pour conserver le débit.
Ces développements sont surtout utilisés en mécanique des structures (14), [27] mais
ne conviennent pas à un écoulement entre deux plaques pour les raisons évoquées ci­
dessus. La méthode de projection sur une base choisie, c'est à dire de développement
en une combinaison linéaire de fonctions prédéfinies est la plus appropriée pour le
problème d'injection de résines liquides dans un moule qui est le problème qui nous
intéresse. Les fonctions choisies doivent respecter certaines conditions de stabilité.
Nous donnons dans ce chapitre un exposé de la méthode pour faciliter la lecture de
notre document et justifier le passage de 3D à 2D.

33
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Nous partons du problème de Stokes dans un domaine tridimensionnel, ensuite nous
introduisons un espace de fonctions convenables sur lequel il faut projeter en vue du
passage du domaine trimensionnel au domaine bimensionnel puis nous appliquerons
la méthode au problème de Stokes pour modéliser un écoulement dans le domaine
réduit qui est alors de dimension deux. Ensuite nous l'élargissons à notre cas. En
effet dans notre problème, la viscosité du fluide change au fur et à mesure de son
avancée dans le moule. Elle dépend en fait de la valeur prise par la fonction de
pseudo-concentraion S qui elle-même est fonction de la position du fluide dans le
moule.

2.2 Position du problème

Soit 11 le domaine d'origine du problème décrit au chapitre 1, w un plan de référence
sur lequel seront effectués les calculs après réduction.

où h+ et h- sont des fonctions lipschitziennes définissant les surfaces supérieure et
inférieure du domaine (h-(x) ~ h+(x))

rH = {(x, y); xE w, y = h- (x) ou y = h+ (x)} .

Sur ces surfaces nous avons des conditions de Dirichlet homogènes pour la vitesse.
Les parois verticales

r v = {(x,y); xE aw, y E [h- (x) ,h+ (x)]} = rD + r N

représentent les bords du moule, l'entrée du fluide ou le front de matière lors du
remplissage (fig. 1.1).
Pour (x, y) E 11, avec x = (Xl, X2), soit u(x, y) la vitesse du fluide et p(x, y) sa
pression au point (x, y). L'écoulement du fluide est décrit par les équations de Stokes:

-1]C:1u + P f dans 11
V.u - 0 dans 11

(PS) u 0 sur rH (2.1)
u - l sur rD

au
0 sur rN-1]- +pnan

où f E L2 (11)3 , lE Hî (rD )3 •

Rappelons que le problème (PS) a une solution (u,p) E Hl (11)3 X L~ (11) [37).

Remarque 2.1 La condition de sortie sur rN est celle donnée par la physique.
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2.2.1 Recherche des fonctions prédéfinies en vue de met­
tre en œuvre la méthode de réduction de dimension.
L'approximation de Hele-Shaw et extension

La difficulté de résoudre les équations régissant la dynamique des fluides dans le
cas général vient du fait qu'elles ne sont pas linéaires. Dans certains cas où les
conditions aux limites sont particulièrement simples, il est possible cependant de
trouver une solution: les écoulement correspondants sont appelés laminaires. Lorsque
les propriétés du fluide en un point fixe ne varient pas avec le temps, on dit qu'on
a un écoulement permanent ou stationnaire. Quand un écoulement permanent est
laminaire, les lignes de courants (confondues avec les trajectoires) sont des courbes
fixes dans l'espace et ne se mélangent pas au cours du mouvement: les tranches
fluides glissent les une sur les autres, sans qu'il y ait passage de particule d'une
tranche à l'autre.

Définition 2.1 On appelle écoulement de Hele-Shaw un écoulement visqueux entre
deux plans parallèles voisins avec des conditions aux limites quelconques.

Dans l'écoulement visqueux de Hele-Shaw, la répartition des vitesses moyennes est
identique à celle d'un écoulement irrotationnel bidimensionnel d'un fluide parfait
s'écoulant entre les deux plans /16J.
Dans ce paragraphe nous montrons que lorsque l'épaisseur du moule est faible,
en ne retenant dans l'équation de Stokes que les termes dominants, on obtient
l'approximation de Hele-Shaw.
En 1898 Hele-Shaw constate que les lignes de courant (les lignes de champ du
vecteur vitesse) restent laminaires lorsque l'écart entre les deux plaques est assez
faible. Ainsi, la principale hypothèse que nous retiendrons des écoulements de

Hele-Shaw est que l'épaisseur du domaine h = h+ - h- est telle que 8 = 1est petit,

L étant la longueur du domaine. On étudie alors les ordres de grandeurs des termes
des équations pour n'en retenir que les termes dominants. On considère les ordres
de grandeur pour les types de valeurs rencontrées avec les problèmes d'injection:
épaisseur du domaine: h = 1O-3m ;
vitesse du fluide: V = lO-lm/s;
pression interne: Po = 107N /m2

;

viscosité: TJo = 104Ns/m2
;

densité: Po = 103kg/m3
;

L
T = V est le temps nécessaire au fluide pour traverser le domaine. A partir de ces

valeurs on définit les valeurs adimensionnées suivantes:
- pour les coordonnées:

L • h.
Xl = Xl = 8"XI;
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L * h *X2 = x2 = 6"x2;

L * h *
Y = Y = 6"Y ;

L h
- pour le temps: t = Tt* = V t* = oV t*;

1 . L * V *- pour a vItesse en Xl : U Z1 = T U Z1 = U
Z1

;

1 . L * V *- pour a vItesse en X2UZ2 = T UZ2 = UZ2 ;

1 . h * V *- pour a vItesse en YUy = TUy = u y ;

- pour la pression: p = PoP*;
- pour la viscosité: 71 = 71071* .
Les valeurs étoilées sont adimensionnées et d'ordre un. On peut alors évaluer
l'ordre de grandeur des différents termes dans les équations. Ainsi on a:
- Pour l'équation de conservation de la quantité de mouvement, 71~U - "Vp + f = 0,
on a, dans la direction Xl:

f 8p 8 (8Uz 1 ) 8 (8UZ1 ) 8 (8Uz 1 ) 0
ZI - 8XI + 71 8XI 8XI + 71 8X2 8X2 + 71 8y 8y =.

En prenant comme contrainte la condition d'incompressibilité div u = 0 on a

8uZ1 + 8uZ2 + 8uy = 0
8XI 8X2 8y

pUIS

(2.2)

~ (8Uz 1 + 8uZ2 + 8Uy ) = O.
8XI 8XI 8X2 8y

Ce qui, ajouté à (2.2) fournit

f 8p 8 (2 8UZ1 ) 8 ((8Uz 1 8UZ2
)) 8 (( 8uZ1 8Uy

)) - fl2 3)
ZI - 8XI + 8XI 71 8XI + 8X2 71 8X2 + 8XI + 8y 71 8y + 8XI - ~ .

où f est la seule force extérieure, la gravité, sans orientation a priori. On calcule les
ordres de grandeur des termes dans les équations. On obtient alors:

8p 8(pop*) PoO 8p*---
8XI 8XI h 8xi

qui a pour ordre de grandeur 0 [p~o] = 0[10100];

~ (271 8Uz1
) = 271071* (V 82U*~I) (8Xi) 2

8XI 8XI 8xI 8XI
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~ ( 8UXl ) = • (V 82U
;l) (8Y.) 2

8y 17 8y 17017 8y·2 8y

[
104 .10- 1

]
qui est d'ordre 0 10-6 = 0[109 ]

et
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8 ( 8Uy ) • ( 8
2U;l) 8y· 8Xi

8y 17 8Xl = 17017 V 8y·8xi 8y 8Xl

[
10

4
10- 102

]
qui est d'ordre 0 ~0-6 = 0[10902

].

Comme 0 est assez petit, par exemple, on peut prendre 0[0] = 10-1, les termes
. 8p 8 8uxdommants dans (2.3) sont -8 et -8(17-

8
1). Donc en ne retenant que les termes

Xl y Y
dominants dans (2.3), on a:

8p = ~ (17 8Uxl ) .
8Xl 8y 8y

De la même façon on obtient pour la direction X2 :

8p = ~ (178UX2) .
8X2 8y 8y

Et dans la direction y :
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Dans (2.4) un calcul analogue au précédent donne les ordres de grandeur suivants:

aa
p

qui est d'ordre 0 [1010],

al ( auZ1 ) 9
aXl 7] ay qui est d'ordre 0 [10 0],

a (au)aXl 7] ax: qui est d'ordre 0 [10903
],

a (au) .aX2 7] ax: qUI est d'ordre 0 [1090],

a (auZ2 ) • [ 9 3aX2 7] ay qUI est d'ordre 0 10 0 ]

a ( au)et enfin ay 27] a; qui est d'ordre 0 [1090]. Ce qui conduit à:

ap = 0
ay .

Finalement on a:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Proposition 2.1 Supposons que 7] est constant. Le problème de Stokes (PS) posé
dans un domaine w x [-h, +h] avec des conditions:
- de Dirichlet homogène sur w x {h} et w x {-h},
- de glissement le long de la frontière de w i.e telle que u.n = 0 sur aw x [-h, +h]
admet comme solution la solution du problème (2.5)-(2.7) c'est-à-dire un écoule­
ment dont la vitesse verticale est nulle et dont les vitesses horizontales ont un profil
parabolique suivant l'épaisseur.

Nous nous intéressons au comportement de U Z1 et U Z2 par rapport à la variable y
qui est la variable suivant l'épaisseur.

Proposition 2.2 En intégrant les équations simplifiées (2.5)-(2.7) suivant
l'épaisseur on retrouve le profil parabolique de l'approximation d'Hele-Shaw.



1 ap 2 ( ) (
U Z1 (y) = --ay + A XI,X2 Y + B XI,X2),

7J Xl

d'où on obtient pour un écoulement entre deux plaques situées en -h et +h, par
symétrie et du fait que UZ'z=±h = 0
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(2.8)

2.2. Position du problème

On montre que t:1p = 0 et on en déduit que t:1z1,z2UZl = t:1z1,z2UZ2 = o.
Soit UZ1 la moyenne de la vitesse dans la direction Xl suivant y; on a

et

Preuve
on a:

h+

h+ ~ h- ! uz1dy
h­

-2S ap
h+ - h- aXI

avec

S=~
2

Si 7J est constante et si les parois supérieure et inférieure sont situées en h et 0
respectivement alors on a
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_ _h2 ap
u - ----

ZI - 1277 aXI .

_ _h2 ap
u = ----

Z2 1277 aX2·

Remarque 2.2 Sous cette forme UZ1 et UZ2 peuvent être considérés comme les com­
posantes de la vitesse d'un écoulement irrotationnel incompressible à deux dimension
dans lequel le potentiel des vitesses lp serait:

_ alp _ alp
avec U Z1 = a-' U Z2 = -a [16J.

Xl X2

h2

lp = --p
1277

(2.9)

Remarque 2.3 Avec la relation (2.9) la vitesse moyenne li de l'écoulement satis­
fait à l'équation de Darcy,

K
u = --9radp,

77

p étant constante sur la distance h le long de laquelle li a été définie.

Avec des conditions de Dirichlet homogènes UZ1Iy=O,h = 0 on obtient les équations
de la vitesse d'un écoulement de Hele-Shaw:

1 ap
(2.10)U Z1 - --y(y-h);

1277 aXI
1 ap

(2.11)U Z2 - --y(y-h);
1277 aX2

uy - O. (2.12)
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En intégrant l'équation de conservation de la masse entre h+ et h-on a:

(valable seulement si les variations d'épaisseur sont trop faibles pour influencer les
caractéristiques de l'écoulement).
Une combinaison de (2.10) et (2.11) donne

(2.13)fj,p = O.

h+

! \l.udy
h-

h+

J\l.udy
h-

Ainsi on aura

S'il n'y a pas de variation d'épaisseur, (S (x, y) = ete), on aura

soit

d'où
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c'est-à-dire r& u = O. Nous avons l'existence d'un champ irrotationnel ou potentiel
pour représenter la vitesse (écoulement de Hele-Shaw). Les mêmes équations et
(2.13) donnent

soit

De même

.6.u;q = 0 et .6.uz2 = 0 impliquent que les minima et maxima de U X1 et U
Z2

sont sur
la frontière du domaine. Il s'agit là d'une approximation qui indique que l'effet de
non glissement de la vitesse sur les murs verticaux a une portée réduite devant ce
même effet sur les parois horizontales.
En admettant donc que le frottement vertical est négligeable devant le frottement
horizontal, alors l'approximation de Hele-Shaw (2.10)-(2.12) est la solution du prob­
lème de Stokes sur un domaine de faible épaisseur.
Preuve de la propossition 2.1
On vérifie que la solution proposée vérifie les équations de Stokes.

U Z1 - ~ ap (y2 _ h) ;
2aXl

U Z2 - ~ ap (y2 _ h) ;
2aX2

uy o·,
p PZl z 2 1y

où PZ1 Z2 est la solution de

- 0 dans w

osuraw.
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La condition d'incompressibilité s'écrit:

La conservation de la quantité de mouvement pour la solution en Xl s'écrit:

43

On obtient un résultat similaire pour U Z2 et Uv,

La condition 8:~y = 0 sur 8w implique que u.n = 0 sur 80. x [-h, +h]. Le problème

de Stokes ayant une unique solution dans HI(n) x L~(n), alors la solution donnée
par l'approximation de Hele-Shaw est cette solution.

Conclusion 2.1 Pour obtenir l'approximation de Hele-Shaw c'est à dire un écoule­
ment laminaire entre deux plaques on peut tout simplement ne conserver que les
termes dominants dans les équations (PS).

2.2.2 Réduction du problème de Stokes

Fig. 2.1: Domaine cylindrique

Dans ce paragraphe nous établissons que la solution du problème de Stokes (PS)
peut être approchée par une suite (Uj,Pj) où (Uj,Pj) sont solutions du problème de
Stokes posé dans le plan moyen w. Cette méthode de réduction de dimension par
projection permet également de considérer d'autres écoulements que ceux entre deux
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plaques.
Sans entrer dans les détails, nous présentons succinctement la méthode de réduction
par projection développée par exemple dans [37] ainsi que les principaux résultats
qui nous intéresseront au paragraphe suivant.
Afin de simplifier l'étude, nous translatons le problème (PS) pour n'avoir à manip­
uler que des conditions de Dirichlet homogènes. Soit H~D (0.) défini par

H~D(o.) = {v E HI(o.)j VjrD = O}.

Soit Uo E HI(o.)3 telle que

{
V.uo = 0
UOjrD = l.

(2.14)

! f*vdxdy \:Iv E HL (0.)3
o

Posons U = u* + Uo, nous en déduisons la formulation variationnelle suivante pour
la fonction U*:

trouver (u*, p) E H~D (0.)3 X L5 (0.) tel que:

! 7]Vu*Vvdxdy - ! pVvdxdy -

o 0! qV.u"dxdy

o

avec

! f*vdxdy = - ! 7]VuoVvdxdy+ < 1]~~, v >H-!(ôO);H!(ôO) .

o 0

~

Nous voulons transformer le domaine 0. en un domaine cylindrique 0. dont l'épaisseur
est constante, puis utiliser une méthode de Galerkin pour projeter sur une base
particulière servant à approcher la solution dans la direction de l'épaisseur. On
considère une application T qui transforme le domaine quasi-cylindrique 0. en un
domaine cylindrique fi:

T: 0.
(x,y)

-+ fi = w x [-1,1]
~ (x = x,y)

(2.15)

avec

y(x, y) = h+ (x) ~ h- (x) (2y - h+ (x) - h- (x))

et on pose Q= L5 (fi), et V= Hl (fi) 3, Hl (fi) étant défini comme suit:

Hl (fi) = {v E L2(fi) j Vv E L2(fi)3}

(2.16)



45

(2.18)

)

<Î,v> V'vEV
o V'qE Q{

â(û,~) +b(v,iJ) ­
b (û,q) -

â(û, v) Tl / (V'TV) û (V'TV) v IV'T-II dxdy,

ft

b(û, q) - / q (V'TV) v1V'T-II dxdy,

ft

< Î, v> - / Îv IV'T-II dxdy

ft

- / (V'TV) .ûqlV'T-11 dxdy = O.

ft

( â â)T
âXI' âX2 '

1
- h+ _ h- (V'xh+ + V'xh- + (V'xh+ - V'xh-) Y) = H (x) + G (x) y,

2

V'x -

V'xy -

ây
- -
ây

Ainsi le problème de Stokes devient:
trouver (û, iJ) E V x Qtel que:

2.2. Position du problème

En introduisant les notations

avec

où

le système (P5) se réécrit

1
)
i
J
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Proposition 2.3 Le problème (P8) a une unique solution (û, jj).

Preuve T est un homéomorphisme lipschitzien. Le problème (PS) a une solution

unique dans V (0) x Q (0). Donc le problème (ps) a une solution unique dans

T (V (0)) x T (Q (0)) = Hl (fi) N x L2 (fi) = V x Q. Utilisons maintenant une

méthode de Galerkin pour représenter le comportement de û et Pdans la direction

y. La solution (û,jj) du problème (ps) est approchée par des polynômes en y
définis sur [-1,1]. On note par .,pj les polynômes de Legendre qui forment une base
orthogonale dans L 2

( -1, 1):

00

VfEL2 (-1,1), f(y)='L1;.,pi(Y)'
;=0

avec,1; = (f, .,pi; l '!/Ji (1) = 1, .,pj (-1) = (_l)i. Les polynômes 'Pi sont alors définis

1l'!/Ji "par

'Pi = '!/Ji -'!/Jj+2'

On remarque que 'Pi (±1) = 0 Vj.
Définissons les fonctions suivantes par:

(2.19)

(2.21)

(2.20)J ( ............)
U X,Y =

J

'L ûi (x) 'Pj (y) ;
j=O

J

'LPj (x) '!/Ji (y).
j=O

Les polynômes 'Pj pour la vitesse sont de degré j+2, ceux pour la pression, '!/Jj, de
degré j. Ce choix reproduit les profils caractéristiques de la vitesse et de la pression
pour un écoulement de Hele-Shaw.

'Po (y) = ~ (1 - y2
) ;

'!/JO (y) = 1.

Dans ce qui suit nous montrons que l'on peut approcher la solution (û, jj) du prob­

lème (ps) par (uJ, pJ). Afin de simplifier les notations nous supprimons le chapeau

sur la variable y et nous notons x = (XI! X2) E w.
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Nous définissons les espaces QJ et VJ par:

47

QJ = {q E L~ (fi) 1 3 (q;);=I,J E L~ (w) et q =t q; {x),p; (y) } (2.22)

VJ { v E Hl (fi)31 3 (v; );=I,J E HJ,7D (w)' et v = t v; (x) <p; (y) }2.23)

où

HJ,"(v (w) = {f E Hl (w) 1 f (x) = 0 \/x E 'YD = rD n âw } . (2.24)

Nous avons les résultats suivants:

Proposition 2.4

00

UVJ est dense dans V.
J=O

Proposition 2.5

00

UQJ est dense dans ~
J=O

Alors on introduit une forme réduite du problème de Stokes:
Soit J < 00, trouver (uJ , pJ) E VJ X QJ tel que:

Le résultat principal de cette section s'énonce:

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Proposition 2.6 Le problème de Stokes réduit (pJ) a une solution unique (uJ , pJ)
dans VJ x QJ et cette solution converge vers la solution (û,P) du problème continu

(n) quand J ---t 00.

Les preuves de ces différents résultats sont données dans [371 (propositions 1.5, 1.6,
1.7, pages 33 à 35 et théorème 1.1 page 38).
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2.2.3 Discrétisation du problème réduit

Soient VJh y VJ et QJh y QJ deux sous-espaces de dimension finie de VJ et QJ
respectivement et soit (uJ,pJ) E VJ X QJ solution de (pJ). Les espaces VJh et QJh
sont construits à l'aide de la méthode des élément finis. Les éléments finis choisis
sont ceux du type Crouzeix-Raviart pour la vitesse et la pression. Le problème réduit
discret est: trouver ( Uh,Ph) E VJh x QJh tels que

(psn ) : { â(Uh'~h0- ~(Vh,Ph) = < fh, Vh >
b(Uh,qh) = 0

Le problème (psn ) étant une formulation mixte du problème de Stokes, nous

introduisons la condition Inf-Sup suivante:

3{3 > 0, inf sup b (v, q) ~ {3. (2.29)
qEQJh VEVJh IIqllQJ II v ll vJ

Proposition 2.7 Si la condition Inf-Sup (4.7) est satisfaite alors le problème discret

(PSn) a une unique solution (Uh,Ph) E VJh x QJh'

Nous renvoyons à [371 pour la preuve de ce résultat.
L'approximation de Hele-Shaw étant une approximation physique largement utilisée,
nous allons comparer la méthode de réduction de dimension à cette approximation.
A la proposition (2.2) nous avons vu que la solution proposée par l'approximation
d'Hele-Shaw était solution du problème de Stokes avec des conditions de Dirichlet
sur les bords supérieur et inférieur du domaine n et de non glissement le long de la
frontière ôn x [-h, hl.
Réciproquement, en considérant une seule fonction dans l'épaisseur (cas de réduc­
tion de dimension au premier ordre) les inconnues du problème de Stokes réduit
s'écrivent: U = UoCPo,P = Po'!/Jo (en fait '!/Jo = 1). La condition d'incompressibilité
devient:

. (ÔUOZ1 ÔUOZ2) ( ) () ( ) ôcpo () 'U [ ]dw(UoCPo) = ÔXl + ÔX2 Xl,X2 CPo Y +uoy Xl,X2 ôy y = 0 vy E -1,1 ,

soit

L'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit:
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En Xl ceci donne

En y:

49

(2.30)

(2.31)

(2.32)8po = 0
8y .

On sait que !Po (y) = '1/;0 (y) - '1/;2 (y) par la relation (2.19), donc !Po (y) = ~ (y2 - 1),

polynôme de degré deux. Par suite 82~;2(Y) = ete, d'où en utilisant (2.30) on obtient

De même

Finalement, on a :
dans la direction Xl

soit

De même on a
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et

Il vient alors
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UOy = O.

UO:Z: 1
1 ôp----

T/C:Z:1 ÔXI
1 ôp

uO:Z:2 ----
T/C:Z:2 ÔX2

uOy - O.

Ce qui caractérise un écoulement de Hele-Shaw.
Terminons cette section par quelques commentaires. La réduction de dimension
au premier ordre (c'est-à-dire avec une seule fonction en épaisseur) correspond à
l'approximation de Hele-Shaw lorsque l'épaisseur du moule est très petite. Mais il
peut arriver que lors d'un écoulement l'approximation de Hele-Shaw ne convienne
pas, par exemple, soit parce que l'épaisseur est trop grande, soit parce que le fluide
n'est pas newtonien ou pour toute autre raison qui fait que l'écoulement est 3D.
Alors il convient d'augmenter dans ces cas la dimension des espaces Vi et Qi et
d'utiliser la réduction de dimension.
La méthode de réduction de dimension par projection s'applique au problème de
remplissage de moule. D'après les ordres de grandeur des dimensions de notre
moule nous pouvons ne retenir que les premiers polynômes de Vi et Qi, ce qui
correspond au profil parabolique suivant l'épaisseur (écoulement de Hele-Shaw). Il
est donc cohérent de se limiter à une approximation du premier ordre c'est-à-dire
de ne prendre qu'une seule fonction de base, c'est ce que nous ferons au paragraphe 3.

2.3 Application de la méthode de réduction de di­
mension par projection

Nous allons appliquer au problème de Stokes la méthode de réduction de dimension
par projection que nous avons décrite au paragraphe précedent. La figure 2.2 donne
les dimensions du moule. Lors du remplissage du moule la viscosité varie en fonction
de la position de l'interface correspondant au fait que nous sommes dans le fluide
remplissant le moule ou dans l'air. Le problème s'écrit alors: trouver U(XI' X2, y, t)
et P(XI' X2, y, t) vérifiant:

{

-2V'. (T/ (S(XI, X2, y, t)) D (u)) + V'p - 0
V.n -

U(XI, X2, y, t) - 0

dans nT = n x (0, T)
o dans nT (2.33)

sur rIT = rI x (0, T)
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La condition de conservation de la quantité de mouvement dans (2.33) s'explicite en

-2V'. (7] (S) ~ (V'U + (V'uf) ) + V'p 0

-V. (7] (S) (VU + (V'U)T)) + V'p - O.

(2.34)

(2.35)

L-4Oc:m

""'«---------------------'3>

mm

/ l'

::><n 1-12cm h-3

~

Fig. 2.2: Dimensions du moule en cm

On appelle w le domaine réduit qui est dans notre cas de figure défini comme
suit:
w = {(Xl,X2); 0::; Xl::; 360; 0::; X2 ::; 120} avec x= (Xl,X2) = X = (Xl,X2) et

1
fi = h+ _ h- (2y + h+ - h-), h+ et h- étant les positions respectives des deux

plaques et h+ - h- l'épaisseur du moule, invariable. On a alors fi = f2 X [-1,1] et
(x, fi) E fi.
Maintenant explicitons la transformation géométrique qui envoie f2 sur fi. Soit T tel
que T(f2) = fi. T est linéaire et nous avons:

)
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On note
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\7u +T (\7u) =

Alors

8Uh
8XI
8Ul2
8XI
8U2

8XI

8U I I 8uh
8X2 8y

( V.Ut Bu! )8Uh 8Ul2 8y
8X2 8y

\7zU2
8U2 .

8U2 8U2 8y-
8X2 8y

\7u +T (\7u) =

On écrit la formulation variationnelle mixte (2.17) pour le cas du moule afin de
déterminer les coefficients de la formulation variationnelle mixte réduite.
Pour l'équation de conservation de la quantité de mouvement on a pour tout
v = (Vl,V2) = (VI ll VI 2I V2) E Hl (0)3

et pour ç = fi; UI (X, ç) = UI,O (x) 'Po (ç); uh (X, ç) = uh,O (x) 'Po (ç);
U2 (X, ç) = U2,O (X) 'Po (ç) ; P (X, ç) = Po (X) '!/Jo (Ç) , on obtient

J7](S) {2(\7zUI + \7zç88~1) (\7zVI + \7zç~~I)
fi

(
8ç 8UII 8U2)} 8ç 8VII

+ 8y 8ç + \7zU2 + \7zç 8ç 8y 8ç

J(\7zVI + \7zç ~~l ) P = 0

fi
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ou

1 1

/ 7](S){ 2V'xUl,OV'xVl,O / cP~ + 2V'xUl,OVl,O / V'xE,CPO 8~O
w -1 -1

1 1

+ 2Ul,O V'xVl,O / V' xE,CPO 8~O + 2Ul,OVl,O / (V'xE,) 2 (8~O) 2

-1 -1

1 1

/
(

8E,)2 (8CPO) 2 /8E, 8cpo+ Uh,OVh,O 8y 8E, + V'xU2,OVh,O 8y CPo 8E,
-1 1

1 1 1

+ U2,OVl 1,O / V'xE,;~C~;Or} - / (V'XVl,OPO / CPO'!/JO + Vl,OPO / V'xE,8~°'!/JO) =0.
-1 w -1 -1

L'épaisseur du moule étant invariable on a V'xE, = 0, d'où

1

-JV'xVl,OPO / CPO'!/JO = 0
w -1

3
Sachant que '!/Jo = 1 et CPo = - (1 - e) on a

2

/12 12 JI (8CPO) 2 /1 8cpo /1
CPo = 5' 8E, = 6, CPo 8E, = 0, <Po = 2

-1 -1 -1 -1

d'où

/ 7] (S) {254V'xUl,OV'x Vl,O + :2 Ul i VII} - 2 / V'x Vl,OPO = 0
w w

soit

/ 7](S) {152V'xUl'OV'XVl.O + :2Ul1'OVh'O} - / V'xVl,OPO = 0
w w

(2.36)



54

et

Chapitre 2. Méthode de réduction de dimension

J1] (S) { (VZ U 2 + 8;;1) Vz V2 + 2~~ ~~ } - J~~p = Oj (2.37)
w w

soit en passant dans fi :

ou

l 2 2} l

+2U2,OV,~1(~) (8~o) -[ v"oPo1,p,a~o =0
Ce qui donne pour les même raisons que ci-dessus et en plus du fait que

J8~o = 0

w

! {12 12}1](S) SVZu2,OVzV2,O + h2u2,ov2,o = 0

w

soit après simplification

! 1] (S) {~V z U 2,OV z V2,O + ~2 u2,OV2,O } = O.
w

(2.38)
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Les relations ( 2.36) et ( 2.38) étant vraies pour tout h non nul on a (polynôme
identiquement nul)

(2.39)

et

w w

w

(2.40)

Dans (2.39) et (2.40) comme TI(S) i= 0 et V2,O quelconque, alors 'V:cU2,O = 0 de sorte
qu'il ne reste plus que

J1:TI (S) 'VUl,O'VVl,O - J'V.Vl,OPO = 0 (2.41)

w w

qui est la formulation variationnelle de la condition de conservation de la quantité
de mouvement dans la dimension réduite avec une seule fonction en épaisseur et une

viscosité TI' (S) = 1:TI (S) .

La condition d'incompressibilité dans (2.33) devient pour U = Uo (x) <Po (Ç) et q =
qo (x) '!/Io (Ç).

(2.42)

Ce qui donne

soit après calcul et simplification

J'V:cul,oqodx = 0

w

(2.43)
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(2.44)

qui est la condition d'incompressibilité sous sa forme variationnelle dans la direction
réduite.
On retrouve donc le problème de Stokes suivant:

{

- 1
5
2 'V. (1] (8) 'Vu) + 'Vp = 0 dans w x (0, T)

'V.u = 0 dans w x (0, T)
u 0 sur la paroi de w.

En définitive tout se passe comme si les viscosités du fluide et de l'air changeaient.
On obtient le problème de Stokes avec une autre viscosité dans le domaine w de la
dimension réduite 2-D.

2.4 Expression de la formulation approchée du prob­
lème de stokes réduit

Nous donnons la matrice de rigidité élémentaire dans le cas de choix de quatre
fonctions en épaisseur. On considère donc les quatre premières fonctions de base
<Pj pour la vitesse et çj, j = 0,3, pour la pression. Ainsi on a les décompositions
suivantes pour la vitesse et la pression:

qh(X, Ç)

Ul(X, ç)

U2(X, ç)

ql (X)'l/Jk (ç)

- Ul,j(X)<Pj(ç)

U2.j(X)<Pj(ç).

Ainsi on obtient:
- Pour la condition d'incompressibilité

3 11

"fJ[ l'V'UIJ'I'jq,tf;kdxd{ + [ l 'V.l~;J q,tf;kdxd~
1

+! !:~ 8;~,j ql'I/JkdxdÇ) = 0,
w -1

soit
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dans laquelle Vxç = 0 puisque l'épaisseur du moule est invariable et ~ç = ~, d'où

1

+ ~ JU2,jQ1dx Jâa71/Jkdç) = o.
w -1

(2.45)

On obtient alors le système matriciel

= (0) (2.46)

Ul1.O

Ul1,1

Boo BOl B02 B03 Coo COI CO2 C03 Doo DOl D02 D03 Ul 1 ,2

Ul 1 ,3

U1 2 ,0

U12 ,1

U12 ,2

U1 2 ,3

U2,0

U2,1

U2,2

U2,3

Les 1/Jj sont donnés par

(2.47)
1 dU) .

1/J·(x) = -.-.-. (x2
- 1)).) )!2) dx)

En calculant les intégrales intervenant dans l'équation (2.45) on obtient les blocs de
matrice dans (2.46):

2 0 0 0

(j ~i~jd() ..
2

00 - 0
-2

3
2

- 0 - 0
5

-2
5

2l,)

2 - 0 -
7 7

(j~i~d() (i2
0

o 0)0 o 0
-2 o 0 '

IJ 0 -2 0
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-2

-2
-4
5
o

o
-4
3
o
-6
7

o
o

-6
5
o

o
o

o
-8
7

- Pour l'équation de conservation de la quantité de mouvement, on considère toujours
quatre fonctions en épaisseur; alors pour tout Vh E VJh Vh(X,y) = VI(X)<Pk(l) on a:
D'une part

3 1 1

~!~(S)(V,UljV,V/! 'P;<P'dE. + V.UljV/f a;,,<p;v.€dE.
J- loi -1 -1

1 1

/
a<pj / [ 2 a~ )2 a<Pj a<pk ])+ U1,j \1x VI a~ <Pk\1x~dÇ + U1,j V I (\1xO + (ay a~ a~ d~

-1 -1

III

- Pj\1xVI / '!/Jj<PkdÇ - Pj\1xVI! '!/Jj a;'k\1x~d~dX = ! ! f1VI<Pkd~dx.
-1 -1 loi -1

Comme l'épaisseur h du moule est constante \1x~ = 0 et \1xY = ~2' alors on obtient

3 1 1

~ / T/(S) (\1xU1J \1xVI / <Pj<PkdÇ + U1JVl ~2! a;; a;'kdÇ)
J=O loi -1 -1

1 1

Pj \1x VI / '!/Jj<PkdÇ = / ! fI VI<PkdÇdx.
-1 loi -1

Et d'autre part
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soit
3 1 1

L ! 1](S) ( \lx U2,j\lx VI! l{Jjl{JkdE. + ~2 U2,jVI! 8:; 8~k dE.)
]=0 w -1 -1

1 1

*PjVI! '!/Jj 8~k dE.dx = ! ! hVIl{JkdE.dx.
-1 w -1

On obtient alors un système matriciel de la forme

{

AU1 + Bp = fI
AU2 +Cp= h

ou

59

(2.48)(~ ~ ~) ( ;: ) = ( ~: ) .

Les matrices A, B et C sont composées de 4 x 4 sous-matrices similaires puiqu'elles
proviennent du même maillage. Les vecteurs fI et h sont dûs aux conditions aux
limites relevées et transposées au second membre. Dans le système matriciel (2.48)
les intégrales qui interviennent sont

12
0

2
0- --

5
20

5
-21

0! (l{Jjl{JidE.kj =
0 - -

-2
21

28
7

- 0 - 0
-1 5 45

-2 36
0 - 0 -

7 77

-2 0 0 0

u
0 0 0) 1

4
0 01 0 --! (l{Jjl{JidE.)i,j =

10 0 o 8l{Ji 3
o et !('!/Jj 8E. dE.kj = 4 6

0 14 -- 0 -- 0
-1 0 0 18 -1 5

6
5

8
0 -- 0 --

7 7

2.5 Un modèle bidimensionnel pour le remplissage
de moule

On note / le frontière du domaine réduit w de classe Cl par morceaux.
Soit WT = W X (0, T), le problème bidimensionnel à résoudre est donné par le système
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suivant où nous couplons le système de Stokes dans le domaine réduit et l'équation
de transport:

-12/5 'V. (7](S(x, y, t))'Vu) + 'Vp - 0 dansw
'V.u - 0 dansw
u - 0 sur la paroi de w

au (2.49)-12/5 7](S(x, y, t))a +pn 0 sur 'YN
as n
8t + u.'VS - 0 dans WT

S 1 sur l'entrée 'Ye'

En relevant les conditions limites dans le problème de Stokes comme dans (2.14)
(ce qui revient à translater le problème), on est conduit à la forme variationnelle
suivante de ce problème, où le temps est un paramètre. :
trouver (u',p) E HJ,""YD (W)2 X L~ (W)2 tel que:

12/5 / 7](S(x, y, t))'Vu''Vvdxdy - / p'Vvdxdy

w n
/ q'Vu'dxdy
w

avec

/ f*vdxdy Vv E Hf
D

(w)3

W (2.50)
o Vq E L2 (w)

/ f*vdxdy - -12/5 / 7](S(x, y, t))'VUo'Vvdxdy

w w

aUa
+ 12/5 < 7](S(x, y, t)) an 'v >H-!(8w);H!(8w) .

Quant au problème de tranport (cinqième équation de (2.49)), nous le transformons
pour le mettre sous forme d'un problème diffusif dont la formulation variationnelle
sera donnée dans un espace fonctionnel approprié, les variables d'espace et de temps
étant traitées de manière équivalente. Ce sera l'objet du chapitre suivant 0



Chapitre 3

Le problème de transport et la
méthode des moindres carrés.

3.1 Motivation

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la résolution de l'équation de transport où
les variables spaciales et temporelles ne sont pas distinguées et en utilisant une méth­
odes des moindres carrés. L'équation d'Euler associée permet d'exprimer l'équation
de transport comme une équation elliptique de diffusion avec une diffusion non
isotrope [2]. Cette méthode, est appelé la méthode STILS (Space Time Integrated
Least Squares). Elle peut être vue comme une variante des méthodes CSD (char­
acteristic streamline diffusion) [26], GLS (Galerkin least squares) [25] ou SUFG
(streamline upwind full galerkin least squares) [32], [23].
L'intérêt de la méthode STILS est que son implémentation est plus facile car nous
n'introduisons aucun paramètre dont le mauvais choix peut être préjudiciable; de
plus elle permet de construire un schéma numérique simple, stable pour la norme de
l'opérateur de transport. Sa faiblesse est peut-être qu'en norme L2 elle augmente
l'ordre du problème puisqu'elle symétrise l'équation. Cela n'est pas un désavantage
pour un problème d'ordre un mais peut l'être pour des problèmes d'ordre plus élevé.
La méthode STILS est a priori global en espace-temps, néanmoins, lorsque le pro­
duit scalaire du vecteur vitesse U et du vecteur représentant la direction associée au
temps est positif, on peut utiliser une méthode de marche en temps en formulant le
problème "tranche de temps" par tranche de temps. Dans ce chapitre nous présen­
tons la méthode STILS en l'appliquant à l'équation de transport advectif. Nous
montrerons ensuite que la formulation diffusive obtenue est équivalente à la formu­
lation advective dans un sens qui sera précisé. Enfin nous discrétiserons le problème
diffusif par la méthode de Galerkin et sur un exemple simple nous déterminerons

61
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la matrice de rigidité élémentaire sur chaque tranche, la résolution du problème se
faisant par tranches successives pour éviter les difficultés numériques dues au coût
onéreux d'une résolution dans le domaine tout entier, surtout en 3D.

3.2 La méthode des moindres carrés et le problème
de transport.

L'idée est la suivante. On part d'une formulation au sens des moindres carrés du
problème et on en déduit la forme différentielle.

3.2.1 Cadre fonctionnel.

On suppose que le domaine spacio-temporel nT, avec nT = n x (0, T), est de frontière
Cl par morceaux. Soient N la normale extérieure à la frontière f de nT, f e et f s les
frontières à flux rentrant et sortant respectivement de mesures strictement positives
et f 0 la frontière à flux nul;

f e {(x, t) E f, U.N < O}
f s {(x, t) E f, U.N > O}
f o - {(x, t) E f, U.N = O}.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Soit V un voisinage ouvert de nT et soit U : V --+ IR3 un champ de vecteurs Cl.
On définit H (U, nT) comme le complété de D (nT) muni de la norme du graphe:

1118111 2 = 11811 2 + Ilu.V8112

où Il . Il désigne la norme L2
• On définit

D (nT, f e) = {4> E D (nT) 14> = 0 sur f e}

et on désigne par Ho (U, nT, f e ) (resp. Ho (U, nT, f s )) la fermeture de D (nT, f e )

(resp.D (nT,fs )) dans H(U, nT)'
On considère l'équation de tranport introduite au chapitre 2:

U.V8 = 0 (3.5)

et pour 80 régulière, on impose sur f e une condition de type Dirichlet 8 = 80 ,

Une formulation au sens des moindres carrés dans L2 de (3.5) s'écrit à l'aide de la
fonctionnelle des moindres carrées

X H (U, nT) --+ IR

x(8) - ~ J(U.V8)2dxdt --+ min,

nT

(3.6)

(3.7)
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le minimum X = 0 correspondant à la solution de l'équation (3.5). La condition de
stationnarité ou équation d'Euler de (3.7) se traduit par la forme faible:

OX = / (U.VS) 0 (U.VS) dxdt = 0,

nT

où OX est la dérivée de la fonctionnelle X, soit

/ (U.VS) (U.V (oS)) dxdt = O.

nT

Mais on sait que

(a.b) (a.c) = ([a ® a].b) c.

D'où

/ ([U ® U] VS) .V(oS)dxdt = O.

nT

En intégrant par parties dans l'expression (3.8) on obtient:

0X = - / osv. ([U ® U] VS)dxdt + / oS ([U ® U] VS) .Ndu = 0

nT r

et par la condition de type Dirichlet on a oS = 0 sur re d'où

OX = - / osv. ([U ® U]VS)dxdt + / oS( [U ® U] VS).Ndu = 0

~ ~~

et comme oS est arbitraire, on obtient au sens des distributions

(3.8)

(

V. ( [U ® U] VS) = 0

S = So

( [U ® U] VS) .N = 0

dans nT
sur re

surr\re .

(3.9)

La condition de type Neumann (3.9) peut se réécrire

( [U ® U] VS) .N = ( [U ® U] N) .VS = 0

soit

[U.N] U.VS = 0 sur r s , (3.10)
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et puisque (U.N) U est parallèle à U cette condition signifie que U.\lS = 0 sur f".
L'équation (3.9) est une équation de type diffusion, U ® U étant un tenseur de
diffusion anisotropique. Ainsi, on passe d'une forme advective (équation (3.5)) à une
équation diffusive (équation (3.9)), la diffusion se faisant dans la direction de U.
Pour reproduire les effets advectifs et les conditions aux bords de Dirichlet (sur la
frontière à flux entrant f e) dans le domaine de l'écoulement, on impose des conditions
de Neumann homogènes sur la frontière à flux sortant f ". La solution du problème
(3.9) consistera alors en une concentration constante le long des caractéristiques
spacio-temporelles et (3.5) sera implicitement satisfaite [341.

N

N

~iffusion
/ anisotropique

x

N

Fig. 3.1: Caractéristiques, normale extérieure et frontière à flux entrant.

3.3 Equivalence entre la formulation advective et la
formulation diffusive

On considére le problème advectif (3.5) dans le domaine nT à trois dimensions
pour l'espace-temps. On suppose que la condition limite peut être relevée; ainsi par
translation on se ramène à un problème avec une condition limite homogène sur f e·

On obtient alors le problème avec un terme source f:

{ ~.\lS

dont la forme diffusive est:

- f
- 0

(3.11)

{

~. ([U ® U] \lS)

[U ® U] N\lS

- \l. (lU)
- 0
- fUN

dans nT
sur f e

sur f \ f e •

(3.12)
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On a respectivement les formulations faibles correspondantes suivantes:
trouver SE Ho (U, nT, r e ) telle que:

J(U.\7S) ~dxdt = Jf~dxdt
nT nT

et trouver SE Ho (U, nT, r e ) telle que:

J\7. ([U ® U] \7S) ~dx dt = J\7.(JU)~dx dt

nT nT
ou

(3.13)

J(U.\7S)(U.\7~)dxdt = Jf(U.\7~)dxdt
nT nT

Il est évident que si S est solution du problème (3.11), alors S satisfait aussi le
problème diffusif (3.14) si fU est régulier.
En effet, il suffit de multiplier (3.11) par U.\7~ avec ~ choisi dans
Ho (U, nT, re ) quelconque. Or d'après la théorie des équations hyperboliques,
(cf. méthode des caractéristiques), le problème (3.11) a une solution unique si
U est Cl. Cette solution est aussi solution du problème diffusif (3.14).
Nous avons la définition suivante:

Définition 3.1 On dit que le problème (3.14) est bien posé dans Ho (U, nT, r e ) si
pour tout f E L2(nT), il existe une unique fonction S E Ho (U, nT, re ) solution de
(3.14) et de plus il existe C > 0 telle que IIISIII ~ C Ilfllo'

Montrons que le problème (3.14) est bien posé. Pour cela nous avons besoin de
l'inégalité suivante appelée inégalité de Poincaré courbe [4]:

(3.15)

Proposition 3.1 Si f E L2(nT) et si l'inégalité de Poincaré courbe est satisfaite,
alors le problème (3.14) est bien posé.

Preuve On définit sur V = Ho (U, nT, re ) la forme bilinéaire symétrique:

a (~, 'lt) = J(U. \7~ )(U. \7 lI!) dx dt

nT

et la forme linéaire

l (~) = Jf (U.\7~) dx dt.

nT
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Le résultat que nous allons établir sera une conséquence du théorème de Lax­
Milgram si nous montrons que ces deux formes sont continues et que a(.,.) est
111·IlI-coercive.
En effet on a:
la(<I>, '11)1 ~ IIU.V<I>1I2 1IU.vwll ( par l'inégalité de RaIder), et par définition de la
norme 111.111 on a

la(<I>, '11)1 ~ 111<I>1I11l1wlll;

de même

Il (<I»I ~ 11/11111<I>1I1·

Donc, puisque 1 E L2(nT)

Il (<I»I ~ CIII<I>III·

D'où la continuité.
On a aussi:

a (<I>, <I» = Ilu. V<I>11
2 ~ d211<I>11

2
p

où Cp est la constante trouvée dans (3.15), donc

211U. V<I>11
2 ~ d2 11<I>11

2+ IIU. V<I>11
2

p

soit

où Q = ~min {d 2,1 } . D'où la coercivité de a(.,.).

En appliquant dC:nc le théorème de Lax- Milgram, il existe une unique solution S
du problème (3.14) et satisfaisant IIiSIlI ~ C 11/11 avec C > o.
De plus, par l'inégalité de Poincaré courbe, on a l'existence d'une constante Cp telle
que IISII ~ CpIIU. VSil. De ces deux inégalités on déduit que:

IIISIW = IISII2+ IIU.VSII 2 < C/IIU.VSII2 + IIU.VSII
2

< Cp2 I1U.VSII2 + C2 11/11
2

< 2max{C/, C2}11/1I2.
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On remarque que toute solution de (3.13) est aussi solution de (3.14). Et si le
problème advectif (3.11) est bien posé dans L 2(nT ), alors on aura l'existence d'une
constante C telle que

On a donc l'existence d'une constante C telle que "'BIII ~ Cllfll. D'où la proposi­
tion.
Examinons maintenant l'équivalence entre les deux formulations faibles advective
(3.13) et diffusive (3.14). La méthode STILS correspondant au problème (3.11) re­
vient à chercher le minimum parmi les fonctions admissibles de

X(~) = ~ J(U.V~ - f) 2
dxdt -----t min.

OT

(3.16)

II~II ~ Cllfll = CIIU.V~II

c'est-à-dire que l'inégalité de Poincaré courbe est vérifiée. Ainsi l'inégalité de
Poincaré courbe est une condition nécessaire pour que le problème advectif (3.11)
soit bien posé dans L 2(nT ). Donc, si le problème d'advection (3.11) est bien posé
dans L 2(nT ), le problème de diffusion (3.14) l'est aussi et admet la même solution.
Réciproquement le problème (3.14) est à interpréter en un sens plus faible que le
problème advectif original (3.5) de sorte que l'existence d'une solution éventuelle­
ment pour STILS n'implique pas forcément l'existence d'une solution pour l'équation
d'advection, le minimum de la fonction X n'étant pas nécessairement zéro. Ceci est
plutôt un avantage pour STILS, qui peut éventuellement avoir une solution sans que
l'équation d'advection en ait [2]. Néanmoins sous une certaine hypothèse, on montre
que l'équation d'advection (3.5) a une solution unique dans Ho (U, nT, re ).

On a:

Définition 3.2 On dit que l'écoulement ou le champ de vitesse U est
nT-remplissant si les trajectoires issues du bord à flux entrant remplissent nT sauf
peut-être une partie négligeable, en une durée finie, bornée par un nombre fixe T.

Proposition 3.2 On suppose que le champ de vitesse U est de classe Cl et à
divergence nulle. Alors si U est nT-remplissant, le problème d'advection (3.5)
admet une unique solution dans Ho (U, nT, re ).

Preuve On veut montrer l'existence d'une solution pour le problème (3.5). Pour
cela il suffit de montrer que {U.V~ I~ E D (TIT, re ) } est dense dans L2 (nT) c'est-

à-dire que {U.V~ I~ E D (nT, re)} 1. = {O}.
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Soit donc III EL2 (nT) orthogonal à {u.vq, Iq, E D (nT, r e )}. Montrons que III = O.
L'orthogonalité se traduit par

J(U. V q,) IIIdx dt = 0

nT
(3.17)

En particulier si q, E D (nT), sachant que divU = 0 et U E Cl (nT) alors on a:

J(U. Vq,) IlIdx dt = Jdiv (Uq,) IlIdx dt - J(q,divU) IlIdx dt = 0

nT nT nT

soit donc en intégrant par parties

-J(Uq,) VllIdx dt = 0,

nT
(3.18)

ce qui signifie que < V III , Uq, >= 0 dans D' (nT) ou < U. V III ,q, >= 0 (définie car
U E Cl (nT) et Vq, est une distribution d'ordre un).
La distribution U.VIlI = 0 E L2 (nT ), donc III E H(U, nT)' D'après [17/, [18/
(page 240 et page 1026), on peut considérer sa trace sur le bord, supposé Cl par
morceaux au sens de H-!(anT ). En prenant donc q, E H (U, nT) non nul sur ra et
en intégrant de nouveau (3.17) on a:

o = J(u.vq,) IlIdxdt = - Jdiv (UIlI) q,dxdt +Jq,IlIU.Ndu

nT nT r.

-J(U.VIlI)q,dxdt+ Jq,IlIU.Ndu;

nT r.

et comme U. V III = 0 dans L2 (nT) et est quelconque, on obtient enfin

Jq,IlIU.Ndu = O.

r.

Or U.N > 0 sur ra par définition de ra; et q, étant quelconque on a IlI W• = O.

Conclusion 3.1 III = 0 et {U.Vq,; q, E D (nT,re )} est dense dans L2(nT ). Le
problème d'advection (3.5) a donc une unique solution dans Ho (U, nT, f e ). Cette
solution est la même que pour le problème difJusij (3.14). On conclut donc en disant
que les deux problèmes sont équivalents si le problème d'advection est bien posé dans
Ho (U, nT, r e ).
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Remarque 3.1 On peut appliquer l'inégalité de Poincaré courbe. En effet (cf [1])
on a le résultat suivant:

Proposition 3.3 Pour un écoulement Or-remplissant gouverné par un champ à
divergence nulle, il existe une constante C telle que

c'est-à-dire que l'inégalité de Poincaré courbe est vérifiée.

3.4 Discrétisation du problème de transport diffusif
avec une méthode de Galerkin

On discrétise le problème diffusif (3.9) avec une méthode de Galerkin. La méth­
ode de Galerkin consiste à introduire un sous espace vectoriel de dimension finie
de Ho (U, Or, f e ) que nous noterons Vh . On projette ensuite l'équation (3.9) dans
Vh autrement dit, on cherche Sh l'élément de Vh solution de l'équation (3.9). La
construction du sous espace Vh se fait à l'aide d'un maillage du domaine Or par des
éléments finis K. Nous utiliserons des éléments finis quadrilatéraux de type QI ou
Q2 pour le problème en 2D et des éléments finis parallélépipédiques rectangles à 27
nœuds dans le cas 3D. On choisit alors:

0-Vh = {v E C (Or); VIK E Pk} n Ho (U, Or, f e )

où Pk désigne l'espace des fonctions polynômes de degré inférieur ou égal à k, k ~ l.
On fait un changement d'échelle en temps en représentant le temps par la variable
d'espace z par:

z = {3t. (3.19)

Alors l'opérateur gradient s'exprime par:

V = (v,ôt = ~Ôz).

Le facteur {3 est important dans le système. En effet, lorsque le domaine spacial
est subdivisé en éléments finis, la face D.z donnée aux éléments est fixe et peut
représenter arbitrairement le pas de temps. Pour préserver une métrique stable dans
les calculs des gradients spacio-temporels et des trajectoires il est nécessaire de
respecter la transformation (3.19) et de calculer

{3 = D.z
D.t

avant l'assemblage des matrices élémentaires (condition de non dégénérescence en
éléments finis).
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3.4.1 Expression de la formulation variationnelle approchée

On choisit une base (c.pjh~j~N de Vh, N étant la dimension de Vh. Sur chaque
élément K à 27 nœuds, la fonction inconnue S est approchée par:

N

Sh = L Sjc.pj ; avec Sj = Sh(aj) 1 $ j $ Net c.pj(aj) = dij

j

On relève les conditions limites dans (3.9) et nous notons le second membre r(c.pi)' La
méthode d'approximation variationnelle du problème (3.9) consiste alors à chercher
la fonction Sh solution du système

N

La(c.pj,c.pi)Sj = l-(c.pd 1 $ i $ N.
j=1

Ainsi les équations de Galerkin correspondant à l'équation (3.9) conduisent aux
matrices de rigidité élémentaire suivantes:

(matrices de divergence élémentaires), m et n étant des indices relatifs aux coordon­
nées spado-temporelles (m, n = 1,3) ou encore

où les accolades résument les opérations d'intégration élémentaires. L'assemblage
des matrices élémentaires Ai< en vue d'obtenir la solution sur le domaine nT tout
entier conduit enfin au système

AS=O (3.20)

dans lequel le second membre nul exprime l'absence de flux diffusif à travers les
frontières du domaine. Dans l'équation (3.20) le vecteur S contient les solutions
inconnues en tous les nœuds de nT ainsi que les valeurs imposées par la condition de
Dirichlet à la frontière spado-temporel du domaine nT. Le problème doit être résolu
entièrement en cherchant l'unique solution du problème (3.20). Mais ce système
spacio-temporel est très onéreux à résoudre car le nombre d'inconnues est très élevé,
surtout en 3D.
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3.4.2 La méthode de marche

Nous évitons la difficulté précédemment décrite en faisant une résolution tranche
de temps par tranche de temps. En effet cela est possible si on suppose que U.e z >
0, ez étant le représentant de la direction associée au temps puisque t = t"' est
une partie de la frontière entrante. Alors nous calculons la matrice A du système
(3.20) pour une seule tranche d'éléments finis de largeur ~z = {3~t, le vecteur S
comprenant seulement les solutions calculées au temps t (prises comme condition
initiale ou condition sur le bord inférieur) et les celles inconnues au temps t + ~t.

Ces dernières sont réinjectées dans le système (3.20) comme condition initiale pour
l'étape suivante. Ainsi de suite on procède jusqu'à ce que l'on atteigne le temps final.
Sur chaque tranche correspondant à un pas de temps, on suppose que le champ de
vitesse est constant, et la matrice A est donnée par

(3.21)AS- [M- p

3.4.3 Un exemple en 2D espace-temps.

Notons que cette matrice Q est symétrique, définie positive.
Nous traitons ci-après un exemple de problème de transport en 2D espace-temps et
nous en donnons la matrice de rigidité élémentaire sur une tranche quelconque.

Comme mentionné plus haut, le vecteur S ne contient plus que les valeurs en tous
les nœuds connues au temps t et les inconnues au temps t + ~t. Alors la solution au
pas de temps ~t est obtenue en résolvant le système réduit

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(x, t) E (0, 1) x (0, 1) = nT

g(x) xE (0,1)
h(t) t E (0,1),

(x, t) E (0, 1) x (0, 1) = nT
g(x) x E (0,1)
h(t) t E (0,1).

Qst+.6.t = -pst.

{

IIS~ + St = 0
S(x,O) =
S(O, t) =

{

112Szz + 211Sz t + Stt - 0
S(x,O) -
S(O, t)

On considère par exemple l'équation d'advection scalaire transitoire

Remarquons d'abord que dans ce cas l'inégalité de Poincaré courbe est vérifiée
(proposition 3.3). On peut donc mettre en œuvre la méthode STILS.
En élévant au carré l'opérateur différentiel 118z + 8t ou en multipliant par l'adjoint
-(1I8z + 8d, on obtient la formulation difffusive suivante:



72 Chapitre 3. Le problème de transport et la méthode des moindres carrés.

Ici la vitesse est U = (v, If et

(3.25)

z= 13 t

t+6't t+6't t+6tS S. Sj+lj-l ;. J /,l
, ,,, ,

, ,
, ,

, ,
, , 6z, ,

, ,
, ,

, ,
, ,, ,

,
t

,
tst

,
S. S

j-I J j+l
......
./

Fig. 3.2: Exemple de tranche en dimension 2 d'espace-temps

Pour cet exemple 2D espace-temps, nous allons déterminer dans le paragraphe
suivant la matrice de rigidité élémentaire.
La résolution du problème se fait alors dans le plan (x,O avec ç = {3t, f),.x = f),.ç.

f),.t v
On pose Cr = V f),.x = {j'

3.4.4 Le problème variationnel

Pour la discrétisation on utilise la méthode de Galerkin, les éléments finis étant de
type QI. On prend

(3.26)

et

(3.27)
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Le problème variationnel s'écrit:
Trouver Sh E Vh C Ho(U, nT, r e ) tel que pour tout <I>h E Vh

J(U.\lSh)(U.\l<I>h)d nT = JfU.\l<I>hd nT
nT nT

avec f = vgz + ht • (3.28)

Fig. 3.3: Elément fini de type QI

Soit (CPdl$i$N une base de Vh; Sh = L~1 SjCPj avec Sj = Sh(aj)' Alors on a:

N

a(Sh. CPi) = L a(cpj, cpdSj
j=1

N

- ~ !(U. \lCPj) (U.\lcpi)Sj
)=l nT

N

= L ~ !(U.\lcpj)(U.\lCPi)Sj.
K )=1 K

Mais

(
8<jJj 8<jJj) = (8<jJj 8<jJj 8~) = (8<jJj (38<jJj)
8x' 8t 8x ' 8~ 8t 8x' 8~ .

Par suite

U \l . - 8cpj (38cpj
. cp) - v 8x + 8~'

Soit FK la transformation qui transforme le carré unité R = (âll â2 , â3 , â4 ) en le
carré K.
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a 4 (x, ç+aç )

"a (0,1)
4 11-'-------,

"
K

K

~L------'---~

a (0.0) " 1
1 a

2
0,0)

a (x, ç )
1

Fig. 3.4: Transformation du carré unité

Ona

~ )(f)+ ( f);h = t1x = t1~.

On calcule:

a4Jj _ a;Pj aX + a;Pj af = DADG(K 1)
ax ax ax afax 1

a4Jj _ a;Pj ax a;Pj af = DADG(K 2).
a~ ax a~ + af a~ ,

Si on pose

(

ax )
R, ~ :~ ;

alors on a:
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Donc

J(U. \l4Jj)(U.\l4Ji)
K

Mais

- IdetBKI JU. ( :Rl~~ ) U. ( :Rl~~ )
R2D4Jj R2D4Ji

R

- IdetBKI J(vtRIÎJ~ + tR2ÎJ~) (vtRIÎJ~ + tR2ÎJ~)
R

IdetBKI Jv [vtRIÎJ~tRIÎJ~ + t RIÎJ~tR2ÎJ~ + tRIÎJ~tR2ÎJ~]
R

t -.-. t -.-.
+ R2D4Ji R2D4Jj.

et donc IdetBKI = h2
•

Par ailleur

D'où

J(U. \l4Jj )(U. \l4Ji)
K

Donc

A' =! (v~~ +~~~) (v~ +~~)
K

Comme fonctions de base nous avons

;jl(X, Ô
~(x,~) ­
;j3(X, Ô
~(x,Ô -

(1 - x)(1 - Ô
x(1 -~)

xf
(1 - x)f
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de sorte que pour i = j = 1 nous avons

pour j = 1, i = 2 ,

o 0JdxJ[v(f -1) + (J(x - 1)] [v(l - f) - (J(x)] if= _~v2 + ~(J2;
1 1

pour j = 1, i = 3 ,

o 0JdxJ[v(f -1) + (J(x -1)] [vf+ (J(x)] df = _~v2 - ~v{J - ~(J2;
1 1

pour j = 1, i = 4 ,

o 0JdxJ[v(f - 1) + (J(x -1)] [-vf+ (J(1 - x)] df = ~v2 - ~{J2
1 1

et ainsi de suite, et par symétrie on obtient la matrice de rigidité élémentaire:

V2 {Jv {J2
-+-+­
323

*

*
sym

*

* *
v

En divisant par {J2 et en introduisant le nombre courant Cr = ~ on obtient la forme

adimensinnelle suivante:

C; Cr 1 C2 1 C2 Cr C2 C2 1
_---!.. + - r r r-+-+- ------ ---

3 2 3 2 36 6 2 6 26 3
Cr Cr 1 C2 1 Cr Cr 1r

* ----+- --- --+---
Ae = 3 2 3 2 6 3 6 2 2 6

Cr Cr 1 Cr 1
* * -+-+- --+-

3 2 3 2 3 6
Cr Cr 1

sym * * ----+-
3 2 3
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et après assemblage de p éléments les matrices (p + 1) x (p + 1) du système
Qst+l:>t = _ pst donnent la jime équation typique:

(1 - 2C2)S~+l:>t + 4(1 + C2)S~+l:>t + (1 - 2C2)S~+l:>t
r }-l r ) r }+l

(3.29)

Ce schéma est implicite. Par un développement de Taylor on montre qu'il est du
second ordre. C'est un schéma stable, contrairemement aux schémas explicites clas­
siques qui sont, soit instables, soit conditionnellement stables. L'erreur de discréti­
sation est du troisième degré en ~x et ~t 0





Chapitre 4

Algorithme de résolution et résultats
, .

numerlques

4.1 But

On se propose d'appliquer notre méthode de résolution à la simulation d'un procédé
industriel de mise en forme de matériaux composites: le procédé R.T.M. (Resin
Transfert Molding) [12], [30], [391 qui consiste à injecter une résine réactive liquide
dans un moule où une préforme en fibres de verre a préalablement été disposée.
La réaction rapide de la résine a lieu dans le moule, ce qui permet d'obtenir une
pièce finie lors du démoulage. En pratique, les phases de remplissage du moule et
réaction sont séparées dans le temps. On peut donc simuler ces deux phénomènes
séparément. Notre étude concerne la phase de remplissage du moule. La validation
de notre méthode de résolution numérique portera sur trois cas expérimentaux.
- Injection à température ambiante dans un moule vide ne contenant pas de renfort
en fibres de verre. La simulation de l'écoulement est alors basée sur l'équation de
Stokes.
- Injection à température ambiante dans un moule contenant un renfort en fibres
de verre. On utilise alors la loi de Darcy qui permet de modéliser l'écoulement du
fluide dans le milieu poreux que constitue le renfort fibreux.
- Injection dans un moule préchauffé contenant un renfort en fibres de verre. On
doit alors tenir compte la variation de la viscosité du fluide au cours du remplissage,
variation due à l'élévation de sa température au contact du moule chaud.
Nous utiliserons les résultats expérimentaux obtenus dans le cadre d'une col­
laboration entre notre laboratoire, le Centre Thermique de L'LN.S.A. de Lyon
(CE.TH.LL.) et le Laboratoire des Matériaux Macromoléculaires (L.M.M.) à
l'LN.S.A. de Lyon.

79
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Le problème mathématique à résoudre pour notre remplissage de moule consistera
donc à faire un couplage du problème de Stokes et du problème de transport dif­
fusif dans lequel nous traitons de manière équivalente les variables d'espace et de
temps. De plus le domaine est subdivisé en plusieurs tranches de temps successives
superposées les unes sur les autres et sur chacune desquelles on résout le problème
résultant. Pour passer à la tranche présente, on utilise la solution obtenue sur la
tranche précédente comme condition initiale à l'interface entre les deux tranches.
Cette méthode est appelée la méthode de marche (voir chapitre 4).

4.2 Rappel du problème modèle

On appelle n le domaine plan de l'écoulement et on note nT = n x (0, T). On désigne
par TJ la viscosité du fluide qui est une donnée expérimentale. Rappelons à présent
le problème mathématique à résoudre dans lequel on traite de manière équivalente
les variables d'espaces et de temps. Il s'agit de résoudre les systèmes couplés (voir
2.49):

-v. (TJ(S)Vu) + Vp 0 dans n;
V.u 0 dans n;
u - 0 sur la paroi de n; (4.1)

ÔU
sur rn-TJ(S)- +pn - 0

ôn

et

{ ~.VS - 0 dans nT; (4.2)
- 1 sur l'entrée re

où les inconnues sont u, Set p et où U = (u,lf·
Remarquons que dans cette dernière relation, le temps apparaît comme la dernière
composante et vaut 1. Le temps final est le temps nécessaire pour le remplissage du
moule.
Pour la résolution numérique du problème de transport il est intéressant d'ajouter
de la diffusion dans la direction U. En effet, la méthode de Galerkin appliquée au
problème diffusif permet d'avoir un bon algorithme contrairement au problème ad­
vectif pur à cause de l'instabilité des schémas classiques obtenus pour les problèmes
hyperboliques. Moyennant donc l'inégalité de Poincaré courbe, et par une méthode
des moindes carrés on résout le problème advectif en le remplaçant par un prob­
lème diffusif dont la formulation faible est contrôlée par une forme coercive dans
un espace fonctionnel approprié, l'espace et le temps étant considérés comme des
variables équivalentes (voir chapitre 4).
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Alors on obtient la formulation suivante du problème:

-v. (7](S)Vu) + Vp
V.u
u

ôu
-7](S) ôn + pn

o
- 0
- 0

o

dans n;
dans n;
sur la paroi de n;
sur r n

(4.3)

et

{
V. ([U ® U]V S) = 0
S = 1

dans nT;
sur l'entrée r e .

(4.4)

• Cadre fonctionnel Nous utilisons les espaces fonctionnels suivants:

En translatant les conditions limites on est alors conduit à la formulation variation­
nelle suivante de ce problème (voir (2.14) et (3.14)):
trouver (u,p) E W x Q et SE V tels que:

! j*vdxdy = -!7](S)VuoVvdxdy+ (7](S)~:,V)H-~(8n)iH~(8n)
n n

= L~(n);

{lf/ E H1(n); lf/lrD = O}; W = (H~D(n))2

_ {lf/ E L 2(nT); U.v lf/ E L2(nT) };

Ho(U, nT, rel = {lf/ E H(U, nT); lf/We = O}.

(4.5)

! j*vdxdy V'v E Wj
n

! j(U.VcI»dxdy V'cI> E V,

nT

- 0 V'q E Q;

Q

H~D(n)

H(U, nT)

v

! 7](S)VuVvdxdy -!V.vpdxdy
n n! V.uqdxdy
n

!(U.VS)(U.VcI»dxdy

nT

avec

et

Pour la résolution numérique de ce système, on sépare le problème de Stokes et le
problème de transport.
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La discétisation du problème de transport de (4.5) par la méthode de Galerkin a été
étudiée au chapitre 4 et l'espace discret construit avait été noté Vh et défini par:

On discrétise le problème de Stokes par la méthode de Galerkin en introduisant un
sous-espace vectoriel de W, de dimension finie que nous notons Wh et un sous-espace
vectoriel de Q, de dimension finie noté Qh. Ces deux sous-espaces vectoriels étant
respectivement définis comme suit:

où P2+ est l'espace des polynômes enrichis par des bulles [11];

et construits à l'aide d'éléments finis de type Crouzeix-Raviart [41\. Sur ces sous­
espaces nous projetons le problème de Stokes de (4.5).
La formulation variationnelle discrète du problème (4.5) s'écrit alors:
trouver (Uh, Ph, Sh) E Wh X Qh X Vh tels que:

! 7](S)V'UhV'vhdn - ! V'.vhPhdn

n n! V'.Uh qh dO.

n! (Uh.V'Sh)(Uh.V'cI>h)dnT

nT

! rVhdn VVh E Wh;
n

o Vqh E Qh; (4.6)

! f(Uh.V'cI>h)dnT VcI>h E Vh,

nT

Remarque 4.1 L' élément fini de Crouzeiz-Raviart vérifie la condition inf - sup
de Babuska-Brezzi /11}:

(4.7)

Remarque 4.2 Dans nos calculs nous avons imposé à l'entrée du moule un profil
parabolique pour le champ de vitesse, c'est-à-dire en faisant U = Q(Uo(y), 0) où Q est
une fonction parabolique pour y E f e • Quant à la fonction de pseudo-concentration,
la valeur imposée sur f e est 1. Sa valeur est transportée dans tout le domaine par le
champ de vitesse.
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4.3 Algorithme de résolution
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Nous donnons maintenant l'algorithme de résolution du problème discret (4.6).
Numériquement la résolution se faisant tranche par tranche, le domaine nT est
remplacé par nTn qui est le domaine cylindrique de hauteur (tn- l , tn) , de base n et
de directrice l'axe des temps. On sépare les deux problèmes (Stokes et transport).
On résout d'abord le problème de Stokes avec une viscosité constante TJo et la vitesse
initiale imposée à l'entrée du moule. Sa solution Uh est injectée dans le problème
de transport que l'on résout ensuite; ce qui nous permet de calculer la valeur de la
pseudo-concentration et par conséquent la zone mouillée. On calcule ensuite la vis­
cosité TJ en chaque nœud que l'on réinjecte dans le problème de Stokes qu'on résout
à nouveau. Ainsi de suite. On arrête le processus dès que le moule est complètement
rempli, c'est-à-dire dès que l'on a partout TJ = TJf'
L'algorithme discret de résolution du problème est alors le suivant:

1. Pour TJo, et UO données trouver Uh solution du problème de Stokes dans (4.6);

2. Pour Uh connue, calculer Sh solution du problème de transport dans (4.6);

3. Calculer TJ = {TJf s.i SSh = 01
TJa SI h = ;

4. Faire t = tn + /:lt;

5. Aller en 1 tant que le moule n'est pas rempli.

La détermination pratique de TJ se fait en considérant l'isovaleur q>iao

fonction de pseudo-concentration. Ainsi:

1
- "2 de la

1
• si Sh ~ "2 on prend pour viscosité la viscosité du fluide: TJ = TJf;

• si Sh < ~ on prend pour viscosité la viscosité de l'air: TJ = TJa.

Les cinq étapes ci-dessus résument une itération pour notre problème de remplissage
de moule.

Remarque 4.3 Dans cette méthode de pseudo-concentration, le problème de la
détermination de la partie "mouillée" de l'élément fini ne se pose pas.
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4.4 Cas d'un milieu poreux

Dans le cas d'un milieu poreux, le problème mathématique revient à trouver u, 5 et
p vérifiant à la fois les deux systèmes d'équations:

K
u - -1](5) "Vp dans n;
V.u = 0 dans n;

K
0 sur r N ;

(4.8)
1](5) pn -

u 0 sur la paroi de n
u - 110 sur re

et

{ ~.VS - 0 dans nT;
(4.9)- 1 suri'entrée r e .

On fait ensuite un couplage entre la formulation variationnelle du problème de
Stokes diffusif avec la vitesse obtenue avec le programme Z_soil. Dans ce cas précis
l'algorithme de résolution demeure le même qu'en milieu non poreux; on remplace
simplement le problème de Stokes par le problème de Darcy.

Remarque 4.4 Notons qu'une méthode adaptative serait particulièrment bien
adaptée pour le problème de remplissage de moule.

Avant de présenter les résultats numériques pour notre problème de remplissage de
moule, décrivons d'abord la technique expérimentale utilisée.

4.5 Description de la technique expérimentale

La machine utilisée est une presse R.T.M. MATRASUR Vénus qui permet d'injecter
à débit constant. Le fluide contenu dans les réservoirs A et B est acheminé à l'aide de
deux pistons de pompes à "double effet" et passe à travers un mélangeur statique.
(dans la pratique on dispose dans A et B les composants d'un système réactif).
L'injection se fait au sein d'un moule parallélépipédique (400x120x3-6 ou 10 mm)
en acier, thermorégulé grâce à un fluide caloporteur. Le moule, équipé de capteurs de
pression, dispose de deux moyens de fermeture: un contre moule classique en acier et
un contre moule en Plexiglas. Ce dernier est utilisé lors des expériences à température
ambiante. On peut alors visualiser directement l'écoulement et effectuer le suivi du
front de matière à l'aide d'une caméra vidéo. Par contre, pour les expériences non
isothermes, qui nécessitent un préchauffage du moule, à des températures de l'ordre
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de 80 degrés celcius, il est nécessaire d'utiliser le contre moule en acier. Dans ce cas
on effectue le suivi du front de matière à l'aide de thermocouples judicieusement
placés à l'intérieur du moule, mettant à profit la baisse de température induite par
le passage du fluide dont la température est inférieure à celle du moule. Puisqu'on
connaît la position exacte des thermocouples, cette baisse de température permet de
déterminer le temps de passage du fluide aux différentes positions des thermocouples.
Dans cette étude on utilise un fluide modèle: le dioctyphtalate (D.O.P). Il est non
réactif et sa viscosité ( environ 0.1 Pas à 20°C) est du même ordre de grandeur que
celle des résines réactives qui sont couramment employées dans le procédé RTM.
Quant au renfort, il s'agit d'un mat de verre commercialisé par la société Vetrotex
dont la densité surfacique est de l'ordre de 450g/m2• La résolution de la loi de
Darcy nécessite la connaissance du tenseur de perméablité du renfort. Cette grandeur
doit être mesurée expérimentalement. Nous utiliserons ici les valeurs expérimentales
obtenues par nos collaborateurs [29], [281.
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________ Recirculation _____

Mélangeur statiQue

Fig. 4.1: schéma de la machine d'injection
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Fig. 4.2: schéma du moule d'injection
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4.6 Résultats numériques

4.6.1 En milieu non poreux

Nous présentons d'abord un résultat purement académique pour seulement valider
notre méthode. Le fluide utilisé est le D.O.P. à la température ambiante de 19
degrés Celsius. L'injection a lieu dans un moule muni d'un couvercle transparent
en plexiglass. Cela nous permet de suivre l'avancée du front de matière à l'aide
d'une caméra vidéo. Les dimensions du moule sont celles données au chapitre 3. La
viscosité du fluide est constante au cours du remplissage du moule. Le tableau 4.1
donne la position suivant l'expérience et la position suivant la simulation du D.O.P.
à différents temps.
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Temps de passsage en seconde Position expérimentale en cm Position simulée en cm
0.65 3.45 3.66
0.85 4.2 4.33
1.1 4.95 5.6
1.3 5.7 7.0
1.7 6.45 7.3
2.0 7.2 8.33
2.3 8.45 9.6

2.71 9.45 11.6
3.2 11.45 13.1
3.6 12.45 14.0
3.9 13.7 14.8
4.1 14.45 16.1
5.0 17.7 19.5
5.7 19.7 21.6
6.4 22.45 24.3
7.6 26.7 28.8
8.1 27.7 30.0
8.3 28.7 30.33
8.7 29.7 31.7
8.9 30.41 33.17

9.2 31.47 34.3

9.5 32.54 34.9

9.8 33.60 36.0

Tableau 4.1: Table de comparaison des résultats: cas sans fibres.
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Fig. 4.4: Profil parabolique. Isovaleurs de la pseudo-concentration t=2s sur un mail­
lage 60 par 100 grilles.

Fig. 4.3: Profil parabolique. Isovaleurs de la pseudo-concentration à t= ls sur un
maillage 60 par 100 grilles.
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Fig. 4.5: Courbes comparatives des résultats.
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canal

Fig. 4.6: Champ de vitesse au temps t=ls.
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Fig. 4.7: Champ de vitesse au temps t=2s.



4.6. Résultats numériques 93

canal

Fig. 4.8: Champ de vitesse au temps t=3s.
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Fig. 4.9: Champ de vitesse au temps t=8s.
On constate bien à chaque instant t le profil parabolique de l'écoulement imposé
à l'entrée du moule et qui a été transporté. Sur les graphiques l'interface entre le
fluide et l'air est la ligne de séparation de la zone claire et de la zone sombre; la zone
claire correspondant à la partie du moule déja remplie et la zone sombre étant celle
encore occupée par l'air.



4.6.2 En milieu poreux

K= (Kx 0 )o Ky

Au vu de ces constatations nous pouvons affirmer que nos résultats concordent
avec les résultats expérimentaux. D'où la validité de notre méthode.
Avant de clore ce paragraphe, il faut préciser que nous avons adapté à notre problème
le code de calcul de A. M. Zine 1411 illustrant la résolution numérique de l'équation
de Stokes et l'équation de Navier-Stokes.

954.6. Résultats numériques

Nous pouvons alors avancer pour parler du cas d'un milieu poreux. Ce cas correspond
à la réalisation de pièces composites par injection d'une résine ou d'un système
de résines liquides à travers un renfort préalablement disposé dans le moule. La
préforme utilisée ici est un tissu de fibres de verre. Sa perméabilité est déterminée
expérimentalement et est donnée par la matrice de perméabilité

où les coefficients de perméabilité sont K x = 3.15 X 10-9 , Ky = 3.35 X 10-9 . K x
et Ky sont les composantes de la perméabilté longitidunale déterminées suivant la
direction du plan du renfort. La viscosité de la résine est 1.3 x 10- 1 pa.s, celle de
l'air 1.73 x 10-6 pa.s. Le débit au point d'injection est constant et vaut O.665l/mn.
Toutes ces valeurs sont des données expérimentales. Il faut signaler aussi que le profil
de l'écoulement a été imposé plat à l'entrée du moule.
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·~~'-1
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Fig. 4.10: De haut en bas: injection sur fibres de verre où on a imposé un profil plat.
Profil de l'écoulement en début, en cours et en fin de remplissage (Selon des photos
prises en laboratoire).



Pour le calcul du champ de vitesse, nous avons utilisé le logiciel z_soiL V 4
dévéloppé par Zace Service Ltd, Lausanne.
Nous donnons sur la figure 4.11 le champ de vitesse à différents temps:
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Fig. 4.11: De gauche à droite: champs de vitesse aux temps t=2.5s, t=3.6s, t=6.6s,
et t=1O.8s.

On détermine la position du fluide dans le moule en fonction du temps et on
report.e les résultats obtenus dans le tableau 4.2:
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Temps de passsage en seconde Position expérimentale en cm Position simulée en cm
0.4 1.5 1.4
1.3 3.0 2.8
1.8 4.5 4.0
2.5 6.5 6.4
3.0 8.0 7.5
3.6 9.5 8.5
4.3 11.0 10.0
4.8 13 12.5
5.5 14.5 13.5
6.0 16.5 16.2
6.6 18.0 17.5
7.3 19.5 19.0
7.8 21.0 20.75
8.5 22.5 22.3
9.0 24.5 24.0
9.6 26.0 24.80
10.1 27.5 26.5
10.8 28.5 27.5
11.5 30.5 29.5
12. 32.5 31.5
12.4 34.0 32.5
13.3 35.5 34.5
13.8 36.5 35.6

Tableau 4.2: Table de comparaison des résultats: cas milieu poreux.

Les figures ci-dessous donnent le profil du front de flux aux temps t = 2.5s et
t = 8.5s. Dans ce cas précis, on a été imposé un profil plat à l'entrée du moule à
l'aide d'un réservoir.
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Fig. 4.13: Isovaleurs de la pseudo-concentration aux temps t=8.5s.

Fig. 4.12: Isovaleurs de la pseudo-concentration aux temps t=2.5s.
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Fig. 4.14: Courbes comparatives des résultats en milieu poreux.

Remarque 4.5 Ces résultats numériques ont été comparés aux résultats expéri­
mentaux qu'ont obtenus nos collaborateurs f29f, f28J. Il est à signaler aussi que nous
avons été amenés à raffiner le maillage à l'approche de l'évent pour pallier des in­
stabilités que nous avons constatées à ce niveau (voir Fig. 4.6 à Fig. 4.9).

Convergence de la méthode numérique
Nous montrons à présent la convergence de la méthode numérique proposée. Le
tableau suivant donne l'erreur d'approximation en norme L 2 sur une séquence de
grilles uniformes, les pas de maillage étant hx = hy = h en dimension deux espace­
temps.

h e=erreur - L09 h - Log e
.5 2.272317716543580~02 .6931471805599453 3.78436985487791
.25 1.134977457294049~02 1.38629436111989 4.4785573966669
.20 8.317212952431101~03 1.6094379124341 4.78942806194687
.1 3.002895433862939~03 2.30258509299405 5.80817831114566
.05 1.026189817207428~03 2.99573227355399 6.88190254232047
.025 3.400751570937389~04 3.68887945411394 7.98634391450638
.02 2.373448894090795~04 3.91202300542815 8.3459962450754



Conclusion 4.1 Nous avons donc montré la possibilité de simuler la phase de rem­
plissage du procédé R. T.M. en utilisant la méthode des éléments finis, la méthode de
pseudo-concentration et la méthode de moindres carrés appliquée à l'espace-temps.
La méthode BTILB permet égalemet de résoudre d'autres types d'écoulement comme
par exemple l'écoulement en eau peu profonde [2}. Il faut signaler les travaux re­
marquables effectués par Perrochet sur la méthode BTILB [2}, [32}, [33}, [34} et
dont le code pour la résolution du problème de transport nous a été d'une grande
inspirationD
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Fig. 4.15: Courbe de convergence.
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Ce qui nous donne la courbe de convergence suivante:
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Chapitre 5

Estimation d'erreur a posteriori

5.1 Motivation

Nous proposons un estimateur d'erreur de type résiduel pour deux formulations vari­
ationnelles de l'équation de transport, l'une de Galerkin, l'autre de Petrov-Galerkin.
Nous montrons que chaque estimateur est équivalent à l'erreur dans une norme
qui sera précisée. Nous utilisons la L2-projection sur les constantes qui donne une
meilleure estimation de l'erreur [61, [351. Nous montrons que l'un des estimateurs
est optimal pour une norme appropriée et enfin nous comparons notre estimateur à
celui proposé dans [241.

5.2 Formulation de Galerkin

Soit n un domaine borné, connexe de ]Rn , (n=2 ou 3) de frontière f lipschitz­
continue, N la normale extérieure à f. Soit

f D = {(x, t) E f; U.N < D}; f N = {(x, t) E f; U.N> D}.

On considère le problème de transport (P) suivant:

(P) {
U.'vS = f

S = D
dans n
surfD

où U est un champ de vecteur de classe Cl borné et de gradient borné dans un
voisinage V de n et vérifiant: il existe une vecteur unitaire el et un nombre Cl: > D
tel que

't/x E n, U.el ~ Cl:

103
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On résout le problème (P) au sens des moindres carrés.
Soit

H~o(n,) = {cp E H1(n); CPlfo = D};

Ho(U, n, rD) = {S E H(U, o.); Siro = D}

avec

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(Une définition rigoureuse de ces deux espaces a été donnée au chapitre 4).
On munit l'espace H(U, o.) de la semi-norme définie par:

IIISIIItn = !(U.VS)(U.VS) = IIU.VSII~.n,
n

Il; 110, n désignant la norme L 2
• Sous des hypothèses adéquates sur U, cette semi­

norme est équivalente à la norme du graphe III ; III définie par

IliSII12 = IISII~,n + "U.VSII~,n·

Ce résultat est une conséquence de l'inégalité de Poincaré courbe [41.
L'existence d'une solution pour le problème (P) a été étudiée au chapitre 4.
La formulation diffusive du problème (P) (voir chapitre 4) est

(5.4)

(PD)

On pose

{

div([U ~ UIVS) =
[U ® UJNVS fU.N =g

U.Vf
D

dans 0.
sur rD
sur r N = r - rD.

(5.5)

(5.6)

a(S, T) - ! (u. VS)(u.VT) dO.;

n

< F,T > = - !(u.VJ)Tdn +! gTdr.

n rN

Nous nous proposons de déterminer deux estimateurs d'erreur pour l'équation de
transport scalaire (PD). Il est important pour la méthode de pseudo- concentration
de résoudre précisément cette équation de transport pour les champs de vitesse
Loo n H1(n) à divergence nulle. La formulation variationnelle classique du problème
continu (PD) est:
trouver SE Ho(U, n, rD) telle que

a(S,T) = < F,v > VT E Ho(U, n,rD). (5.7)
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(5.9)

(5.10)

\;fT E V = Ho(U, 0, rD)

-J(U.\1 f)ThdO +JgTh du

n rN

J(U.\1e)(U.\1Th) dO = o.
n

- -J(U.\1f)TdO +JgTdu

n r N

J(U.\1S - U.\1Sh)(U.\1Th)dO = 0

n

J(U.\1Sh)(U.\1Th) dO ­

n

5.2. Formulation de Galerkin

3f3 E IR, UK ~ f3 \;fK E Th.

On pose

où Pk est l'espace des fonctions polynômes définis sur K de degré inférieur ou égal
à k. Alors le problème discret s'écrit:
trouver Sh E Vh telle que

5.2.1 Discrétisation par éléments finis.

Soit h un paramètre de discrétisation, Th une famille de triangulations de Oh, les
éléments finis étant des triangles ou des quadrangles rectangles de diamètre h K avec
h K ~ h pour tout K E Th. Soit PK le diamètre de la boule inscrite dans l'élément

h
fini K. Posons UK = -.!i et supposons que la famille Th est régulière, c'est-à-dire

PK

Donc

Soient donc Set Sh les solutions des problèmes (5.7) et (5.9) respectivement et soit
e = S - Sh l'erreur d'approximation. Nous voulons établir une équation pour l'erreur
e. On a:

et

J(U.\1S)(U.\1T) dO

n

c'est-à-dire
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Soit R(Sh) le résidu,
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pour tout T E Von a:

1(U.'Ve)(U.'VT) dO
n

- 1(U.'VS - U.'VSh)(U.'VT)dO
n

- lU - U.'VSh)(U.'VT) dO
n

- 1R(Sh)(U.'VT) dO.
n

Par a-orthogonalité du résidu à U. 'VTh on a

1(U.'Ve)(U.'VT) dO = 1R(Sh)(U.'VT - U. 'VTh)dO. (5.11)
n n

On introduit sur H(U, 0) la norme IIISIIItn = a(S, S).
En effet, pour tout champ de vitesse U à divergence nulle, III Sil iI. n = 0 revient à
IIU. 'VSilo, n = 0 ce qui entraîne par l'inégalité de Poincaré courbe que S = O. De
plus on a

IIiS + TIII~,n = a(S +T,S + T) = l(u.'VS + U.'VT)(U. 'VS + U.'VT) dO.
n

D'où

IIiS + Tliit n ::;1(U. 'VS+ U. 'VT)(U. 'VS) + (U. 'VS+ U. 'VT)(U.'VT) dO
n

ce qui entraine par l'inégalité de Holder

IIIS + Tllltn::; IIU.'VS + U.'VTllo,n (IIU.'VSllo,n + IIU.'VTllo,n)

soit

IIIS + Tliit n < IIiS + TIliI. n(1IiSIIiI. n+ IIITIliI. n)

ou

"'S + TlIll,n < IIiSIIiI.n + IIITIIiI.n.
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Posons

et

III>'SIII. = 1>'1111 Sill.

et d'après ce qui précède, S = O.
Pour tout >. réel on a:

(5.12)

S
sup a(S,T) = 0 Ç=:} a(S, IIISIIh.n) = 0 {::=::? a(S,S) = 0

TE H(U, 0)
IIITIIIt. n~ 1

IIISIII. =
S

sup a(S,T) = a(S, IIISIIh.n)'
TE H(U, 0)
IIITlllt.n~1

On définit ainsi une norme sur H(U, 0). En effet

IIISIlI. = 0 Ç=:}

IIIS + Till. ~ IIISIII. + IIITIII.·

5.2.2 Construction d'un estimateur d'erreur a posteriori
fondé sur le résidu

Cette norme ne nous permet pas d'utiliser les résultats d'interpolation classiques.
Aussi nous introduisons une norme adaptée aux estimations d'erreur pour tout S E

Hfo(O)

Pour tout élément K et tout bord intérieur F de la triangulation Th choisissons

arbitrairement une direction normale N. Soit [ru ® U] ~~ ] F le saut du vecteur

[U ® U]VSh.N à travers F. L'erreur d'approximation étant définie par e = S - Sh,
en intégrant par parties on a:

(5.13)IIISIII.,1 = sup a(S, T)
TE Hfo(O)
ITI1,n ~ 1

j (U.VS)(U.VT)dO - j (U.VSh)(U.VT)dO

n n

- - j(u.vJ)TdO + j gTdr

n rN

+ L j (V.([U ® U]VSh)T - L j ([U ® U)VSh.NK)T.
KETh K KETh8K

j (U.Ve)(U.VT) dO

n
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ou

! (U.'Ve)(U.'VT) dO

n

Chapitre 5. Estimation d'erreur a posteriori

- -!(U. 'V f)T dO + L ! ('V .([U ® Uj'VSh)T
n KETh K

+ ! gT - L ! ([U ® Uj'VSh.NK)T.
rN KETh8K

Pour tout élément K E Th, soit E(K) et N(K) l'ensemble de ses faces et sommets
respectivement; on note

Eh, n = U E(K).
KETh

Si ri désigne la réunion de toutes les faces intérieures de la triangulation Th alors
on a:

! (U.'Ve)(U.'VT) dO

n

ou encore

- -! (U.'Vf)TdO+ L! ('V.([U®Uj'VSh)T
n KETh K

+ L! (g - [U ® U]'Vsh.N)T
FerN F

- ~ L ! [ru ® Uj ~~] T
Fer'F F

! (U.'Ve)(U.'VT) = L { - ! (U.'V f)T - ~ L ! [ru ® Uj~~] T
n KETh K FeE(K)nr, F F

+ ! ('V.([U ® Uj'VSh)T + L ! (g - [U ® Uj'VSh.N)T}. (5.14)
K FerN F

On a

Illelll.,1 = sup a(e, T)
TE Hfv(O)
ITiI, n~ 1

c'est-à-dire

IlIelll.,1 = sup (R(Sh), T)
TE Hfv(O)
ITII,n ~ 1
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ou

(5.15)

ou encore

(5.16)

La relation (5.16) nous donne une première approximation globale de l'erreur en
fonction du résidu. Toutefois, on ne sait pas calculer directement cette quantité, à
cause de la norme d'exposant négatif.
On introduit, pour tout élément K de Th, (resp. toute face F de K), l'union Â K

(resp. Â F ) des triangles K' de Th dont l'intersection avec K (resp. F) n'est pas vide.
On rappelle le lemme suivant,[2]:

Proposition 5.1 . Soit p(K) l'estimateur défini par:

Lemme 5.1 Pour tout K E Th et tout F E Eh, n, il existe un opérateur rh de
projection L2 -locale, défini de L2(fl) sur Th tel que pour tout TE HI(fl)

(5.18)

(5.17)

(5.20)

1

liT - rhTllo,F < C2h}ITll,lÎF'

1

Illelll.,l ~ C (L P(K)2) 2

KEr"

p(K) - {hkllU.Vj - V.([U ® U]VSh)II~,K

1 Il [ as] 11

2

+ 2 2: hF [U®U]a;
Fcrinê(K) F O,F

1

+ 2: hF 119 - [U ® U]VSh.NII~.F } 2 (5.19)
FcrNnê(K)

alors, l'estimation suivante est valide:

où Cl et C2 sont deux constantes strictement positives.
Si Th est l'image de tout T E Hl(fl) par l'opérateur de projection rh, on obtient
grâce à la relation (5.16) la proposition suivante:



110 Chapitre 5. Estimation d'erreur a posteriori

Preuve En utilisant la relation (5.16) on a:

Illelll.,l = sup a(e, T)
TE Hfv(O)
ITiI, n ::; 1

sup U - U. 'VSh,T)
TE Hfv(O)
ITiI, n ::; 1

sup 1U - U. 'VSh)(U, 'VT) dO
TE Hfv(O) n
ITiI, n ::; 1

sup lU -U.'VSh)(U.'VT - U.'VTh) dO,
TE Hfv(O) n
ITiI, n ::; 1

soit en intégrant par parties

{L / -(U.'Vf)(T - Th)
K K

sup
TE Hfv(O)
ITiI, n ::; 1

+ L / 'V.([U ® Uj'VSh)(T - Th)
KK

+ ~ L 1[ru ® Uj ~~] (T - Th)
Fcr;nt:(K) F F

+ L /(9 -[U ® Uj'VSh.N)(T - Th)};
FcrNnE(K) F

Illelll.,l =

Illelll.,l - {L1[-(U.'Vf) + 'V.([U ® Uj'VSh)](T - Th)
K K

ou encore

sup
TE Hfv(O)
ITiI, n ::; 1

+ ~ L / [ru ® Uj ~~] (T - Th)
Fcr;nt:(K) F F

+ L /(9 -[U ® Uj'VSh.N)(T - Th)}'
FcrNnE(K) F



Par l'inégalité de Young on obtient

Illelll.,I::; sup { L ClhKITiI,~KIIU.V! - V.([U ® UjVSh)llo,K
T E HL (0.) KETh

ITiI, n :S 1

+ ~ L C2h}ITiI,~F II[U ® Uj~~ "FII
Fcr;nt:(K) O,F

+ L C2h}ITiI,~F Iig - [U ® UjVSh.Nllo,F }.
FCrNnt:(K)

Illell' •.1 ::; max{CI ,C2 } sup { L h~IIU.V! - V.([U ® UjVSh)II~,K
TE Hfo (0.) KETh

ITiI, n ::; 1

+ ~ FC~(K) hF Il [lU C9UI~~LIC
1

+ L hF Iig - [U ® UjVSh.NII~,F } 2

FcrNnt:(K)
1

X {L ITlt~K + L ITI~'~F } 2 .

KETh FCriUrN

111

IlIelll.,I::; sup L {II U.V! - V.([U ® UjVSh)lIo,KIIT - Thllo,K
TE Hfo(o.) K

ITII, n ::; 1

+ ~ L Il [ru ® Uj~~] Il liT - Thllo,F
Fcrint:(K) F O,F

+ L Iig - [U ® UjVSh.Nllo,F liT - Thllo,F}'
FCrNnt:(K)

Les relations (5.17) et (5.18) nous permettent alors d'écrire

5.2. Formulation de Galerkin

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a:
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IlIelll •.1 < C{ L hkII U.V ! - V.([U ® UjVSh)II~.K
KEr,.

+ ~ L hF Il [ru ® Uj~~] 11

2

Fcr.nê(K) F O,F
1

+ L hF IIg - [U ® UjVSh.NII~.F } 2.

FcrNnê(K)

D'où la proposition.

Remarque 5.1 . Dans le cas où U est constant, si les éléments finis K sont PI
alors on a: V.([U ® UjVSh) = O.

On obtient alors

Illelll.,1 < C{ L h%IIU.V!II~.K
KEr,.

+ ~ FC{,;(Kl hF Il [ru ® u]~~ ]Je
1

+ L hF IIg - [U ® UjVSh.NII~,F } 2.

FcrNnê(K)

L'estimation (5.20) ne donne qu'une majoration de l'erreur, or nous voulons obtenir
un estimateur qui soit équivalent à l'erreur. Pour cela on introduit les L 2-projections
IIK de U. V! et IIF de 9 sur les constantes, respectivement définies par:

IIK(U.Vf) = I~I JU.V! dx
K

et

IIFg = I~I Jgdu
F

On définit alors un estimateur d'erreur a posteriori par:

TJ(K) - {hkIIIIK(U.Vf) - V.([U ® UjVSh)II~,K

+ ~ L hF Il [ru ® Uj ~~] II'
Fcrinê(K) F O,F

+ L hF IIIIFg - [U ® UjVSh.NII~,F }!.
FcrNnê(K)

(5.21)

(5.22)

(5.23)



On se propose maintenant d'obtenir une minoration et une majoration de l'erreur
afin d'avoir un estimateur équivalent à l'erreur.
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5.2.3 Equivalence entre l'erreur et l'estimateur

On suppose que U est constant et que nous avons des éléments finis Pl; alors en
intégrant par parties on a:

/ (U.\le) (U.\lT)

n

- - / (U.\lJ)T + / (9 - [U ® U]\lSh.N)T

n rN

- L / [ru ® U] ~~] T
FCriF F

- L { - / (U.\l J)T + L /(9 -[U ® U]\lShN)T
KEr,. K FcE(K)nrN F

+ ~ L / [[U ® U] ~~] T}
FcE(K)nri F F

- L {/ -ITK(U.\lJ)T+ /(-U.\lf+ITK(U.\lJ))T
KEr,. K K

+ ~ L / [ru ® U] ~~] T + L / (9 - I~I J9)T}
FcE(K)nri F F FcE(K)nrN F F

+ L / (I~I /9- [U ® U]\lShN)T
FcE(K)nrN F F

- L {/ -ITK(U.\lJ)T +J(-U.\l f + ITK(U.\lJ))T
KEr,. K K

+ ~ L / [[U®U]~~] T+ L /(9- ITF9)T}
FcE(K)nri F F FcE(K)nr N F

+ L / (ITF 9 - [U ® U]\lShN)T.
FcE(K)nrN F



soit

D'où

D'où en prenant T = T - Th avec Th E Vh on a, par Cauchy-Schwarz et en utilisant
les relations (5.17) et (5.18):

115

- J(U.\7e)(U.\7T - U.\7Th)

n

< C{ L [hkIIIIK(U.\7 f)1I~.K + hkIIU.\7f - IIK(U.\7 f)11~,K
KETh

+ ~ L h Il [[U UjÔSh] 11
2

2 Fet"(K)nri F ® ôN F O,F

+ L hFIIIIFg - [U ® Uj\7Sh.N II:,F
Fce(K)nrN

1 1

+ L hFIig - IIFgll~,F] } 2 { L ITILlK + L ITIL~F } 2.

Fce(K)nrN KEr,. FCriUrN

Par passage au sup sur les T E Hfv(O) tels que ITk n ~ 1 on a:

Illelll •. l < C{ L [hkllrrK(u.\7f)II~,K+ L hFllrrFg-[U®Uj~~112
KETh Fce(K)nrN O,F

+ ~ Fc~nr. h
F II[lU ® Ul~~LlC

+ hkIlU.\7f - rrK(U. \7f)11~,K
1

+ L hFlIg - rrFgll~,F] } 2.

FCe(K)nrN

Illelll.,l < c{ L [hkIlIIK(U.\7f)II~.K+ L hFIIIIFg-[U®Uj~~112
KEr,. FCe(K)nrN O,F

+ ~ L hF Il [[U ® Uj ~~] 11

2

]}
Fce(K)nri F O,F

+ C{ L [hkIIU.\7f-IIK(U.\7f)II~,K+ L hFlIg-IIFglI~,F]}~
KEr,. FCe(K)nrN

5.2. Formulation de Galerkin

IlIelll.,l ~ C [L 1J(K)2 + L hkIIU.\7f - IIK(U.\7 f)11~.K + L hFllg - IIF91I~'F] ~5.24)
KETh KEr,. FCe(K)nrN

J(U.\7e)(U.\7T)
n
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Nous avons besoin du résultat suivant:

Lemme 5.2 On suppose que Th est une famille de triangulations régulière. Alors il
existe une fonction w E H~D (0) et une constante C telles que pour tout K E Th on
ait:

! flK(U. '\7J)w - IKlllflK(U.'\7 J)II~,K (5.25)

K

L ! JFw L IFIIIJF"~,F (5.26)
FCê(K) F FCê(K)

IWh,K < C TJ(K). (5.27)

Avant de donner une démonstration de ce résultat présenté dans [61 pour le cas du
laplacien, nous donnons une minoration de l'estimateur global que l'on définit par:

1

TJo = (L TJ(K)2) 2

KEr"

où TJ(K) est défini par (5.23).

Théorème 5.1 Sous les hypothèses du lemme 5.2 et en supposant de plus que
U.'\7 f lK E H1(K); glF E H1(F) alors on a:

Preuve du théorème
On pose

o(w) = L [!(flK(U.'\7J)-U.'\7J)w+ L !(flF 9 - 9 )]
KEr,. K FCê(K)nrN F

(5.28)
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(où [T]F = Text - Tint)

En utilisant le lemme 5.2, il existe w E H~D (0) tel que:
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L {h~IIIIK(U.VfIl2 + ~ L IFIII[[U ® U]VSh.N]FII~.F
KEr" Fcl:(K)nri

L IFI(IIFg - [U ~ U]VSh.N)2}
Fcl:(K)nrN

L {/KIIIIIKU.Vfll:.K + ~ L IFIII [ru ® U]VSh.N] FII:.F
KEr" Fcl:(K)nri

L IFlllIIFg - [U ~ U1VSh.NII~.F}·
Fcl:(K)nrN

(1]n)2 = L /(u.ve)(u.vw) + L [/ (IIK(U.Vf) - U.Vf)w
KEr"K KEr" K

+ L / (IIFg - g)w]
Fcl:(K)nrN F

- / (U.Ve)(U.Vw) + c5(w).
n

(1]n)2 = L {/ IIK(U.Vf)w + ~ L / [ru ~ U]VSh.N ] FW
KEr" K Fcl:(K)nri F

+ L / (IIFg - [U ~ U]VSh.N)W }
Fcl:(K)nrN F

= L {/(U.Vf)w+~ L /[[U®U]VSh.N]FW
KEr" K Fcl:(K)nri F

+ L / (g - [U ~ U]VSh.N)w}
Fcl:(K)nrN F

+ L [/ (IIK(U.Vf) - U.Vf)w + L / (IIFg - g)w]
KEr" K Fcl:(K)nrN F

Alors

(1]n)2 -

+

ou

(1]n)2 =

+
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/(u.ve)(u.vw)
n 16(w)1

TJn= +--.
TJn TJn

En utilisant le fait que Iwll,n ~ C TJn on a donc:

/ (U.Ve) (U. Vw)

TJn<C n +C I6(w)l.
- IwiI,n IwiI,n

soit

/
16(w)1

TJn ~ C sup (U.Ve)(U.VT) + C IwiI,n.
T E H~D(n) n

/Tll,n ~ 1

c'est-à-dire

16(w)/
TJn ~ C IlielliI,. + C -1-,-.

w l,n

Calculons 16(w)l.
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

L / (fIK(U.VJ) - U.Vf)(w - fIKw)
KEr,. K

< L /1(fIK(U.VJ)-U.Vf)(W-fIKw)1
KEr,. K

< L IIU.Vf - fIK(U.VJ)llo,Kllw - fIKwllo,K
KEr,.

et les résultats d'approximation standards de fIK et fIF [151 assurent l'existence
d'une constante C indépendante de 13 et de hK telle que:

L IIU.Vf - fIK(U.VJ)llo,Kllw - fIKwllo,K
KEr,.

< L ChKIU.Vfll,KChKlwll,K
KEr,.

< L ChkIU.V fll,Klwll,K,
KEr,.
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d'où

L ! (u.v f) - IIK(U.V f)w ~ L Ch~IU.V fll,Klwll,K.
KETi, K KETh

De même on a

<

<

<

C ~ 2 ~ ;!.C Illelll.,l + -1-1- L...J hKIU.Vfll,Klwll,K + C L...J h}1911,F/wll,F
W 1,0 KETh FcE(K)nrN

< C Illelll.,l + IwCI [( L h~IU.VfltK) ~ + ( L h~191tF ) ~] IwiI, 0
1,0 KETh FcE(K)nrN

1 1

< CIllelll.,l + C[( L h~IU.VfltK) 2+ ( L h~1911,F2) 2]}.
KETh FcE(K)nrN

L ! (IIF9 - 9)(W - IIFw)
FcE(K)nrN F

L ! I(IIF 9 - 9)(w - IIFw)1
FcE(K)nrN F

L 119 - IIF91Io,F Ilw - IIFwllo,F
FcE(K)nrN

1L Ch}1911,FhFlwll,F
FcE(K)nrN

3L Ch}19Il,Flwll,F
FcE(K)nrN

où K est le triangle dans Th tel que l c âK.
On obtient finalement:

On a donc
1 1

110 ~ C[lllelll.,l + ( L h~IU.VfltK) 2+ ( L h~1911,F2) 2]. (5.29)
KETi, FCE(K)nrN

D'où le théorème 5.1 .
Corollaire Asymptotiquement lorsque h tend vers 0, les deux derniers termes des
relations (5.24) et (5.29) sont faibles devant Illelll.,l. Par conséquent ces relations
nous donnent l'équivalence entre l'erreur et l'estimateur, c'est-à-dire qu'il existe deux
constantes C3 et C4 indépendantes de h telles que:

(5.30)
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Preuve du lemme 5.2
On cherche w E H~D(n) et satisfaisant les relations (5.25) - (5.27).
Pour cela on définit w sur chaque triangle de sorte que w soit globalement suffisam­
ment régulière.
Pour tout côté F de la triangulation, on choisit une fonction continue 1PF qui s'annule

sur les extrémités de F et de moyenne CF = I~I / 1PF #- o.
F

On considère les fonctions w dont les restrictions à F sont multiples de 1PF et qui
satisfont à (5.26).
On choisit w telle que

Pour définir w à l'intérieur de chaque triangle K, on introduit les notations suivantes:

Alors après un calcul simple on obtient r t D 2r = 77( K)2.
Remarquons que

Soit

w:: = {w E H1(K): / w= IKI 2(II K J) etwlFi = 1~~Fi1PFi,i = l,2,3}.

K

Alors pour tout w E W:< on a:

IKI
2

(II K (U.VJ)f - IK12

1;14 (/wr = / wî ;12 / w
K K K

1;12 / w! w = ! IIK(U.V fw).
K K K
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D'où (5.26) et

121

c'est-à-dire (5.26). Il ne reste plus qu'à montrer (5.27). Soit donc wt< E Wt< tel que

Alors on a

D'où

Iwt<ll = (! Iwt<1 2
) ~ ~

K

c'est-à-dire

1
2

ou encore
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5.3 Formulation de Petrov-Galerkin

On considère toujours le problème continu (P) dans un domaine borné de !RN ,
(N=2 ou 3) de frontière r = rD u r N .

(P) {
U.\JS = f

S = 0
dans 0
sur rD.

On munit l'espace H(U, 0) de la norme du graphe 111.111 définie comme suit:
IIISIW = IISII~.o + IIU.\JSII~,o' Il.110,0 désignant la norme L 2(0). Comme fonction
test, on chosit hU.\JT + T avec TE H(U, 0). Posons

ah(S, T) - h! (U.\JS)(U.\JT) dO +! (U.\JS) TdO; (5.31)
o 0

< F, T > - f h(U.\Jf)TdO +! fTdO +! hgTdr. (5.32)
o 0 rN

La formulation variationnelle de Petrov-Galerkin du problème (P) est: trouver S E

Ho(U, 0, rD) telle que

ah(S, T) = < F, T > 'tfT E H(U, 0).

Sa formulation variationnelle approchée est: trouver Sh E Vh telle que

(5.33)

(5.34)

où Vh est un sous-espace de H(U, 0), de dimension finie défini par (5.8). Si S est
la solution du problème (P) et si Sh est la solution approchée du même problème
alors on a:

Donc pour e = S - Sh, l'erreur d'approximation, on a:

f (U.\Je) (hU.\JTh + Th) = O.

o

Posons

l - ! (U.\Je)(hU.\JT + T) = h! (U.\Je)(U.\JT) +! (U.\Je)T.

o 0 0

(5.35)

(5.36)
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Alors on a

1 - hJ(U51S)(U51T) +J(U.VS)T

fl fl

- L {hJ(U.VSh)(U.VT) +J(U.VSh)T}
KE~ K K

soit
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1 = -h J(U.Vf)T+ JfT+h JgT
fl fl fN

+ L {h JV.([U ® U]VSh)T - h J([U ® U]VSh.NK)T - J(U.VSh)T}.
KETh K 8K K

Si U est constant, on a:

1 = -hJ(U.Vf)T +JfT + h JgTdfN - L h J([U ® U]VSh.NK)T
fl fl fN KETh 8K

- L J(UVSh)T
KE~K

ou

1 - -hJ(U.Vf)T +JfT - L J(U.VSh)T
fl fl KETh K

+ L Jh(g - [U ® U]VSh.NK)T - ~ L Jh([U ® U]~;]FT
FEfN F Fef; F

- L {-h J(U.Vf)T - ~ L Jh[[U ® U]~;]FT
KEr,. K Fef;nE(K) F

+ L Jh(g - [U ® U]VSh.NK)T} + L [J fT - J(U.VSh)T].
FefNnE(K) F KEr,. K K
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1 L 1-h(U.\lf)T - ~ L 1h[[U ® U]~;]FT
KEr,. K FCrinE(K) F

+ L 1h(g - (U ® U]\lSh.NK)T
FcrNnt:(K) F

+ L [1 fT - 1(U.\lSh)T].
KEr,. K K

Remarque 5.2 En prenant la définition (5.31) on a a(S, S) 2: O.

Pour cela il suffit de remarquer que

1(U.\l S)S 2: O.

o

En effet en raisonnant par densité on a:

I(U.\lS)SdX = ~1U. \lS2dx = -~1divU S2dx + ~1S2U.Ndr.

o 0 0 ao

Et comme U est à divergence nulle, on a Jo divU S2dx = 0 par suite

I(U.\lS)SdX = ~1S2U.Ndr + ~1s2U.Ndr.

o rD rN

Comme S = 0 sur rD on a

1(U.\l S)Sdx = ~1S2U.Ndr.

o r n

Or U.N > 0 sur rN . D'où

I(U.\lS)SdX 2: 0

o

et

ah(S,S) = h !(U.\lS)2+ I(U.\lS)S 2: o.
o 0
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On définit alors une norme sur H1(n) n H(U, n, rD) par:
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IlIelll.,h,l = sup ah(e, T)
TE HfD(n)
ITiI, n ~ 1

sup {h ln (U.Ve)(U.VT) + ln (u.ve)T}. (5.37)
TE HfD(n)
ITiI, n ~ 1

Remarque 5.3 Sh étant la solution approchée du problème, on a:

1(U.Ve) (hU.VTh + Th) = 0 'v' Th E Th.
n

On pose:

ph(K) {h2h~IIU.Vf - V.([U ~ U1VSh)II~,K+ h~lIf - U,VShll~,K

+ ~ L h
2
hF Il [tu ~ Ul~~] 11

2

FCr;nl:(K) F O,F
1

+ L h2hF 119 - [U ~ U1VSh.NII~,F } 2. (5.38)
FcrNnl:(K)

Alors si Th est l'image de T par l'opérateur de projection Th, on obtient la proposition
suivante.

Proposition 5.2 POUT l'estimateur défini par (5.38), l'estimation suivante est
valide:

1

Illelll.,h,l ~ C (L ph(K)2) 2

Ker,.
(5.39)
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Preuve On part de la relation (5.37), et par une intégration par parties comme
dans le cas de la formulation de Galerkin on a:

Illelll.,h,1 = SUp h{ L ! -(U·\lf)(T - Th)
T E H~D(o.) Ker,.. K
ITII,n ~ 1

+ ~ L ! [ru ® U]~~] (T - Th)
Fcr;nt'(K) F F

+ L ! (g - [U ® U]\lSh.N)(T - Th) }
Fct'(K)nrNF

+ L {! f(T - Th) - !(U.\lSh)(T - Th)}'
Ker,.. K K

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient alors

Illelll.,h,1 ~ sup L {hIIU.\lfllo,KIIT - Thllo,K
T E H~D(o.) Ker,..
ITiI, n~ 1

+ ~ L hll [rU ® Uj~~] Fllo,FI1T - Thllo,F
Fct'(K)nr;

+ L hllg - [U ® U]\lShNllo,FIIT - Thll o.F
Fct'(K)nrN

+ L {ilf - U.\lShllo,KIIT - Thllo,K}'
KeTh

Les inégalités d'interpolations (5.17)-(5.18) nous donnent alors

Illelll.,h.1 ~ sup L {hIlU.\l fllo.KClhKITII.<'lK
T E H~D (0.) Ker,..
ITiI, n~ 1

+ ~ L hll[[U®U]~~]Fllo.FC2h}ITh.<'lF
Fct'(K)nr;

+ L hllg - [U ® Uj\lShN llo.FC2h}ITII.<'lF
Fct'(K)nrN

+ L {ilf - U.\lShllo,KClhKITiI,<'lK}'
Ker,..
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L {hhKlIu.Vfllo,K
KEr"

sup
TE Hfo(O)
ITiI, n ::; 1

+ ~ L hh}11 [rU @ U] ~~] Fllo.F
Fct:(K)nr,

L hh}119 - [U @U]VShNllo,F
Fct:(K)nrN

+ hKllf - U.VShllo.K}
1

X {L ITI~.l1K + L ITI~,l1F} 2 •

KEr" FEr,urN

+

D'où

IlIelll.,h,l < C L {h2hi<lIu.Vfll~,K
KE7i,.

+ ~ L h
2
hFII [ru @ U]~~] FII:,F

Fct:(K)nr,

+ L h
2
hFI19 - [U @ U]VSh.NII:,F

Fet:(K)nrN
1

+ hi<llf - U,VShll~,K} 2.

On obtient ainsi une majoration de l'erreur.
En vue d'obtenir un estimateur équivalent à l'erreur on définit l'estimateur .,.,h(K)
par:

.,.,h(K) - {h2hi<lI llK(U.Vf) - V.([U @ U]VSh)II~,K + hi<IIIlKf - U,VShll~.K

+ ~ L h
2
h Il [ru @ U]aS

h
] 11

2

2 Fcrint:(K) F aN F O,F
1

+ L h2hF IIIIF 9 - [U @ U]VSh.NII~.F } 2. (5.40)
FcrNnt:(K)

Nous montrons que dans ce cas l'estimateur est équivalent à l'erreur.
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5.3.1 Equivalence entre l'erreur et l'estimateur

Comme dans la méthode de Galerkin on peut supposer que U est constant, et que
les éléments finis sont de type Pl. Alors une intégration par parties donne:

l = 1 (U.Ve)(T + hU.VT)
n

hl -(U.VJ)T+ 1 fT - L I(U.VSh)T
n n KEr"K

+ h 1 gT - L h 1 ([U ® U1VSh.NK)T.
fN KEr" BK

Afin de pouvoir utiliser les résultats du lemme 5.2 nous projetons 9 et U. V f sur
les constantes, les opérateurs IIK et II F désignant toujours les projections sur les
constantes. Alors on a:

l = L {- h 1 (U.V J)T + 1 fT - 1 (U.V Sh)T + h 1 gT
KEr" K K K f N

L h 1 ([U ® U1V Sh.N)T
FcE(K)nfN F

+ ~ L h1[lU ® ul~~] T}
FcE(K)nfi F F

L {h 1 IIK(U.VJ)T + lU - U.VSh)T
KEr,. K K

+ L h 1 (IIF9 - [U ® U1VShN)T
FcE(K)nfN F

+ ~ L h J[lU ® Ul~~] T
FcE(K)nfi F F

+ hl -(U.Vf-IIK(U.VJ))T+ L h 1(9-IIF9)T}.
K FcE(K)nfN F
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D'où en prenant T = T - Th avec Th E Vh on obtient:

1 - !(u."Ve)((T-Th)+h(U."VT-U."VTh))

n

< c{ I: [h2h~IIIIK(U."VJ)II~,K + h~IIIIK! - U,"VSh)"~,K
KE7h

+ ~ I: h
2
hF Il [tu ® u]~~] 11

2

Fct'(K)nr j F O,F

+ I: h2hFIlIIF9 - [U ® U]"VSh.NII~,F
Fct'(K)nrN

+ h2h~IIU."V! - IIK(U."VJ)II~,K + h~lI! - IIK!II~,K
1

+ I: h
2
hFII9 - IIF9"~,F] } 2

Fct'(K)nrN
1

x {I: ITlt~K + I: ITI~'~F}2.

KE7h FCrjUrN

En passant au sup sur les TE Hf
D

(0) tels que ITh,n ~ 1 on a:

IIlelll.,h,l < c{ I: [h2h~IIIIK(U."VJ)II~,K
KE7h

+ ~ I: h
2
hF Il [tu ® U] ~~] Il'

Fct'(K)nrj F O,F

+ I: h
2
hFIIIIF9 - [U ® U]"VSh.NII:J

Fct'(K)nrN '
1

+ I: h~ [IIIIK! - u. "VShll~,K + Il! - IIK!II~,K] } 2

KETh

+ c I: {h2h~IIU."V!- IIK(U."VJ)"~,K
KE7h

1

+ I: h2hFI19 - IIF9115,F} 2

Fct'(K)nrN

129
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c'est-à-dire

Illelll.,h,l < C{ L h
2

[hi III1K(U.V'J)II~,K
KEr,.

+

soit

Illelll.,h,l < C{ L r,.i< + h
2 L [hiIIU.V' f - I1K(U. V'J)II~,K

KEr,. KETh
1

+ hillf - I1K fll~,K + L hFlIg - I1FglI~,F] } 2. (5.41)
Fc!(K)nrN

On garde les mêmes conditions. Alors pour la minoration de l'estimateur pour
l'erreur, on a:

Théorème 5.2 Sous les hypothèses du lemme 5.2 et en supposant de plus que
U.V'f IK E H1(K) et glF E H1(F) alors on a:

1 1

77~ < c{ IlIelll.,h,l + h
2[ L (hiIU.V' fll,K)2r+ [ L (hilfh.K)2r

KETh KETh

+ [L (hiI U.V'Shll'K)2]! + h2[ L h}lgltF]!} (5.42)
KEr,. FC!(K)nrN

Preuve du théorème
Posons

<5(w) = L 1h2(U.V' f - I1K(U.V' J))w
KEThK

+ L h2I(g - I1Fg)w + lU -I1 KJ)w.
Fc!(K)nrN F K
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Comme on a choisit U constant et des éléments finis Pl, V' Sh est constant, et alors
on a:

(7]~)2 = L h2
{ h~IIIIK(U,V'J)II~,K

KETh
1 ~ 2+ 2" LJ IFIII [rU ® U]V'Sh.N]Fllo,F

FcE(K)nr;

+ L IFlllIIFg - [U ® U]V'Sh.NII~,F}
FcE(K)nrN

+ L h~IIIIKU - U,V'Sh)II~,K'
KETh

En utilisant le lemme 5.2, il existe W E Hf
D

(0) tel que:

(7]~)2 = h2 L {I IIK(U.V' J)w
KETh K

+ ~ L 1[[U®U]V'Sh.N]FW
FcE(K)nr; F

+ L 1 (IIFg - [U ® U]V'Sh.N)W}
FcE(K)nrNF

+ L {/(IIKJ)W - 1 IIK(U,V'Sh)w}
KE~ K K

c'est-à-dire

(7]~)2 = h
2 L {/(UV'J)W + ~ L 1 [rU ® U]V'Sh. N ]FW

KETh K FcE(K)nr; F

+ L 1 (IIK(U.V'J) - U.V'J)w + L 1 (g - [U ® U]V'Sh.N)W
KEThK FcE(K)nrNF

+ L 1 (IIFg - g)w} + L {lU - U,V'Sh)W
FcE(K)nrN F KETh K

+ L I(IIK! - J)w},
KEThK
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{1]~)2 - L {h
2
[j (US' f)w + ~ L j [(U ® UjVSh.NjF w

Ke7h K Fcf(K)nr, F

+ L j (g - [U ® U]VSh.N)w] + ju - U.VSh)w}
Fcf(K)nrN F K

+ L { L h2 j(ITF9 - g)w + h2j (ITK(U.Vf) - U.V!)w
Ke7h Fcf(K)nrN F K

+ j(ITK! - f)w},
K

ou encore

{1]~)2 L {h
2
[j(U.V f)w + ~ L j [rU ® U]VSh.N] FW

Ke7h K FCf(K)nr, F

+ L j (g - [U ® U]VSh.N)w] + ju - U.VSh)w}
Fcf(K)nrN F K

+ L [h2 j (ITK(U.V f) - U.V!)w
Ke7h K

+ j(ITK! - f)w + h2 L j(ITF9 - g)w],
K FCf(K)nrN F

soit

{1]~? - L {h2[j(U.Vf)w+~ L j[[U®UjVSh.N]Fw
KeTh K FCf(K)nr, F

+ L j (g - [U ® U]VSh.N)w] + ju - U.VSh)w}
FCf(K)nrN F K

- o(w).

Et h étant plus petit que 1, on a:

(1]~)2 ::; j(u.ve)(w + hU.Vw) + lo(w)l.
n

Comme au lemme 5.2 on peut montrer l'existence d'une fonction w E H~D(n) et
d'une constante C > 0 telles que pour tout K E Th on ait IWh,K ::; C 1](K). Alors
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on obtient

Ainsi on a

133

71~ ~ C sup j(u.ve)(T + hU.VT) + C II~(~,~
T E H~D(n) 0

ITiI, 0 ~ 1

c'et-à-dire:

h lo(w)1
710 ~ C Illelll.,h,1 + C -1-1-

w 1,0

Calculons lo(w)l.
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et les résultats d'approximation de ITK

et ITF , on montre comme au paragraphe précédent qu'il existe une constante C
indépendant de {3 et hK telle que:

I: j (U.VJ - ITK(U.Vn)w
KETh K

< I: Ch~IU.VJII,Klwll,K;
KETh

où K est le triangle dans Th tel que Fe BK.
De même

I: j (g - ITFg)w
FCE:(K)nrN F

1

< I: Ch~lgll,FhFlwll,F
FcE:(K)nrN

3I: Ch~lgll,Flwll,F
FcE:(K)nrN

< I: Ch~IJll,Klwll,K'
KETh
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T]~ < CIIlelll.,h,l + -Iw11 [Ch2L hkIU.V'fh.Klwll,K
l,n KeTh

+ C L hklfll,Klwll,K + Ch2 L h}lgll,Flwll,K]
KeTh FCf:(K)nI'N

< Cillelll.,h,l + 1wC, {L hk[h2IU.V'f'~,K
l,n KeTh

1

+ Ifll'K] + h2 L h}lgll,F} (L IWli'K) 2" ;

FCf:(K)nI'N KeTh

1

1J~ < C,"elll.,h,I+Ch2( L(hkIU.V'fll,K)2)2"
KeTh

+ C( L(hklfll'K)2)~ +Ch2( L (h}lgll'F)2)~}
KeTh FCf:(K)nI'N

1

1J~ < C{lllelll.,h,l + h2[ L (hkIU.V'fll,K)2r
KeTh
1 1

+ [L(hklfll,K)2]2"+h2[ L (h}lgll,F)2r}· (5.43)
KeTh FCf:(K)nI'N

D'où le théorème 5.2.
Asymptotiquement lorsque h tend vers a les relations (5.42) et (5.43) montrent
l'équivalence entre l'erreur et l'estimateur: il existe deux constantes Cs et C6 telles
que:

(5.44)
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Exemple. On considère le problème d'advection
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U.\lS = f (x, t) E (0,1)2 (5.45)

avec f = 0, U = (cos(7f/6),sin(7f/6))T et les conditions aux bords

u(x,O)

u(O,t)

On note

(5.46)

(5.47)

rD = {(x, t) E IR2; X = °ou t = O} (5.48)

et on pose 9D = ([U ~ U]\lS).N sur rD-
Nous calculons les estimations d'erreur sur une séquence de grilles uniformes, les
éléments finis utilisés étant de type QI. On obtient alors

1

+ L hF 119D - [U ~ U]\lSh.NII~,F] } 2

FerDnl:(K)

1]0 = {

+

L [hi<II'V([U 0 U]'VSh)II~.K + ~ L hF Il [ru 0 U]~~tll'
KETh Ferinl:(K) O,F

L hF II[U ~ U]\lSh.NII~,F
Fer-rD

(5.49)

lorsque nous considérons la fonction test U. \lT. Ainsi on a une convergence uniforme
d'ordre ~ et

1]~ ={ L [h2h~II\l.([U ~ U]\lSh)115,K + h~IIU.\lSh)II~,K
KETh

+ ~ L h'hF Il [lU 0 UI~~]J
Ferinl:(K) O,F

+ L h2hF II[U ~ U]\lSh.NII~,F
Fer-rD

1

+ L h2hF 119D - [U ~ U]\lSh.NII~,F ]} 2 (5.50)
FerDnl:(K)

lorsque nous prenons comme fonction test hU.\lT +T c'est-à-dire la formulation de
Petrov-Galerkin. Dans ce cas la convergence est toujours uniforme, mais d'ordre ~.

Nous avons montré que dans chacun des deux cas précédents l'erreur est équivalente
à l'estimateur. Nous allons comparer les deux méthodes.
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Remarque 5.4 La démonstration donnée n'est pas valide pour des éléments finis
QI car 'VSh n'est pas constant si Sh E QI(K). Mais on peut projeter ce terme sur
les constantes et utiliser le fait que

Il faut alors contr6ler le terme hIU.'VShll,K' Pour cela on réutilise le fait que
hIU.'V(S - Sh)iI.n ~ Ch~. Si S E H 2(n) alors on a

5.4 Comparaison de l'ordre des estimateurs 1]0. et 1]~

5.4.1 Comparaison

Nous comparons l'ordre de convergence en norme L2 des deux méthodes. Pour cela
donnons le résultat suivant:

Lemme 5.3 Supposons que S E HI+q(n). Les inégaltés suivantes sont valides pour
les erreurs des problèmes (5.7) et (5.33) respectivement:

Preuve Considérons la première estimation. On peut écrire:

Par l'inégalité de Poincaré courbe on a

Ilello, n ~ CIlleli iI. n ~ Clllelll.,l
leiI. n leiI. n

d'où

(5.51)

Dans (5.51) cherchons à contrôler lell. nen utilisant les estimations d'erreur a priori.
On a:

(5.52)



Estimons maintenant IISh - Thll o,n. L'inégalité de Poincaré courbe fournit

137

(5.54)

(5.53)

Mais dans cette relation le premier terme est contrôlé comme suit:

5.4. Comparaison de l'ordre des estimateurs 7Jn et 7J~

et en utilisant l'inégalité inverse [131 on peut contrôler le deuxième terme par:

Le problème étant liniéaire on a:

Il vient en prenant !Ph = Sh - Th

d'où a fortiori l'existence d'une constante C telle que

(5.55)

Cette relation avec la relation (5.54) donnent

ISh - Thk n ::; Chq-IISIl+q, n·

Les inégalités (5.51), (5.53), (5.54) et (5.55) combinées donnent:

llello::; C7 /1lelll.,1(1 + h-l)hqlull+q,n.

d'où l'on déduit en utilisant la majoration de la norme III . Il iI. n par la semi-norme
Hl et les résultats classiques d'interpolation, puisque Th est quelconque:

La deuxième inégalité du lemme se démontre de la même façon.
Maintenant on montre l'optimalité de l'estimateur a posteriori 7J~ défini par (5.42)
pour le cas n = 2. Supposons que la solution du problème (PV) vérifie S E H~ (0)
mais S fi. H 2(0), ce qui est vérifié par les données du problème (5.45)-(5.47), alors
les résultats d'interpolation fournissent [131:
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Une estimation a priori pour le problème (5.7) permet d'écrire pour tout Th E Vh :

(5.56)

Nous en déduisons que

2:= h~lIf - U.V'Shll~.K ~ Cl2h2111ehllltn ~ C13h3
,

KET;.

et nous pouvons conclure d'après la seconde inégalité de (5.44) que

ce qui prouve l'optimalité de l'estimateur 77~.

Remarque 5.5 On n'améliore pas l'estimateur en changeant de norme mais en
changeant la formulation du problème.

Remarque 5.6 Dans le cas où on ne perturbe pas la méthode par h, les estimations
a priori donnent h si S E H 2(O). Mais comme le domaine est Cl par morceaux,
constante sur une partie du bord, on sait que S est continue et est dans HI(Od et
H I (02), d'où S E HI(O), mais S fi- H 2(O)

S=l

S=exp(-50x 2)

Fig. 5.1: Condition de type Dirichlet

Afin d'être plus complet, nous donnons la démonstration de l'estimation d'erreur a
priori.



5.4.2 Estimation a priori

5.4. Comparaison de l'ordre des estimateurs TJo et TJ~

Notons

a(cp,1/J) = ! (U.Vcp) (U511/J)dx,
o

l(cp) =! f(U.V1/J)dx
o
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on a

a(Sh - CPh,1/Jh) =! f(U.V1/Jh) - a(CPh,1/Jh) = a(S,1/Jh) - a(CPh,1/Jh) = a(S - CPh,1/Jh)

o

d'où l'on tire

et par suite

Après

IIiS - 71"hSIlIt. 0 :::; GIS - Shlt. 0 :::; ChlSI2, O'

Par contre si S ri: H 2(f2) on dégrade l'ordre de l'estimateur, cela est dû au terme
Iif - U,VShllo,o.
Dans ce qui suit nous comparons notre estimateur à l'estimateur proposé dans
[241 noté Illecellillo et qui est obtenu en utilisant une formule de représentation de
l'erreur à l'aide d'un problème dual. On distingue localement une partie de l'erreur
qui est transportée et une partie qui est créée. Mentionnons que l'estimateur
Illecelllllo est plus compliqué à calculer que ceux que nous proposons.
Le tableau 5.1 nous donne l'estimateur et son taux de convergence dans nos deux
cas de figure comparé à l'estimateur de l'exemple 1 de [241. Précisons que nos
calculs ont été effectués sur un maillage uniforme, les éléments finis étant de types
QI.

N TJo pente k TJo h pente k 1lIecell li 10 pente k
4 4.04E-01 - 9.69E-02 - 3.941E-01 -
8 3.57E-01 .17 3.57E-01 1.15 2.759E-01 0.51
16 2.55E-01 .48 4.37E-02 1.48 1.611E-0l 0.78
32 1.79E-01 .50 1.56E-02 1.50 8.415E-02 0.94
64 1.27E-01 .50 5.50E-03 1.50 4.258E-02 0.98
128 8.98E-02 .50 1.94E-03 1.50 2.136E-02 1.00

Tableau 5.1: Estimateurs et taux de convergence.
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En conclusion nous constatons que dans les deux cas nous avons une conver­
gence uniforme de l'estimateur. Le taux de convergence est de 0.5 pour la méth­
ode de Galerkin, alors qu'il est de 1.5 pour la méthode de Petrov-Galerkin. Nous
améliorons ainsi les résultats de [241.
Nous représentons ci-après les solutions des deux problèmes de Galerkin et
Petrov-Galerkin respectivement avant et après adaptation du maillage à partir de
l'indicateur d'erreur sur chaque cellule. On remaille par exemple une cellule dès que
l'indicateur d'erreur correspondant dépasse le seuil de 0.01.
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.~

Fig. 5.2: Solutions avant le remaillage pour les méthodes de Galerkin et
Petrov-Galerkin respectivement

Fig. 5.3: Solutions après le premier remaillage pour les méthodes de Galerkin et
Petrov-Galerkin respectivement.
Mentionnons que la formulation de Petrov-Galerkin n'introduit pas de surestimation
de la solutionO

.~

/
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Conclusion générale et perspectives

Nous avons eu à résoudre le problème de remplissage d'un moule parallélépipédique
par un fluide dans un milieu non poreux et dans un milieu poreux. Un modèle
mathématique a été proposé pour ce problème. Nous avons montré que dans ce
modèle, le problème de Stokes qui gouverne l'écoulement peut être projeté sur un
domaine dans un espace de dimension inférieure lorsque l'épaisseur du moule est trop
faible devant ses autres dimensions. Ce qui nous a conduit à une équation du même
type écrite dans un espace de dimension inférieure lorsqu'on prend une seule fonction
en épaisseur. Quant au problème de transport advectif couplé au problème de Stokes,
nous l'avons transformé en un problème diffusif, la diffusion se faisant dans le sens
de l'écoulement, tout en faisant un même traitement pour les variables spaciales
et la variable temporelle. Nous avons donné deux formulations variationnelles aux
deux problèmes de transport advectif et diffusif et montré que ces deux formulations
conduisent à la même solution lorsque celle-ci existe. Pour la résolution numérique
du problème global, nous avons été amenés à le découpler pour traiter séparément les
équations qui interviennent, nous avons également adopté une méthode de marche
en découpant le domaine en plusieurs tranches successives sur chacune desquelles
nous avons calculé la solution du problème. La réduction de dimension et la méthode
de marche ont chacune pour intérêt de réduire le coût numérique de la simulation.
De plus la méthode de marche permet de suivre le front de matière pas à pas. Nous
avons proposé également deux estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème
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de transport diffusif, l'un à partir de la formulation de Galerkin, l'autre à partir de
la formulation de Petrov-Galerkin. Nous avons également montré qu'un des deux
estimateurs est optimal.
Comme perspective, il reste à montrer que notre méthode marche pour un problème
de transport non linéaire. Dans notre modèle et dans nos simulations nous n'avons
pas tenu compte d'éventuelles réactions chimiques qui pourraient survenir surtout
lorsque le fluide est injecté sur la préforme dans le cas d'un milieu poreux. Ceci ne
devrait pas constituer une difficulté majeure. Il suffirait d'ajouter aux équations de
notre modèle une équation de type chaleur et connaître le comportement chimique
des matériaux qui interviennent.
Mentionnons pour finir que la méthode STILS peut être utilisée pour simuler d'autre
type d'écoulement tels que la simulation d'un bassin peu profond.



Bibliographie

[1] R. A. Adams Sobolev spaces, Academie Press, New York.

[2] P. Azérad, Analyse des équations de Navier-Stokes en bassin peu profond et
de l'équation de transport, Thèse de Doctorat Université de Neuchatel.

[3] P. Azérad P. Perrochet and J. Pousin, Space-Time Integrated Least
Square: A Simple, stable and precise fini te element scheme to solve advection
equations as if they were elliptic,Progres In Partial Differential Equations, the
Metz Surveys4 M.Chipot and Shafrir (Eds) Pitman Research Notes In Mathe­
maties Series 345.

[4] P. Azérad and J. Pousin, Inégalité de Poincaré Courbe pour le Traitement
Variationnel de l'Equation de Transport,C.R. Acad. Sei. Paris, t.322, série l,
p.721-727, 1996.

[5] I. Babuska, Error Bounds for Finite Element Method, Numer. Math. Vol.16
No, pp 322-333, 1971.

[6] I. Babuska R. Duran and R. Rodriguez, Analysis fo the effeciency of an a
posteriori error estimator for linear triangular finite element. SIAM J. Numer.
Anal. Vol.29 No, pp 947-964 August 1992.

[71 C. Bardos , Problèmes aux limites pour les équations aux dérivées partielles
du premier ordre à coefficients réels; Application à l'équation de transport, Ann.
scient. Ec. Norm. Sup., 4ème série, t. 3, 1970, p. 185 à 233.

145



146 Bibliographie

[81 Boussad Abbès, Rezak Ayad, Alain Rigolot, Une méthode de pseudo­
concentration pour la simulation 3D volumique du remplissage de moules
d'injection, Revue européenne des éléments finis. Volume 8 No 7/1999, page
695 à 724.

[91 H. Brésis, Analyse fonctionnelle, théorie et applications. Masson, Paris Milan
Barcelone 1993.

[101 F. Brezzi, On the existence, uniqueness and approximation of saddle-point
problems arising from lagragian multipliers, RAIRü Anal. Numér. vol. 8, 129­
151 .

[111 F. Brezzi, M. Fortin, Mixed and hybride finite element methods, Springer­
Verlag, New York, 1991.

[121 W. Chang, N. Kikuchi, Analysis of non-isothermal mold filling process
in Resin Transfer Molding (RTM) and structural Reaction Injection Molding
(SRIM), Computational Mechanics 16 (1995) 22-35, Springer- Verlag 1995.

[131 P.G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North-Bolland,
1978.

[141 P. G. Ciarlet, Plates and Junctions in Elastic Multi-Structures: An Asymp­
totic Analysis, Masson, 1990.

[151 P. Clément, Approximation by finite element functions using local regularisa­
tion RAIRD. Anal. Numér. 9 (1975), 77-840

[161 R. Comolet, Mécanique expérimentale des fluides Tome 2, Dynamique des
fluides réels turbomachines, 4ème édition, Masson.

[171 R. Dautray et J .L. Lions, analyse mathématique et calcul numérique pour
les sciences et les techniques, Tome 2 Masson 1985.

[181 R. Dautray et J .L. Lions, analyse mathématique et problèmes aux limites,
vol 9, Masson 1988.

(19) O. Dial1o, J. Pousin, T. Sassi, Estimateurs d'erreur a posteriori et formu­
lation variationnelle de l'équation de transport, C.R. Acad. Sei. Paris, t. 329,
Série l, p. 1021-1026, 1999. Analyse Numérique/Numerical Analysis.

[201 A. Fortin P. Carrier and Y. Demay, Numerical Simulation of Coextrusion
and Film Casting, International Journal For Numerical Methods In Fluids,
vol.20, 31-57, (1995).



[30) S. Li and R. Gauvin, Numerical Analysis of the Resin Flow in Resin Transfer
Molding, Journal of Reinforced Plastics and Composites, Vol. 10, May 1991,
314 327.

[31) N. Lock, M. Medale, M. Jaeger, R. Occelli, A finite element-local mesh
adaptation method for simulating incompressible flows with moving interfaces,
Computational Fluid Dynamics, 1996, p 1007-1011.

[32) P. Perrochet, A Streamline-Upwind-Full-Galerkin Method For Space-Time
Convection Dominated Transport Problems,International Journal For Numer­
ical Methods In Engineering, Vol. 36, 4165-4183 (1993).

[33) P. Perrochet, Finite Hyperelements: A 4D Geometrical Framework Using Co­
variant Bases And Metric Tensors, Communications in Numerical Methods In
Engineering, Vol. 11, 525-534 (1 995).

147Bibliographie

[25) T. J. R. Hughes, L. P. Franca, and G. M. Hulbert, A New finite formu­
lation for computational fluid dynamics: The Galerkin Least Squares Method
for advective-diffusive equations, Comput. Meth. Appl. Mech. Eng., (1989), pp
173-189.

(26) C. Johnson, Comput. Meth. Appl. Mech. Eng 100, 45 (1992).

[27\ H. Le Dret, Problèmes Variationnels dans les Multi-Domaines: Modélisation
des Jonctions et Applications, Masson, 1990.

(28) E. Laffargue, M.L.Bonnerue, Etude de la perméabilité des fibres de verre,
projet de fin d'études, année 1998-1999, Département Génie Physique Matéri­
aux, INSA de Lyon.

[29) E. Leroy, Modélisation et simulation du procédé R.T.M. appliqué à un sys­
tème composite modèle cyanate ester / fibres de verre, Thèse en préparation au
L.M.M., INSA de Lyon.

[21) P. Germain, Cours de Mécanique des milieux continus, tome l, théorie
générale Masson et Cie.

[22) V. Girault, P. Raviart, Finite element Methods for Navier-Stokes Equations,
Theory and Aigorithms, Springer- Verlag, Berlin, Heidelberg (1986).

[23) R. Glowinski, Numerical Methods for Nonlinear Variational Problems,
Springer- Verlag, New/Berlin, 1984.

[24) P. Houston, J .A. Mackenzie, E. Suli and G. Warnecke, A Posteriori
Analysis for Numerical Approximations Of Friedrichs Systems. Numer. Math.
(1999) 82: 433-470.



148 Bibliographie

[34] P. Perrochet and P. Azerad, Space-Time Integrated Least Square, Solv­
ing a Pure Advection Equation with a Pure Diffusion Operator, Journal Of
Computational Physics 117, 183-193 (1995).

[35] M. Picasso Adaptative finite elements for a linear parabolic problem. Dé­
partement de mathématiques. Ecoles polytechnique Fédérale de Lausanne. 1015
Lausanne Switzerland September, 1997.

[36] P.A. Raviart et J .M. Thomas, Introduction à l'analyse numérique des équa­
tions aux dérivées partielles, Masson.

[37] O. Ricou, Modélisation de l'injection par une méthode de réduction de dimen­
sion, Thèse de doctorat, université Paris 6, 1997.

[38] E. Thompson, Use of pseudo-concentrations to follow creeping viscous flows
during transient analysis, International Journal for Numerical Methods in Flu­
ids, Vol. 6, 749-761 (1986).

[39] F. Trochu and R. Gauvin, Limitations of a Boundary-Fitted Finite Differ­
ence Method for the Simulation of Resin Transfer Molding Process, Journal of
Reinforced Plastics And Composites, Vol. ll-July 1992

[40] R. Verfürth A Review of A Posteriori Error Estimator and Adaptative Mesh
Refinement Technique. Faculty and Institut of Mathematics Ruhr University,
Bocum, Germany.

[41] A. M. Zine, Méthode d'éléments finis pour la résolution de problèmes
d'écoulements de fluides viscoélastiques, Thèse de l'Ecole Polytechnique de
Montréal, 1991



J



Résumé

Dans cette thèse on s'intéresse au remplissage d'un moule parallélépipédique par un fluide
visqueux thermodurcissable. Dans un premier temps, on suppose que le moule ne contient aucun
matériau avant l'injection du fluide. Dans ce cas l'écoulement du fluide est régi par les équation
de Stokes. Mais il se peut aussi qu'un matériau perméable soit préalablement disposé dans le
moule (on parle alors d'un milieu poreux). L'écoulement est alors gouverné par l'équation de
Darcy. Pour suivre le front de matière, nous utilisons la méthode de pseudo-concentration qui
consiste à déterminer l'interface par l'introduction d'une fonction S appelée fonction de pseudo­
concentration, solution d'une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique:

as
8t +u.\lS = a

Cette équation est appelée équation de transport de S. Puisqu'on utilise un moule d'épaisseur
trop ·petite devant les autres dimensions, on ramène le problème tridimensionnel d'origine à un
problème bidimensionnel en utilisant une méthode de réduction de dimension par projection. On
obtient un problème du même type écrit dans un espace de dimension inférieure.
Le problème de transport advectif ci-dessus est transformé en un problème diffusif et les variables
d'espace et de temps traitées de manière équivalente. Pour la résolution numérique on utilise
une méthode d'éléments finis et une méthode de marche.
Le problème global à résoudre consistera à coupler le problème de transport diffusif avec le
problème de Stokes (cas du milieu non poreux) ou avec l'équation de Darcy (cas du milieu
poreux).
Les résultats que nous avons obtenus sont comparés à des résultats expérimentaux.
Enfin nous proposons un estimateur d'erreur a posteriori de type résiduel pour le problème de
transport diffusif à partir de deux formulations variationnelles: l'une de Galerkin et l'autre de
Petrov-Galerkin.




