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Résumeé

Ce mémoire traite le probleme de contrdle stochastique optimal d’investissement, de consomma-
tion, et d’assurance pour un consommateur dans un marché incomplet. Pour cela, on utilise un
modele de facteur stochastique qui prend en compte les rendements des actifs risqués et les fac-
teurs économiques sous-jacents. Notre modele repose sur les équations différentielles stochastiques
linéaires qui décrivent I’évolution des facteurs économiques. Cependant, le consommateur ne dis-
pose que d’une information partielle sur ces facteurs et doit se fier a I'information passée sur les
rendements des actifs risqués. Ce probleme est formulé comme un probleme de contrdle stochas-
tique avec information partielle. Ce probleme est résolu en appliquant le principe de la programma-
tion dynamique. Nous déterminons une équation Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) et deux équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR). Cette approche nous permet d’obtenir une solution
explicite. Enfin, le théoreme de vérification est démontré et nous construisons la stratégie optimale
d’investissement, de consommation, d’assurance dans le probleme du consommateur. Au terme de
ce mémoire, nous envisagerons faire 1’étude entre la corrélation des actifs risqués et le processus de
facteur stochastique dans le probleme du consommateur avec 1’information partielle.

Mots clés: Contrdle optimal stochastique, investissement,consommation,assurance, actifs risqués,

modele de facteur stochastique, équation HIB, EDSR.
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Abstract

This paper addresses the problem of optimal stochastic control of investment, consumption,and insur-
ance for a consumer in an incomplete market. To do this, we use a stochastic factor model that takes
into account the returns of risky assets and underlying economic factors. Our model relies on linear
stochastic differential equation that describe the evolution of these economic factors. However, the
consumer only has partial information about these factors and must rely on past information about
the returns of risky assets. This problem is formulated as a stochastic control problem with partial
information. This problem is resolved by applying the dynamic programming principle. We deter-
mine a Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation and two backward stochastic differential equations
(BSDE's). This approach allows us to obtain an explicit solution. Finally, the verification theorem is
demonstrated, and we construct the optimal strategy for investment, consumption, and insurance for
the consumer. In conclusion of this paper, we will study the correlation between risky assets and the
stochastic factor process in the problem of the consumer with partial information.

Keywords: Optimal stochastic control, investment, consumption, insurance, risky assets, stochastic

factor model, HJB equation, BSDE.
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Introduction

Dans les marchés financiers actuels, caractérisés par I’incertitude et la complexité, les consommateurs
doivent prendre des décisions stratégiques pour optimiser leur patrimoine et minimiser les risques. Le
probleme d’investissement, de consommation et d’assurance est un défi majeur, notamment lorsqu’il
faut tenir en compte de la durée de vie aléatoire et de possibilité de déces prématuré.

Ce travail se penche sur la situation d’un consommateur qui doit choisir comment allouer son
revenu entre des investissements sans risques et des actifs risqués, tout en définissant son niveau de
consommation et en souscrivant une assurance-vie, le tout en présence d’une information incomplete
sur I’état du marché. L’information partielle signifie que les stratégies d’investissement, de consom-
mation et d’assurance sont supposées étre sélectionnées en utilisant uniquement I’information passée
des actifs risqués sans utiliser celle des processus de facteur stochastique.

L’objectif est de trouver des stratégies optimales qui maximisent I’espérance de 1’utilité de la
consommation de la richesse a la retraite et de la prestation d’assurance en cas de déces prématuré.
Le défi réside dans la prise en compte de I’information partielle et de la corrélation entre les actifs
risqués. Divers modeles quantitatifs ont ét€ proposés pour modéliser et analyser ce type de probleme.

[18] a mis I'accent sur les décisions optimales de consommation et d’investissement, mais n’a
pas pris en compte 1’assurance-vie. Ces deux approches ont été combinées par [25] qui a examiné
un probleme d’assurance-vie, de consommation et d’investissement sur le cycle de vie déterministe
dans un modele a temps continu. Il supposait que la durée de vie d’un consommateur (salarié) est une
variable aléatoire bornée. [20] a résolu le travail de [25] dans le cas d’une durée de vie non bornée.
[12] a traité le cadre qui prend en compte un processus de revenu stochastique. [4] a étudié la con-
trepartie de [20] avec des multiples actifs risqués. [26] a combiné le travail de [4] a un cadre plus
général de diffusions en appliquant une combinaison de 1’équation Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB)
et d’une équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR,en abrégé). [26] a fourni des solutions
explicites au probléme avec revenu stochastique (voir section 5.1 de [26]), une mortalité stochastique
(voir section 5.2 de [26] ), et un modele a facteur stochastique gaussien linéaire (voir section 5.3 de
[26]). [6] a généralisé [26] a un modele de diffusion avec sauts. Il s’ensuite que [2, 3, 5, 22, 24] ont
étudié les problemes d’optimisations de 1’investissement sur des modeles linéaires gaussiens avec in-

formation partielle. [8] a étendu ces travaux au probleme d’optimisation de I’investissement et de con-

Université de Yaounde I g BETEL Fabien



CONTENTS 10

sommation. Récemment [7] a résolu le probleme d’investissement,de consommation et d’assurance
en utilisant une approche de contrdle stochastique dans laquelle il a appliqué une combinaison de
I’équation Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) et deux équations différentielles stochastiques rétrogrades
(EDSR) avec des parametres aléatoires et non forcement bornées. L’ objectif de ce mémoire, est de
réviser les articles relatifs au sujet, ou seront détaillées les preuves importantes. Les démonstrations
des résultats obtenus seront faites afin de fournir un rapport d’étude compréhensible du sujet et produit
une extension vers des problématiques inexplorées.

Ce mémoire est subdivisé en trois chapitres. Dans le premier, présentation sommaire du calcul
stochastique. Dans le deuxieme chapitre, les méthodes de résolution des équations différentielles
stochastiques rétrogrades (EDSR) et la notion sur la théorie du contr6le optimal stochastique sont pro-
posées et ce mémoire se termine en proposant un cadre prise en compte de I’information partielle dans
les stratégies optimales d’investissement, de consommation et d’assurance dans le probleme du con-
sommateur, plusieurs actifs risqués dans un marché incomplet,le filtre de Kalman, par combinaison de
deux équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) et de 1I’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman par I’approche de la programmation dynamique. Les résultats de ce mémoire soulevent des

questions intéressantes pour des recherches futures.
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__________________________________________| Chapter un __________________________________________|

Présentation sommaire du calcul stochastique

Le but de ce chapitre est de donner des définitions de base et des résultats principaux pour utiliser aux

prochains chapitres de ce mémoire voir [11, 17, 23, 28].

1.1 Processus stochastique: voir [23]

Définition 1

Soit T un ensemble d’indices non vide. On appelle processus stochastique une famille de

variables aléatoires (X;),c7 indexée par 7.
Si T € N, on dit que le processus est a temps discret.

Si T C R;, on dit que le processus est a temps continu.

\

Définition 2 N

Soit Q un ensemble et ¥ une famille de parties Q. On dit que ¥ est une tribu (sur Q) si:

1. Qe F.

2. pour tout ensemble A € F,ona A € ¥, ou A désigne le complémentaire de A dans Q

(stabilité par passage au complémentaire).

3. pour toute (A,),cn de Q satisfaisant A, € F pour tout n € N, alors |, A, € F (stabilité

par union dénombrable).

Dans la suite de ce mémoire, I’espace de probabilité sur lequel les variables aléatoires

(v.a) sont définies est noté (Q, F,P) .

Université de Yaounde I 11 BETEL Fabien



1.1 Processus stochastique: voir [23] 12

Définition 3 N

Etant donnée une variable aléatoire (v.a) X a valeurs dans un espace métrique (E, &), on appelle

tribu engendrée par X, et on note o(X), la sous-tribu de # engendrée par I’ensemble des images

réciproques de X. Autrement dit,

o(X):=o{X (B): Be &).

\. J

Définition 4 .

Une suite (7,),en de sous-tribus de ¥ est appelée une filtration de 1’espace (Q2, 7, P) si

FoCcFHFc..cF,C..CF.

L’espace (Q, F, (F.)uew, P) est alors appelé un espace de probabilité filtré.

\ J

Définition 5 .

La filtration naturelle d’un processus (X;),cr est ?;X telle que

FX=0(X;0<i<0.

\ J

Définition 6 N

Un processus X = (X;).r est adapté par rapport a la filtration (7;),»0 si, pour tout #, X, est

F.-mesurable.

\. J

Définition 7 .

Un processus (X;);so est dit mesurable si I’application suivante est mesurable:

R*xQ,BRHRF) —R,
(t, w) PX(w).

Université de Yaounde I 12 BETEL Fabien



1.1 Processus stochastique: voir [23] 13

Définition 8 N

Un processus (X;);so est dit progressif (ou progressivement mesurable) si pour tout t > 0,

I’application suivante est mesurable:

([0, 1] x Q, B([0, 1]) ® F1) —R,
(s, w) P X (w).

Définition 9 )

On dit qu’un processus est prévisible (pour la filtration 7;) si X, est Fy-mesurable et X, est

¥F:-1-mesurable pour chaque ¢ > 0.

\. J

Définition 10 .

Un processus (X;), est dit a trajectoires continues (ou simplement processus continu) si

Pw € Q;t — X, (w)}) = 1.

\. J

Définition 11 N

Soit (7)., une filtration sur (€, ¥, P). On dira que F; satisfait aux conditions habituelles si, et

seulement si
1. ¥y contient tous les P-négligeables de 7.

2. Sim =R* ou [0, T] alors (¥,) est continue a droite; ¢’est-a-dire

Viem,  F={)Fue

E>0

\ J

Définition 12 .

Un processus a variation bornée A = (A,);»o est un processus adapté dont toute les trajectoires

sont a variation bornée.

Université de Yaounde I 13| BETEL Fabien



1.2 Temps d’arrét: voir [11] 14

1.2 Temps d’arrét: voir [11]

On considere (Q, 7, (F1).er, P) un espace de probabilité filtré dans les conditions habituelles.
Définition 1

Un temps d’arrét par rapport a une filtration ()., est une vaa T : Q — [0, +o0[

(respectivemen N U {+oo} si 7 = N) telle que

T<t)={weQ,T(w)<theF, Yt >0.

\

Définition 2

Soit T un (¥;), temps d’arrét.

1. On appelle tribu des événements antérieurs a 7 et on note 7 la tribu définie par

Fr={HeF|HN{T <t} €F, Vtemnr}.

2. On appelle filtration arrétée la filtration (F7,)sex-

En particulier, on a ¥7,, C ¥, pour tout € 7.

Université de Yaounde I 14 BETEL Fabien




1.3 Espérance conditionnelle 15

1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1 .

Soient G une sous-tribu de ¥ et deux variables aléatoires X,Y € LY(Q,#,P) on a quelques

propriétés de I’espérance conditionnelle:

1. Linéarité: Va,B € R, etsi X, Y € L'(Q, 7, P),
E|(aX +BY)IG| = aB(XIG) + BE(YIG),

2. La monotonie: Si X, Y € L'(Q, 7, P),

X >Y = E(X|G) > E(Y|G),

3. Si X est G-mesurable alors:

E(XY|G) = XE(Y|G),

4. Si X est indépendant a G alors:
E(X|g) = E(X),

5. S1G, € G, C F alors:

E[E(Y|G,)IG: | = E[E(YIG)IG.| = E(YIG)).

Université de Yaounde I BETEL Fabien



1.4 Martingale: voir [23] 16

1.4 Martingale: voir [23]
\

Un processus (X;), a valeurs réelles est dit une martingale par rapport a la filtration (), si:

1. Pour tout r > 0, X; est ¥;-mesurable.
2. Pour tout 7 > 0, X, est intégrable.

3. Pourtout0 < s <t,

EX|fs) =X,.  p.s.

Le processus (X;), est dit:

4. une surmartingale s’il vérifie (1), (2) et de plus si pour s < ¢:

BIX/Fl <X, p.s;

5. une sous-martingale s’il vérifie (1), (2) et de plus si pour s < #:

E[X/[|F] = X, p.s.

\ J

Définition 2 .

Un processus M = (M,)»( est appelé une martingale locale s’il s’écrit M, = My + N, ou M est

une variable aléatoire Fy-mesurable et (/V;);»o est un processus adapté a trajectoire continue avec
Ny = 0 et tel qu’il existe une suite croissante (7,),>o de temps d’arrét avec T,, /' +co et pour
tout n € N le processus arrété N7+ est une martingale uniformément intégrable.

Lorsque M, = 0, on parle de martingale locale issue de O.

\. J

Définition 3 \

Un processus X = (X,)»0 est une semi martingale a trajectoires continues s’il s’écrit sous la

forme X, = Xy + M, + A, ou M, est une martingale locale (issue de 0) et (A,),; est un processus a

variation bornée.

Université de Yaounde I 16 BETEL Fabien



1.5 Mouvement brownien: voir [11] 17

1.5 Mouvement brownien: voir [11]

Définition 1 N

On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique (B;);»o a valeurs réelles tel

que:
(i) La fonction t — B,(w) est continue P. p.s.
(1) Pour tout s < ¢, B, — B, est indépendant de la tribu o{B,,, u < s} suit la loi gaussienne centrée

de variance ¢ — s.

1.5.1. Un mouvement brownien est dit géométrique s’il est de la forme

X(1) = xexp(rt + oB)), avec Xy = x.

Proposition 1

Si B est un mouvement brownien, et ¥ sa filtration naturelle, alors les processus B, B,2 -

t,exp(aB; — %azt), ¥V a € R sont des F,-martingales.

1.6 Intégrale stochastique et formule d’It6

f X(s)dBs,
0

ou (B,), est un mouvement brownien standard et (X;), est un processus stochastique répondant a cer-

Il s’agit d’une intégrale de la forme:

tains criteres d’intégrabilité.

1.6.1 Propriétés de I’intégrale stochastique

Soient 4,8 € R et (X,),, (Y;); deux processus stochastiques. On a:
1. Linéarités: [}(AX +BY)(s)dB; = A [} X(s)dB, + B [} Y(s)dB,.

2. Additivités: 0 < s<r<v<T,
! Vv !
f X(u)dB, = f X(u)dB, + f X(u)dB,.

Université de Yaounde I 17| BETEL Fabien




1.6 Intégrale stochastique et formule d’It6 18

3. Pour un temps d’arrét 7,

TAL !
f Y(s)dB, = f 1is < 7}Y(s)dB;.
0 0

4. si fotE[Xz(s)]ds < o, alors

E[ fo t X(s)dBS] =0

et

E[( tX(s)dBS)2]:E[ tX(s)st]: tX(s)zds ( Tsométrie d’Ttd).
0 0 0

5. E[( [ x(aB.)( [ v(9dB.)| = B| [ X(¥(s)ds| = [ X(9¥(s)ds.

1.6.2 Processus d’Ito:

En finance, on utilise souvent des processus d’It6 comme semimartingales continues pour modéliser

la dynamique des prix d’actifs risques.

Définition 1

Soit B = (B4y, ..., B,) un mouvement brownien n-dimensionnel sur un espace de probabilité filtré

(Q, 7, (F):, P). On appelle processus d’Itd, un processus X = (X, ..., X;,) a valeurs dans R™ tel

! !
X, =Xo+ f ads + f o dB;
0 0
. . t . 1 t .
X =X+ f dds+ ) f o*dB
0 i Jo

ol X, est Fo-mesurable, a = (a', ...,a™), et o = (o', ..., ™) = (%) cicim.1<k<n SONt des processus

que ’on ait p.s. :

c’est-a dire

progressifs 4 valeurs respectivement dans R” et R™" tels que ' € L' et ¢ € L?, c’est a dire

! f
f laslds < oo; f lolPds < oo p.S.
0 0
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,—[Théoréme 1 (Formule d’It6)\}

Soit g une fonction continiment différentiable deux fois et (B;), un mouvement brownien standard.

On pose:
Tt t
pour tout t € [0, T], X, =Xy + f ays(X,)ds +f o4(X,)dBs.
0 0

Pour tout r € [0, T], on a:

0g(X, ag(X, 1 9g.(X,
(e %) =| (257 4 k) ) 1 2 TER
+ o(Xy) agt(i(t) dB..

Exemple 1.6.1. Prenons
dY, = bY,dB,, et g(Y,) = In(Y,)

out (B;); est un mouvement Wiener.

On a donc:

D’apres la formule d’It6, on a:

1, b 1
d(g(Y)) =|0+0 + §1/,2(—1/—12)]dz + DY -dB,

b2

En intégrant, on obtient:
bZ
Y, =Yyexp (bB, - Et)
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f—EThéoréme 2 (Formule d’1t6 dans le cas multidimensionnelle)}

La formule d’It0 dans le cas multidimensionnelle s’écrit de la forme:

108X (XD 1 Pe(X)
81(X,) =go(Xo) + fo (B2 + o =om) 4 (o =50 s

!
o [ 250
0 0x

ou o, B; sont des matrices.

\.

Proposition 1

Si (X;), et (Z;), sont deux processus d’It0, alors:

! !
XZ, = XoZy + f X.dZ, + f ZdXot < X.Z >,
0 0

ou < X,Z >, est nul si X ou Z est a variation finie.

Proof. Appliquons la formule d’Itd a G(x, y) = xy qui est de classe C? en x, y et noter que

oG oG
E(x’y) =Y a_y(-x’y) =X

(92G 62G
( ,y) = (x, »=0

62G 62G

aa(,y)—(96 (x,y)=1.

En particulier si X = Z on obtient:
!
X? =X} +2f X dX+ < X, X >, .
0

O

1.6.1. Si X = M, alors c’est une martingale locale. On sait que M*+ < M, M > est une

martingale locale par définition du crochet. Donc la formule précédente montre que cette martingale

locale est en faite:

!
M; +2 f M,dM,.
0
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1.7 Variation quadratique: voir [11]

Soient X = (X;), et Y = (Y;), deux martingales locales continues. Pour tout 7 et toute suite de subdivi-

sions r, = (0 =15 <t} <..< t,’(’(n) = t) de [0, 7] de pas |r,| = 0 quand n — oo, on pose

k(n)
<X Y >=1im > (Xo = Xp (Yo = Yo ).

n—oco

J=1

ou < X,Y >, ou [X, Y], est appelé la covariation quadratique de X et Y.

On définit ainsi la variation quadratique d’une martingale X = (X;), par:

k(n)
X 2
<X >,=[X], = lim (X,; - X,y_il)

n—oo

J=1

Dans le cas d’un mouvement brownien standard, < B >,= [B], = t.

1.7.1 Propriétés de la variation quadratique:

Soient M, N et H des martingale locales continues. On a:
1. <M,N >=<N,M >,
2. <M+ H,N>=<M,N > +<H N >;
3. <N+ Ny,H >=<N,H >
4. Sia,b € R, alors: < aM,bN >,=ab < M,N >

5. Sitestle temps d’arrét, alors: < M*, N* >,=< M, N >,,.
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1.8 Equation différentielle stochastique (EDS): voir [11]
\

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme intégrale :

Cas homogene

¢ : M
X;' = Xé + f r(X,)ds + f Z O-ij(Xs)ng’
0 0 =1

Cas non homogéne
. . t . t £ .
X =X + f ri(s, X,)ds + f > oij(s, X)dB],
0 0

oui=1,.,m B = (B,..,B") est un mouvement brownien de dimension n, et I’application
o(x) = (07;j(x)) est une matrice n X m. Ainsi X = (X',..,X™), B = (B',.,BYetr = (r',.,r

sont respectivement les matrices m X 1, n X 1 et m X 1. On peut alors écrire 1’équation vectorielle:

! !
X, =Xy + f r(s, X,)ds + f o(s, X,)dB;
0 0

ou sous la forme différentielle:

I’application suivante est mesurable:

dX, = r(t, X,)dt + o(t, X,)dB;
X() =X,

telle que :r : [0,7] x R™ — R™ est appelé drift et o : [0,7] x R™ — R™" est appelé terme de

diffusion (sont mesurables).
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1.8.1 Solutions forte et faible:

Définition 2 .

Etant donnés B = (B, un ¥,-Mouvement Brownien, Y un vecteur aléatoire sur (Q, )

indépendant de B, r et o des fonctions mesurables localement bornées.

On appelle solution forte de ’EDS homogene
! t
X, =Y+ f r(X,)ds + f o(X,)dB, (1.8.1)
0 0
ou de ’EDS non homogene
t t
X, =Y+ f r(s, X;)ds + f o(s, X,)dB; (1.8.2)
0 0
le triplet (X, B, ) ou

1. Xest 7:,Y’B -adaptée, 7—;Y’B est la filtration brownienne de B augmentée de la tribu engendrée

parY;

2. (X, B) vérifie (1.8.1) ou (1.8.2).

\ J

Définition 3

Etant donnés r et o des fonctions mesurables localement bornées. On appelle solution faible de

I’EDS (1.8.1) ou (1.8.2) la donnée d’un triplet (X, B) , (Q, F, P) et (F,) ou:

1. (Q,F,P) est un espace de probabilité, et (¥,) est une filtration de cet espace.

2. B est un mouvement brownien, tel que (B,) est une martingale relativement a la filtration

(F0).
3. (X;) est un processus adapté a la filtration (7).

4. (X, B) vérifie (1.8.1) ou (1.8.2).

1.8.2 Existence et unicité de la solution forte

On va donner un critere d’existence et d’unicité pour les solutions (fortes) de (1.8.1) ou (1.8.2).
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,{Théoréme 1 (Existence et unicité: cas homogéne)]

On suppose que les coeflicients de (1.8.1) vérifient: pour touti € {1,...,m}, j € {1,...,n} et x,y € R"

il existe K < oo tel que

1. Condition de Lipschitz

| ri(x) = riy) | + | (%) =0 ;) IS K [ x =y I .

2. Croissance linéaire
| ri(x) | + | o (x) < K(1+ | x |)

alors I’EDS
! !
X,:x+f r(Xs)ds+f0'(Xs)dBS
0 0

admet une solution forte, unique trajectoriellement.

,—[Théoréme 2 (Existence et unicité: cas non homogéne)}

On suppose que les coeflicients de (1.8.2) vérifient: pour tout i € {1,...,m}, j € {1,...,n} et x,y € R"

et0<T <o0,dK7 > 0,V¥r € [0,T],
max( | ri(t,0) |;| 71,00 | ) < Kr
1. Condition de Lipschitz

| ri(t, x) = ri(t,y) | + | o j(t, x) — o j(t, ) IS Kr || x =y || .

2. Croissance linéaire
| ri(t, %) | + | 0 j(£, x) |[< Kp(1+ | x |)

alors ’EDS
f f
X, = x+ f r(s, X,)ds + f o (s, X,)dB,
0 0

admet une solution forte, unique trajectoriellement.

Pour montrer I’existence et 1’unicité d’une solution forte, nous aurons besoin d’un lemme qui joue un

role tres important dans I’EDS:
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1.8.1 (de Gronwall (1877-1932)). Soit f une fonction borélienne telle que pour tout t €
[0, 7]

FO < AW +a f " s)ds
0

ou A(.) est une fonction intégrable sur [0,t] et @ > 0.

Alors ¥t € [0,T] t
f@®) <A@ + ozf A(s) exp (a(t — s))ds.
0

En particulier si A(.) = A est constante A(.) = A est constante

£ < (1 + exp ().

Proof. voir [11] o

1.8.3 Générateur d’une diffusion: voir [11]

Diffusion homogene:

Soit ’EDS

{dXt = W(X,))dt + g(X,)dB,
(1.8.3)

X() =X,
ou & et g vérifient les conditions habituelles d’existence et d’unicité.

Définition 4 .

A T’EDS (1.8.3) on associe I’opérateur linéaire

£L:CR) - C'(R)
défini par:
Lv(x) := h(x)V'(x) + % gV (x)

pour tout v € C*(R) et x € R. L est appelé générateur de la diffusion homogene (X;)c(o.r; solution
de (1.8.3).

Exemple 1.8.1. Black et Scholves: Le générateur associé a la diffusion solution de
dX[ = I’Xtdl‘ + O-X[dB[

avec Xy = xg est donné par:

Lv(x) = rxv'(x) + %O'zxzv”(x)
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pour tout v € C*(R).

Proposition 1 \

Le générateur L est caractérisé par (X,)o0.r)- De plus si (X)o7 est solution de (1.8.3).

1. Pour tout v € C*(R), .
W(X,) - f Lv(X,)ds
0

est une martingale locale.

2. Pour tout v € C*(R),
1
lim E[ 5 (v(X)) = v(x0))| = Lv(x0)

. 1 _ . 1 2 2
lim E| (X, — x0)| = hxo) et LimE| (X, - x0)°] = *(x0)

Proof. voir [11] o

Diffusion non homogene:

Pour la diffusion non homogene, on a des résultats similaires

Soit ¢ > 0 fixé. A ’EDS (1.8.2) on associe 1’opérateur linéaire £, : C'*(R* x R) — C*°(R* x R)

défini par:
v 1 0y
Liv(t, %) 1= h(t, ) ==(1, ) + TAG )2 (t,%)
pour tout v € C'?(R* X R) et x € R. La famille d’opérateur (Lo)rero.r) est appelé générateur de la

diffusion (X,)sej0,r) solution de (1.8.2).

On énonce de la méme maniere que la proposition 1.
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Proposition 2 \

La générateur (L,).c0.r) caractérise la diffusion (X;).c0.r;. De plus si (X))o €st solution de

(1.8.2) et v € C'*(R* x R) alors

M, = v(t, x) - fo [%(S,Xs)+st(s,Xs)]ds

est une martingale locale.

.

G| 1.8.1. 1. Sion suppose v € C'? a dérivée en x bornée alors M, est une martingale.

2. Sil’on choisit v de facon a ce que % + L,v = 0 on obtient que v(t, X,) est une martingale (locale)

,—[Théoréme 1 (Formule de Feynman—Kac)}

Soit ® : R* — R une fonction deux fois continiment différentiable a support compact, et soit
u : R* — R une fonction continue et bornée inférieurement.

La fonction

g1, x) = B¢ h @ ax,)]

satisfait le probleme aux valeurs initiales

%(r, x) =(Lg)(t, x) — D(x)v(x), t>0, xeR"

q(0, x) =0(x), x€eR".

1.9 Théoreme de Girsanov: voir [17, 28]

Définition 1 .

Deux mesures de probabilité P et Q construites sur le méme espace probabilisable (2, ) sont

dites équivalentes si elles ont le méme ensemble d’événements impossible, ¢’ est-a-dire que

P(H) =0 Q(H) =0, He¥F.
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,—[Théoréme 2 (Théoreme de Radon—Nikodym:)}

Etant donné deux mesures de probabilité équivalentes P et Q construites sur I’espace probabilisable

(Q, F), 1 existe une variable aléatoire Z a valeurs positives telle que

QH) = E*(Z1p).

Cette variable aléatoire Z est souvent notée %.

,—[Théoréme 3 (Théoreme de Cameron—Martin—Girsanov:)}

Soit A = {/l(t) 1€ |0, T]}, un processus (F;)-prévisible tel que

]EP{exp (% j: /lfdt)} < 0.

Il existe une mesure Q sur (Q, 7)) telle que:

1. Q est équivalente a P.
2. 9@ —exp(— [ AdBF -1 [T 2d
.dP—exp( fO/l, t =3 b ,t).

3. Le processus B2 = {B;Q :telo, T]} défini par

!
ﬁ:ﬂ+faw
0

est un ((7;);, Q)-mouvement brownien.

.. T .. .
1.9.1. La condition EP{ exp (% fo /lfdt)} < oo est une condition suffisante mais non

nécessaire. Elle est connue sous I’appellation de condition de Novikov.
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Chapter deux @ |

Généralités sur les Equations Différentielles Stochastiques

Rétrogrades (EDSRs) et théorie du controle optimal stochastique

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équation différentielle stochastique rétrograde

qui sera utilisée dans la suite de ce mémoire.

2.1 Généralités sur les Equations Différentielles Stochastiques

Rétrogrades (EDSR)

Soient (2, F,P) un espace de probabilité et B = (B;)o,rj un mouvement Brownien standard n-
dimensionnel défini sur cet espace. On notera F = (%), 1a filtration naturelle de B.

Dans cette partie on travaillera sur deux espaces de processus:

e S%(R™) est I’espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesurable a valeurs
dans R, tels que

2 2
Y165y = B(_ sup ¥ ) < co.

o MP(R™ x R™m) est I’espace vectoriel formé par les processus Z, progressivement mesurables 2

valeurs dans R™ x R"™" tel que

T
IZIfy e = B f 1Z|Pdt| < oo,
0

T est en horizon fini.
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2.1.1 Existence et unicité de solution de ’EDSR voir [21]

\

Définition 1 .

L’Equation Différentielle Stochastique Rétrograde (EDSR) est une équation qui s’écrit sous la

forme différentielle:
dYt :f(t? Yta Zt)dt - thBt’ re [Oa T]

Yr =€,

ou sous la forme d’intégrale:

T T
Y, :f + f f(S, YsaZs)dS - f stBs re [0, T]
t t

Yr =£, (3.0.1)

ou (B,)sej0,1) €st un mouvement brownien n-dimensionnels défini sur I’espace de probabilité filtré
(Q, T, (F)eo.1, P); € est la condition terminale, qui est une variable aléatoire Fr-mesurable
a valeurs dans R”, et d’autre part, le générateur f, fonction aléatoire défini sur [0,7] X Q X
R™ x R™" 3 valeurs dans R™ et mesurable par rapport aux tribus P (X) BR™) X) BR™"), P

désignant la tribu des événements prévisibles.

Définition 2 .

Un couple (¢, f) est appelé condition terminale et générateur, si les conditions suivantes sont

satisfaites:
o e L*(Fr;R™);
o f:[0,T]xXQXR"XR™" — R™ tel que:

1. f(z,.,y,z) noté pour simplifier f(z,y, z) est progressif pour tous y, z;

2. £(1,0,0) € M?, c’est-a-dire

E[ f ' (2,0, 0)|2dt] < 00:
0

3. f satisfait une condition de Lipschitz uniforme: il existe une constante positive Cy

telle que pour tous y,y’, z, 7/,

|f(t’y7Z) - f(t,y’,Z’)| < Cf(ly _yll + |Z - le)-
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Définition 3

Une solution de I’ EDS R (3.0.1) est un couple de processus (Y;, Z,),cj0.r7 vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables a valeurs respectivement dans R” et R"™*";
T
2. Pp.s., J {If(s, Yo Z)I + IIZJPYds < oo;

3. P.p.s.,ona:
T T
Y, = §+f S, YsaZs)ds_f ZdBy, 1 €[0,T]
t t

2.1.1. L’intégrale de I’équation (3.0.1) étant bien définie et Y est une semi martingale,
et comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Y, est

déterministe.

2.1.1. Soient ¢ € LX(Fr;R™) et f € M?. L’EDSR (3.0.1) posséde une unique solution (Y, Z)
telle que Z € M>.

Proof. Ce lemme est un cas particulier du théoreme 5.2.1 dans [13]. Nous omettons la preuve. O

Proposition 1 \

Soit (Y, Z) le couple de la solution de ’EDSR (3.0.1) et soit 7 un temps d’arrét majoré par 7. On

suppose que & est ¥.-mesurable et que f(¢,y,z) = 0 dés que ¢t > 7. Alors

Y=Y, etZ =0,sit>1.

Proof. OnaP.p.s.,
T T
Y, = §+f f(s, YsaZs)ds_f ZdB,, 1€10,T]
t t

et donc, pour ¢ = 7, comme f(¢,y,z) = 0des que > 7,

T T
Y, =£ + f £(s, Yy, Zy)ds — f Z.dB,

T
=¢ - f Z.dB,.

Il vient alors que Y, = E[£|F;] = £ et par la suite fT ! Z,dB; = 0 d’ou on tire que

E|( f ' zdB,)| = | f T||ZS||2ds] -0,
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et finalement que Z;1;.. = 0.

Il s’en suit immédiatement que si ¢ > 7 alors Y, = Y-, puisque par hypothese,

T T
YT:Y,+f f(s,Ys,Zs)ds—f ZdB;, =Y, +0+0

O

Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de 1’équation
différentielle:

dY, = f(1,Y,,0)dt, Yr=¢

2.1.2 EDSR linéaires voir [21]

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au cas particulier 1’étude des EDSR linéaires pour

lesquels nous allons donner une formule plus ou moins explicite.

Définition 4 N

On suppose que C; = 1 ce qui implique que Y est un réel et Z est une matrice de taille 1 X n. On

considere une EDSR unidimensionnelle de la forme:
dYt = (GtY[ + Zth + Kt)dt - ZldBt’ YT = g (3.0.2),

ou G, H sont des processus a valeurs dans R et R”, progressivement mesurable et borné et soient
(K)epor) € MZ(R) et & une variable aléatoire F7-mesurable, de carré intégrable, A valeurs réelles.

Ainsi ’EDSR (3.0.2) est appelée I’EDSR linéaire.

\. J

Proposition 2 \

L’EDSR (3.0.2) admet une unique solution qui vérifie:

T
Vie[0,T], LY, =T,'B(Ir¢ + f [KdslF),  (3.0.3)
t

avec, pour tout ¢ € [0, T'];
T, = oh HsdB—3 [j IH,Pds+ [) Gsds
t— o

Proof. voir [21]

On remarque que le processus I" vérifie:

dr, = r,(G,dt + thBt), FO = 1
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D’autre part comme G est borné, 'inégalité de Doob montre que I' appartient a2 S?. En suite, les
hypotheses de cette proposition assure 1’existence d’une unique solution (Y, Z) a ’'EDSR linéaire; en
posant f(t,y,z) = G,y + H,z + K,, et de vérifier que les conditions de la définition 2 sont satisfaites.

D’une part, par la formule d’1t6 a I';Y;, on obtient:

dr,Y, =IdY; + Y, dl', + d <T', Y >,
= - Fthdt + r,thBt + FththBt,

ce qui montre que le processus I, Y, + fot I';Kds est une martingale locale qui en fait fait une martingale

car (K)ico.r] € M?(R). Par la suite,

t T
IY, + f FSKSds:F,‘lE(FTf+ f rsKSdsw-:).
0 t

2.2 Théorie du controle optimal stochastique:

2.2.1 Controle optimal:

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions que nous allons utiliser dans le chapitre suivant.

Définition 1 .

Le controle optimal est un domaine d’optimisation qui consiste a la recherche de stratégie qui
minimise ou maximise une fonction objective (fonction de coiit ) J sur ’ensemble du contrdle
admissible.

\. J

Définition 2 .

Le controle admissible est tout processus (v,)e0r) mesurable et F,-adapté 4 valeurs dans un

borélien B(R").

On note: {Vad =v:[0,T] X Q — B(R", tel quevest mesurable etﬁ—adapté}

2.2.2 Le controle stochastique:

Le controle stochastique est caractérisé par:
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e [’état du systeme: décrit I’ensemble des variables qui caractérisent le systeéme a tout instant

qui peut étre discret ou continu, et de I’intervalle de variation du temps peut étre fini ou infini.

Exemple 2.2.1. : Dans un modele économique, ’état pourrait représenter les niveaux de
production, des stock, ou d’autres indicateurs économiques qui changent au fil du temps en

raison de la demande de coiit, etc.

e Controle: La dynamique X, de I’état du systeme est influencée par un contrdle qui peut &tre
modéliser dans le cas déterministe par une fonction mesurable v,, et dans le cas stochastique
par un processus (v;), dont la valeur peut €tre décidée, c’est-a-dire un controdle est un processus

(v,) adapté par rapport a certaine filtration et prend ses valeurs dans un espace de contrdle V.

o Critere de performance: L’ objectif de ce critere est de minimiser ou maximiser sur les controles
une fonctionnelle J(x, v) appelée fonction de coft.

Dans le cas stochastique la fonctionnelle J peut prendre les formes :

T
E| fo £t x(0), v()dt + g(x(T))),
en horizon fini T < co. N
E| f e~ F(t. (1), v(D)dt],
0

en horizon infini.
ou E est I’espérance mathématique définie en P, f est la fonction de coft intégral, g est le colit

final et a est un coefficient d’actualisation, et la fonction valeur est définie comme suit:

U =inf,J
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| Chapter trois |

Prise en compte de I’information partielle dans les stratégies
optimales d’investissement, de consommation et d’assurance dans

le probleme du consommateur

3.1 Présentation du marché financier, et du marché des assur-

ances

3.1.1 Présentation du marché financier

Soit (Q, F.F" := {G/}=0,P) un espace de probabilité filtré, et W(t) = (Wiik = 1,...,(n + m)) un

mouvement Brownien standard n + m- dimensionnel défini sur cet espace.

On considere un marché financier composé d’un actif sans risque, qu’on appelle obligation et de
m actifs risqués appelés actions. On suppose que le processus de prix d’un actif sans risque K? et le

rocessus de prix des actifs risqués K := (K, ... K™)* sont régis par les équations suivantes :
t t

dK? = K'r(dt, Ky =k (3.1)
n+m

dK' = Ki(a + HV))dt + K’ Z SAWr, Ki=K  (3.2)
k=1

dV,= b+ NVy)dt +ldW,; Vy=veR". (3.3)
Ou
r(t) est le taux d’intérét de I’ actif sans risque qui est une fonction déterministe de ¢ et positif;
V(¢) est le processus stochastique n-dimensionnel et qui affecte les taux d’intéréts sans actifs r(¢), le
drift (@ + HV,) de prix K(t) et la matrice de volatilité ¥ de prix K(¢);
%, IT sont respectivement des fonctions a valeurs matricielles respectivement dans m X (n + m),
n X (n+ m);

etaeR”, beR', HeR™", NeR™.
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Dans ce mémoire, on désigne par X la matrice de covariance des actifs risqués (X}), aveci = 1, ..., m;
etk=1,.. (n+m).

On a les hypotheses suivantes:

e (r(1))seq0.r) st un processus F¥-adapté et positif.

e On note

(L) : Z¥* > 0,

ou (.)" désigne la transposée d’un vecteur ou d’une matrice et

G = o (K@Ws;u <1).

® (V1)o7 €st un processus FY-adapté et positif.

Comme on a exactement m actifs risqués dirigés par n +m mouvements browniens indépendants alors

le marché est incomplet.

Proof. La preuve est similaire a celle dans [13] que nous omettons. O

3.1.2 Présentation du marché des assurances

Soit (Q, (G,);, P) un espace probabilis€. On suppose que le salari€ est en vie a = 0 et que sa durée
de vie est une variable aléatoire non négative T définie sur cet espace. Soit 7(¢) la force de mortalité a

I’instant ¢, F-adapté a valeurs dans R* et définie par:

PlST<t+Al‘}
At

=1
n() = lim
La probabilité de survie du salarié est définie par:

F() :=P(r > 1G)
=~ b (3.4)

La densité de probabilité de survie de 1’état de santé du salarié est:

£(6) = (e b1 (3.5)
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Proof. On a: p
_dF(?)
f(@® =
Or
F(@t) :=P(t > 1|G,)
=1 -P(r <1G))
=1 -F(),
alors
F(t)=1-F(@).

En dérivant par rapport au temps #,on a alors:

dF(1) _dF(t)
d — dt

Ainsi

£(£) = = (=n(0))e” b1,

D’ou

f(t) = I](Z)e_ fotﬂ(s)ds‘
O

On suppose qu’il existe un marché financier et un marché d’assurance ou I’assurance temporaire
déces est négociée continuellement. Le salarié est donc prét a payer une prime «(f) a I’instant ¢ pour
k(1)

le contrat d’assurance-vie et que la compagnie d’assurance paiera 1o ason bénéficiaire s’il décede de

maniere prématuré avant la retraite en 7.

On fera les hypotheses suivantes:

o (A(1))ep0.1 est le processus F-adapté a valeurs dans R* et qui représente le ratio-prime-assurance.

e Le salarié a un revenu continu positif u(7) sur la période [0, 7 A T], c’est-a-dire que le revenu
prendra fin soit par le déces, soit par la retraite selon la premiere éventualité.T désigne un point
fixe dans le futur que 1’on consideére comme la date de départ a la retraite du salarié et T est une

variable aléatoire représentant la date de déces.

o X(1) = X%¥*(f) est larichesse totale du salarié a I’instant t , fonction de la stratégie d’investissement,

de consommation et du montant des primes d’assurances.
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(1)

* o est la prestation d’assurance versée par la compagnie d’assurance a son bénéficiaire.

e Sile salarié décede a un instant ¢ € [0, T'],le legs a son bénéficiaire est donné par:

s KO
i(t) = X(t)+/1(t)

3.2 Présentation du processus de richesse

Définition 1 \

On définit Hry I’espace des stratégies d’investissement, de consommation et d’assurance par:

Hr = { (@), @), k(D))etory,  (L(2),E(2), k(1)) est un processus stochastique

— progressivement mesurable a valeurs dans R™ X [0; co[XR tel que

f ()Pt < oo f £yt < o f (D)t < 0o ps}

Effectuons sous les hypotheses du marché:

(S;) : Les actions peuvent étre fractionnées et vendues a tout moment.

(S,) : Il n’y a ni impdt, ni frais de transaction, ni restriction sur la vente a découvert.

En supposant que le processus de la richesse (X(¢))0.7) du salarié a partir du capital initial x, est

gouverné par ’EDS:
AXTE4 () ={ XA () + X0 (@ + HV, = 1r(0) = £1) = k() + p(0)|dt
+ XEER O (HZAW, X4440) = xp, V1 €[0,7AT]  (3.6)
avec

e //(¢) la proportion de la richesse du salarié a I’instant ¢ investie dans la i-€me action risquée K',

Vi=1,...,m;avec {(t) = (@), ..., L")

e Le processus (k(t))eo0,r) est le taux de payement de la prime d’assurance et est un G,-prévisible
c’est-a-dire (k(f)).c0.r) €st mesurable par rapport a la plus petite o-algébre sur R* X Q que tous

les processus continus et adaptés sont mesurables.

Proof. Pour tout instant ¢, I’investisseur investit dans ces deux actifs avec une proportion de sa

richesse £(r) dans I’actif risqué et donc 1 — £*(¢) X 1 dans D'actif sans risque. ot Y1t /() # 1 et
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1=(1,... 1)

Son processus de richesse évolue selon 1’équation:

dK
K]

dXH () = (1= (1) X I)X“”‘(t)% + X954 (1) Z L= - &ndt — k(D)dt + p(t)dt.
! i=1

Or d’apres (3.1) et (3.2), on a:

n+m

AXEE4(0) =(1 = EODXEAOr(ode + X450 ) £+ BV de + ), Efdwy)

i=1 k=1
— &(t)dt — k(D)dt + p(r)dt
:Xg“,rf,K(t)((l - 'ODr(r) + Z J'(n(a + HVr)i)df
i=1
+ X565 (p) Z d0) Z L AWE — E(b)dt — k(t)dt + p(t)dt.

i=1 k=1

Le portefeuille étant auto-financgant,la variation de la richesse ne dépend que de la variation des prix

des actifs risqués et sans risques. Ainsi en passant par la forme matricielle, on obtient

AX“54 () =X + XA (@ + HV, = 1r(D) — £(1) — k(1) + p(0)fdt
+ XEER D (HZAW,, X544(0) = xo, Yt € [0, T AT].

3.3 Filtre de Kalman, Processus d’Innovation et le Nouveau pro-

cessus de richesse

Le filtre de Kalman et le processus d’Innovation sont des outils importants utilisés pour estimer 1’état
d’un systeme dynamique en présence d’information partielle. Dans le contexte du probleme du con-
sommateur sous information partielle, ces outils permettent de modéliser 1’évolution de la richesse du

consommateur en tenant compte de I’incertitude et du manque d’information.

3.3.1 Filtre de Kalman et Processus d’Innovation

Soit (Z;), un processus défini par:
Z:=InK, Vi=1,..,mavec Z, = (Z},..,ZM).

On considere I’équation différentielle stochastique:

dZ, = (d + HV,)dt + ZdW, (3.7
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ou Z est sa solution et

. . 1 .
d=('),ou d=da - E(ZZ*)U'

Définition 1 .

On définit le filtre de Kalman V, de V, par:

‘A/t = E[ViG]

et se lit I’estimateur de V, étant I’information G,.

Equations du filtre de Kalman: Voir [1]

Equations du filtre de Kalman est un ensemble d’équations récursives qui fournissent une estimation
optimale de 1’état d’un systeme dynamique se basant sur une série de mesures bruitées. L’algorithme
se divise en deux phases principales: prédiction et mise a jour.

Equation de prédiction:

Equation d’observation:

n+m
dK' = Ki(a + HV))'dt + K! Z LAWY, K=K
k=1

Définition 2 .

On définit le processus d’innovation /; par:

e f t(dZu —(d+H\7u)du). (3.8)
0

Lemme ‘ 3.3.1. Le processus d’innovation I, est un processus de G,— Wiener avec matrice de covari-

ance XX,

Proof. voir [8]
On applique I’approche de la proposition1.2.3 [19].

Pour s < t, nous avons:
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Ell, - 1/G.] =E|Z, - Z, - f (d+ HV,)dulG,]

N

Or d’apres (3.1) :
dZ, =(d + HV,)dt + ZdW,

donc
Z, = fot((d + HV,)du + Zqu)
donc

Z,—7Z; = ft((d + HV,)du + Zqu)

Ainsi, on obtient:

Ell, - 1,|G,] =E| f aw, + f t(d + HV,)du — f t(d + HV,)dulG]
donc, S S S
Ell, - 1|G.] =E[E[ f Saw,i] + f HY, - E[V.IG.])dulG,|.
Or

]E[ f tZquw—;] = f tZE[qulﬁ] =0

N

et
E(V, - E[V.G.]) =E[V,] - B[V,] = 0
D’ou
E[/, - 1G] =0.

En utilisant la différentielle stochastique, on obtient:

d(l, — 1)U, — I,)" =(I, = I)d(I, = I,)" + d(I, = 1,)(I, — I,)" + ZX"du.

donc
E[(I, - 1)L, - 1,)'|G,] = f S5 du

=35 (f — 5).

3.3.2. Le filtre de Kalman est solution de I’Equation Différentielle Stochastique:

dV, = (b + NV)dt + TI(A)dL; Vo=v, (3.9)
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ou

II(A,) est défini par:

TI(A) = (AH* +TIZHEE) (3.10)

et

= B[V, - ¥V, - V16|

est solution de I’équation de Riccati:

A+ (NH +TIZHEE) N AH +ITE) - —AN-AN" =0, Ag=0, (3.11)

avec

_dA,
oAt

Proof. Nous allons utiliser I’approche du théoreme 22.1.9 dans [25] défini par:
R R !
0
!
=V, —v- f (b + NE[V.IG.|du
0

!
=V, —v-— f(b + NV,)du (3.2.1).
0

Nous avons
E|[V - V6, = E[ELVIG - ELVIG.]IG.
=E|V, - V|G|
=E| f (b + NV,)du + f t AdW,|G.|
g f (b + NELVulG.Ddu + B f AW, 711G,
=E| f (b+ NV, )dulG,|.
avec

E[ f t Hqum] =0
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car (W,), est un mouvement Brownien standard et que M, est une G,-martingale. Cependant, il existe

un processus 6§, € R™+m) G.-progressivement tel que:

!
M, ::f 6.dp,

ou p, est défini par :

Py =2N(EX) L.

D’apres (3.2.1), on a:
! !
f Oudp, =V, — v - f (b+NV,)du
s 0

! !
V,=v+ f (b + NV,)du + f 6.dp..
0 K

donc,

Donc

dV, =(b + NV)dt + 6,dp,  (3.2.2).

En utilisant
dv, =(b + NV,)dt + 11dW,,

dZ" =(d + HV,))"dt + (ZdW,)".
On obtient
d\V,Z;) =dV,.Z; + V,dZ; + d|V,Z7],.

Donc
d(V,Z}) = (b + NV,)dt + TIZ;dW,|Z;

+ v,[(d + HV,)dt + (ZdW,)*] + T2 dt.

En développant, on obtient:

d(V,Z;) =((b + NV)Z; + Vi(d + HN,)" + 1" |dt
+TIZ'dW, + V,(ZdW,)".

Ainsi d(V,Z;) s’€écrit sous la forme:

d(V,Z") = Adt + dB,.

C’est un probleme d’optimisation d’investissement et de consommation ou
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!
A, = f {0+ NV.)Z; + Vi(d + HV,)" + TIZ* }du
0

B, := f t (Taw,)Z; + V.(ZdW.)"}
0

Notons que (B,), est une F,-martingale locale.

En utilisant le résultat similaire comme dans le lemme(3.1),

!
V,Z, — f A,du
0

est G,-martingale. En d’autres termes, puisque Z; est G,-mesurable,

!
VZ‘ZI - f Audu
0

D’autre part, en utilisant (3.2.2) et en appliquant

est une G,-martingale (3.2.3).

dZ, = (d + HV,)*dt + (Zdp,)",

on obtient:

!
V.Z, - f (Vid+ HV) + (b + NV)Z, + B |du  (3.24)
0

est également G,-martingale. Puisque les deux décompositions (3.2.3) et (3.2.4) de la semi martingale
V,Z, doivent étre les mémes.

On a

(3.2.3): V,Z, — [ Audu

or
t

A= | {6+ NV)Z + Vu(d + HV,) + 112" |du

{bz; + NV, Z:V,d + HV,V* + Hz*}du

l

!
L
alors

1
A = f {bz; + NV.Z; + V,d + H'V,V; + TIZ"|du
0

Donc en égalisant, on a:

(3.2.4) = (3.2.3) c’est-a dire

Vid +HV) + (b +NV)Z + 6% =bZ + NV,Z: + V.d + H'V,V: + IIZ"

En développant membre a membre de cette égalité puis en réduisant,on obtient:
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B+ Vid+VVH =V,d+VV:H +TIZ"

Ainsi

03" =V,V:H - V,V'H* + 1"
c’est-a dire

03 :=AH +1IZ"  (3.2.5)

ou
A, =V,V:H - V,V:H*
=E[(V, = V)(V, = V)'IG.].

Il s’en suit, pour (3.2.2) et (3.2.5), on a:

(3.2.2):
dV, =(b + NV,)dt + 6,dp,
or
Py =XN(EX) L.
Donc

dV, =(b + NV))dt + 6,2 (xx")"dI,.
Or en (3.2.5),0n avait
6> :=AH" +1IX".
Alors

dV, =(b + NV)dt + (AH* + [IZ)(Z2*)dI,.

Or
II(A,) :=(AH* + TIZ*)(EX) L.

D’ou
dV, =(b + NV)dt + TI(A)dI, Vo =v (3.9).

Nous avons également que:

A=E[(V, - V)V, - 0)1G]  (3.2.6)
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Puisque V; et V, sont des processus gaussiens, cependant V, — V, est indépendant de G,. En utilisant,

(3.3) : dV, = (b + NV,)dt + [1dW,;
(3.9): dV, = (b + NV,)dt + TI(A,)d],
(3.12) : dI, = H(V, — V,)dt + ZdW,,

nous aurons:

d(V, = Vi) =(N = TA)(V, = V))dt + (TT = TI(A)Z)dW,.

En effet, on a:

dV, =(b + NV))dt + TI(A,)(H(V, = V))dt + ZdW,)).

Ce qui entraine alors que:

dV, —dV, =(b + NV,)dt + IdW, — (b + NV,))dt — TI(A,)(H(V, = V))dt — ZdW)),

donc
d(V, = V)) =N(V, = V))dt + TIdW, — TI(A)ZdW, — TI(A)H(V, - V,)dt.
D’ou
d(V, = V) =(N = TI(A)H)(V; = V))dt + (IT — TI(A)Z)dW,.
Il s’en suit,

d(V, = V)(V, = V)" = (I = TI(A)Z)(IT - TI(A)X)"dt
+ (Ve = V)V = A EY(V, = Vdr + (I = TUA)D)AW,}
+{(N = TADH)V, = Vdr + (I = TIA))AW,|(V, = V) .
En intégrant ce résultat sur [0, #] et en prenant I’espérance des deux cotés, on obtient:
A A~ ! ! N ~
Vi= V)V, = Vy)' = fo (IT = (AT = TI(A,)Z) du + fo (V-TADH)' (Y, = V)V, = V,) du
+ fo I(H — A)E)"(V, = V)dW; + fo N = TV, — V)V, — V. du

+ f (T - THADZ)(V, — V,)dW,.
0

Donc
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A = EB|(V, = V), - V)'IG]
=B fo t(H — I(A,))(ITI(IL,)E) du + fo [(N —(ADH) (V. = V)V, — V)" du
+ fo (= TAZY (Y, - VW, + fo N = TV, = V)V, — V' du
+ fo (- TIAZXY, - V) dW.IG, |
Comme I’espérance est linéaire, alors:
A = fo (= TICA )T = TIA)S) dic + fo - TH(ADH)E|(V, = V)V = V)G du
+ fo - T(A)Z)E|(V, - EIV.IG.DAW;IG:| + fo W - T(ADH)E[(V. = V) (Vi = V.)'|G:|du

- f (I - THA)D)E[(V, ~ EiIG.]) dW.IG |
0

Or,
E|(V, - EIV.IG.DdW;IG,| = 0
et
E|(V, = V)V, - V)'IG:| = A
Ainsi, t
A = f (IT - TI(A,))(IT - TI(A,)Z)"du
0
+ f (N —TI(A)H)* A du
0
+ f (N - TI(A)H)A,du.
0
Donc,
A= f {1 = THA)(T = TIAZ)" + (N = THAH) A, + (N = TI(A)H)A, du.
0
Donc,

!
A, = f ([T - ITI(A,)'S" - ITTI(A,)S + THADII(A, ) EE" + AN* = TIA) A H" + AN
0

- H(AM)HAu}du.
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Or,
TI(A,) =(AH* + TIZ*)(EXY),”!
alors,
A DIT(A,)ZE" =IT(A) (A H™ + TIZY).
Alinsi,
t
A = f {HH* — [MADITE" = TIADIT'E + TI(A )AL HT + TIZY) + A N”
0
+ AN = TI(A,)H'TL, — T(A,)AH du
Donc,
73
A, = f {HH* + (A )(—AZ + AJH + TIZ — A HY)
0
+ AN* + II,N — TI(A)(IT'X + AMH)}du.Donc
73
A, = f { - II(A)AH + IT°Y) + TIIT" + A,N™ + AuN}du.
0
Comme
II(A,) := (AH* +TIZ)EZH) .
D’ou )
A, = f { — (AH +TIZHEZ) ' (AH +IT°T)
0
+mr+mw+Amﬂm.
En dérivant par rapport a t,on a:
. dA,
A= —
Todt
= —(AH" + TIZ)EE) T (AH + IT°E)
+ IIIT* + A,N + A,N".
Ainsi, on obtient finalement
A+ (NMH +TIZHEE) YAH + IT°Y) — I — AN — AN* = 0.
Donc A, est solution de 1’équation de Riccati:
A+ (NH +TIZHESY YAH +ITY) T = AN -AN =0, Ag=0.
O

Démonstration de (3.12): La dérivée du processus d’innovation est:

dl, = HYV, - V,) + Zdw,.
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Par définition du processus d’innovation, on a:
t A
I = f {dz, — (d + HV,)du}.
0
En dérivant par rapport au temps ¢, on a:
dl, = dZ, - (d + HV,)dt.

Or d’apres (3.7),

dZ, = (d + V,)dt + ZdW,.

En remplacant par son expression, on obtient donc:

dl, = (d + HV))dt + ZdW, — (d + HV,)dt
= H(Vt - ‘A/t)dt + Zth.
3.3.2 Nouveau processus de la richesse

Sous les hypotheses du marché et les deux lemmes, le portefeuille auto-finangant modélisé par I’équation

différentielle stochastique (3.6) devient:
dX(t) = {X(t)r(t) + X4 (@ + HV, = r(01) = £() = k(t) + (o) dit

+ X0 dl,, X(0) = xo, Vte [0, T AT]. (3.13)

Proof. D’apres (3.12), en tirant XdW, et en multipliant membre a membre de 1’égalité par {7, on
obtient:

§ZdW, = =L H(V, = Vydt + £ dl,.

En injectant {7XdW, dans (3.6), on obtient donc:

dX(t) = {X(0)r(0) + X0 (@ + HV, = r(01) - £() = k(t) + p(0)}dit
+ X0 dl, X(0)=xp,  Yte[0,TAT].  (3.13)
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3.4 Modélisation du probleme du consommateur sous I’information

partielle

Dans cette partie, nous allons modéliser le probleme du consommateur dans un contexte d’information
incomplete. Nous allons explorer comment un salarié prend des décisions optimales d’investissement

et d’assurance face a cette manque d’information.

3.4.1 Formulation du probleme

On considere un probléme d’optimisation d’investissement, de consommation et d’assurance dans
lequel le salarié cherche a maximiser 1’espérance de 1’utilité de sa consommation sur [0,7 A T], de
I’héritage qu’il laissera s’il décede avant ’horizon T, et de sa richesse terminale X(7') s’il est vivant a
I’instant 7. On suppose que le taux d’actualisation v(f) (est une fonction déterministe a valeurs dans

R*) est G,-mesurable.

On considere a nouveau le probleme d’optimisation de I’investissement, de consommation et

d’assurance dans lequel le salarié cherche a maximiser sa fonctionnelle:

B): P70, x,v):= sup J(O,x,v;{, & k),
(L€ 0eAT

ou Ay est ’espace des stratégies admissibles (£, &, ), et

TAT
J(0,x,v;£,£.x) :=E| f e~ bW pe())ds + e b M p(i(T)) 1T < T)
0

e b U pXEES T > T,

Cette fonctionnelle est équivalente a maximiser la fonction:

T
J(x,v; 4 &, T) =K f e~ h OO P(£ (1)) + (e P(i(0) e

0
e b vOmoipxiE Ty (3.14)

Proof. On a:

T AT
J(xvi$ €k T) =E| f e~ b @ p(g())ds + e b @ p(i(r)) 1T < T}
0

+ e b O pEE T T > T)).
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Or,

I
[e3]
s3]

——

S—

\]
NI
S
=
S
QU
=
~N
~~
e
PAN
[}
N
p—
=
()
IA
o
Y
(o5}
—
@
3

TAT )
Els( [ O eponashor]

]

T
f e IS (V(”)d”P(é-‘(s))E{l{S < T}dS}lgT]
0

T
f e~ h " pg(5))PLs < TIGrMds]
0

T
= f ek WP F(s)ds,  (2%)
et
Ele™b WU pXEENT) T > TYG | = e b "M PXEHT)EML T > T)IGr |
= ¢ b Wl pCENTYE(T).  (3%)
En sommant (1x), (2x) et (3x%), on obtient:

T T r
E| f e b Wdepee( o)) F(5)ds + f e~ b M P(i(5)) f(s)ds + b WM PXENT)F(T)]
0

0

T 3 T
=g f e~ h CWI(E(S)PE(S)) + F()P(Cs))ds + e~ b " OMP(XEXT)) F(T))|
0

T T
=B f e b OO P(E(D) + PN + e COTOPEET)] o
0

Définition 1

L’ensemble des stratégies d’investissement, de consommation et d’assurance est noté A, et

défini par:

A, = {(g’,, &, k) € Hr; (3.13) a une solution unique telle que:
XS54 @1(1)> 0 Pop.s),

ol @;(¢) est défini dans la suite de ce mémoire.

On note

ﬂT CﬁT C?‘(T.
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Définition 2 .

Une stratégie (£, &, k) est dite admissible si elle vérifie les conditions suivantes:

1. la stratégie (£, &, x) € Hr,

2. la stratégie (£, &, k) € A,

Principe de la Programmation Dynamique: Si une solution optimale existe pour un probleme donné
sur un intervalle de temps [z, 7] avec une condition initiale xy, alors cette solution optimale reste
valable méme si I’on considere un sous-intervalle [, T] (ou ¢’ est un intervalle entre ¢t et T) avec
la condition initiale x, correspondant a I’état # de cette date. On définit la version dynamique de la

fonctionnelle a optimiser:

T
(5,0, 6,6) = By f e~ IO Pg(5)) + n(s)PGiCs))d s

t

e owmapce ) (3.15)

ou E, ,[.] représente I’espérance conditionnelle E[.IX (1) = x, g,].
L’ objectif du salarié est donc de maximiser (3.14) sur I’espace des admissibles A7 avec le respect de

I’EDS qui gouverne sa richesse (3.13). Ainsi on définit la fonction de valeur par:

P(t,x,v) = sup J(t,x,vi{,&6) = J(t,x,0,E ), (3.16)
(gag’K)eﬂt,T
ou A, 7, est la restriction de I’espace Ay sur l'intervalle [7,T], et (Z,&€,%) la stratégie optimale a

déterminer dans la suite de ce mémoire. On définit également la fonction d’utilité puissance par:

xY .
— Si x>0,

P(x):={"7 (3.17)
— oo Si x<0, Yy €] — o0,0[U]0, 1]

3.5 Résolution du probleme

Dans cette partie, nous souhaiterons déterminer la stratégie optimale d’investissement, de consomma-
tion et d’assurance qui maximise la version dynamique (3.15) sous réserve du processus de richesse
(3.13). Pour cela, nous soulignons que la fonction de valeur (3.16) est une variable aléatoire G;-
mesurable puisque les parametres du modele sont aléatoires, donc la fonction de valeur ne peut pas
étre déterminée a partir de I’équation aux dérivées partielles. Pour déterminer cette fonction de valeur,
nous allons utiliser une combinant de I’équation Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) et de deux équations

différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR).
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3.5.1 Combinaison de I’équation HJB et deux EDSRs

Dans cette partie, nous explorons la combinaison de 1’équation HJB avec deux EDSR pour résoudre

le probleme de contrdle optimal. On suppose que dans cet environnement de travail, les parametres

ne sont pas forcement bornés.

Proposition 1

Onnote O = R” X R* x R.
On suppose qu’il existe une fonction G € C"**2 sur O tel que G est solution de
(3.18), (3.19), (3.20) :
= LG Sup s | LG (15, 010, 02(0)) + PE) + O P(x + =)=
ot A(®) (3.18)
G(T, x,0,1) = P(x),
et
T A T
o= [ s Veporoonds- [ aoran. 619
t T R t T
@) =1+ | fals, Vs, a2(s), 02(s))ds —f 6x(s)"dls, (3.20)
t t
ou
e fi, f> sont des fonctions mesurables;
[
LG ={xr(t) + x4 (a + Hy = r()1) — £0) - k(1) + ﬂ(t)}— +(- fl)—
. 10°G , 0°
+ (= fz)— + XLLEE S 3o + X (D] (NZX o,
0*G 16°G
NGOG eterzz*——
+x{7(065(1) s +6,()0,(1) 2 662
+ 6,(1)05(H)EL” LEC + 01 (0)05(H)EX” i (3.21)
T 2002 U2 010¢; '
Proof. Posons
B(t,x,¢1,0,) = e fot (v(s)+7l(s))dsG(t, X, 91, ©2).
Supposons que B(t, x, ¢1, ¢,) soit une martingale. comme G € C'222 alors,
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dB(t, x,¢1,02) = = (V1) + n(0)e™ b OOTIEG(1, x, g, py)dt
+ e h OO GGt x 01, 00)  (322).
Or comme G € C"*?? alors d’apres la formule d’1td, on a:
oG oG oG oG
dG(t, x, 1, ¢2) =—dt a—dX, 9 —dyp (1) + —dgoz(t)
1
18°G G &G
———d[X], d[X, d[X,
+232[] 631[ ‘Pl]t"'axa(pz[ @2l
18°G 16°G 0*G
—d —d dley, . (3.23
+3 o2 lo1]: + 290 2 lo2]: + Tor 0 [o1, @2l (3.23)
Or d’apres (3.6), (3.19), (3.20), on a:
d[X], = X¥LLEEd,
dei(t) = —fidt + 6,(HZdW,,
dps(1) = = fodt + 0,(DZdW,,
d[X, 1], = x£" ()0 (NEE dL,
dIX, 2]: = x{* ()0, (XX dL,
dle1]; = 0100 (HZX"dt,
dlpa], = ()0, (EX"dt,
dle1, p2li = 6](D6;(HEX"dt.
En remplacant dans (3.23), on obtient:
oG oG
dG(t, x, g1, 2) =— -t + a—{{xr(l) + X (@ + Hv = r(0)1) — £() - k(1) + p(0)|dt
+ X0 (OZdW,} + 8—G{ — fdt + 6;(HZdW,}
I
aG * ZG 2 * *
+ 8—902{ — fdt + G(OdW,} + S VAL T di
G 9*G
+ (OO ()ZX dr + (165 (H)ZX dt
8x8¢1x§ (06, (1) 8xa(p2x§ (0)6,(1)
10°G 10°G 2
0,0 (HZX dt + - —0,()0,(HZX dt + ——— 601 (1)05(H) XX dt.
2021() 1 () 2890% K (1)05(1) 90100, 1(00;(1)
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En remplacant ce qui précede dans (3.22), on a:

dB(t, x, 1, 02) = — (W(1) + n(1))e” ) COHASG(t, x, @1, @)dt
oG
ot

+ p(0))dt + X" (HZAW,} + g—SOG]{ — fidt + 6;()ZdW,}

e h (V(‘Y)J’”(s))ds{ dt + ((99—G{(xr(t) + x{ (@ + Hv — r(t)1) — &(1) — k(1)

oG i 2G 2 * *
+ 6_(p2{ - fzdl + Qz(f)ZdW,} + Eﬁx (lgt XX dt

2 2

G
(D0 (XX dt
" 8x(9¢,01x§ D60 - 0x0¢;
2

x{(1)05(1)ZX dt

2 2

1
Gel (10, (HZZ"dt + —a—GQQ(t)Qz(I)ZZ*dt + 0—G9’f(t)9§(t)22*dt}.

+ —_—
2 92 2 9¢2 010,

Donc

dB(t, x, 1. 92) =~ b O] - (1) + )Gt x. 1. 02)

G

+ (;—C: + (xr(t) +xg; (a+ Hv — r(D1) — £(t) — k(1) + ,u(t))_G _ f1 0

G 106 , ... &G . . . "G ., . __.
- f2 + 5o VLG + a%x{ (OO (HZZ" + %x{ (HG(1EE
1 0 16°G e
O1(DO1 (DL + = — 0 (D0,(NEE" + ———0(DO(HZE" |d1
* 3 g2 NGO + 325 OB + 7o 60630 ]

o h (v(s)+r](s))dv[ X (DE th(ZG

+ 0 (NZdW,— 0G + 03(NZdW, — G ]
590 3902

Comme B(t, x, ¢1, ¢>) est une martingale, alors:

dG G . G
= () + )G + — + (xr() + x4 (@ + Hv = r()1) = £(1) — k(1) + ,u(t))— ~ fi—
ot ox ¢
G 1 ) 62 2 2
- f26_<p2 + % LOEY — P + x{7(1)6] (I)ZZ o + XL (1)05(1)ZX" T
1 &G 1 &G 8G
+ 291 (00,(1) _5% + 292(092(0 —890% +6,(00;(1) 901005 0;

G(T,x,0,1) = P(x).

Ainsi
%+ L5446 = [v(0) + ()]G
G(T, x,0,1) = P(x)
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ou
oG oG
LG =(xr(t) + x4 (a + Hv = r()1) = £() — k(1) + u(r))— ~ fi—
0x A1
oG 5 0? 0*G 2
- h—+= D) He (HEE" NGOG
f28¢2+2x§[§t 62+X§() (0 88¢1+x§()2() 9300,
1 0’G 1 0*G 2
+ 0,10 (XX — + =6,()05(HEE — + 61(H)65(HEE"
> 1(0)6,(1) o7 2 L(D65(1) o2 1(D6;(1) 90100,
i
3.5.2 Solution générale
Détermination de contréles optimaux G, &, etk
En partant de (3.18), en posant:
Y, x, v, k)
= LE4G(t,x,01,02) + P&) + n(OP(x + E)
Supposons que
9*G 9’G 9*G 0*G
w<0, a_§2<0’ 8§ <0€ZW<O

Ces conditions seraient vérifiées par la suite.

Les conditions du premier ordre de Y par rapport a (£, &, «), nous donne:

%(I,X,V;f,f,K)ZO, (1**)
%(I,X’V;{,f,K)=O, (2 % %)
(1, x,v;4,€,K) =0, (3 )

Analysons (1 * x):
éL‘/(I, x,v; 4, &, k)

74
QLG ¢ :
- a{ ) xa ‘;01 ] ‘102
2
= {x(er + Hv - r(t)l)}—G + X2L(DTT Z (2;
o G . . %G
+ 26 (DEE o SO, o
Or oy
—(t X; K) =
o £, &,
2
={x(a + Hv - r(t)l)}—G + X2L(DES ‘; (2;
el 0%G .. G
+ 26 (DEE 50 " A, S 0.
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Donc

6 G 62 62
0x0¢1 0x0¢pr

Z(t$xa()019902) =

{)xz e e

Analysons (2 * ):

a—g(lXVé“fK)

, oP
= Py (t, x, 01, 02) + —g(f)

P(@) = f—’

Donc

6—(t,x,v;§,§,/<) =

D’ou

) 0G|+

Eexpnen == 7. (329
X

Analysons (3 * x):

%(t, LN
0LHG

a—(t X1 00) + i[n(r)P( 20
n() K \y-1
ax = L %) '

Or

oy . B
8_§(t’x’v’§’§’l<) =0
alors
n(?) K =1
ax 2+ /l(t)( +E) =0
D’ou

R, 01, 02) = /l(t)[(/lig ‘ZG) | (3.26)

— 0105 — (0

(3.24)
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En remplacant (3.24), (3.25), (3.26) dans (3.21), on obtient:

LG
aG 8*G 6620
Oxdpq X
=(xr() + @Y 001 - @ - HY) e(r)xﬁfG - 2()x9f2}(a+Hv—r(t)1)
rra ox? sz
9G - A0 0G5 G 4G
—_— —_ —_— Z‘ —_— —_—
=[50 7 = ao|( 0 B ) 7 =] )= - fig » fzawz
2 2
Lelesya )2 0; 3?“6“" 0; i\ =¥
+50{EE) W) - a - Hy) =5 - (055 - (r)xaQG} {E=) " r@)
ra Ox2 Ox2
3G 9*G 9*G 5
ox X 0x0 0°G
—a— HV)-Z — 6;(0 22— g3(r) 62“’; paoy o
Fra A Xoz
aG &G PG 2
# 0x0¢) 0x0p> " % (9 G
+EE) 001 - @ - Hy) 5 - 61055~ 0 aZG} 6O 5 o
rra ox? Xoxz
aG PG &G >
ﬁxﬂtp] 0x0pa
+ x{(ZZ) 7 (r()1 - & = Hv) ?;(2; ~ 00 5g g - N0 g 329} GO 55—
1 G 1 &G 2
+ =010 (HEE" — + =6,(1)05(HZE — + 61(1)65(HEE”
21()1() o5 22()2() 02 1(D65(1) Tor00s
=LYG
,9(; 8*G &G
=(r(r) + 2 00 e — 05 | (o + Hy = r(n)1)
A 6x2 6x2
0G5 A0 0G5
—_ | — —_ t —_— _
[22] 7 - ao[(5 2 oy =) "7 = x|+ )) ﬁ " fza%
G G 62
X 0x0 0x0 *\—
{(zz) (r(O1 — a — Hv) 626 ~ 0155~ 5(0) 8222} {Ez) " (rn
rra rra rra
5(; &G 3G 0
9x0 .\ OxD ,0°G
—a - Hv) BZG 0 G~ () e —— >
B2 a3 x>
3G 3G &G G
Ox 0x0: 0x0 .
{01 - @ — H)-Z — 65022 — 630222V ;1) e
ra e rra
6G 32 82 2
%y Ox0p) xd) G
HO1 - @~ Hn) 5o ~ 6,005 — 65(0) 9222}90@ 3o
2 2 ox?
1 PG 1 &G 2
+ 0,0, (HZX" — + =O,(1)05(HZEX" — + 01 ()05 (HZE” . 3.27
508 (1) P 502(00(0) 362 1(D6;(1) Tor00, (3.27)
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Y(t, x,v; ¢, &, k) devient en partant de (3.27), (3.25), (3.26):

Y(t,x,v;{, €, 1)
aG 8*G 9*G
Oxdpq 0x0
=(xr(t) + {7 (r(01 - @ — Hy) 5= S~ 60— 60) ﬁz‘”} (o + Hv — r(n)1)
2 2 2
9G -1 A 0G5 G G
—AD|(—— D)—-fi— -
-[5] <>[(W) o) =] p0) 2 - fig " p &pz
BG &G 62
Ixdpq 0x0 fn—
{(22) (rO1 — @~ Hv) 5 = 6,055~ 63(0) 82?} {Ezy ()
P e e
e &G 3G
Bx 0x0p) Ox0¢r x(? G
— - Hy) -2 - 62 - ()2 e —— Y
Fra Fra Fra
3G Jiite; PG 2
0x0p) 6x6<p2 s -G
+{r1 - e - Hv)xazG ~ 0~ 030 G o
0x? e ra
aG G &G 5
0x0p; 6x6np2 0°G
1 - a = V)2 - 01052 — 630 e 63(0)—— S5
02 P P
1 G 1 e 2
+ 01D (DEZ — + =0, (DO (DEZ — + O/ (D)L
) 1 1 690% 2 2 2 a(p% 1 2 69018‘;02
110G -
=] " 3.28
+ -1~ (3.28)
avec
5
L=1+ AW

o

Supposons que G est de la forme:

1
G(t, x, 01(1), @2(1)) = ;/(x + @) (@a(1)' 7,y €] = 00,0[U]0, 1.

Posons:
1
G@M¢b%)=;@+¢0«%yﬁ, y €] — 00,0[U]0, 1.
On a: 3G o 1
- - (= Y I-y
o at(y(X+901(t)) (p2(1) )
=0.
G
Ix = (x+ ) ()"

(P2 \lr
()
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G _ _
90, =(x+¢) 1(902)1 4
@1

_ (P2 '
(27

-y

96 _
3%_
_loy_ e
- Y (X+901) '

(x+ @) (g2)”

"G _ 9 96
Axdp,  Ox d¢

=(y - Dx+¢) 2 (g)'

_ N |
__(1_Y)(x+g01) X+

&G 0  0G

Oxdp,  Ox Ay

=1 =y(x+e) (g
= (1-p(22)".

X+ ¢

PG _ 0 3G,
0p10¢y O Op»

= (1 =y)(x+ @) (@)

1 ©2 =Y
=(1- .
( )/)X+QDI(X+Q01)
’G &G
x2  Oxdg

_ @ -y 1
=-a _Y)(x+¢,01) X+¢

oG

= —(1 = y)(x+ @) (g2)'”
(9%0% 1 2

1 P2\l
=—(1- .
( y)x"‘%(x"‘%)
&G e
— =~ =M +e) (g™ !
05

1 (2] i
=—-(1-7)— :
2 (X + ¢ )
Ainsi, d’apres ce qui précede, on a:

3G

1
82G = y_l(x+901)‘

0x?

&G
Ox0p1
- = L.
Ox?
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G

9G 2
axdg; (X + 1)
#?G

Ox2 2

(3.28) devient:

Y(t,x,v;{,€,6)

(30 + {(E2) 001 = 0 = )5+ 1) = 6100 = 650 fa
”””“’”-Kxfw“’l‘”— w0l )
N A 5
+ %{(ZZ*)‘ (r()1 —a — Hv)7 () - 01 - 6 & (,01)2} (@ oot
- Hv)yi ) = 0 - 650 901)2 e -0 - (2 )75 +1 o

1 2
{01 -0 - Hy——(x+ 91) - 60 - 650 2N g1 -1 - )
y-1 ¥2 X

@2 \l-v
+ 901)

2
— )+{<r<r)1—a—Hv> £+ =650 = 650 S E (1 -
¥2 @2 N\l
(xw) )+ elmemzz( (1-7) +()Dl(xwl)

1 P2
+ 5OO0NEL (~(1 - ”@(x vy

1 1-yq-
()]

(3.18) devient maintenant:

) )+ AOKE2 - 7)x + ¢ (x fz‘m )_7

A
I-y

oG
> +Y(t,x,v;, &, k) = 0.

Alors
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2 *
(et o0 - 60 - 65002 Y @

(r(e) + {(zz*)—l(r(t)l —a- Hv)

1=y A 7\ 15
+Hv—r(t)1)—[(xf2‘p) y] oA )[(n(t)(xf;l) BEEE]

1- 1— ©2 -y
) —fl(w) )

1 | 2.
+ 5{(22*)- (O1 =@ = H¥)——(x + 1) = 61(0) = 630 (x J;z”l) ey e

+ u(t))(

(X + 1)\ oqes @2 v 1
— @ = HV_— (k) — 60 — 650 21 }22(—(1—7)(x+2¢1) Py
2 . 1—
+{r1-a- Hv)y - 1<x o0 - 60 - 850 Y g1 -1 - (s f;l) ’

(x+ 901)2
¥2

(1) = 60 — 63) Ve -y

x+¢l)+{(r(t)1 @ Hy)

(-2 )")+§el<r)el(r)22*(—(1 )

X+ ¢

1 1
+ S008I (~(1 - ”@(x _‘fip ) )+ 68O (1~ )

1 =75
SHEE) T =0

@2 \l~r
x+<,01(x+<,01)

Y2\
X+ ¢ (x+<pl)
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@\l l-y/ ¢ 7
:>_f1(x+901) Rk Y <x+901)
+ (x00 + 20) o) )
+EZ) O = @ = HYY (1D = @ — Hy)——(—2 ) e
11—y x+ ¢
@ 1-y () -y
— (@ + Hv - 1r(1))6, (t)(x +2¢1) ~(@+Hv- r(t)l)@z(t)(x +2¢1) (x+ 1)
(102 -1 1 #y—1 % 1 902 -y
- (xwl) L - 52 Ar() — a = Hv)' (r01 - a - Hy)- _7(x+(P1) >
1 5 1 -
+5(a+ Hy - r(t)l)@l(t)(x fz(pl )1 "4 S+ Hy - r(t)l)@z(t)(x f;l) (x+ o)
1 > 1 -
+ @+ Hy r(t)l)*@’[(t)(x f;l ) 74 5@+ Hy = r(1) 650)( - f;l) "(x+ 1)

Y2\
o)

1 1- 1
— 3=V OWAO() e = 51 - ZE 6 065

( 2 )—7(x+ ¢1)?
X+ @1 %)

P2 )1—7 1

X+ ¢ X+ ¢

P2\
+
xwl) (x+¢1)

1 * * L4 - 1 * *
-5 =VETO08 () - 31 - DI GO80

~ (a4 Hy = r1 60 fz(pl )7+ (1 =006,

+(1 - )/)Hz(t)e’f(t)(x fz(pl )7 + (@ + Hy = r(n1) 650)(

2 \r(x+ @)
(x+901) ¥2

1 . . N | 1 * "
— 5 (L= )EE6, (8] (t)(x - 901) ot [Ub 02005 (0)(

~ (=70 aO( ) = 1= 98060

X+e1” @

¥ )—7 1

* )k * - 1 1 R
- (=722, (t)ez(t)(x f2<,01) X+ ¢ ' ;L(x f2901) =0

1
)+ =»O@60) - 5@+ Hy - FO)1)6;(1)]

1 1
w2 ——L
-y Y

1
- (1 =MZZ0,(00, ()| x + 1 +
(1= VEEOOO(x+ 1+

+ ( (%) )_7[%(22*)_1(,-([)1 —a - HV)*(V([)I - Hv)

X+ ¢ 1

- %(a + Hv — r(H1)6,(1)(x + ¢1) + %(a + Hv —r()1)*65(1)(x + ¢1)

1 1
+ (1= Y(0:06;(0) = OO (1) = ST (O206;(0) + O(DF3(1) + G565 (1) — > )

(x+ 201)2 + 122*((75 +¢1)° + i)) _ ( ¥ )—1+7L]

— (1= 7)Ba(0850)( 5 ot G
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Ainsi on obtient:

. 1
A V@10, 00(1) =(x(r(0) + AD) + p(0)) - S(@+ HY, = rn D (1)

1 1
500~ VEZ 0, (D0;(1)(x + @1(1) + m) + (1 = )8, ()6} (1)

_ %(a/ FHY, - rO6(0:  (3.29)

Et £ or(0, 650 :l%y[%(zg*)-l(r(r)l —a—HV) ()l —a - HVt)l i @a(1)
- %L — %(a + HV, = r(0D6:(0)(x + ¢1 (1))
+ 3@+ BV, = FO1) 600+ 1(0)
+ (1= 9)(6:000; (1) - 8300, (1) - %22*(020)97(0 + 61 (D6;(1)
G080 =) =1 - 7)92(’)95(”(%
S N

3.6 Théoreme de vérification

Le théoreme de vérification est un outil essentiel en controle optimal stochastique. Il établit un lien
direct entre la solution d’une équation de HJB et la stratégie optimale du probleme de contrdle.

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme d’optimisation d’un portefeuille sensible
au risque, ou 1’objectif est de maximiser 1'utilité espérée de la richesse finale. Pour ce faire, nous
nous appuyons sur la fonction de valeur (8), qui représente I’utilit¢ maximale que peut obtenir le
consommateur en fonction de son niveau de richesse initiale.

Nous distinguons deux cas pour les valeurs y €]—oco, 0[U]0, 1[ (un parametre qui mesure 1’aversion
au risque du consommateur). Ces cas font I’étude d’une analyse détaillée, avec la démonstration de
théoremes et deux lemmes similaires a ceux présentés dans [7]. Les preuves détaillées de ces résultats

sont omises pour plus de concision.

3.6.1 Probleme d’optimisation du portefeuille sensible au risque

C’est probleme d’investissement sans la consommation et sans payement de prime d’assurance-vie.
Dans cette partie, nous allons traiter le méme probleme que [19], mais nous n’allons pas utiliser
I’équation de Zakai comme dans [19].

sieme

Soient une stratégie w'(¢) la proportion de la richesse d’un investisseur dans la i action risquée

et (X" (1)), le processus de richesse de I’investisseur a 1’instant ¢ pour tout w.
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Alors, le processus de la richesse de I’investisseur X" (¢) a partir du capital initial x, est gouverné par:

dx"(1) dK? & . dK!
=(1-w@x1 + 'H—=, X"(0) = x,.
o = LW Ox D ;W()K; (0) = xo

Ensuite, en utilisant (3.13), on obtient:

ﬁvw((t;) =w'O)dl, + {r(t) + w' ()@ + HV, - r)}dr.  (3.31)

Ou X"(¢) est sa solution.

Définition 1

On note A} I’espace des stratégies admissibles et défini par :

&Z{IT ::{(w(t))te[o,f] est un processus stochastique

G: — progressivement mesurable a valeurs dans R™ telque

T
f w(t)[*dt < co Pp.s.}.
0

Proof. Posons

8(t, X" (1) = In(X"(1)).

On a g € C'?, alors d’apres la formule d’1td, on obtient:

dg(t, X" (1)) = %(I, x)dt + %(r, x)dX(t) + %%(r, x)d[X];.
Or
g(t, x) = In(x)
%(r, x)=0
2
%(r, X) = —%.

1 11
dg(t, X" (1)) = ;(t, x)dX(t) — 5;0’ x)d[X],.

d[X], = X*wOIZ W ()dt
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Donc 1
d(In(t, X")) =w*(t)dI, - 5x%v(z)zz*w*(r)dz

+{r(®) + w (@)@ + HV, — r,1)}dt.

En intégrant sur [0, ¢], on a:

fd(ln(u,X;”)):fw*(u)dlu+f (—%xzw(u)ZZ*w*(u)
0 0 0

+ {r(u) + w*u)(a + HV, - rul)})du

= In(X}") — In(X})) = f w*(u)dI, + f (—%xzw(u)ZZ*w*(u)
0

0
+ {r(u) + w*u)(a + HV, - rul)})du

! !
1
X" =x exp{f w*(w)dl, + f ( - Exzw(u)ZZ*w*(u)
0 0

+ {r(u) +wu)a+ HV, - rul)})du} (3.32)

3.6.1. Comme

! !
1
X! =x exp{j{)\ w*(u)dl, + j(; ( - Exzw(u)ZZ*w*(u)

+ {r(u) + w*u)e + HV, — r,1)})du},

alors, en prenant a la puissance 'y, on obtient:

(X'} =x"exp [y{ f w*(w)dl, + f ( - leW(u)ZZ*w*(u)
0 0 2
+ {r(u) + w* (u)(a + HV, - rul)})du}]

=x"expy fo t YV wupbdu|pay. (3.33)

y(V,, w() = — %w(l)ZE*w*(t) +r(t) + w () (a + HV, — r, D). (3.34)

Et
! 2 !
M} =exp [yfw*(u)dlu—y—fw(u)EZ*w*(u)du]. (3.35)
0 2 Jo
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Proposition 1 (Horizon fini)

Pour tout 7 € [0, 7] on veut maximiser:

R : ¥i(t, x,v) := sup Ji(x,v,w; T),

1
WweAL

N

ou

Jix,v,w;T) :=1n E[{th}y]

sous réserve d’un processus (V;), donné par:

dV, = (b + NV, + yII(A)ZZ w(®))dt + (A, Vo =v. (3.36)

Proof. En partant de (3.33) et en remplagant par son expression, on obtient:

Ji(x,v,w; T) = InE|x” exp |y f ' YV w(on)at|my|
0

= Ji(x,v,w; T) = In[x"E" exp [y f ' (W wlat|Bp]. (3.37)
0

Or T 2 T
E(My) =E{exp |y fo w*(t)dl,—% fo Ww(OZZ W ()|}
'}/2 T T
:exp[—? fo WO W' (1)dt[E{ exp [y fo w'(0dl, |}
,)/2 T ,)/2 T
:exp[—? fo w(tZZ W (1)dt | exp[? fo w(tZZ W (1)dt |
=1.
D’ou
E(MY) =1.
Comme w satisfait
E(MY) =1,

on peut définir une mesure de probabilité P* sur (€2, G,) par

dp”

ﬁlgr = My.

Ensuite, sous la mesure de probabilité P*, V, est solution de:

A

dV, = (b+ NV, + yI(A)EZ w())dt + (ALY, Vo=v; (3.36)
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ou on utilise le théoreme de Girsanov pour définir le processus P"-Wiener.

!
I' =1, —yf wu)XX du.
0

Ensuite, (3.37) devient:

Ji(x,v,w;T) =In|¥'E” exp|y f ' {y (V7 wie)) |
0
=In(x") + E" exp |y f ' (T wanlde],  (3.38)
0

ou E” est I’espérance par rapport a P".
On conclut que ($) peut €tre réduit a un probleme de contrdle stochastique avec information
complete, qui est le probléme de la maximisation de (3.38) sous réserve d’un processus (V;) donné

par (3.36) sur I’espace de probabilité filtré (QQ, F, G,, P*). O

Proposition 2 (Horizon infini)

Pour 0 <t < T < oo, on introduit les fonctions de valeur

V(t, x,v) := sup In|E"exp |y f ' (Vs w(a))}dlu,

1
Weﬂ[’T

ol ﬂtlT est la restriction de fﬂlT sur ’intervalle [¢, T]. Ensuite, on peut dériver I’équation HIB (R)

avec la dynamique (3.36) :

ov¥
— + sup L"¥(t,v) =0, t<T, P(t,v) =0; (3.39)
at weRm

ou L"¥(t,v) est défini par

1
2
+{b+Nv+ yH(A,)ZZ*W}*Z):p +yy(r, ¥, (3.40)

1
LV, v) :Err[H(A,)zz*z)fyl] + D5 TI(A)EETI(A,) Dy

ou D est I’opérateur de la dérivée partiale.

Proof. La preuve est similaire a celle dans [20].

Soient0 <t<Teth>0telsquet+h <T,ona:

t+h
V(t,x,v):= sup In|E"exp(y f YV w))due) Pt + h, Vi),
t

1
Weﬂt,Hh

ot V, est solution de (3.36).

Université de Yaounde I 68 BETEL Fabien



3.6 Théoréeme de vérification

69

Supposons que ¥ € C'2, alors d’apres la formule d’1td, on:

N4 N | .
(s, Vy) = ——ds + DydV, + 5tr(i)fyd[V]s).

Or
dV, = (b + NV, + yII(A)ZZ w(®))dt + TI(A )l
Alors
d[V1, = I(A)ZZTI(A,) dt,
Ainsi
dw(s,V,) :[a—l‘” + lzr(r[(A JEZTI(A,)' DY) + (b + NV, + yII(A )zz*w(s)}*z) ]ds
s Vs as 2 s s W K Y K 14
+ (D) TI(AdI.
Alors
d,{exp(y f YV wu))du) ¥ (s, V)
=exp (¥ f YV W)l yy (Vs w(s) (s, V) + d¥(s, V)
5 . N U |
=exp (y ft YV w@))due){yy(V,, w(s) (s, V) + [E + Etr(H(AS)ZZ*H(AS)*Df,,)
+{p+ NV, + yH(AS)EE*w(s)}*Z)W]}ds +exp(y f A YV w())du)(Dy) TI(A, LY,
avec XA/S =

En utilisant la formule de la dérivabilité, on obtient:

t+h
exp (y f YV W))due) Pt + h, Vi) = P2, v)

t+h S
= f exp (y f y(f/u,w(u))du){yy(\?s,w(s))av(s,v)+[aa—f+%tr(H(As)zz*H(As)*z)fy)

+{p+ NV, + yH(AS)ZZ*w(s)}*Z)y/]}ds + f " exp (y f YV w(@))due)(Dy) TIA )L

t

Alors

By exp (y ™" y(Vo w@)du) ¥t + h, V)| - ¥(t,v)
h

EY,
T h

N ptinsssw| Duas+ [ el [y wtonda)on inar]

t+h s
== f exp (y f Y(Vir w(ua))due){yy(Ve, w(s) (s, v)+[%—f+%rr(H(A.Y)zz*H(As)*z)§U)

Université de Yaounde I 69 BETEL Fabien



3.6 Théoréeme de vérification 70

Or
1+h X}
Ey,| f exp (y f YV w(u))du) (D) TI(A )L | = 0.

t

Donc

By exp(y [ vV w)du) ¥t + b, V)| - (2.v)
h

B b d V 4 o Limaysz iy o
-—| [ exp (y [ ¥V w)du){yy(Veo w(s) P (5. v) + (= + 5 ir(THA)ZETI(A) D} )

+ b+ NV, + yIIA)ZE w(s)) Dy )} ]ds.

En faisant tendre /4 vers 0, on obtient:

| ~ *
07 Sr(IADEZ TN, DY) + (b + N7+ yTHAEE w(0)] Dy
S

+y f Vs w)du){yy (Ve w(sHP(s,1) = 0. (341)
Ce qui acheve notre (3.39) O

3.6.2. (3.41) est équivalente a

— 5tr(n(/\t)zz T(A)" DY) - 25, DvIIADZEETI(A) (Do)

+{b+ Ny + yIA)ZE W(0)| Dy +

Y yw) =0,  (3.42)
-y

ou

1—
yv,w) = —TYWZZ*W* +r+w'(a+ Hv-rl).

Proof. On définit U(t,v) par
P(t,v) = U, v)' 7.

Alors 0w oU
5 &Y == U, R
Dy(t,v) =(1 =NU (1, ) Dy 1, v),
Dy (t,v) =(1 = )| = yU™ 7t v)(Dy(t, v) Dy (L, v) + U™ (6, Dy (1, v)|
=(1 = U7t v)| = YU (6. v)( Dy (t.v)) Dy (t,v) + Dy (1,v)|.
En remplagant dans (3.41), on obtient finalement (3.42). O

On considere 1’équation non homogene de Riccati:

O(1) + Q(NS2:(HQ(1) + S1(1)' Q1) + Q(1)S 1 (1) + S = 0, 1<s, Q(s) =0, (3.43)
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1
Sa(2) :I—H(AI)ZE*H(A,)* >0,
—y
S1() =N + ——TI(A)H,
-y
_ Y * w\—1
So=—Y—H'(ZZ) ' H.
-y

On peut utiliser Q(r) = Q(t, s) pour tout s € [t,T]. f(f) = f(¢,s) est une solution de 1’équation

différentielle linéaire:

£ + {810+ 200 Q0 f(1) + Qb

N T)’)/{H*(zz*)—l + Q(I)H(AZ)}(Q - r(H1) = 0, t<s, f(s) =0, (3.44)

Et i(r) = i(t, 5) est solution de

i) + 3| TIADEETIA) Q)] + 3 ) TIASE T ()

+ b f(0) + yr(r) + (@ = r(1 + ZETIA) TIA) f(0)') (227!

Y
2(1-y)
(@ = rOL+ZZTIA) f(1) =0, t<s,  i(s)=0. (345

— Théoreme 1

Si (3.43), (3.44), (3.45) ont des solutions Q(¢), f(¢), i(¢), alors la stratégie w(t) € ﬂlT est donnée par:
W(r) = ﬁ(ZZ*)_I[a + HV, - r(01 + IZTHA){f(. T) + Q. TIV}|.  (3.46)
est optimale pour (R). De plus pour (R), la valeur optimale est donnée par:
Pt x,v) = Ji(x,v,w; T) = Inx” + %V*Q(O; Ty + f(0;T)v+i0;T), (3.47)

ot V, est solution de (3.9).

Proof. voir théoreme 3.1 dans [7] |

3.6.2 Théoreme de vérification pour y €]0, 1|
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—~ Théoreme 1

On suppose que (I') et que les équations (3.43), (3.44),(3.45) ont des solutions Q(¢), f(?),i(t). On
définit

5 1
2t x,v, §1(2), $a(t, v)) :m(zz*)-l{a + Hv - r(n1

* *Z)ﬁz(t’ V) A
+ (1= ITTIA) == + ¢i(1)),
‘pl(t, V)
£t %, v, $1(8), dalt, v)) =221,
QOZ(Ia V)

AN+ 5Oy

Rt x, v, 1), Ga(t, V) :w){(n@ )

Alors B B
(& & &) =(2t, X555 0), D1, 12, (1, v)), EXEE5(0), G1(8), a2, V),

Rt XER D), Vi, 610, 428, v))) € A, (3.46)

est une stratégie optimale pour (I”). De plus

(0, x,v) = G(0, x, 41020, v)),

A 1
Gt x010.420) =_fr + 0f 2607 B4

Proof. voir [7] O

P05 3.6.1. On suppose (L) et (3.30). Si (3.43), (3.44), (3.45) sont des solutions de Q(t, s), f(t, $), i(t, 5),

alors I’équation différentielle stochastique rétrograde (3.20) admet une unique solution:

T
(2200 0:(0)) :(exp[ﬁ f {=(n(s) + ¥(s)) + yA(s)}ds|a(; T, v)

T 1 S
+ f exp |1 f (=) + v(w) + yA))dulg(s; T,v)S (s)ds,

ALY Dg(0).  (3.48)

ou

T
4(t; 5,v) = exp[ﬁ f {%V*Q(l‘, VW + (9" + it ds|gt: T,v).  (3.49)

Proof. La preuve est similaire a lemme 2.3 dans [15] O

3.6.2. On suppose (B) et (3.29). Alors (3.19) a une unique solution

T S
(€10.01(5)) = ( f exp(— f {r(u) + Aw)du)k(s)ds,0).  (3.50)
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Proof. La preuve est similaire a lemme 2.2 dans [7] O

3.6.3 Théoreme de vérification pour y €] — oo, 0]

Dans cette partie, on va traiter le probleme (8B) dans le cas y €] — oo,0[. On définit I’espace des

stratégies admissibles:

Ar = {(é LE,K) € Ar, (L0 < 71+ VDX + ¢1(0),
VE > 0, tel que &) < mexp(E(1 + [V, HIXE + ¢,(0)),
k(1) = AD@1 (D] < Texp(E( + [VIPHX + 1)}, P.p.s},

ou T = g et  sont des constantes dépendantes de ¢, &, et «.

— Théoréme 1/}

Pour y €] — 00, 0[, on suppose que (L). Soient Q(7), f(¢), i(¢) les solutions de (3.43),(3.44), (3.45)

respectivement. Alors (2 . ft, R;) € A, donné par (4.2) est une stratégie optimale pour (). De plus,

(0, x,v) = G(0, x, $(0), $:(0))

Proof. La preuve est similaire au théoreme 4.1 dans [7] m|

Le modele présenté dans ce mémoire reposait sur 1I’hypothese simplificatrice d’un taux d’intérét
sans risque constant. Cependant, dans un contexte de marché plus réaliste, ce taux est susceptible de
fluctuer. Pour mieux refléter la réalité des marchés financiers, nous allons maintenant relacher cette
hypothese et introduire donc une extension du modele en considérant un taux d’intérét stochastique

r(V;, 1), défini par les équations:

dK? = K°r(V,,0)dt, K =k°
n+m n+m

dK; = Ki(a + HV)Ydt + K| Y ZL(V,, nDdW} + > BUndBl, K=K
k=1 k=1

dV,= (b + NV)dt +II(V,,1)dB(t); V,=veR" 4)
Ou

V(¢) est le processus stochastique n-dimensionnel et qui affecte le taux d’intérét sans risque r(V;, 1), le
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drift G(V,,t) = (o + HV,) de prix K(¢) et la matrice de volatilité X(V,, ) de prix K(¢);

W) = (Wt"; k=1,...,(n+ m)) est un mouvement Brownien standard »n + m- dimensionnel défini sur
(Q,F,F,P);
B() = (Bf; k=1,...,(n+ m)) est un mouvement Brownien standard »n + m- dimensionnel défini sur
(Q,F,F,P);

W(t) et B(t) sont indépendants;
S ILB = ﬁ;;(t) sont respectivement des fonctions a valeurs matricielles respectivement dans mX(n+m),
nXm+m),mx{n+m),
etaeR”, beR', HeR™", NeR™.
Dans ce cadre, le portefeuille auto-financant X(f) = X%¥*(f) du consommateur a partir du capital

initial xy répond a la condition suivante:

dX“E4 () = (1= £'(1) % 1)X“’“<r>% + X550 L)
! i=1

K
o~ £Wdi = k(t)di + p(ydt

X5440) = xq Ve [0,7 AT] (5)

Le probleme du consommateur est de choisir les stratégies d’investissement, de consommation et

d’assurance qui maximisent sa performance fonctionnelle:

P70, x,v):= sup J(O,x,v;{, &, k),
(L€ 0eAT

ou Ay est ’espace des stratégies admissibles (£, &, ), et

T AT
J(0, x,v;£,£.x) :=E| f e~ h @ pE(s))ds + e h "N P(i(r) 1T < T)
0
T
+ e b OUpXEET) T > T
L’ objet de futurs recherches reposera sur la résolution de ce probleme de controle stochastique optimal

en recherchant les stratégies d’investissement, de consommation et d’assurance en prenant en compte

I’information partielle et la corrélation entre le processus de facteur stochastique et les actifs risqués.
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CONCLUSION

En conclusion, ce mémoire a traité le probleme optimal d’investissement, de consommation,
d’assurance pour un consommateur avec des informations partielles, dans un contexte de marché in-
complet et de prix des actifs risqués corrélés au processus de facteur stochastique. En appliquant le
principe de la programmation dynamique, nous avons dérivé une combinaison d’équation Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) et deux équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) pour résoudre
ce probleme. De plus, nous avons utilisé 1’équation de Zakai pour dériver un filtre de Kalman qui est
un filtre linéaire et le théoréme de vérification a été démontré pour construire une stratégie optimale.

On peut étendre ce travail dans le cas de la prise en compte d’une corrélation entre les actifs
risqués et le processus de facteur stochastique tel que ¢a été signalé a la fin de ce mémoire, et cela

fera I’objet de futurs travaux de notre recherche.
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