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. Résumé .

Ce travail est consacré a 'approximation numérique des solutions faibles des équations aux
dérivées partielles stochastiques, dirigées par un bruit gaussien multiplicatif & valeurs dans un
espace de Hilbert. L’existence et I'unicité d’une solution intégrale est établie sous certaines
conditions. Une discrétisation en espace en utilisant la méthode des éléments finis de Galerkin
et en temps en utilisant la méthode de Euler-Maruyama est présentée suivie de ’étude de la
stabilité et de la convergence du schéma numérique obtenu. Un exemple de résolution numérique

d’une équation de réaction-diffusion stochastique est proposé.

Mots clés : Equation aux dérivées partielles stochastiques, bruit gaussien, @J-processus de

Wiener, solution faible, éléments finis de Galerkin, méthode de Euler-Maruyama.
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+ Abstract .

This work is devoted to the numerical approximation of weak solutions of stochastic partial
differential equations, driven by a multiplicative gaussian noise with values in a Hilbert space.
The existence and uniqueness of a mild solution is established under some conditions. A space-
time discretization using the Galerkin finite element method in time and the Euler-Maruyama
method in space is presented, followed by the study of the properties(stability and convergence)
of the numerical scheme obtained. An example of numerical resolution of a reaction-diffusion

stochastic equation is proposed.

Keywords : Stochastic partial differential equation, gaussian noise, Q-Wiener process, weak

solution, Galerkin finite element method, Euler-Maruyama method.
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« Introduction .

Les équations aux dérivées partielles stochastiques constituent un domaine de recherche
essentiel dans les sciences appliquées, offrant un cadre puissant pour modéliser des phénomenes
complexes soumis a des fluctuations aléatoires. Leurs champs d’application s’étendent a divers
domaines tels que la biologie, la physique des particules, la modélisation des phénomenes de
diffusion dans les milieux hétérogenes, la dynamique des populations sous I'influence de facteurs
aléatoires, et la finance pour la valorisation des options et la gestion des risques. Des le milieu
du 20° siecle, plusieurs chercheurs tels que E. pardoux et S. Larsson se sont intéressés a I’'étude
des équations différentielles stochastiques dans [I5] et [19], et au fil du temps cette étude est
passée de la théorie a la pratique avec I'approximation numérique d’équations modélisant des
phénomenes physiques aléatoires comme dans [I1] et [20]. Dans ce mémoire, nous nous intéressons
particulierement a ’approximation numérique au sens faible des EDP stochastiques paraboliques

avec bruit multiplicatif de la forme :

ou ~ dW (t)
s - Au = f(u) + G(u) y

dans (0,T)xD xQ
u(0,z) =up(x) dans D x§

avec conditions aux bords de Dirichlet ou de Neumann, ou :

D est un domaine de R",

H=I(D),

l'opérateur différentiel A donné est par Au =37, % (aij(a:)%) +30 bi(az)% +c(x)u,
9, 7 k3 3

(W(t),t€[0,T]) est un @Q-processus de Wiener a valeurs dans H,
- f : H - H7
-G:H- 12,

up une valeur aléatoire & valeurs dans H.

Ce probléme est équivalent au probléme suivant dont ’étude fera I'objet de notre travail
du=[-Au+ f(u)]dt + G(u)dW(t) dans [0,T]x H x

u(0) =up dans H xQ
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ol A est opérateur linéaire associé a 'opérateur différentiel A.

Etant donné qu’il n’est pas toujours possible de trouver les solutions exactes de ce probléme, nous
allons nous tourner vers les méthodes numériques pour approximer ses solutions faibles avec la
méthode de Galerkin en espace et la méthode semi-implicite de Euler-Maruyama en temps. Dans
ce travail, il est donc question d’étudier ’existence et 'unicité d’une solution intégrale de notre
probléme, de proposer un schéma numérique, puis d’étudier sa convergence et sa stabilité, et enfin
de faire une simulation numérique avec un exemple concret. Pour y parvenir, nous organiserons
notre travail comme suit :

Au chapitre un, nous rappellerons les notions et les résultats préliminaires qui seront d’une
grande aide pour notre travail et prouverons ’existence et 'unicité d’une solution intégrale de
notre probleme.

Au chapitre deux, nous présenterons un schéma numérique pour ’approximation de notre
probleme et nous étudierons ses propriétés.

Au chapitre trois, nous donnerons un exemple concret en approximant numériquement la

solution de I’équation de réaction diffusion stochastique.
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*x % Chapitre Un * %

NOTIONS ET RESULTATS
PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils théoriques et théorémes que nous utiliserons

dans la suite de notre travail.

1.1 Notions d’analyse linéaire

Théoréme 1.1.1 : (Théoréme du point fize) Soit Y un sous-ensemble fermé de l’espace de

Banach (X, |].]|). Considérons une application J :Y - Y telle qu’il existe p €]0,1[ vérifiant :
[[Tu—-Tv|| < pllu—=|, pour tout w,vey
. Alors J admet un unique point fize dans Y, c’est a dire un unique u €Y tel que Ju = u.

Définition 1.1.2 (Espaces LP) : Soit (Y,||.|y) un espace de Banach et 1< p < oo.

(i) Soit D un domaine. L’espace LP(D) est l’ensemble des fonctions Borel mesurables u: D — R

telles que :

Pd .
/D |u(x)|Pdx < +o0

Dans ce cas, |[ulltr(py = (fp |u(:c)|pdx)%

(ii) Soit (X,F,u) un espace mesuré. L’espace LP(X,Y) est l’ensemble des fonctions F-

mesurables u: X - Y telles que :
[ (@) dpa) < +oo.
1
Dans ce cas, [ulloxyy = (S lu@)IEdp(2)).

Lemme 1.1.3 : LP(X,Y) est un espace de Banach, pour 1 <p < oo.
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1.2. Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.1.1 Puissances d’un opérateur linéaire

Tout au long de cette partie, considérons (H, (.,.)) un espace de Hilbert et

A:D(A) c H— H un opérateur linéaire.

Hypothése 1.1.4 : A admet une base orthonormale de fonctions propres {¢; : j € N} de valeurs

propres \; >0 telles que A\ji1 > Aj.
Tout au long de cette partie, nous supposons ’hypothese vérifiée.

Lemme 1.1.5 : [2, P25] L’opérateur A est auto-adjoint. C’est a dire (Au,v) = (u, Av) pour
tout u,v € D(A).

Définition 1.1.6 : Soit a € R. L'opérateur A“: D(A*) — H est défini par :

i, uj=(u,d;) €R,

[ee]
[ (¢ P —
A%y = EAju]gZ)], pour U=
j=1 =1

avec D(A%) 'ensemble des u € H tels que A%u € H.

Théoréme 1.1.7 : [2, P25] Le domaine D(A®) est un espace de Hilbert pour tout a € R, de

produit scalaire (u,v)q = (A%, A%) et de norme ||ul|n = [|A%u]|.

Enoncons quelques propriétés importantes de D(AY).

Lemme 1.1.8 : [2, P26/ On a :
(i) ||ullo = |Jul| pour tout u e D(A®) = H.

(i) (u,v)1/2 = (A2, AY20) = (Au,v) pour tout ue D(A) et ve D(AY?).
(u,v) = (AY?u, A~Y20) pour tout u e D(AY?) et v e D(A).

(7ii) Pour a >0, ||ulla = AT|Jul|, pour tout we D(A%) c H.

(iv) Pour a <0, HcD(AY) et A% e L(H) avec ||[A%|zmy = AT

1.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Tout au long de cette partie, (X, ||.||) dénote un espace de Banach et (H,(.,.)) un espace de
Hilbert.

Définition 1.2.1 (Semi-groupe) : On appelle semi-groupe (fortement) continu sur H toute
application S : [0, +oo[—> L(H) telle que :
(i) S(t+s)=S(t)S(s) Vt,s>0.

(ii) S(0) = Idg.
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1.3. Notions d’analyse stochastique

(iii) Pour tout x € H, lapplication t — S(t)x est continue de [0, +oco[ dans H

On dit que S est un semi-groupe de contraction si en outre

IS zry <1 VE20

Définition 1.2.2 (Générateur infinitésimal) : Soit S un semi-groupe de contraction sur H.

On appelle générateur infinitésimal de S opérateur linéaire de H dans H de domaine

D(A) = {x e H: lim 202=

existe dans H}
e—~0* €

tel que Az =lim._ g+ m, xeD(A).

Définition 1.2.3 (exponentiel) : Supposons|1.1.4. Alors,

pour t >0, lexponentiel de —tA est donné par :
B(t)=e = e (u, ¢;) ;.
j=1

Lemme 1.2.4 : [2, P.101] Supposons|1.1.4. Alors, E(t) = 7' est un semi-groupe fortement

continu sur H de générateur infinitésimal —A.

Lemme 1.2.5 : [2, P100 - P103], [14] Supposons|1.1.4 Alors :
(i) Pour a € R et ue D(A%), on a A“E(t)u = E(t)A%u, pour tout t > 0.

(ii) Pour tout >0, il existe une constante K = K(a) >0 telle que :
A“E)|lzcay < K7, t>0.
(#ii) Pour « € [0,1], il existe une constante K >0 telle que :
A% = E@)ll ey <t

w) Pour o€ il eriste K >0 tel que :
(iv) P [0,1], il existe K >0 tel q

to «

ft |A2 E(ty - 8)z|[ds < K (ta —t1)"%|z|?, pour tout =€ H, 0<ty<ty.
1

(v) Pour tout € [0,1] il existe K >0 tel que :

1.3 Notions d’analyse stochastique

<K(ty—t)" x|, pourtout xeH, 0<t;<to.

t
A“ / i E(ty - s)xds
t1

Dans la suite de notre travail, (2, F,P) est un espace probabilisé.
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1.3. Notions d’analyse stochastique

1.3.1 Processus de Wiener a valeurs dans un espace de Hilbert

Soient (H,(.,.)g) et (U, (.,.)v) deux espaces de Hilbert séparables. On munit U et H de

leurs tribus boréliennes notées B(U) et B(H) respectivement.

Définition 1.3.1 : Soient T € L(U,H) et {x;:j € N} une base orthonormée de U. On dit que

T est un opérateur de Hilbert-Schmidt si

2 Ty < +oo.
jeN

On note Lo(U, H) Uespace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de U dans H.
Définition 1.3.2 : Soient T'e L(H) et {¢;: j € N} une base orthonormée de H. On définit

jeN

On dit que T est un opérateur de trace finie si tr'1 est fini.
Remarque 1.3.3 : [12] appendice B]

1. Les définitions précédentes ne dépendent pas des bases de U et H choisies.

2. Muni du produit scalaire donné par
(T,9) oy = 2. (Tx;,8%)m, T,5€Ly(U H).
jeN

Lo(U, H) est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.3.4 : [6, Théoréeme VI.9] Si Q € L(U) est positif et symétrique, alors il existe
un unique opérateur Q% € L(U) positif et symétrique tel que Q% o Q% =Q.

Si de plus, tr@Q < +oo, on a : Q% eL(U), ||Q%H%2(U)H) =trQ et LoQ% e Lo(U, H)

pour tout L € Lo(U, H).

Définition 1.3.5 : Une mesure p sur (U,B(U)) est gaussienne si
7i(u) = erxpi(“’”)U pu(dv) = exptmu=3(Quu 4 ¢ 17,

oumeU et Qe L(U) est positive, symétrique et de trace finie.

Le vecteur m est appelé moyenne de p et Uopérateur Q) est appelé covariance de p.

Remarque 1.3.6 : Soit X une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans U définie sur ’espace
probabilisé (2, F,P), c’est-a-dire ils existent m € U et @ un opérateur linéaire continu sur U qui
est aussi positif, symétrique et de trace finie tels que P o X1 ~ N(m, Q), alors (X,u)y suit une

loi normale pour tout w € U et on a :
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1.3. Notions d’analyse stochastique

o E((X,u)y) = (m,u)y pour tout u e U;

e E((X -m,u)y- (X -m,v)y) =(Qu,v)y pour tout u,veU;
o E(|X -m|)=trQ.

Soient @ € L(U) positive, symétrique et de trace finie et T > 0.

Définition 1.3.7 : Un processus stochastique {W(t),0 <t < T} da valeurs dans U sur l’espace
probabilisé (2, F,P) est un Q-processus de Wiener si :
e W(0) =0,
o W est a trajectoires continues P-ps,
o W est a incréments indépendants, c’est-a-dire les variables aléatoires
W(t1)7 W(tQ) - W(t1)7 ) W(tn) - W(tnfl)
sont indépendantes pour 0 <t; <---<t, <T,nelN,
e les incréments suivent des lois gaussiennes
Po (W(t)=W(s))™ ~N(0,(t-5)Q)
pour tout 0 < s <t <T.

Définition 1.3.8 : Une filtration sur ’espace probabilisable (2, F) est une famille (Fy,t > 0)

de sous-tribus de F croissante au sens de l’inclusion c’est-a-dire, pour tous s <t, Fs € F;.
2 2

Définition 1.3.9 : Un Q-processus de Wiener {W(t),t € [0,T]} est appelé Q-processus de
Wiener par rapport a la filtration (Fy,t € [0,T]) si :

o W(t) est Fi-adapté pour tout t € [0,T],

o W(t)-W(s) est indépendante de Fy pour tout 0< s<t<T.
Définition 1.3.10 : Un Q-processus de Wiener {W (t),t € [0,T]} est dit prévisible s’il existe

une famille de processus Fi-adaptés et a trajectoires continues a gauche {W,(t),t € [0,T]}ns0

telle que Wy, (t) = W (t) lorsque n - +oo pour tout t € [0,T].

Hypothése 1.3.11 : Q € L(U) est symétrique, défini positif et a trace finie. De plus, Q admet
une base orthonormée {x;:j € N} de U comme fonctions propres, de valeurs propres associées

q; 20 telles que ¥ jey qj < +00

Théoréme 1.3.12 : [2, P437-P438] Supposons que l’hypothésql.3.11| soit satisfaite. Alors, W (t)
est un Q-processus de Wiener si et seulement si :

W(t) = i\/q_ijﬂj(t)7 ps (1.1)

ot B;(t) sont des Fy-mouvements browniens i.i.d et cette série converge dans L*(Q,U). Plus

encore, la série (1.1]) converge dans L*(Q,C([0,T],U)) pour tout T > 0.
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1.3. Notions d’analyse stochastique

1.3.2 Construction de ’intégrale stochastique et ses propriétés

Dans cette partie, nous allons définir fot B(s)dW (s) ou W (s) est un Q-processus de Wiener
a valeurs dans un espace de Hilbert U, @ vérifiant I’hypothese [1.3.11

Définition 1.3.13 : Soit Uy = {Q1/2u cu e U}, L(Q) est l’ensemble des opérateurs linéaires

B:Uy— H tels que

+00
S IBQY x| < +oo,
j=1

ou {x;:j €N} est une base orthonormée de U.

Proposition 1.3.14 : On a :

L(Q) est un espace de Banach de norme

1/2
+00
IBhy=(ZHBQ”ﬁﬂP) = 1BQ"2 |y, Bell. (12)
7=1

(fi) Comme Q est inversible, Uy = D(Q~Y?) est un espace de Hilbert. L} est donc Uespace des
opérateurs Hilbert-Schmidt Lo(Uy, H) de Uy dans H.

Remarque 1.3.15 : Pour pouvoir définir I'intégrale stochastique fOtB (s)dW (s), il faut que
W (t) soit Fi-adapté et le processus {B(t),t € [0,T]} & valeurs dans L3 doit étre prévisible.
Ceci est vrai si pour une base orthonormée {¢; : j € N} de H, les processus a valeurs réelles

(B(t)Ql/QXj, @) sont prévisibles pour tout j,k € N.

Construisons a présent notre intégrale. D’apres (|1.1)), W (t) s’écrit sous la forme
W(t) = Z;—:T \/q_ijﬁj(t). Soit J € N.
Posons W7 (t) = Z]J:I VGixiBi(t)

L’intégrale
t J t
AMWW%F;AB®ﬂMM@

est bien définie et on montre que sa limite quand J — +oo existe dans LQ(Q7 H) et définit notre

I'intégrale stochastique donnée par

fo B(s)dW(s):;/(; B(s)\/@x;dB; (1) (1.3)

Théoréme 1.3.16 (Isométrie d’Itd) : [2, P445-P446] Supposons que {B(t) :t € [0,T]} est

un processus prévisible o valeurs dans L% tel que

T
| ElIBI3;1ds < oo
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1.4. Analyse numérique des équations déterministes

Pour t €[0,T], (T.3) est bien définie dans L*(Q, H) et on a

E[HfotB(s)dW(s) 2]:f0tIE[HBH%3]ds. (1.4)

Notation 1.3.17 : Dans la suite de notre travail, nous noterons pour tout r € R ’ensemble

H" :=D(A"/?), de norme associée ||ul, := |A%|

1.4 Analyse numérique des équations déterministes

Dans cette partie, nous citons quelques estimations d’erreur bien connues de la méthode des

éléments finis pour la discrétisation des problemes paraboliques déterministes de la forme :

du(t) = -Au(t)dt te[0,T], (1.5)

u(0) =z,

ot z € H~. On montre que la solution de (1.5)) est dans H'. Soit T une partition quasi-uniforme
de D, de taille maximale h. Sur 7} on construit un espace d’élément fini Vj, ¢ H' constitué de
polyndémes continus par morceaux de degré r > 1 sur 7p,.

Considérons la forme bilinéaire a associée a A donnée par :

a(u,v) = (Au,v), Yu,ve H' (1.6)

1.4.1 Opérateurs de projection

Avant de commencer notre estimation, nous allons définir quelques opérateurs de projection

qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.
Définition 1.4.1 : On définit l'opérateur elliptique discret Ay :Vy — Vj par :
(Anznyn) = a(zn,yn) = (APap, APy), Yo, y, e V.
Définition 1.4.2 : On définit 'opérateur de projection de Ritz Ry, : H' — V}, par :
a(Rnz,yp) = alz,yp), VeeH', Yy, eV,
Définition 1.4.3 : On définit 'opérateur de projection orthogonale P, : H — Vj, par :
(Prz,yn) = (2,yn),  Vyn€Vh, VzeH.

Lemme 1.4.4 : ([§], [5]) Les opérateurs Ay, Py, et Ry, vérifient les propriétés suivantes :

1. L’opérateur Ay est auto-adjoint et défini positif sur V. Et par suite —Aj, est générateur

infinitésimal d’un semi-groupe de contraction sur Vy, donné par Ey(t) = e tAn,
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1/2
2. 1A un|? = alup, up) = [[Aup) = |Junl3,  Vup € Vi

3. Pour Dopérateur Ry, sous les hypothéses de régularité du maillage Ty, on a :
||[Rpu — ul| + h||Rpu — ul|; < Ch®|julls, YueH® 1<s<2.
4. Pour lopérateur Py, sous les hypothéses de réqularité du maillage Ty, on a :
||Pru—ul| < Ch¥||ulls, YueH® 0<s<2,

[Pyulls < Cllully,  VueH".

1.4.2 Estimation de P’erreur pour la discrétisation spatio-temporelle

Dans cette sous-section, nous considérons une discrétisation en temps et en espace de (|1.5)).
Nous avons choisi d’utiliser une combinaison du schéma de Galerkin et du schéma d’Euler
implicite. Le schéma de discrétisation totale est donné par

uy + kApuy = uﬁ_l, n=1,2,..., N,

u?l = Pz,
ol k €]0, 1] représente I'intervalle de temps fixé et uj € V}, 'approximation de u(t,) au temps
t, = nk. Ce schéma peut aussi étre représenté comme suit

UZ:(I‘l'kAh)_nPhx? n=0,...,Np. (1-7)

e Considérons la fonction rationnelle suivante :

1
1+2°

R(z) = pourzeR, 2z=#1.

L’opérateur linéaire R(kAy) est défini par

Np,
R(kApx) = Y R(kX ) (T, hm)Phms

m=1

ou ()\h’m)%’; 1 sont les valeurs propres positives de Ay, : Vj, — V}, de fonctions propres orthonor-

males (<ph7m)%*;1 eV}, et dim(V3) = Np,. Avec cette notation, peut s’écrire
uy = R(kAR)"Prz, n=0,...,Np.
e Pour tout ¢ > 0, soit 'opérateur Eyp(t) défini par
Epn(t) = R(kAR)", si teltjo1,t;[ pour n=1,...,Np.

Lemme 1.4.5 : [§, P.12] On a :
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(i) Soit 0 < p< 1. Il existe une constante C >0 telle que
|APR(kAR) x| < CtP |xnll,  pour tout n=1,...,Np xp€ V.
(ii) L’opérateur d’erreur Eyp vérifie
| Epn(t)z| < Ct s |z|-1, pour tout zeH ', t>0, h,ke]0,1].
L’erreur entre I'approximation discrete uj et la solution u(t,) est donnée par
en = (Ekh(t) Py — E(t))z.
e Définissons 'opérateur d’erreur par :
Fin(t) = Egn(t) Py - E(2).
11 vérifie les lemmes suivants :

Lemme 1.4.6 : [8, P.13] L'opérateur d’erreur Fyp, vérifie les inégalités suivantes :

(i) Soit 0 <v < p<2. Alors il existe une constante C >0 telle que
| Een (D] < C(W* + k2)t 2 ||y, pour tout xeH”,t>0,h,kel0,1].
(ii) Soit 0 < p< 1. Alors il existe C >0 tel que
| Fen(t)z| < Ct% ||, pour toutz e H P t>0,h,k €]0,1],
(iii) Soit 0 < p < 1. Alors il existe C >0 tel que
| Fin ()2 < C(R2P + k2)e @, pour touta e H?,t >0, h, k €]0,1].

Lemme 1.4.7 : [§, P.15] Soit 0<p<1.

(i) 1l existe C >0 tel que
K 2- 22y,-1
| [ Bats)ads| < 0 + k)¢ 2.

pour tout x € H P t>0,h,k€]0,1].

(ii) 1l existe C >0 tel que

=

<R+ k5 ],

(I Ftoyoas]

pour tout x € H P t>0,h,k€]0,1].
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1.5 Théoréme d’existence et d’unicité de la solution d’une EDP

stochastique

Dans cette partie, nous énongons et prouvons un résultat d’existence et d’unicité d’une

solution pour le probléeme suivant :

du =[-Au+ f(u)]dt + G(u)dW(t) dans [0,T]x H xQ, (1.8)

u(0) =ug dans H xQ, (1.9)

ott H = L*(D) avec D un domaine & bord régulier de R", ~A:D(A) c H - H est le générateur
d’un semi-groupe de contraction E(t) = e 4, {W(t),t € [0,T]} est un Q-processus de Wiener
valeurs dans H défini sur un espace probabilisé filtré (2, F, (F;), P), avec @ un opérateur de

traceﬁniesurHetf:H—>H,G:H—>L3.

Définition 1.5.1 (Solution forte) : Un processus prévisible d valeurs dans H

{u(t):t€[0,T]} est appelé solution forte de (L.8)-(1.9) si :
w(@)=uo+ [ [-Au(s) + fu(s)lds + [ Glu()dW(s) vee[0,T]

Définition 1.5.2 (Solution faible) : Un processus prévisible a valeurs dans H

{u(t):t€[0,T]} est appelé solution faible de (1.8)-(1.9) si pour tout ¢ H :
(u(t), ) = (u0,6) + [ [-(Au(),0) + (F(u()), )]s + [ (Glals))dW(s),0) Ve e[0,T]
ot d’aprés (T3), on a :
JRCTOIOOES WRCIEINARSIED

Définition 1.5.3 (Solution intégrale) : Un processus prévisible d valeurs dans H

{u(t) :te[0,T]} est appelé solution intégrale de (1.8) si :
u(t) = E(t)ug + [Ot E(t-s)f(u(s))ds+ [Ot E(t-35)G(u(s))dW(s) Vte[0,T]

Nous allons a présent prouver ’existence et 1'unicité d’une solution intégrale a notre probleme,

puis étudier la régularité de la solution obtenue en temps et en espace.

Hypothése 1.5.4 (Condition de Lipschitz sur G) : I existe r € [0,1] et L >0 tels que :
ARGl < L+ ), Vue B,

1(G(u1) = G(u2)llzz < Lllur = uall,  Vur,ug € H.
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Hypotheése 1.5.5 (Condition de Lipschitz sur f) : II existe L >0 tel que :
1(f(ur) = f(u2))|l < Llluy —wal|,  Vuy,up € H.

Lemme 1.5.6 : Supposons que f vérifie Uhypothése[1.5.5 Alors il existe L >0 tel que :
(0) |If ()l < L(L +ful]), VueH.

(i) [1f ()ll-14r < L1+ [[ul]),  Vue H.

Lemme 1.5.7 : Supposons que G vérifie hypothése[1.5.4]. Alors il existe L >0 tel que :
(1) [|G(w)llzz < LA +[lul]), VueH.

(ii) [|ABG(w)ll s < L+ lull,), Vue HT.
Définition 1.5.8 (Nemytskii f) : Soit F: R — R une fonction lipschitzienne. La fonction
de Nemytskii f : H = L*(D) — L*(D) est définie par :
f(u)(x) = F(u(z)), VYuelL*(D),zeD.
Définition 1.5.9 (Nemytskii G) : Soit g: R — R une fonction lipschitzienne. La fonction
de Nemytskii G : H = L*(D) — L3 est définie par :

(G(u)x)(x) = g(u(x))x(x), Yu,xeH zxeD.

Lemme 1.5.10 : Si les fonctions f et G sont des fonctions de Nemytskii telles que définies plus
haut, alors elles vérifient les hypothéses et et par suite les lemmes et [1:5777

Les lemmes suivants nous aiderons dans la preuve des résultats d’existence et d’unicité.
Lemme 1.5.11 : Siue L?(Q, H), alors
E@)ullr20,m) < I1EOlccmllullzo,my < lullp2o,m)- (1.10)
Et si Be L*(Q,L3) et Le L(H),on a :
LB 720,12y < L2 BLIBIIZ: - (1.11)

Preuve : La premiére inégalité ([1.10) découle de la continuité du semi-groupe FE(t) de H dans
H, et la seconde du fait que [|[E(t)||z(m) <1 car E(t) est un semi-groupe de contraction.

Soit B e L?(Q,L%) et Le L(H). On a :

ILBII7 ILBQ"2x;I”

IN

||L||%(H) ||BQl/2Xj||2

= Ll 2 1BQY 1P
j=1

= ||L||%(H)||B||ig
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Ainsi,
ILBIEgssy = ENILBIZ:]

LIy BB 2]

IN

Lemme 1.5.12 (Inégalité de Gronwall) : Supposons que z(t) satisfasse :

OSz(t)§a+/:b(s)z(s)ds, t>0,

pour a >0 et une fonction intégrable positive b(s). Alors :

2(t) <ae®®, ou B(t):= /O-tb(s).

Théoréme 1.5.13 (Théoréme général) : Supposons que ug € L?(Q, Fo, H). Supposons aussi
que A satisfasse lhypothése [ UhypothésdI.5.5 et G Uhypothése[1.5.4. Alors il existe une
unique solution intégrale u(t) sur [0,T] a l'équation (1.8)-(L.9). De plus, il existe une constante
K >0 telle que :

sup |[u(t)lr2o,my < KL+ |luollL2(o,m))- (1.12)
te[0,T]

Preuve : Soit Hy 1 I'espace de Banach des processus prévisibles {u(t) : ¢t € [0,7']} de norme

(6] = supren a0,y Pour u € Har, posons :
(Tu)(t) = E(t)u0+/:E(t—s)f(u(s))ds+fOtE(t—s)G(u(s))dW(s).

Un point fixe de J est solution intégrale de I’équation . Pour montrer I’existence et I'unicité
du point fixe, nous allons montrer que J est une application contractante de Ho 7 dans Ho 1 et
appliquer le théoréme du point fixe.

e Premiérement, nous montrons que J est a valeurs dans Ha 7. Ju(t) est un processus
prévisible car ug est Fg-mesurable et l'intégrale stochastique est un processus prévisible d’aprées
le théoreme A présent, montrons que |Tu(t)lagy < 00
D’apres le I'inégalité , ona :

IE@)uollz2(a,my < lluollr2(o,m0)-
De plus, d’apres (1.10) et le lemme ona:

| me-orsanas < [T1B G- 5 @)z mds

L2(Q,H)
t
< [O 1 (u() |2 onry) ds

t
< [ L () 0,m)ds.
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D’apres l'isométrie d’Ito, I'inégalité avec L = E(t - s) et le lemmdl.5.7/on a :

2

[ BB - )G () 5 )ds
IR ONA

< TL(1+ sup [[u(s)lL2(,m))’
0<s<t

Hfo CB(t - $)G(u(s))dW (5)

L2(Q,H)

IA

A

Done, pour u € Har, (Ju) est uniformément borné pour ¢ € [0,7] dans L*(Q, H) et
1Tl 1 < 0.
D’ou J est a valeurs dans Ho 7.

e A présent, montrons que J est contractante.

-En utilisant les propriétés de Lipschitz de f et G, on a :

2
T ur (t) - ju?(t)H%?(Q,H) < 2 H/:E(t =5)(f(u1(s) = f(u2(s))))ds Lo
. 2
. 2” [ B =)(Glui()) - Glus(s))dW (5) oo

IN

t
2t /0 L||uy(s) - UQ(S)H%Q((LH)dS + 2T L?||uy - UQH'?{Q’T.

Donc :

1T ur(t) = Tua(t)|ly, < ATL?|lur ~ w2l .-

On choisit T pour que T < 1/4L?, et par suite on a J contractante sur [0,77].
En répétant la preuve sur [0,7],[7T,2T],[27,3T],... on obtient une unique solution douce pour
tout ¢ > 0.

e Il nous reste donc a prouver (1.12)). Pour cela, nous utiliserons le lemme de Gronwall. On a :
t t
u(t) = E(t)ug + f E(t - 5) f(u(s))ds + f E(t - 8)G(u(s))dW (s).
0 0
D’apres le lemme [1.5.11] on a :

||E(t)u0||%2(Q,H) < HuOH%?(Q,H)'

D’apres le lemme [I.5. 1Tkt le lemmdI.5.6] on a :

t 2 t
Hfo Bt - ) f(u(s))ds < [ IB(= ) F ()20 ds
L2(Q,H) 0
t
< [T myds
t 9 9
< [T LA )z ds
t
< LT+ [ LPu(s)]Fago.unds
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De plus d’aprés le Pisométrie d'Tto, Iinégalité (T.11) avec L = A"2 E(t—s), le iv) du lemmg1.1.8
et Phypotheése [[.5.4pn a :

2

| [ B-s)6ts)as) [ElEG-9G0E)IE;
0 S U\ s S 0 S U\ S L% S

L2(Q,H)

[ ENATE BG - 9 ATG ), s

t r T
< fo||A_5E(t—s)H%(H)E[”AQG(Uh(s))uig]ds
t r
< A7 [ ENIARG(u(s)IE1ds
t
gwﬁEmmeWWS
—r 2 t -rr2 2
< LT+ |2 L () o,y ds:

Ainsi, on a :

2

IA

||U(t)||%2(Q,H)

t
ANE(#)ug|[2 +2HfEt— ds
B 2] ) B e,

2

. 2H]OtE(t—s)G(u(s))dW(s)

L2(Q,H)

t
Ci(L+ |1 Prollzzo,m)? + [ Collun()l 20, myds:

IA

ot O1 =2+ 2L2T(1+2)\]") et Oy = 2L*(1 +2)\7").

Donc en appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = ||u(t)||%2(QvH) et a=C1(1+|luollz2(q,m))?,
on a bien :

lu@lz2c0,m) < KA +|luollz2,my),  te[0,17,
avec K =+/Cye®T. n

Les théoremes suivants présentent les résultats de régularité spatiale et temporelle de notre
solution intégrale. Ces théorémes jouent un role tres important dans ’analyse de la convergence

de notre schéma numérique.

Théoréme 1.5.14 (Régularité en temps) : [2] Considérons les hypothéses du théoréme|1.5.15
vérifiées et considérons ug € L*(Q, Fo, H?). Pour T >0 , €€ (0,1+7) et 0y := mm{% —€, %}, 1l

existe Kpp >0 tel que :
[t (s) = ua(s)|lp2(o.my € Krr(ta—t1)™, 0<ty <ty <T.

Théoréme 1.5.15 (Régularité en espace) : [2] Considérons les hypothéses du théoréme|1.5.15
vérifiées pour r € [0,1] et soit u(t) la solution intégrale de . Si ug € L*(Q, Fo, H?), alors
u(t) € L>(Q, HY") pour t € [0,T].
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*x x Chapitre Deux x %

SCHEMA D’EULER-MARUYAMA
ET METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Dans ce chapitre, nous faisons une discrétisation en espace par la méthode des éléments
finis de Galerkin et étudions 'existence d’une solution de notre probléme semi-discret, puis
nous faisons une discrétisation en temps par la méthode d’Euler-Maruyama de notre probleme
semi-discret, et enfin nous étudions la stabilité et la convergence forte du schéma numérique
obtenu.

Nous rappelons d’abord le probleme :
du =[-Au+ f(u)]dt + G(u)dW (t) dans [0,T]x H x Q, (2.1)
u(0) =up dans H xQ, (2.2)
ott H = L?(D) avec D un domaine & bord régulier de R", ~A: D(A) c H — H est le générateur
infinitésimal d’'un semi-groupe de contraction F(t) = ™4 {W(t),t € [0,T]} est un Q-processus

de Wiener a valeurs dans H sur un espace probabilisé filtré (2, F, (F;), P), avec @ un opérateur

de trace finie sur Het f: H— H, G: H— L3.

2.1 Discrétisation du systeme

Nous adoptons une triangulation réguliere 7;, de D d’éléments K en suivant la théorie classique
de la méthode des éléments finis donnée dans ([9],[10]). Soit h = max7, hi la taille du maillage,
ol hx = diam(K) et V}, 'espace de dimension finie de H! qui se compose des polynémes continus

par morceaux de degré r > 1 sur 7. Considérons la forme bilinéaire associée & A donnée par :

a(u,v) = (Au,v) = (A%u,A%v), Vu,ve H. (2.3)
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2.1.1 Discrétisation en espace

D’apres la définition de a(.,.), la solution faible de notre probléme est donnée par :

(u(1),6) = (0,0) - [ alu(s), 6)s+ [ (Fu(s)),0)ds+ [ (Glu(s)), )W ()
Vo e H YVt e[0,T].

Ainsi, notre probléeme de discrétisation spatiale est donc de trouver uy(t) = up(.,t) tel que :

(an(0),00) = (o, 00) = [ aun(s) s+ [ (Fun(s)) s+ [ (Glun(s)), )i (s),
Yoy, € Vh, Vte [O,T].

D’apres la définition de Ay et Py, notre schéma de discrétisation spatiale peut donc s’écrire :

dup(t) = [=Apun(t) + Pof (un(t))]dt + Py G (up(t))dW ()  Vte[0,T], (2.4)

uh(O) = Phu().

2.2 Existence et unicité de la solution du probleme semi-discret

Théoreme 2.2.1 : Supposons les hypothéses du théoréme vérifies. Alors il existe une
unique solution intégrale up(t) sur [0,T] au probléme (2.4). De plus, il existe une constante
K >0 telle que :

S[UI;] llun(Ollz20,v,) < K(1+[[Pruollz2o,v))- (2.5)
tel0,

Preuve : Pour cette preuve, nous procéderons de maniere analogue a la preuve du théoreme
L5T3
Vj, est un espace de Hilbert pour la norme induite par H' car il est de dimension finie.

Soit H'y 7 I'espace de Banach des processus prévisibles {up(¢) : t € [0,T]} de norme
llun (Ol = supiefo,rllun (D)l L2(q,v;,)- D’apres le lemme — A}, est générateur infinitésimal d'un
Ap

semi-groupe de contraction sur Vj,, noté Ej(t) ="

Pour uy, € H'y 1, posons :

(Jup)(t) = Eh(t)PhUO"‘/OtEh(t_S)th(uh(s))d3+/OtEh(t_S)PhG(Uh(S))dW(S)

Pour montrer 'existence et 'unicité du point fixe, nous allons montrer que J est une application
contractante de H'y p dans H'o 1 et appliquer le théoréeme du point fixe.
e Premi¢rement, nous montrons que J est a valeurs dans H' 2.1 Jup(t) est un processus

prévisible car Pnug est Fp-mesurable et I'intégrale stochastique est un processus prévisible d’apres
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le théoreme [1.3.16, A présent, montrons que T un ()31, 4 < o0.
D’apres le I'inégalité (1.10)), on a :

1ER () Pruollzz(o,v,) < [1Prvollz2(o,v;)-

De plus, d’apres le lemme et le lemme iv)

t t
| [ Eatt = 9)Pafun(s))as < [IBNE - ) Paf (an() 2oy
0 L2(Q7Vh) 0
t
< fo||th(uh(5))||L2(Q,Vh))d3
t
< [ L0+ lun()lzo,))ds
<

TL(1+ sup |fun(s)lz2i))-
0<s<T

D’apres I'isométrie d’Itd, I'inégalité avec L = Ep(t - s) et le lemm¢l.5.7 on a :

t 2 t
| [ B apcmeaw)| |, e [TEIEG-)PGEmE)IEs
< [ BIRG DI ds
< TL(1+ swp un(s)llez(on)™

0<s<T
Done, pour uy, € H'a 7, (Jup) est uniformément borné pour t € [0,7'] dans L?(Q2,V},) et
1T unllr, 7 < oo
D’ou J est a valeurs dans Ho 7.
o A présent, montrons que J est contractante.

-En utilisant les propriétés de Lipschitz de f et G et le lemme M(iv), on a pour u,ll, u,2Z eHor:

t 2
I8~ TR Oy < 2| [ Bt 9P - faims]
t 72
v 2| [T Bt - ) PG ul() - G ()W ()
0 LQ(vih)
t
< 2th Llluh () ~ w3 (3) 2 sy ds + 2TLuah — f s,

Donc :
1T un () = Tuiy (O, 5o < AT LA ||uy, = ujl By, -
On choisit T pour que T < 1/4L?, et par suite on a J contractante sur [0,T].
En répétant la preuve sur [0,7T],[T,2T],[27,3T],... on obtient une unique solution douce pour
tout ¢ > 0.

e 11 nous reste donc a prouver (|1.12)). Pour cela, nous utiliserons le lemme de Gronwall. On a :

un(t) = Bu(t)Prao + [ Bt =) Puf(u(s))ds + [ Ent = $)PLGul(s))amv (s).
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D’apres le lemme [1.5.11] on a :
”Eh(t)PhuOH%Z(Q,Vh) < HPhuO“%Q(Q,Vh)‘
D’apres le lemme [1.5.11ft le lemmd]1.5.6] on a :
t 2
| [ Bt = )Pt (un())ds

IA

fot | B (t - S)th(uh(s))ni?(Q,Vh)ds

LQ(szh)

IN

t
fo Hth(uh(S))H%%Q,vh)ds
t 9 2
[0 L1+ |lun ()2 (0,v)) " ds
t
< L2T+fO L2||Uh(5)||%2(Q,Vh)d5‘

De plus d’aprés le isométrie d'Tto, inégalité (T.11) avec L = A72 Ej,(t - s), le lemmel.1.8] iv)
et hypotheése [[.5.4pn a :

IA

A\

2

| B0t - )i (s (5 [ BB - PG ()R s

L2 (Q7Vh)

[ EA S B 5) A5 PG ()R 1ds

[ 1A B - 9l BUIAE PG () s
3 [ RIS PG ()] Jis

AT BRI ()P ds

t
2\ L2T + fo 20" L2 (5) 172 0,11y -

IN

IA

IN

IN

Ainsi, on a :

2

t
2||Eh(t)Phu0||%2(Q7Vh) +2 Hfo En(t-3s)Pnf(up(s))ds

up ()2
lun(OIz20,v;) L2(Q,V3)

; 2H/OtEh(t—s)PhG(uh(s))dW(s) i

L2(QV3)
< Pl + [ Collun() s, ds.
ott Cp =2+ 2L%T(1+2A\]") et Cy = 2L%(1 +2A7").
Donc en appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = ||uh(t)||%2(9,vh) eta= Cl(].+||Phu0||L2(Q’Vh))2,

on a bien :
llun(Ollzzo,v,) < K(1+[[Pruollzzav,y),  te[0,T],

avec K =+/C1e2T. [

2.2.1 Introduction de la méthode Euler-Maruyama

Dans le calcul d’It6, la méthode Euler-Maruyama est une méthode de solution numérique

approchée d’une équation différentielle stochastique (EDS). Il s’agit d’une extension de la méthode
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2.2. Existence et unicité de la solution du probléme semi-discret

d’Euler pour les équations différentielles ordinaires aux équations différentielles stochastiques.
Elle prote le nom de Leonhard Euler et de Gisiro Maruyama.

Considérons I'équation différentielle stochastique
dXt = a(Xt,t)dt + b(Xt,t)th, te [O,T],

avec la condition initiale Xy = xg, ou {W;,t € [0,T]} représente un processus de Wiener.

Soit {tn}nN:O une subdivision uniforme de I'intervalle [0,77] de pas At = £

1. ’approximation d’Euler-Maruyama explicite de la vraie solution X est le processus

Y donné par :
L4 Yb:xﬂv
e pour 0<n<N -1,

Y1 = Yo +a(Yo, tn) Ay + (Y, tn) AW,

ou AWn = thﬂ - Wt

2. L’approximation d’Euler-Maruyama implicite de la vraie solution X est le processus

Y donné par :
* Yo = o,

e pour 0<n<N -1,
Yos1=Yn + a(Yn+l’tn+1)At + b(Yn+la tn+1)AWn7

ou AW, =W, . — W;

n+1 n*

Remarque 2.2.2 : Etant donné que I'équation différenticlle stochastique que nous étudions
dans le cadre de notre est semi-linéaire et que nous voulons un bon ordre de convergence, dans
le but de linéariser notre schéma numérique, nous allons utiliser 'approximation d’Euler-
Maruyama semi-implicite qui consiste a appliquer 'approximation implicite aux termes

linéaires de I’équation et I’approximation explicite aux termes non linéaires.

2.2.2 Discrétisation en temps

Soit {tn}nN:O une subdivision uniforme de Iintervalle [0,7] de pas At = L. Alors, pour tout
nef{0,...,N}, t, = nAt.
D’apres (22.4]), on a pour tout vy, € V}, :

(ulter)svn) = (ulhy), o) ftt a(u(s), vi)ds+ | " uls)), op)ds+ ft:"”(a(u(s)),vh)dW(s).

tn
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2.3. Etude de la stabilité

On note par u} € Vj, approximation de u(t,) au temps t,. En appliquant la méthode

Euler-Maruyama semi-implicite, on obtient pour n=0,1,...,N -1 :
(uf™ op) = (U, vp) = Ata(ui™ o) + At(F (W), vp) + (v, G(uP)) AWy, (2.6)

Of] AWTL+1 = W(tn+1) - W(tn)
D’apres les définitions de Ay, et P, le schéma numérique pour la résolution de notre probléme
est donc donné par :

ultt = (I +AtAy) N (up + Pof (ul) At + PG(uf ) AW,i1) pour n=0,...,N-1, @7

’LL?L = Phuo.

2.3 Etude de la stabilité

Dans cette section, nous étudions la stabilité du schéma numérique obtenu apres les discréti-

sations spatiales et temporelles de notre probleme.

Théoréme 2.3.1 : Supposons toutes les hypothéses du théoréme alors la solution {uf }N_,
du probléme semi-discret[2.7 vérifie l'inégalité :

sup Ef[lup]*] < K (1 +E[|lup*])
0<n<N

Les lemmes suivants nous seront utiles pour la preuve de la stabilité de notre schéma

numérique.

Lemme 2.3.2 (Inégalité de Young) : Pour tous réels a et b positifs, et pour tout € >0, on

a

a®>  eb?
ab< — + —.
2¢ 2

Lemme 2.3.3 (Lemme de Gronwall discret) : Soient p > 0 et deux suites (an )ns0 €t (bn)ns0

positives telles que :
n—1

an<p et ap<p+ Zajbj, Vn>1,
§=0

alors :

n-1
an <pexp( ). b;j), Vn>1.
j=0

Preuve : Soit k€ {0,...,N —1}. D’apres (2.6), pour tout v, € V}, :

(uf ™ o) = (uff, o) = Aga(ub™ o) + Au(F(uf),on) + (G(uf) AWpi1, vp).
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2.3. Etude de la stabilité

Pour vy, = le Vy, on a:
(up ™ ™) = Cupy up ™) = Agalup ™ u ™) + A (up), ™) + (G uf) AWy, ufi ™).
Par suite :

(uf™ =g, uf ™) + Aga(uf ™ uft) = A(F (), up ™) + (G(uf) AWy, uf™

Or
Gl ™) = LRI IR + I~ o),
et d’apres le lemme [1.4.4] (ii),
a(uk+1 iﬂ) _ ||A%U§+1||2~
Ainsi, on a :
%(\‘u§+1||2 HuhH2+”uk+1 umlz)JrAt”A%uﬁﬂHz _ At(f(uz) +1)+(G(uh)AWk+17 k+1 u’fL)

+ (GUN) AWy, ul).
De plus, on a :

(GUR) AWy, uf ™ = uf)

IA

1G Cufy ) AW |y ™ = |

A

< §||G(uﬁ)AWk+1||2 + §||u£+1 —uf|>  (dapres le lemme [2.3.2).

On en déduit :
(|| LR~ bl + Al AZaf P < A(f(uf), uf ™) + (Guf) AWt uf) + |G (uf) AW |2
De méme, on a :

(G(uf) AWy, uf)

IA

G () AW | |

IA

1
G (uf) AW, 1 |? + Z||u’g||2 (d’apres le lemme [2.3.2).

De plus, d’apres le lemme et le lemme [1.5.6/0n a :

CFCaf)oup™) < 1P i)l
< 20| f(up)I? + A||uh”||2
< ATL2(1 + |[uf]?) + ——||uf1?
(1 +[Juzll®) 4A 127 [
Donc :
1 1
ZL(||U;€1+1”2_||UZ||2)+At||A2uh+1H2 < §(||UZ||2+4L2(1+||U§||2)+3L2(1+||u2||2)||AWk+1||2
3
< BLA(L+|uf|) + ZIIG(UQ)AWmIIQ-
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2.4. Etude de la convergence

En faisant passer ’espérance, on a :

1 1 3
Z(E[HUQHHQ] ~E[flupl*]) + AE[|AZu ] < STLA(1+E[[Jug]*]) + ZE[IIG(Uﬁ)AWmIIQ]-
]

+1 _r ,r k 2
E[[|A72 Az G (up)|[2ds

Or d’apres isométrie d’Ito, on a :

[ cabawes

tr+1

E[||G(up) AWy |P] =

I
=

—

" BLIGIE s
123

=

7781 T r .
< [T IATE I BIAZ G(uf) 3y )ds - (dapres [LTT)
k
ths .
- f ' 1)\{TIE[||A5G(u’fL)||%g]ds (daprés le lemmdL.1.8) (iv)
173
278
= f o A TLA(1+E[|Juf]*])ds  (dapres le lemmdT.5.7)
tr
= AL (1 +EfluilP])
< ATLPT(1+E[lug]P]).
Ainsi :
1 1 —r
L Efllu; P] - Bl lPD] + AE[[AZup ] < 5TLA(1+ A7) (1 +E[[[ug]]).
—_———
M
En sommant cette inégalité pour k€ {0,...,n-1}, avec n€{0,...,N} on a:
1 |2 1 RI2T L Lo k12
1UHEIFD) < A+ E(lglPD + 20 AR A2u™ ]
k=0
1 n-1
< 4@ + E[[|up|*]) + M kz;)(l + E[[|uz]])-

En appliquant le lemme de Gronwall discret, on obtient donc :

E[]|up]*]

IA

(1+Efl[up]*])

KA +E[Wd|P]), VYne{l,...,N}.

IN

D’ou le résultat. u

2.4 Etude de la convergence

Dans cette section, nous étudions la convergence du schéma numérique obtenu précédem-

ment. Considérons I’hypothese suivante :

Hypothése 2.4.1 : La valeur initiale ug : Q@ - H™™' est une variable aléatoire Fy-mesurable

avec E[[Jug|[?] < oo
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2.4. Etude de la convergence

Théoréme 2.4.2 : Sous les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité et Uhypothése[2.4.1)

avec r € [0,1[, il existe C' > 0 indépendant de A; et h tel que :
1
lup = u(tn)llL2(0,m) < C(W*'+A?), n=1,...N
ot u représente la solution intégrale de (1.8)-(1.9) et uy est donnée par .

Preuve : Pour ce faire, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 2.4.3 : [11, Lemme 7.1] Soit C1,C3 >0 et 50it (¢n)n=1,.. N une suite de termes positifs.
Si B€]0,1] on a :

n—1
Gn <C1+Col St 00 n=1,...,N,
i=1
alors il existe une constante C = C(Cy, T, B) telle que
o <CCy n=1,...,N

Lemme 2.4.4 : [5, Théoréme 7.8] Supposons que
1. (Ap)7Y est auto-adjoint, défini positif sur Vi, et que son prolongement est semi-défini positif
sur H.
2. il existe r > 1 tel que ||(A;1 = AN f]| < Ch¥||flls—ay 2<s<1+7, fehs?

3. ug € gmar(1+129)[2 oy [Juo — u2|| < ChM"Jug||14r
alors, on a :

lupy = u(tn)ll < CCh"luollir + Aflluollzg), > 0.

La solution u du schéma discret (2.7) exprimée en fonction de la fonction rationnelle R(A;Ap)
introduite dans les préliminaires est donnée par :
n-1 ) ) n-1 ) )
uy = R(AAR)" Pyug + Ay Y, R(AAR)" " P f(up,) + Y R(ALAR)" " PyG(up ) AW (i +1)
1=0 =0

On obtient donc pour l'erreur :

llup, — w2,y < [[R(ALAR)" Pruo = E(tn)uoll 20, m)

1

18 S RO R ) [ Bt - 5) f(u(s))ds
i=0 L2(Q,H)
II
+ rg R(AA)" " P,G(ul ) AW (i + 1) - /tn E(t, - s)G(u(s))ds
i<0 0 L2(,H)

117
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2.4. Etude de la convergence

Le terme I est 'erreur du schéma de discrétisation de 1’équation homogene du(t) = Au(t),
avec u(0) = ug étant une variable aléatoire. D’aprés 'hypothése ([2.4.1)), on a ug(w) € HY" pour

P-presque tout w € . Ainsi, en appliquant le lemme avec ¢ =(1+7r)/2, on a:
<O + A )|AS Pyl peom. (2.8)
Pour minorer les 2 autres sommes, introduisons les processus suivants :
ugn(t) =ul™t,  si teltnoi,tn], n=1,...,N,
upn(0) = Pruo.

et
Erp(t) = R(AAR)" si te[tp-1,tn], mn=1,...,N.

On a donc :

n—1 ) )
Ap ) R(AAR)" " Prf (uy,)
=0

ol i
Z(:) L Ekh(tn—S)th(ukh(S))ds

/Otn En(tn — 8) P f (urn(s))ds.
et de maniére analogue, on a :

nz: R(AGAR)" " PpG(u}) = fo i Ein(tn — 8)PaG(upn(s))ds.
On a donc d’apres :

II = fotn (Exn(tn = 8) Puf (ukn(s))) = E(tn = s) f(u(s))ds

L2(Q,H)

IA

/[;t” Ekh(tn - S)Ph(f(ukh(s)) _ f(U(S)))dS

L2(Q,H)

L Bt - )P~ B - ) () - Futtn)))ds

L2(Q,H)

o L Bt )P - Bt - ) fCutta))as
Jl + J2 + J3

L2(Q,H)

e
e Pour le terme Ji, d’apres le lemme [1.4.5) on a ||Ey,(t)Ppx|| < t, ? ||z||-14» pour tout

x € H*". En utilisant le lemme m(ii), ona:

tn
Hos [ 1Bt )P () = Tz o) 45
nzl ety _1or i
< CZ_/t toi llup —u(s)llL2(o mds
i=0 Jti
n—1 _1-r .
< CAp Yt 2 Hug, = u(ti)ll L2 o,m
=0
n=l rtig _1or
e O [0 ) - u(s)laomyds
i=0 Jti
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2.4. Etude de la convergence

D’apres le théoremdl.5.14] de régularité en temps de u, on a :

n-l tiy1 _1-r n-1 tiv1 _1l=r 1
Cy [T ) - uemds < ¢y [ (s-t)bds
i=0 Y% i=0 Jti
1 3nzl 1
= gCAf t, 2
i=0
1 §’I’L—1 1-r
= -CA} Y T2
3 1=0
1
< CAZ.

Ainsi, la majoration de Ji est donnée par :

n-1 1-r

1 _1-r .
J1 SCAtQ +0At Etn—f’ ||uz—u(ti)||L2(Q7H).
=0

e Pour la majoration de J, on remarque premiérement que Fip(t) = Egn(t) Py, — E(t). On

peut donc appliquer le lemme |1.4.6{(iii) avec p = 1 —r et le théoreme |1.5.14] avec € = 0.

= || Bt - ) (s)) - FCatt))ds

L2(Q,H)

L Wt = ) l5)) = F Dz,
OO 48 ) [t =) 17 u5)) = F (i) 10ryd

tn
C(h1+r+At )[g (tn—S)_lnu(s)_u(t”)|lL2(Q’H)dS

1+r iQT tn o1+
Ch™+A,%) ; (tn —s)” "2ds

IA

IA

IN

IA

1+r
C(h™" +A7).

IA

e D’apres le lemme [1.4.6] (iii) avec p=1-r et le lemme [1.5.6]i), on a :

tn
J3 = Hf Fin(tn = 8) f(u(ty))ds
0 L2(Q,H)
147
< O+ AZ)If (ultn))l 2 m-10m
147
< O+ A2 )1+ sup lu(s)lL2(,m))
s€[0,T7]
14r
< C(RM+ A7),
Donc
1 147 n-1 _1-r .
IT<C(W™T + A2 + A7) 3t 2 (g, — w(to)l 2 a.m)- (2.9)
i=0

Il ne nous reste plus qu’a majorer 111, qui contient les intégrales stochastiques. D’apres 'isométrie
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2.4. Etude de la convergence

d’It, on a :

2 3
117 = )
L2(Q,H)

1

[0 (Exn(tn — 8)PaGugn(s)) = Bty — )G (u(s)))ds

- (fot”E |Ekh(tn_s)PhG(ukh(s))—E(tn—s)G(u(s))llig]ds)2
< (/OtnEIIEkh(t — 5) P(G(urn(s)) = G(u(s)I7 2]d )
(L7 Bl - $)(CCut)) - G s )

([ Bl - )G )ds)

J4+.]5+J6

e Pour le terme Jy, on utilise le fait que ||Exp,(t) Pyz|| < C||z|| pour tout x € H et

||LM||L3 < ||L||£(H)||M||Lg pour tout opérateur linéaire borné £: H — H et M € L. On a donc

d’apres 2.4.1] :

=

Ju

IN

(" BBkt = ) Puloan (G () - G o)) 1)

Elluin(5)a ()| )ds)

tn

IA

0

N

e (5)a (0,10, )

O

IA

Al
c(f” 7
:

c ZHUh u(t; )||L2(QH)) -

+

1
n-l tis1 2
C(ZO [ ) —u(s)nizm)ds)
D’apres le théoréme ,ona:
n—1 ti+1 9 n—1 ti+1
;) ft lu(ti) = u(s)llL2q,myds < C zg [t (s —ti)ds < CA;.

On a donc :
n-1

Jy < CA2 +C(Ay Z |, u(tl)HLQ(Q H))2

e En appliquant le lemme m (i) avec p=1+7r et v =0 qui donne
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2.4. Etude de la convergence

it 14
| Fn (8] < C(RY*7 + A2 )t 2" ||z|| pour tout z € H, on a :

J5

(" ElFm 0 - ) (G () - Glatta))IBlds)

N

< o+ A ([T (0= sy UIEIIG(()) - Glutn)IE)ds)
< 0 AT ([ Ctum sy Ol - e )

< CTEA) (f (tn—5)" Tds)

< C(RYT + A 9.

e Pour le terme Jg, nous allons utiliser la définition de la norme de L(2). Soit donc (Xm )ms1
une base orthonormale de l'espace de Hilbert H. En utilisant (1.2)), le lemme [1.4.7] (ii) avec p =r
et I’hypothese on obtient :

=

Js

(fotnE[éllleh(tn—s)G(u(tn))Q%XmH?]dS)

E[ i::l ftn [ Fien (tn — S)G(u(tn))Q%XmHst])i

1

C(h™ + A7 znma(u(tn))cgzxmn ]2

IA

IA

cut +AIT)E[||A§G(“(’5”))”L%]%

IN

OO+ 8,7 )1+ sup [[A5u(s)p20m)

s€[0,T

1+r
C(hM™" +A7).

IA

En somme, on a donc :
n—1 )
[IT < C(h"" + A% + A7)+ O(Ay Y [y — u(t:)Bagpm) - (2.10)
i=0

D’apres (2.8)),(2.9)et (2.10), on a montré que :

1+

I - uCtn) oy € O™+ A7 8,7 )
n-1 1, .
+ CAy Yt 2 g, — ults)l2o,m)
i=0
n—1 . 9
+ CA Y |luy, = u(ti)lz2(0.m)-
i=0
De plus, on a :
n-1 n=l 1 -

Ay Z ||U;L _u(ti)”%?(Q,H) = A Z L) A ||“h u(t; )||L2(Q H)
i=0

IN

T 3 At Z t ||uh U(tz)HLQ(Q H):
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2.4. Etude de la convergence

1 _1-r B 1
et d’apres I'inégalité de Holder discréte avec a = AZt, 1 et b= Af e ||uh u(ti)||L2(0,my, on a :

n-1 1., 1 - ) 1
A zt F -t 2oy < (B0 t,2 )P (A zt Ml - () gy )
=0
9 1 1- i
(r+1 ) (At Ztn 5 ", u(t e H)) - =
Donc en prenant ¢, = |[u} - u(tn)||%2(Q ) ona
n—1 1—7r

b <C(RMT + A2+ A'T) + CA, Ztn 2 .
En appliquant le lemme [2:4.3] on a donc :

1
On = lup — u(tn)llL2(0.m) < K(h'" + A2).
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*x x Chapitre Trois *x %

SIMULATIONS NUMERIQUES

Dans cette partie, nous donnons une solution numérique de 1’équation de réaction-diffusion

stochastique suivante :

dW (t
%—5Au+au = ou V[;t( ) dans (0,1) x D xQ (3.1)
u(0,2) = sin(wzy)sin(rzy) dans D x (3.2)
u = 0 sur (0,1)x0D xQ (3.3)

avec D =]0,1[x]0,1[ et {W(¢t),t € [0,T]} un processus de Wiener standard & valeurs dans
H = L*(D) défini sur un espace probabilisé (2, F, (F);, P).
Pour cette simulation, nous partirons de la discrétisation spatio-temporelle précédemment

établie et nous utiliserons la méthode des éléments finis du type P; en dimension deux.

3.1 Existence et unicité

Considérons les fonctions lipschitziennes f1 : R - R et g1 : R - R définies par fi(x) = ax et
g1(x) =ox.

On a H = L?(D). En prenant —A := €A, on a D(A) = H*(D) n H}(D) := H? et en posant
f:H — HetG:H — L% les fonctions de Nemytskii associées aux fonctions f; et g1

respectivement, notre probleme (3.1)-(3.2)-(3.3]) peut s’écrire sous la forme :

du=[-Au+ f(u)]dt + G(u)dW (t) dans [0,1]x H xQ (3.4)
u(0) =up dans H x$ (3.5)
ou ug(x) = sin(wxy)sin(rxs).
Ona:

® Up € D(A)
e L'opérateur —A := €A vérifie I’hypothese
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3.2. Discrétisation

e f vérifie I’hypothese comme fonction de Nemytskii associée a fi

e (G vérifie 'hypothese [[.5.4] pour 7 = 0 comme fonction de Nemytskii associée a g;.

Donc d’apres le théoreme notre probleme — admet une unique solution intégrale
u(t) € L?(Q, H') pour tout ¢ € [0,1].

3.2 Discrétisation

3.2.1 Maillage du domaine

Soit Tj, une triangulation (au sens de Ciarlet) du domaine D, vérifiant les conditions de
compatibilités suivantes :

E: UT6'771 (E),

A tout élément E de Tj, est d’intérieur non vide;
A EnEy=0, VE|, EyeTy, B #Ey;
A toute face d’un élément de Tj, est :

e soit une face d’un autre élément,

e soit une partie de la frontiere de D.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

FIGURE 3.1 — Maillage du domaine D pour h=0,1.

3.2.2 Probléme discret

Nous définissons I’espace :
Vh = {Uh € CO(D) : ,Uh‘E € Pl, VE € E’Uh‘BD = O}

Désignons par (V; ].\:[h, I’ensemble des nceuds du maillage de 7;, n’appartenant pas a dD.
=1
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3.2. Discrétisation

V}, est un espace vectoriel de dimension Nj, dont une base est donnée par les fonctions (gbl)f\zf}i
vérifiant :

1 sii= N
®i(Nj) = 0i5 = pour 4,5 =1,---, Np.
0 sinon.

Apres discrétisation en espace et en temps de notre probléme, on obtient :

Trouver{u }, c V}, telle que :
(up* on) = (up,vn) = Aa(up ™ o) + Ae(f(uf),on) + (vn, G(uf ) AWnar),
Pour tout wvpeVy, n=1,...,N-1.
Comme uj, € V},, alors il existe {u] _hl c R tel que up = Y% u”gbl
En remplagant uj par sa valeur et en prenant vy, = ¢;, j=1,..., Nj notre probleme devient
donc : Pour tout n=0,..., N,

Trouver U™ =[uf,... ,u’]"(,h]t e My, x1(R) tel que

(M + A R)U™ = MU™ + A F™ + G AW,

ou R = (Rij)i<ijeng,, M= (Mij)icijn,, F"=(F")<i<n,, G"=(G])i<icn, et

avec

Ry = / .- Vo, d, Mi-:/i-d, F-”:f ™ dr, et G”:/G ™) by di.
j =€ DV¢ v¢j xz j D¢¢] €z i Df(uh)(b z, € i D (uh)¢ €z

Remarque 3.2.1 : Pour le calcul des intégrales qui suivent, nous utiliserons la quadrature

suivante, ou F est un triangle dont les milieux des cotés sont N4, N5 et Ng.

[opam =B v« p(8s) + ()],

avec |E| est l'aire de E. Elle est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a deux.

e Calcul de la matrice de rigidité R

On a:
R;; = 8/ ViV, dx
- f Vi Ve, dx
E€Ty,
E
E€Ty,
Donc

R= 3 R” ot R”=(R[))icijen avec Rf}zé/;;v@-v@éjd:c i,j=1,-, Np.
E€T;,
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3.2. Discrétisation

On remarque Rg est nulle lorsque supp ¢; N E = @ ou lorsque supp ¢; N E' = @. Ainsi par définition
de ¢;, la matrice R a au plus 9 coefficients non nuls et peut s’identifier & une matrice de taille

3 x 3 qu’on notera toujours R”, qui se définit par :
E E E .
RE=e [ VoF-VoFdE, ij=1,-3,

ol (qﬁlE )?:1 sont les fonctions de la base de globales définies par gﬁf (N jE ) = 0ij, pour 4,5 =1,---,3,
avec NP = (24, 28), i=1,2,3 les noeuds sur 1’élément F.

On a ¢;(x) = a; + bjx1 + c;xo avec

a:jlx’; —ahak ), — ak ah —
o2l T 2Bl T 21
Le gradient de ¢; est donc une fonction constante Vd)ZE = , 1=1,2,3.
¢

On a donc :

RiEj = E/EV@'Vqﬁjdx

e(bibj + cic) /;; dx
E(bibj + CZ'Cj)|E|.

Nous utiliserons par la suite un algorithme pour remplir la matrice de rigidité globale M par les
matrices locales RY.

e Calcul de la matrice de masse M
En raisonnant de maniére analogue, on a M = ¥ g, M B

ott M¥ peut étre vue comme une matrice 3 x 3 donnée par :
1 .
ME = [ ¢FoFdr- 1+ 8Bl =123,

ot (¢F)3., sont les fonctions de la base de globales définies par ¢¥ (N jE ) = d;j, pour 4,5 =1,--,3,

avec NZE =, 1=1,2,3 les noeuds sur I'élément E.
on a donc :
2 1 1
1
MP=— E
sl 21 |E|
11 2

Nous remplirons la matrice de masse globale M par les entrées des matrices locales M¥.
e Calcul des matrices du second membre F™ et G"

On a:

P = S FE o Ff’E:_/Ef(uZ)gbid:c =1, N,
E€T;,
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3.2. Discrétisation

F™F ge réduit & un vecteur de taille 3 x 1 que 1’on notera toujours Fi"’E donnée par
o E
= [ f@R)oida = Y FR(N))(N]) =123
Jj=4

ot (¢F)3., sont les fonctions de la base de globales définies par ¢¥ (N jE ) = dij, pour 4,5 =1,---,3,
avec NZE =, 1=1,2,3 les noeuds sur I'élément E.
On a ainsi
Sul +ug) + f (uf +ug)
P8 = 2| g ) + £ + ) | 1B
fQug +ul) + f(ug +uy)
Pour obtenir le vecteur de second membre F™ on la remplit avec les entrées des vecteurs locaux

Fn,E
Remarque 3.2.2 : La matrice G" se remplit de la méme maniére que la matrice £

e Calcul de l'incrément stochastique

Considérons la base de L*( D) formée des fonctions {x;x } jken avec x; k() = 2sin(mjz1) sin(mkxs).
Notre opérateur @ est Popérateur linéaire sur L?(D) de fonctions propres {x; s }jxen et de valeurs
propres associées {q;x};ren données par g;, = (j2 + k2)~(2r+1+e),
En utilisant une troncature de I’expansion de Karhunen-Loéve, nous approximons notre incrément
stochastique comme suit :
- Pour n € {0,..., N}, et x = (x1,22) un point de D, 'incrément stochastique AW,, est approximé

par :

J
AW/ (2) =2/ A 3 isin(njon) sin(rka) €.

J.k=1

ot €7, ~ N'(0,1).

=
FIGURE 3.2 — Approximation du bruit en FIGURE 3.3 — Approximation du bruit en
dimension 1 dimension 2
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3.2. Discrétisation

Pour résoudre notre probleme, nous calculerons ces matrices et résoudrons le systéme a

chaque fois pour obtenir le vecteur U™, n=0,..., N comme I'indique le code & ’annexe.

3.2.3 Représentation de la solution et étude du degré de convergence

Pour représenter notre probleme (3.1))-(3.2))-(3.3)), nous le considérons avec € = #7 a=0.5et

o=1.

u
0 t=0.25

FIGURE 3.4 — La solution uj a certains temps.
Sa solution exacte est donnée par u(t,z1,z2) = exp(W(t) —t) sin(7xy) sin(7xs).

Les tableaux ci-dessous représentent les résultats numériques au temps 7' = 1 pour le premier

tableau et pour h = 1/20 pour le second tabeau.

h 1/5 1/10 1/15 1/20 1/25
Elllu-uf|]2 | 2.29¢-2 | 5.64e-3 | 2.564e-3 | 1.445¢-3 | 9.431e-4
A 1/200 1/400 1/5000 | 1/7000 | 1/10000
E[||u - ul||]? 0.065 0.0271 | 0.0155 | 0.0097 | 0.0078
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3.2. Discrétisation

Convergence avec h

log(Elllu-u, [711/2))

—#—enr
— — slope 2

10?

Convergence avec A‘

107
1074

103 102
log(A,)

FIGURE 3.5 — Degré de convergence pour h et A; respectivement.

D’aprés FIG. 3.5, on remarque que I’estimation de I'erreur pour la norme de L?(§, L%(D))

est O(h™! + A2) avec 7 = 1, ce qui cadre bien avec notre analyse théorique.
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+» Conclusion .

Notre travail dans ce mémoire était de décrire et étudier ’approximation numérique au sens
faible d'une équation aux dérivées partielles (EDP) stochastique évolutive avec bruit multiplicatif,
une fois mise sous la forme -. Dans la premiere partie, nous avons posé les bases
théoriques indispensables & notre travail puis abordé ’existence et 'unicité de notre probleme
ainsi que les conditions sous lesquelles elle est effective. Dans la seconde partie, nous avons
procédé a la discrétisation spatiale de notre probléeme en utilisant la méthode des éléments finis de
Galerkin et a sa discrétisation temporelle par la méthode semi-implicite d’Euleur-Maruyama, puis
nous avons étudié la stabilité et la convergence du schéma numérique obtenu. Enfin, nous avons
illustré nos résultats enn résolvant numériquement 1’équation de réaction diffusion stochastique.

En somme, ce mémoire a contribué a approfondir notre compréhension de I'approximation
numérique des EDP stochastiques avec bruit multiplicatif. Cependant, les principales hypotheses
d’existence et d’unicité d’une solution intégrale de notre probleme, qui sont le fait que les fonctions
f et G soient globalement lipschitziennes ne sont pas vérifiées par plusieurs équations importantes
telles que les équations d’Allen-Cahn et Cahn-Hilliard stochastiques. Ainsi, il serait adéquat pour
la suite de nos travaux d’étudier les EDP stochastiques dans lesquelles les fonctions f et G ne

sont pas globalement lipschitziennes.
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+ Annexe .

3.3 code pour approximer le bruit en dimension 1

1 function dW=bruit_dim_1 ()

2 J=128;

3 r=1;

4 dt=0.01;

5 kappa=100;

6 3i=(1:0-1);

7 myeps=0.001;

8 root_gj=7Jj." ((2+xr+l+myeps)/2);
9 bij=root_gjxsqgrt (2«dt);

10 1f (kappa==1)

11 n=randn (length (bj), 1);

12 else

13 n=squeeze (sum(randn (length (bj), 1, kappa), 3));
14 end

15 X=bsxfun (@times,b]j,n);
16 dW=dstl (X);

17 end

18 function dw=dstl (x)

19 N=length (x);

20 X=zeros (N);

21 for j=1:N

22 for k=1:N

23 X(J,k)=x(J)*sin(pi*xJj*xk/ (N+1));
24 end

25 end

26 dw=sum (X) ';

27 end
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3.4. Code principal

3.4 Code principal

1 D= Rectg(0,0,1,1);
2 h=1/10;
3 [p,e,t]=initmesh (D, "hmax',h);

4 pdemesh(p,e,t);

5 Dirichlet=unique([e(l,:),e(2,:)]1);
6 M=100;
7 dt=1/M;

8 Np=length(p(1l,:));
9 nt=length(t(l,:));
10 Masse=zeros (Np, Np) ;
11 Rigid=zeros (Np,Np) ;
12 epsilon=0.1;

13 for 1l=1l:nt

14 somt=t (1:3,1);

15 loc2glb=t (1:3,1);

16 x=p (1, somt) ;

17 y=p (2, somt) ;

18 Ml=Masse_loc(x,V);

19 R1=Rigid_loc(x,y,epsilon);

20 Rigid(loc2glb, loc2glb)=Rigid(loc2glb, loc2glb) +R1l;
21 Masse (loc2glb, loc2glb)=Masse (loc2glb, loc2glb) +M1;
22 end

23 A=Masse+dt+Rigid;
24 U=zeros (Np,M+1);
25 x=p(l,:);

26 y=p(2,:);

27 alpha=0.5;

28 sigma=1;

29 ul0=u_0(x,Vy);

30 U(:,1)=u0;

31 u_n=ul;

32 for k=1:V,

33 fu=f (u_n,alpha);
34 gu=G (u_n, sigma) ;
35 F=second_membre (p, t, fu);
36 Gu=second_membre (p, t, gu) ;
37 dWn=bruit_dim_2 (Np+1,dt);
38 u_new=A\ (Massexu_n+dt«F) ;
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3.5. Code pour calculer les matrices locales

39 u_new (Dirichlet)=0;
40 U(:,k+1)=u_new;

41 Uu_n=u_new;

42 end

43 end

3.5 Code pour calculer les matrices locales

1 function R=Rigid_loc (x,y,epsilon)

2 area=polyarea (x,V);

3 b=ly(2)-y(3); v(3)-y(1);y(l)-y(2)]1/2/area;
4 c=[x(3)-x(2); x(1)-x(3);x(2)-x(1)]1/2/area;
5 R=(b*xb'+cxc')+epsilon*area;

6 end

7 function M=Masse_loc(x,V)

8 area=polyarea (x,V);

9 M=1/12%[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2]+*area;

10 end

3.6 Code pour calculer les matrices du second membre

1 function b=second_membre (p,t,Vv)
2 np=size(p,2);

3 nt=size(t,2);

4 b=zeros(np,1l);

5 for k=l:nt

6 loc2glb=t (1:3,k);

7 x=p (1, loc2glb);

8 y=p (1, loc2glb);

9 area=polyarea(x,Vy);

10 bk=v (loc2glb) /3xarea;

11 b(loc2glb)=b(loc2glb) tbk;
12 end

13 end
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