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%  Résumé x

Le but de la théorie de I’homogénéisation est d’obtenir les propriétés macroscopiques des
milieux hétérogeénes en prenant en compte leurs caractéristiques microscopiques. Dans le pré-
sent travail, nous étudions I’homogénéisation périodique d’une équation aux dérivées partielles
non-linéaire et non-monotone. En utilisant la méthode de la convergence a deux échelles, nous
obtenons, apres passage a la limite dans la formulation variationnelle équivalente, le probleme
macroscopique (probleme homogénéisé) similaire au probleme initial : une équation aux dérivées

partielles non-linéaire et non-monotone.

Termes clés : Homogénéisation, homogénéisation périodique, formulation variationnelle,
convergence a deux-échelles, opérateur non-linéaire, opérateur non-monotone, probleme homo-

généisé, probleme microscopique, probleme macroscopique.
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'« Abstract

The aim of homogenization theory is to describe the macroscopics properties of heteroge-
neous media by means of their microscopics characteristics. Here, we study in a periodic setting,
the homogenization of a partial differential equation with non-linear and non-monotone operator.
Using the Two-scale covergence method, we obtain after passing to the limit in the equivalent
variationnal equation, the macroscopic (homogenized) problem which is similar to the initial

problem : a partial differential equation with non-linear and non-monotone operator.

Keys words : Homogenization, periodic homogenization, variationnal equation, Two-scale
convergence, non linear non monotone operator, homogenized problem, microscopic problem,

macroscopic problem.
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% Introduction générale.
|

Le présent travail porte sur I’homogénéisation périodique d’un probleme non linéaire et non
monotone. ’homogénéisation est un domaine de recherche en analyse qui étudie les propriétés
macroscopiques d’un matériau ou d’un systeme, en prenant en compte les caractéristiques micro-
scopiques de ses constituants. En ce sens, ’homogénéisation périodique suppose tout simplement
que le matériau en question a des propriétés de périodicité. En d’autres termes, I’homogénéisa-
tion étudie le comportement asymptotique des EDP (Equations aux Dérivées Partielles) dont
les coeflicients varient en fonction d’un parametre € (représentant la taille des hétérogénéités )
lorsque ce dernier tend vers O.

Les EDP non linéaires et non-monotones modélisent de nombreux phénomenes liés a la
mécanique des milieux continus, la physique des matériaux, la mécanique des fluides et bien
d’autres encore. En raison des fortes oscillations des coefficients, dues a I’hétérogénéité du mi-
lieu, leur résolution numérique (par différences finies ou par éléments finis par exemple) est
souvent tres couteuse voir impossible ; non pas en raison des algorithmes peu élaborés, mais en
raison par exemple d’un trop grand besoin de puissance de calcul. Ainsi, la théorie de ’homogé-
néisation offre une approche pertinente pour étudier ces systemes complexes en simplifiant leur
analyse grace a une représentation macroscopique. Une introduction plus détaillée a ’homogé-
néisation mathématique des équations aux dérivées partielles se trouve par exemple dans [8, [10].
Il existe cependant plusieurs méthodes d’homogénéisation des équations aux dérivées partielles
parmi lesquelles, la méthode du développement asymptotique couplée avec les fonctions test os-
cillantes de Tartar, la méthode de la I'-convergence, la méthode de la G-convergence (ou de la
H-convergence), et la méthode de la convergence a deux-échelles (ou de la Z-convergence). Dans
ce travail nous utiliserons la méthode de la convergence a deux échelles introduite en 1989 par
Gabriel Nguetseng [16] et développée plus tard par Grégoire Allaire [3]].

L’ objectif principal de ce travail est d’étudier I’homogénéisation de 1’équation aux dérivées

partielles suivante qui modélise un phénomene de convection-diffusion ou simplement de diffu-

; Tagnt Jorpan, UY-I
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sion de la chaleur lorsque a est nul.

ay (’é, us(x), Dug(x)) —diva (’é, ug(x), Dug(x)) = f(x) p.p x dans Q;

1 (D
u, € Wy"(Q).

oll Q un ouvert borné de RY, (N > 1), f in élément de W="4(Q), & un réel strictement positif,
ap et a des fonctions de RY x R x RV a valeurs dans R et RY respectivement, et vérifiant des
hypotheses que nous préciserons dans la suite.

La suite de ce document est structurée en trois chapitres suivie d’une conclusion générale.
Dans le premier chapitre, apres présentation de quelques rappels et résultats d’analyse fonction-
nelle, nous prouvons ’existence (pour chaque & > 0) d’une solution faible du probleme (1).
Dans le chapitre deux, nous présentons la notion de fonctions périodiques et la méthode de la
convergence a deux échelles. Nous terminons par le troisieme chapitre o nous étudions 1’homo-
généisation proprement dite du probleme (1) en utilisant la méthode de la convergence a deux
échelles ; de fagon précise, nous montrons que la suite (u,),-o (Ol u, est solution du e—probleme
(1)), possede une sous-suite qui converge quand € tend vers 0 vers une solution du probleme qui

sera dit homogénéisé et du méme type que le e—probleme initial.

; Tagnt Jorpan, UY-I
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EXISTENCE D’UNE SOLUTION

FAIBLE DU PROBLEME
e

Dans ce chapitre, aprés quelques rappels d’analyse fonctionnelle ([S) 16, 9, [13) [14]), néces-
saires dans la suite, nous posons notre e—probleme et prouvons qu’il admet (au-moins une) so-

lution.

1.1 Rappels généraux d’analyse fonctionnelle

Soient N > 1 un entier, p et g deux réels, 1 < p, g < +oo et Q un ouvert de R". Nous allons

définir les espaces WP(Q) et W~19(Q) et rappeler quelques résultats sur ces espaces.

Définition 1. On appelle W'P(Q) I’espace des (classes de) fonctions mesurables sur Q avaleurs
dans R, de puissance p-eme intégrable et dont toutes les dérivées partielles faibles sont des

(classes de) fonctions mesurables de puissance p-eme intégrable.

L application || - Iy définie de W'?(Q) dans R par :

”u”Wl’P(Q) =

1
2 ||D“u||§p(m] . (wewr(@), (1.1)

lal<1

est une norme sur W'7(Q) et définit la topologie naturelle de W'*(Q).
VTN 1. L'espace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo il est réflexif pour

1 < p < oo et séparable pour 1 < p < co.

Définition 2. Soient 1 < p,q < +oo tels que é + 1 = 1. On désigne par W='4(Q) le dual

1
q
topologique de Wé’p Q).

1. Puisque D(Q) — Wé’p (Q) a image dense, nous avons W=14(Q) — 2(Q).

Définition 3. On dit que Q est un ouvert de classe C' si pour tout x € 9Q, il existe un voisinage

ouwvert U de x dans RY et un C'—difféomorphisme G = (G',...,G") de Q sur U tels que

. TacnNI JorpAN, UY-I
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1.1. Rappels généraux d’analyse fonctionnelle

G(Q,) =QNU, G(Qy) =QNU avec G/ € D'(Q) et (G/) ' e DY(U), j=1,...,N; o,

RY = {y=(/,ym €RY,yy > 0};
Q={y=0"ymeRV,yl<le —1<yy<l};
et
Q+ = Q m RI_}\.]’
Qo =1{y=0"yn) €RY. Y| < Letyy =0}.
2 (Rellich-Kondrachov). Soient Q un ouvert borné et p un réel, 1 < p < +oco.
L’injection Wé’p (Q) — LP(Q) est compacte; on note souvent Wé’p (Q) —>— LP(Q). Si Q est en

plus de classe C', on a aussi W'"P(Q) < LP(Q).

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement des fonctions de W'*(Q) sur le
bord de Q. Pour résoudre le probleme des valeurs prises par ces fonctions au bord de €2, nous

disposons du théoreme de trace suivant.

3. Soient Q un ouvert borné de classe C' et 1 < p < +oo. Il existe une unique
application linéaire continue v, : W'P(Q) — LP(6Q) qui prolonge I’application de restriction

U uq définie sur le sous espace dense C'(Q).

RGO 2. [application (appelée application trace) définie au théoreme précédent n’est
o . . _1 NSr . .
pas surjective. Son image est notée W' 7 *(AQ). On a la formule d’intégration par parties sui-

vante :

0 0
Yu,v € WH(Q) f—uvdx = - f u—vdx +f yo(u)yoWnido, i =1,...,N
o Ox; o Ox; 80

ou n; estla i-eme composante du vecteur normal unitaire externe a Q et do- la mesure surfacique

sur 0€). Cette formule est aussi appelée formule de Green.

V0N 4 (Inégalités de Poincaré). Soient Q un ouvert borné dans au moins une direction

et peR, 1< p<+oo. Il existe une constante C = C(Q) > 0 telle que :
lulliriey < CliDullqy,  Yu € Wy"(Q).

Proposition 1. Soient Q un ouvert borné dans au moins une direction et p l’application de
Wé’p (Q) dans R* définie par :

p() = IDullray, 1€ Wy (Q).

. n TacnNI JorpAN, UY-I
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1.1. Rappels généraux d’analyse fonctionnelle

Alors p est une norme sur Wé P(Q) équivalente a la norme de W'P(Q).
Nous rappelons a présent quelques résultats importants sur la notion de convergence faible

dans un espace de Banach. Soit £ un espace de Banach réel et E” son dual topologique.

Définition 4. Une suite (x,),o dans E converge faiblement vers x dans E si et seulement si pour
tout x' € E' on a (x', x,) — (X', x) lorsque n — +oco. Cette convergence est notée par x, — x

dans E—faible.

Définition 5. Une suite (x},), ., dans E" converge faiblement vers x' dans E’ si et seulement si

pour tout x € E on a (x,,x) — (x',x) lorsque n — +oo. Cette convergence est notée par

x,, — x" dans E’— faible *.

S (Banach-Aloaglu). Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de

E’ est compacte pour la topologie duale faible (toplogie E’'—faible ).

Preuve. Voir [5 page 42]. &
Soit J I’application de E dans E” qui a x associe J(x),avec J(x) tel que pour tout f € E’,
J(x), Yerp = (f,x)p . L application J est injective et est appelée injection canonique de £

dans E”.

Définition 6. L’espace de Banach E est dit réflexif si l'injection canonique J de E dans E" est

surjective.

N0 6 (Banach-Kakutani). Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seule-

ment si la boule unité fermée de E est compacte pour la topologie faible.
Preuve. Voir [5, page 44]. &

Proposition 2. Soit E un espace de Banach réflexif. Alors toute suite bornée de E admet une

sous-suite qui converge faiblement dans E.

Soient E un espace de Banach réel réflexif, A un opérateur défini de £ dans E’. Nous avons

les définitions suivantes :

Définition 7.

a) L’opérateur A est dit monotone si

(Au—Av,u—v)>0 VYu,veE,

b) L’opérateur A est dit strictement monotone si

(Au—Av,u—v)>0 VYu,ve E,u#v.

. TacnNI JorpAN, UY-I
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1.2. Rappels de quelques résultats importants sur les opérateurs pseudo monotones

Définition 8. L’opérateur A est dit hémicontinu si pour tout u,v € E, A(u + tv) converge

vers Au dans E’ pour la topologie duale faible lorsque t tend vers 0.

Définition 9. L’opérateur A est dit coercif si
(Au,uy

lull—+co,ucE  ||u|

Le théoréme que nous allons énoncer ci-dessous se trouve dans [5, page 88].

7 (Browder, Minty (1963)). Soient E un espace de Banach réel réflexif et A :
E — E’ un opérateur strictement monotone, hémicontinu et coercif. Pour toute forme linéaire b

continue sur E, [’équation Au = b admet une unique solution.

Lemme 1 (Inégalité de Holder inverse, voir [13| page 191]). Soit (E, X, i) un espace mesuré
tel que u(E) > 0. Soit p,ge R, 0<p<1 et 1_17+$ =1.8i f et g (gx) #0 pourpresque

tout x € E) sont deux fonctions mesurables sur E, alors :

Jraan=( [ Ifl”du); ([ 1aan)

Définition 10. Soient U,V et W des ouverts et ou produits d’ouverts de R". Soit f une fonction

de U XV dans W qui a (x,y) associe f(x,y). La fonction f est dite de Caratheodory si :
i) pourtouty €V, la fonction qui a x associe f(x,y) est mesurable de U dans W ;

ii) pour tout x € U, la fonction qui a y associe f(x,y) est continue de V dans W.

1.2 Rappels de quelques résultats importants sur les opéra-

teurs pseudo monotones

Soient E un espace de Banach réel réflexif et A un opérateur défini de E dans E’. Les résultats

suivants se trouvent dans [6) [14]].

Définition 11 (Opérateur de type (M)). On dit que A est de type (M) ou a la Propriété (M) si,
pour toute suite (U,),eny C E qui converge faiblement vers u, on a (A(u,)).en converge vers x

dans E'—faible x et limsup (A(u,), u,) < (x,u) implique y = A(u).

Nous présentons maintenant un résultat du type Browder-Minty :

. E TacnNI JorpAN, UY-I
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1.2. Rappels de quelques résultats importants sur les opérateurs pseudo monotones

Proposition 3 (Voir [14, page 171]). Soient E un espace de Banach réel réflexifet A : E — E’
un opérateur borné, de type (M), hémicontinu et coercif. Alors pour tout b € E’ il existe u € E

tel que I’équation Au = b admet au-moins une solution.
Définition 12 (Opérateur Pseudo monotone). On dit que A est pseudo-monotone si :

a) A est borné;

b) Pour (u,),en C E une suite qui converge faiblement vers u, si limsup (A(u,), u, —u) <0

alors,

liminf (A(u,), u, —v) > (A(u),u —v) VveeE. (1.2)

Proposition 4. On a les implications suivantes :

« A borné, hémicontinue, monotone » = « A pseudo-monotone » = « A est du type (M) ».

Preuve. On suppose A borné, hémicontinue, monotone.
Premiere implication : Soient (u,),«v et u comme dans les hypothése de b) de la Définition 12.

Comme A est monotone, on a :
(A(up), uy — uy > (A(u), u, —uy — 0;
n—+oo
donc

(A(un), up —uy — 0. (1.3)

—+00
Soit maintenant v € E. Posons w =u +6(v —u), 8 € 10,1[;ona:

(A(up) = AW),uy —w) 20,

c’est-a-dire
0(A(uy), uy — v) 20— 1) (A(uy), uy — uy + (Aw), u,, — u)

= 0{AW), v —u)
et avec (1.3) on aboutit a :
fliminf (A(u,), u, —v) > —0<A(W),v —u);

d’ol, multipliant par é, on obtient :
liminf (A(u,), u, —v) > (A(w), u —v),

(1.4)
w=(1-0u+6v,¥6e]0,1] .

Faisant & — 0 dans (1.4)) et utilisant I’hémicontinuité de A on obtient bien ((1.2)).

. TacnNI JorpAN, UY-I
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1.2. Rappels de quelques résultats importants sur les opérateurs pseudo monotones

Deuxieme implication : Soient (u,),cn et u dans E tels que : (u,)en converge vers u dans

E—faible, (A(u,)).en converge vers y dans E’—faiblex et

lim sup (A(u,), u,) < (x,u).

Alors : lim sup (A (i), u, — u) < 0;

mais de (I.2)), pourv e E,ona:
(A(u),u — vy < liminf (A(u,), u, — v)
< lim sup (A(u,), u, — v)
< lim sup (A(u,), u, — uy + {x,u —v);

d’ou (AW, u—v) < {y,u—vy YveeE.

Pour w € E fixé, prenant v = u = w dans la derniere inégalité on a bien y = A(u). B

8. Soit A de E dans E’ un opérateur pseudo-monotone et coercif . Alors pour tout b

dans E' I’équation Au = b admet au-moins une solution.
Preuve. Elle découle des Proposition3|et[d] ®

Définition 13 (Opérateur de type Calcul des variations). On dit que A est du type « Calcul des

Variations » s’il est borné et si [’on peut le représenter par :

A(v) = B(v,v)

Ou (u,v) — B(u,v) est un opérateur de E X E dans E' vérifiant les propriétés suivantes :

i) Pour tout u dans E, I’application v — B(u,v) ( notée B(u, ) ) est monotone, hémicontinue

et bornée de E dans E’.

ii) Pour tout v dans E, I’application u — B(u,v) (notée B(-,Vv)) est hémicontinue et bornée de

E dans E’.

iit) Pour toute suite (u,) e de E qui converge faiblement vers u, on a ( < B(u,, u,) — B(u,, u) , u, —u > ),en
tend vers 0 (quand n tend vers +o0) entraine que pour tout v dans E, (B(u,, V)),en converge

vers B(u,v) dans E'—faible.

iv) Pour toute suite (u,),en qui converge vers u dans E—faible, si pour v € E, (B(U,,V))nen

converge vers x dans E’—faible alors (< B(u,, v), u, >),a converge vers < x,u >.

. E TacnNI JorpAN, UY-I
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1.2. Rappels de quelques résultats importants sur les opérateurs pseudo monotones

Proposition 5. Tout opérateur A du type Calcul des Variations est pseudo-monotone.

Preuve. Soit A un opérateur du type Calcul des Variations ( A vérifie les hypotheses i) — iv) de la

Définition[I3]). Soit (u,), une suite qui converge vers u dans E—faible et telle que :

a)

b)

lim sup (Auy), u, — uy < 0. (1.5)
On va d’abord montrer qu’il existe une sous-suite (i), de (u,), telle que :
Xi = (A, wi) — Aug, u), . — u) P 0 (1.6)
—+00

En effet, d’apres i), (A(u,, u)), est bornée dans E’; donc il existe (uy); sous-suite de (u,), et
x € E’ tels que : (A(ug, u)), converge vers y dans E’—faiblex. Ainsi, de iv), on a, lorsque
k — +o0,

<A(uka I/t), uk> E— <X9 l/l> 5
donc, pour k — +o00,

(A(ug, u), u —uy — 0;

et avec (1.5), il vient que lim sup X; < 0. Mais, pour tout k € N, A(u, -) est monotone (d’apres
i)); donc X, > 0 pour tout , et par suite on a (I.6).
La limite en (I.6) est indépendante de la sous-suite (i), ; donc (I.6) reste vraie pour la suite

(u,), entiere. On vient donc de montrer que (u,,), et u vérifient les hypotheses de iii).

On utilise alors iii) et on écrit :

A(u,,v) — A(u,v) dans E’ —faiblex, VYveE (1.7)
n—+0co
et avec iv), on obtient :
(A(u,,v),u, —uy — 0, VYveE; (1.8)
n—+co

et comme X, > 0, on a (se souvenir que pour w € E, A(w,w) = A(w)) :

(Aup), up — uy 2 (A, u), uy — 1),

ce qui d’apres (I.8)) entraine :

lim (A(u,),u, —u) = 0;
n—+oo

et qui, avec (I.5)), conduit a :

lim (A(u,),u, —uy =0. (1.9)

n—+oo

Posons : w = (1 — O)u + Ov, 6 dans |0, 1[, et v € E. Puisque A(u,, -) est monotone pour tout
neN,ona:

(A(uy) — A(up, w), u, —w) 2 0;
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1.3. Position et résolution du probleme

c’est-a-dire :
OCAu,), u —v) =2 —(A(uy), u, — u) + (A, w), tty — uy + 0 (AU, W), u — vy ;

et en utilisant (1.9)),(I.8) et (I.7), on en déduit
@liminf (A(u,),u —v) > 0{A(u,w),u — v)y.

En multipliant cette derniere inégalité par , puis faisant  — 0, on obtient (T.2) par hémiconti-

nuité de A(u, -). ®

1. Soit A de E dans E’ un opérateur coercif du type Calcul des Variations. Alors A

est surjectif; c’est-a-dire pour tout b dans E’' il existe u € E tel que Au=> .

Preuve. Découle immédiatement de la Proposition E] et du Théoreme @ [ |

1.3 Position et résolution du probleme

Soit 1 < p < +o0. Soient les fonctions @ de RY x R x RN dans R qui a (y, 4, &) associe
a(y, A,&) et ap de RNV x R x RN dans R qui a (y, 4, &) associe ay(y, 4, &) qui satisfont les conditions
suivantes :

(p1) Pour tout (1, &) € R x RY, les fonctions a(-, 4, &) de RY dans RN qui 2 y associe a(y, 4, €) et
ao(-, 4, &) de RY dans R qui a y associe ag(y, 4, €) sont mesurables,
(p2) a(y,4,0) = 0 pour presque tout y € R" et pour tout A € R.

Il existe quatre constantes cy, ¢, ¢», ¢3 telles que pour presque tout y € RY

(P3) (a(y, 1,6) = a(y, ,€)) - (€ = &) = co (1 + 1Al + & + €D |€ = £,
(P4) aO(y’ /1’ é:)/l = O,
(P5) la(y, L&) + lao(y, 4, &) < 1 (1 + AP~ + 7)),

(p6) la(y, A,€) — a(y, 4, &) + lao(y, 1, &) — ap(y, L, &), < ¢ (1 + A + |&] + &) 7 |€ — &
(r7) la(y, 4, &) — a(y, X', )| + lag(y, A, €) — ap(y, X, E; < 3 (1 + [A] + ] + [€DP 7| = |
pour tout A, I’ € Rettouté, & € RV, ou 0 < a < min(l, p — 1) et § > max(2, p).

GBI 3. Par les propriétés (p6) et (p7) ci-dessus, on montre que si la suite ((4,,&,)),
converge vers (4, €) dans R X RY alors pour tout y € R", les suites (ag(y, A4, &), €t (a(y, A,, &),
convergent respectivement dans R et RY vers ay(y, 4, £) et a(y, 4, £). Ce qui signifie que pour tout
y € RY, les applications (4, &) — ag(y, 4, &) et (4, &) — a(y, A, &) sont continues de R x RN dans

R et R" respectivement.

. 10 TacnNI JorpAN, UY-I
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1.3. Position et résolution du probleme

4. La Remarque [3|et la propriété a (p1) montre alors que les fonctions a et a, sont

de carathéodory sur leurs domaines respectifs.

Pour (u,v) € LP(Q) x LP(Q)", (1 < p < +00) et pour & > 0, nous désignerons par a® (-, u, v)
(respectivement ag, (-, u, v) ), la fonction x = a (i, u(x), v(x)) (respectivement X a (f, u(x), v(x)) )
de Q dans R" (respectivement Q dans R). On a les deux résultats suivants qui se trouvent dans

[21, page 1611].

Lemme 2. Pour (u,v) € LP(Q) X LPF(Q)N, 1 < p < +co et pour & > 0, a® (-, u,v) (respectivement

ag (-, u,v) ) est un élément de LI(Q)N (respectivement LY(Q) ); % L -1,

SH

2. Pouru, ve W(Q), ona:

la® (- 4, Dl + || s D) < €5 (1 + Nl + DI, ) (1.10)
lla -, u, Du) = a° G sty DV pacye + || s Du) = a§ G0, DV)|| 0 G

< 20 |1+ lul + 1Dul + 1DV, o 1Du = D17,
la® (-, u, Du) = a® (-, v, D)oy + [|a§ ¢ 4, Du) = a§ ¢, v, D), 1)

< 2¢3 |1+ Jul + V] + IDullly i e = VI v -

Soient Q un ouvert borné de RY, f € W™14(Q) et & > 0. On considere le probléme suivant :

ag (-, ug, Dug) — diva® (-, ug, Du,) = f dans €

(1.13)
u. € W,"(Q).

La Remarque [ et le Corollaire 2l montrent alors que le membre de gauche de (I.13)) est bien
défini pour u, W P(Q).

Nous donnons a présent la formulation faible du probleme (I.13)) que nous résolvons grace

au Corollaire(1l

Proposition 6. Pour € > 0, la formulation faible du probleme (1.13)) est :
trouver u, € W(;’p(Q) ;
(Agtz,v) = (b,v); (1.14)

pour tout v € WHP(Q).

Ou, pour tout w,v € Wé’p(Q)

(AW, V) = fag(-, w,Dw)vdx + fa8(~, w,Dw) - Dvdx;
Q Q

et (b,v)szvdx.
Q

. ‘ 11 ‘ TacnNI JorpAN, UY-I
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1.3. Position et résolution du probleme

Preuve. Soit u, solution de (I.13)); on a:
aq (-, U, Dug) (x) — diva® (-, ug, Dug) (x) = f(x) p.px €Q.
En multipliant cette égalité par ¢ € D(2) et en intégrant sur €2, on obtient :
faS(-, Ug, Dug) g dx — f div [a°(-, uz, Duy)] @ dx = ffso dx;
Q Q Q
c’est-a-dire :
f ag(-, ug, Dug) pdx — f div[a®(-, us, Dug)e) dx + f a®(-,ug, Du,) - Dpdx = f fedx.
Q Q Q Q
Mais d’apres la formule de Stokes on a :
S
— f div [a®(-, u., Du,) @] dx = Z f — [a®(-, ug, Du,) @] dx
Q : o 0x;

1

M-

1l
—_

f GS(_’ Ug, Dus) pn; do
0Q

1

0 (car ¢ € D(Q)).

Ainsi

fag(-, ug, Duy) o dx + fag(‘, ug, Du,) - Do dx = ffgo dx.
Q Q Q
Et il suit que

(Agug, ) = (b, ), VYo e D).

De plus, par le Corollaire 2| on montre aisément que les applications définies de Wol’p (Q) dans R
par ¢ —> fQ ag(-,ug, Duy) pdx, ¢ fg a®(-,ug, Dug)-Dodx et ¢ — fgfgo dx sont continues
sur D(Q) pour la norme de W'*(Q). On déduit par densité de D(Q) dans WS”’ (Q) que:

(Agute, vy = (b,vy, Vv e W,"(Q).

Réciproquement, on suppose (A.u.,v) = (b, v), pour tout v dans Wé’p (Q). Alors cette égalité est

vraie pour tout ¢ € 9D(€2). En remontant les égalités précédentes, on est conduit a :

fag(-,ug,Dug)(pdx—fdiv[a€(~,u€,Du8)]~Dgodx:fftpdx Yo € D(Q).
Q Q Q

D’ou on a ag (-, ug, Du,) (x) — div (a® (-, u,, Du,)) (x) = f(x) pour presque tout x € Q. Ainsiily a
équivalence entre (I.13) et (I.14). m

Proposition 7. Soit € > 0. L’opérateur A, envoie Wé’p (Q) dans W=4(Q).

. ‘ 12 ‘ TacnNI JorpAN, UY-I
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1.3. Position et résolution du probleme

Preuve. Soient £ > Oetw € Wé’p (Q). 11 est évident que A,w est une forme linéaire sur Wé’p (Q).

C e 1
Pour la continuité, soit v € Wo’p (€2). Nous avons :

[(Agw, V)| =

f ag(-,w,Dw) vdx + f a’(-,w,Dw) - Dvdx
Q

Q
< f lag(-, w, Dw) v| dx + f |a®(-,w, Dw) - Dv|dx
Q Q
< f lag(-, w, Dw)| [v| dx + f la®(-, w, Dw)||Dv| dx
Q Q
< ||618(', w, DW)”U(Q) ”V”LP(Q) +la®C-,w, DW)”M(Q) ||DV||LP(Q)N

< Wlhyio (165G, w, D)l + lla® Gy w, Dl ) -

Mais,
llag(., w, DW)llfy ) < €1 f (1 + WP+ |DwPP~ Y dx  d’apres (p5)
< 3¢, (|Q|+ f w|P dx + f |Dw|”dx)
q p
< 3%, (100 + it )
donc

1/q
A . Dl < cf (20+ Il
De méme on a

1/q
. la®C w, DWllscay < ¢} (|Q|+||w||p1,,g) . (1.15)
Ainsi, “

1/q
(4w, )| < elllyng, (ouc = 201 (194 + Il ) ); (1.16)
d’ou A,w e W Q). B

5. Notons que (I.16)) montre aussi que A, est borné de Wé’p (Q) dans W~H(Q).
Proposition 8. Soit € > 0. L’opérateur A, est coercif.
Preuve. Soient & > 0 et w € W,”(Q)\ {0}. On a :
(Agw,w) = Laé(-, w,Dw) wdx + fg;a‘g(-, w, Dw) - Dwdx
> fgae(-,w, Dw) - Dwdx d’apres (p4)
> ¢y L (1 + |w| + |DW))"™° |Dw|® dx d’apres (p3)

> col[1+ Wl + 1Dw 170, IDWII, -
ol la derniére minoration est due a I’inégalité de Holder inverse (Lemme [I)) avec pour exposants

L ot 2 Ainsi
-5 et 5. Ainsi,

. 13 TacnNI JorpAN, UY-I
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1.3. Position et résolution du probleme

\%

p—o6 P
(Aew. w) 2 co (IMllr@ + Wllzrey + IDWlL@y ) IDWI,

p—o
5
co (Il + Il ) 11,1,
0

o
”W”Wévl’(g) )

Wzrc@) + Ml

@

P
co (Il + Ilhyso (|

_{Asw,w)

On a alors
il
0

— +oo lorsque [[wl|,, —> 400, et donc A, est coercif. W
0

P Q
) )

Dans la suite nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 3. Soient u € LP(Q) et (u,)nen une suite qui converge vers u dans LP(); alors :

as(-,u,, Dv) — as(-, u, Dv uand n — +oo, dans L1(Q);
wewn@ | ) — asCou,Dv) g @

a®(-, u,, Dv) — a®(-,u, Dv) quand n — +oo, dansLi(Q)" .

Preuve. Soient u et (u,,),eny comme dans le Lemme ; alors (u,,),en est bornée dans LP(Q). Prenons
K > 0Otel que ||un”U(Q) <K.

Pourv € W'?(Q)ona:
”ag(', Uy, DV) - ag(" u, Dv)”Zq(Q)

< ¢ f (1 + ()] + (O] + 1DVEONP "M, (x) — u(x)|" dx  (p7)
Q

(p—1-a)g qo
< csll1 + funl + lul + 1DVI o) it = ull )
(p—-1-a)g
< ¢3 (Il + ltallir@ + ltllogy + 1DV ) et = ullfs g,
(p—-1-a)q
< 3 (Ml + K + Nl + 1DVlIrp) letn — ullfy -
Donc
la®(:, un, Dv) = @, tt, DV)||ra) < ¢ llun = ull}y g (1.17)
ou
1 p—1-
¢ =cf (Illr@ + K + lullr@ + 1DVl
Mais par hypothese
lly — ullr@) — 0 quand n — +oo0.
D’ou
lla®(x, un, Dv) = a@°(-, u, DV)|lpa@y — 0 quand n — +o0.
On montre de la méme fagon que
llag (-, ua, Dv) — ag(-, u, Dv)llze@) — 0 quand n — +oo;
‘ 14 ‘ TacnNI JorpAN, UY-I
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1.3. Position et résolution du probleme

d’ou le Lemme. W

Lemme 4. Soient g € LP(Q),(p > 1) et (g,)nen C LP(Q) une suite bornée dans LP(Q). Si (g,)nen

converge presque partout sur Q vers g alors (g,)nen converge vers g dans LP(Q)-faible.

Preuve. Soit f € LI1(Q), (é + é = 1). Posons u,, = g, f et u = gf. On a bien (u,),cy qui converge
presque partout vers u. Comme (g,),en €st bornée, prenons C > 0 tel que; ||gllr) < C. Soit

neN.Ona:

f |, (X)ldx = f lgn (Ol f () dx
Q Q

< ”gn”LP(Q) ||f||Lq(Q) <C ||f||Lq(Q)|Q| < 00;

et par le théoreme de convergence dominée il vient que :

limy o fo, () dx = Ty oo [ €(0) (1) dx = [ g(0)f(x) dx. W

Lemme 5. Soient u € Wé’p (Q) et (Uy)nen une suite qui converge vers u dans Wé’p (Q)-faible. On

pose
F, = (a*(-, u,, Du,) — a®(-, u,, Du)) - (Du,, — Du).
Si
an(x) dx — 0 quand n — +oo, (1.18)
alors ?
a®(-, u,, Du,) — a®(,u, Du) quandn — +oco0  dans LY(Q) — faible. (1.19)

Preuve. Soient u € W(;’p (Q) et (u,),ev Une suite qui converge vers u dans Wé’p (©)—faible. Du
Théoreme [2] (u,)nen converge vers u dans LP(Q); ainsi, avec (I.18)) il vient que de toute sous-
suite de (u,),en, ON peut extraire une sous-suite (¢, ),en €t trouver un ensemble Z C Q de mesure

nulle tels que :

Fi (x) — 0 quandn — +o0
Vx¢Z
u, (x) — u(x) quandn — +oo

Soitx ¢ Z;ona
&= nl—l>rPoo Duy,, < oo.
En effet, d’apres (p3),
|F1, (0] 2 co (1 + lug, ()] + [Dug, ()] + |Dul )*™* |Duy,, — Dul’;

et le membre de droite de cette derniere inégalité tend vers +oo si £* = oo ; ce qui signifie dans ce

cas que pour n tendant vers +co on aura : 0 > +o00; ce qui est absurde. Nécessairement &* < oo.

; 15 TaGn1 JorDAN, UY-I
MEMOIRE DE MASTER 11



1.3. Position et résolution du probleme

On est conduit a :
uy, (x) — u(x)

Duy, (x) — & quand n — +o0;
Fky, ()C) — 0
et avec la Remarque [3|on obtient :

lim Fi (x) = lim (a°(-, ux,, Duyg, )(x) — a®(-, ux,, Du)) (x) - (Duy, — Du)(x)

n—+oo n—+oo

(a®(x, u(x), &) — a®(x, u(x), Du(x)) - (§* = Du(x)).

Ainsi,
(@ (x, u(x), &) — a®(x, u(x), Du(x)) - (§* — Du(x)) = 0,

et de (p3) il vient que Du(x) = &".

On a donc montré que (a®(-, uy,

n?

Duy,)),; converge presque partout vers a®(-, u, Du). Mais
d’apres (I.I3) avec w = uy,, on a (a*(-, ux,, Duy,)), o,y bornée dans LY(Q)" (car (uy, )nen converge
dans W'r(Q)-faible, donc y est bornée) ; d’ou (a®(-, uy,, Duy,)), oy converge vers a®(-, u, Du) dans
L1(Q)N-faible, d’apres le Lemme 4| . Cette limite étant indépendante de toute suite extraite, on a

bien (I.19) et donc la preuve du Lemme. W
Proposition 9. Soit € > 0. L’opérateur A, est du type Calcul des Variations.

Preuve. Pour (u,v) € Wé’p (Q) x Wé’p () on pose
< T.(u,v),w >= Lag(x, u, Duywdx + fga’s(x, u,Dv)IDwdx w € Wé’p(Q).
Ceci définit un opérateur de T,(,-) de W(;’p (Q) x W(;’p (Q) dans W~19(€2). On a en plus :
To(u,u) = A () Vu e Wy (Q).

Il reste a montrer que 7, vérifie les hypotheses i)-iv) de la Définition [[3]
Vérification de i) : On montre comme dans la preuve de la Proposition (]| que T, envoie effecti-

vement W,”(Q) x W,”(€) dans W~4(), avec, pour (1, v) € W,"(Q) x W,"(Q) :

1,
| < Tg(l/t, V),W > | S c ||Wllwé17(g)a VW € WO P(Q)’
1 1
ol c=c Q] + ||ul” i+ (|1Q] + ||ull? + |vII” al.
(0920 07+ R0+ T I )
16 TacnNI JorpAN, UY-I
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Soit maintenant uy dans WS”’ (). Pour v et w dans Wé’p (Q)telsquev#wona:

< Te(up, v) — Te(up, w),v —w > = f (a®(x, up, Dv) — a®(x, ug, Dw)) - D(v — w) dx
Q
> ¢ f (1 + |uo| + |DV| + |DW)*~° |D(v — w)|° dx
Q

- S
> ¢ 11 + luol + IDV] + IDWI I, 1D = Wl

0

-6
= ol + Juol + IDVI + IDWI Il IV = W1
0

la derniere minoration étant obtenue par I’inégalité de Holder inverse. Ainsi,
<T8(u0, V) - TS(MO’ W)a V= W> >0 ;

donc T.(uy, .) est strictement monotone. D’autre part, pour # > 0 et u, v et w dans Wé’p (), nous

avons :

| < Ta(”Ov u+ tv)_Ts(MOa I/t), w > |

f [a®(x, ug, D(u + tv)) — a®(x, ug, Du)] - Dw dx
Q
< f la®(x, ug, D(u + tv)) — a®(x, ug, Du)| |Dw| dx

Q
<o f (1 + |uo| + |Du + tDv| + |Dul)’~" = |¢|*| Dv|*|Dw| dx

Q

<clf* fg 1817~ 1g|*|Dw dx, g =1+ upl + (1 +0)|Dv| + 2|Dul
=l fg gI”~"|Dwl dx

-1
<ot ”DW”L!'(Q)NHg”Z’(Q)

p-1
< Czlfla(lllllu(sz) + luollr) + (1 + f)llelanm)N+2||Du||Lp(g>N) IDWI[Lr -

Il en ressort que | < Te(ug, u+1tv)—Te(up, u),w > | — 0lorsque t — 0, c’est-a-dire que T (uy, -)
est hémicontinue. On a donc i).

Vérification de ii) : On montre de facon similaire que pour tout v dans Wé’p (Q), T.(-,v)
est hémicontinue et bornée de Wé”’ () dans W14(Q); ce qui donne ii).

Vérification de iii) : Avec les notations du Lemme |5} nous avons :

< Te(ur,uy) — Te(ug, u),uy —u >= fFA(X) dx;
Q
et sous les hypotheses de iii) on a ((I.19)). Mais (ao(:, ua, Dv)) 5 converge dans L?(Q)-faible (et

méme fort) vers ag(-, u, Dv). Donc

Yy, w € WS’”(Q), < To(tty, v),w > —> < To(u,v),w > lorsque n —> +oo.

; ‘ 17 ‘ TaGn1 JorDAN, UY-I
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D’ou pour tout v dans Wé’p (Q), (Ts(up, V), converge vers To(u,v) dans W~19(Q)—faiblex ; ce
qui est bien iii).

Vérification de iv) : Soient u € W,”(Q), x € W4(Q) et (u,),ay € W, ”(Q) une suite qui
converge faiblement vers u tels que pour tout v € Wé’p (Q), (Te(un, v))nen converge vers y dans
W~14(Q)—faiblex. Comme Wé’p (Q) > LP(Q), on a (u,),en qui converge vers u dans LP(Q);
et en se servant du Lemme |3}, pour tout v € Wé”’ (Q), (a®(x,uy,, Dv)),en converge dans L9(Q) vers

a®(x,u, Dv). Il s’en suit que :
Yv e Wé’p(Q), fag(x, u,, Dv) - Du, dx — fag(x, u,Dv) - Dudx lorsque n — +co.
Q Q

Par ailleurs,

< Cllun — ullrrq) -

f ag(x, uy, Duy) (u, — u) dx
Q

Donc

fag(x, u,, Du,) (u, —u)dx — 0 lorsque n — +oo. (1.20)
Q

Mais pour v € Wé’p (Q),

fag(x, Uy, Duy)udx = < T(u,,v),u > —fas(x, u,, Dv) - Dudx .
Q Q

Et donc par hypothese on a :

fag(x, Uy, Du)udx — < y,u>— f a®(x,u,Dv) - Dudx.
Q Q

n—+oo

Ce qui, avec (1.20) donne :

fag(x, U, Duy) u, dx — < y,u > — f a®(x,u,Dv) - Dudx.
Q Q

n—+00

Puisque

Vv € Wé’p(Q) < To(u,,v),u, >= fag(x, u,, Du,) u, dx + fa‘s(x, u,, Dv) - Du, dx ,
Q Q

on a finalement :

< To(Up, V) tty > — <y,u>, VYve WS”’(Q).
n—s+0o

Ce qui montre iv) et achéve la preuve de la Proposition[9]. ®
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Proposition 10. Pour chaque >0, le probleme (1.13) admet au moins une solution dans WS P(Q).

Preuve. Soit £>0. L’opérateur A, est coercif de Wé’p (Q) dans W=14(Q) et du type « Calcul Des
Variations ». De plus, il est facile de montrer que b € W~14(Q) . Ainsi, on déduit du Corollaire
que le probleme (I.14)) admet au-moins une solution u, € E. Mais d’apres la Proposition 1.3.1 le

probleme (L.14) est équivalent au probleme (I.13)); d’ou le résultat. W
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3R Chapitre Deux SR

CONVERGENCE MULTI-ECHELLE
e

Dans ce chapitre, nous définissons d’abord la notion de fonction périodique, ensuite nous pré-
sentons quelques espaces de fonctions périodiques, puis nous introduisons la notion de conver-
gence a deux échelles ainsi que ses principaux résultats de compacité [2, 3}, 14, 18, [10, [18}, ]. Dans

la suite, sauf mention contraire, ¥ = (0, 1)V est le cube unité de R" .

2.1 Fonctions périodiques et fondamentaux de la convergence
a deux échelles

Définition 14. Soit f : RY — R une fonction définie presque partout sur RN. La fonction f est

dite Y-périodique si pour presque tout x € RY, on a f(x + k) = f(x) pour tout k € Z".

Définition 15 (Valeur moyenne d’une fonction périodique de L! (RV)).

loc

Soient Q un ouvert borné de R et f € L}OC (RM). La valeur moyenne de f sur Q est le réel noté

Ma(f) et défini par Mo(f) = =X [ FO)dy.

Nous introduisons a présent les espaces des fonctions périodiques utilisés fréquemment en

homogénéisation périodique. Ces résultats se trouvent par exemple dans [7, page 174].
Définition 16. Soit Q un ouvert de RN. On désigne par :

o C,..(Y) I'espace des fonctions continues f : RY — R et Y-périodiques ;

o C..(Y) le sous espace de C *(RN) constitué des fonctions Y-périodiques ;

o L.(Y), (p €[1,+0), I'espace des classes de fonctions mesurables u : RY — R telles

que u € LZ} C(RN ) et est Y-périodique.
° W;;’;(Y ) l’espace des fonctions de Wi}’f (RN) qui sont Y-périodiques ;

° W; P(Y) le sous-ensemble de W[],;,’;(Y ) constitué des fonctions de valeur moyenne sur Y

nulle ;
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2.1. Fonctions périodiques et fondamentaux de la convergence a deux échelles

o [? (Q; C per(Y)) I’espace des classes de fonctions vectorielles mesurables u : Q — C,,,. (Y)

p
f(suplu(x)l) dx < +oo;
aly

o [P(Q; w},’g(Y)) I’espace des classes de fonctions vectorielles mesurables u : Q — wll,f,(Y)

telles que :

telles que :
P
< 00,
fg GO, dx

Proposition 11. L’application || - ||W1,p(Y) définie de Wﬁl’p(Y) dans R par :
!
el oy = WDullirery, € Wy (Y)

est une norme sur W; P(Y).

Preuve. Soit u € Wﬁl’p(Y). On a : ||Dul|rryy = 0 équivaut a Du = 0. Et par suite u = ¢, (c € R).
Mais m fy udy = 0, 1l vient que ¢ = 0. D’ou # = 0. On déduit le résultat final en utilisant le
fait que || - ||zr(r) €st un norme sur L”(Y). W

Nous donnons a présent quelques caractéristiques des espaces fonctionnels sus-définis.

Proposition 12 (Voir [16, page 3]). Une fonction f appartient a L' (Q; Cper(Y )) si et seulement
si, il existe un sous-ensemble E de Q) de mesure nulle tel que :

(a) Pour tout x dans Q \ E la fonction y — f(x,y) est continue;

(b) Pour tout x dans Q \ E la fonction y — f(x,y) est Y-périodique;

(¢) Pour touty dans Y, la fonction x — f(x,y) est mesurable.
6. D’apres (a) et (c) de la proposition précédente les fonctions f de L' (Q; Cprer(Y ))
sont de Caratheodory sur Q x R,

9 (Voir [8, page 33]). Soiente > 0,1 < p < coet f € Ly, (Y). On considere la
fonction f¢ de RN dans R telle que f%(x) = f (3) pour presque tout x dans RN,

e Si p < oo alors lorsque & tend vers 0, (f.), tend vers My(f) dans L (RY)—faible.
e Si p = oo, alors lorsque & tend vers 0, (f,), tend vers My(f) dans L*(RN)—faible .

On dit des fonctions f, définies au Théoréme [9) qu’elles oscillent rapidement pour & tres

petit.
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Exemple( de fonction Y-périodique qui oscille rapidement) Considérons la fonction définie

sur R par:

v(y) = cos(my).

Pour & > 0, définissons v, par :
Ve(x) = v(2) = cos(nf), x €R.
& €

1
Siee {5, ne N} alors pour n = 0,2,4 , on a les images suivantes :

Schéma :

0.5

Courbe de v, pour & = 5

0.5

-0:5

Courbe de v, pour € = %
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2.1. Fonctions périodiques et fondamentaux de la convergence a deux échelles

Courbe de v, pour € = 2%

Proposition 13. Soit p € R 1 < p < co. L’espace L (Q; Cper(Y))l < p < oo a les propriétés

suivantes :
1) L? (Q; Cper(Y )) est un espace de Banach séparable ;
2) L7 (Q; Cper(Y)) est dense dans L'(Q X Y).

3) Pour L? (Q; Cper(Y )), la fonction f* qui a presque tout x dans CQ associe f(x) = f(x,3)

est mesurable sur Q eton a :

I Nzr ) < ”f”LP(Q;Cpe,(Y)) . (2.1)
4) Pour f € L7 (Q; Cper(Y))
limffg(x)dx:fff(x,y)dydx; (2.2)
e=0 Jo QJy
aussi,
lim f o dx = f f Gyl dydx. (2.3)
=0 Jo QJy

Preuve. D’aprés les résultats sur les intégrales a valeurs vectorielles voir [12], L? (Q; Cper(Y )),
I < p < oo est un espace de Banach séparable car C,,.(Y) I’est aussi; d’ou 1). La densité en 2)
découle du faite que : D(Q; C;Z,(Y)) c Lr (Q; Cpe,(Y)) CLP(QAXY)et D, C;‘;r(Y)) est dense
dans LP(€2 X Y). Pour 3) et 4), nous faisons la preuve pour p = 1;lecas 1 < p < oo se fait de
facon analogue. Par la Remarque H les fonctions f de L! (Q; Cper(Y )) sont de Carathéodory, ce

. . x e 1ei NP
qui entraine que x — f(x, £) est mesurable sur Q. L’inégalité (2.1) est immédiate.
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Soient f € L? (Q; C per(Y)) et n € N. Considérons la partition (Y;); de taille n" de Y formée
des cubes uniformes tels que :
YiNnY;|=0 Vi, jefl,---,n"},i#
Vil =, V1I<i<nV;
Y = Ui:l

Pour 1 < i < n?, désignons par 1; la fonction indicatrice de Y; qui par Y—périodicité s’étend sur
RY tout entier; et par y; un élément quelconque de Y;. Nous allons montrer que (2.2)) a lieu pour

les fonctions simples de la forme :

e = D f i)
i=1

Soit i € {1;---n"}. On a bien x > f,(x,y;) dans L'(Q); puisque 1; € L!

per

(Y), du Théoréme@,
1; (ﬁ) converge dans L*(R")—faible* quand (¢ tend vers 0) vers sa moyenne sur Y ; ce qui signi-
fie :

lim f fulx, )dx—hm Z f ICSDIN Yydx

= Z f f £y 1i()dydx;

hmffn(x )dx:fffn(x,y)dydx. 2.4)
Q JE
Mais,

Mf(x, Xy f f Fx,y)dyd| < + f £, Sy - f f fx,dydx
Q 2 oJy Q & QJy

f fa(x,y) = f(x, y)dydx|;
QJY
SZLSUPIf(x,y)—fn(x,y)ldx

yeY

+ ffn(x’ )—C)dX—fffn(x,y)dydx'
Q e oJy

donc

f £ D) = f(x, Dydx
o) E E

b

ainsi, faisant € — 0 et faisant usage de (2.4)), on aboutie a :

f e Dy~ f f Fxy)dydx
QJY
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2.2. Convergence a deux échelles

On obtient donc (2.3) si on montre que [|f, = fll1(a:c,.(v)) tend vers 0 quand n tend vers +co.

Comme y — f(x,y) est continue sur ¥, on a :

gn(x) = sup|f(x,3) = () — 0 ppxeQ;

yeY

de plus,
lgn(0)] < 2sup|f(x,y)l ppxeQ,

yey
et x —— sup .y |£(x,y)| appartient 2 L'(Q); d’ou, par le théoréme de convergence dominée, on

obtient :

1 = Fllir(@ucperry) = fgs“}’ Fo63) = fulxy)ldx = 0.
ye

(2.4) s’obtient en remplacant simplement f(x, y) par |f(x, y)| dans tout le processus précédent. B
2.2 Convergence a deux échelles

2.2.1. Définition et premiers résultats

Nous donnons a présent la définition de la convergence a deux échelles que nous utiliserons
et quelques résultats importants sur cette notion. Ici, sauf mention contraire, Q désigne un ouvert

borné de RY et p et g deux réels tels que 1 < p < oo, [l) + }1 =1.
Définition 17. Soit (u,).-( une suite d’éléments de L (). On dit que la suite (u.).-o converge :

— Faiblement a deux échelles dans LP(Q) vers u € LP(Q X Y) si nous avons :

lim f Ue(OB(x, Sy dx = f f u(x, VB, y) dy dx; 2.5)
0 Jo € o Jy

. . 2—s
pour tout ¢ € L1(Q; Cp.(Y)). Dans la suite cette convergence sera notée u, — u.

— Fortement a deux échelles dans LP(Q) vers u € LP(Q X Y) dans LP(Q) si nous avons

2—-s .
us — u et im0 |[ugllr@) = llullr@xy) -

Dans la suite, lorsqu’on dira qu’une suite converge a deux échelles, il s’agira de la conver-

gence a deux échelles faible.

7. Lorsqu’une suite de L”(£2) converge a deux échelles, on a aussi (2.5)) pour tout ¢
dans L,.(Y, C(Q)).
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Preuve. Soit ¢ € Lpe, (Y.C (5)). Soit (¢,)nen C Z)(Q Co (Y )) telle que (¢,),en coOnverge vers ¢
dans L7(Q2x Y).On a:

lim f U (O(x, Sydx = Tim lim f (%) [go(x, 5 o, f)] dx
e—0 Q &£ n—+o00 -0 Q Fo For (2 6)
+ limlim | (06 (x Yydx

E

—00 >0
n & Q

mais,

lim hm ug(x)(pn(x )dx— l1m f f u(x, y)p,(x, y)dxdy;

f f u(x, Ye(x, Ydxdy.

Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que le premier terme du membre de droite de (2.6)

vaut 0. Or, par I’inégalité de Holder, puisque (u).-( est bornée dans L”(€2),on a :

e (-2) (- 2)

tim fim | 1, [so(x 5 - (s, 2)

n—+o0o g— n—+oo g—0 L1(Q) ’
=C lim |lo, = ¢ll1axy) » d’apres (2.3), Propositionl3|
n—+co
=0, par hypothese sur (¢,,),;

d’ou la Remarque. B
Proposition 14. La limite de la convergence a deux échelles lorsqu’elle existe est unique.

) ) . 2-s
Preuve. Soient (u,)..o une suite d’éléments de L7(Q) et u,v € LP(Q X Y) tels que u, S uet

U, 2) vdans L”(Q),on a:

lirr(}f u(x)p(x, g) dx = f fu(x, NP(x,y)dydx Vo € L1Q, Cp(Y)).
el Ja Q

Y

2—s
De méme pulsque U, —™ v, alors

im | w(0eCx, 2y dx = f
&—0 Q &

f V)G y) dydx Vg € LI, Cpur(Y)).
QJY

On obtient alors que

fg f u(x, Y6(x, ) dy dx = fQ f V)G y) dydx ¥ € LI, Cor(Y):
Y Y
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ce qui entraine :

f f [z, y) — Voo () dydx = 0 Vb € LI, Cpn(Y)).
Q

Y

On peut donc écrire :

fg [ f W, y) = v(x ) Y3 dy] e dx=0 Yp@y € LUQ) ® Cpr(Y);
Y

c’est-a-dire pour presque tout x € €,

f (4G y) = v W) dy = 0 Vi € Cpur(Y).
Y

Il en ressort que pour presque tout x € Q, pour tout ye Y, u(x,y) —v(x,y)=0; d’ott u = v dans

LP(Q x Y) et donc le résultat. W

10 (Relation entre convergence forte et convergence a deux échelles).
Soit (u).~o une suite d’éléments de LP(Q) qui converge vers un élément u dans LP(Q). Alors

Uy i u dans LP(Q).

Preuve. Soit ¢ € LY(Q, Cp.,(Y)); posons ¢“(x) = ¢(x, 7); alorson a :

f us(x)¢°(x) dx — f f u(x)p(x,y) dydx
Q QJr

<

f [u46(x) — u(x)]1"(x) dx
Q

f u(x)p®(x)dx — f f u(x)p(x,y) dydx|;
Q aJr

+

donc :

f e (OGF(X) dx — f f u(x)p(x, y) dydx
Q QJY

< ”ua‘_u||LP(Q)||¢£||L‘1(Q)+| fQ u(x)$"(x) dx — fg fY u(x)p(x, y) dydx| .

2.7)

Puisque u € LP(Q) et D(Q) dense dans LP(L2), il existe une suite (¢,),n de D(L) qui converge

vers u dans L”(€2). Mais pour tout n € N, on a d’apres 4) de la Proposition|[13]

ling f en(0)P(x, )—C)dx= f f en(0)P(x,y)dydx .
£=0 Jo € oJy
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Ainsi, en faisant n — +o00, on obtient :

lim f u(x)p®(x)dx = f f u(x)p(x,y) dy dx.
20 Jo aJy

D’autre part, la suite (¢°)..o est bornée (d’apres le 3) de la Proposition 13 ); alors en faisant

tendre & vers 0, le terme de droite de 1’inégalité (2.7) tend vers 0. On aboutie donc a :

lim f e (O () dx = f f u(x)p(x,y) dy dx,
-0 Jo oJy

ce qui est le résultat escompté. W

11 (Relation entre convergence faible et convergence a deux échelles).
Soit (ug)e-o une suite de LP(Q) qui converge a deux échelles dans LP(Q)) vers u € LP(QQ X Y).

Alors la suite (uz).~o converge faiblement vers v dans LP(C), ot pour presque tout x € Q on a

v(x) = [, u(x,y)dy.

Preuve. Puisque (u).-o converge a deux échelles vers u, alors :

lim | u.(x)p(x)dx = f f u(x,y)p(x)dydx V¢ € D(Q);
20 Jo oJy

c’est-a-dire
lim f u(x)p(x)dx = f ( f u(x,y)dy)gb(x)dx Vo € D(Q).
20 Jo o \Jy

D’ou le résultat. W

12 (Relation entre convergence forte et convergence a deux échelles-forte).
Soit (ug)e-0 une suite qui converge fortement vers u dans LP(Q) . Alors la suite (u.)e~o converge

fortement a deux échelles vers u dans LP(Q).

Preuve. D’apres le Théoreme @], la suite (u,).~o converge faiblement a deux échelles vers u. De

plusona:

leeellr) = Nullrey| < s = ullr-

Il vient que lim_¢ ||ucllzr@) = llullzr@xy). D’ ol le résultat.

On sait que si une suite (u).~o converge faiblement dans L”(€2) vers un u € L”(2) alors on a

lzellr @) < liminf [Jug||irq).
&g—0
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Un résultat similaire pour le cas de la convergence a deux échelles est le suivant :

Lemme 6. Soit (u,).-o une suite de L () qui converge a deux échelles vers u € LP(QAXY). Alors,

||I/t||Lp(Q><Y) < lim inf”lxlg”Lp(Q).
&—0

Preuve. Comme u € LP(Q), alors |u|’"2u € L1(Q). Parle 2) de la Proposition prenons (@) men
une suite de LY(Q; C,(Y)) qui converge vers [ulP~u € LY(Q) dans LY(Q x Y). L’inégalité de
Young (ab < |al’/p +|b|"/q , a,b € R) entraine :

f (O dx > p f U, S dx = (p = 1) f
Q Q & Q

En passant a la limite sur &, on a :

q

dx.

(X, )
E

lim inf el iy = P f f u(x, )pu(x,y) dydx — (p — 1) f f | (2, I dydx.
&= QJy QJy

En passant a la limite sur m, on obtient :

liminfllugll”,(g)prflu(x,y)l”dydx—(p—l)fflu(x,y)l"dydx
&0 oJy oJy

— p
- ||u||Lp(Q><Y)'

D’ou le Lemme. W

2.2.2. Résultats principaux

Nous terminons ce chapitre par deux théorémes fondamentaux de la convergence a deux
échelles, le second étant crucial pour le processus d’homogénéisation que nous entamerons par

la suite.

13 (Compacité a deux-échelles dans L?(Q2)). De toute suite de fonction (U)o

bornée dans LP (L)), on peut extraire une sous-suite qui converge a deux échelles dans LP(Q).

Preuve. Soit (&,),cn, une suite de réels strictement positifs telle que g, tend vers 0 lorsque n tend

vers +oo. Soit n € N on définit la fonctionnelle /,, sur LY(€2, C,..(Y)) par :

ls,(#) = fg g, (X)p(x, g)dx, ¢ € LY(Q, Cper(Y)).
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D’apres I’inégalité de Holder, on a :

X
Le,(#)] = ‘ f s, ()P, —) dx| < [l L@ [0 llsc-
Q

Et comme (ug, )qen est bornée dans LP(Q), alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N,

s, llry < c. De plus [[¢*[|a@) < 1Bllzs: ¢, vy (d"apres la Proposition[T3), d’ol :
|1, ()| < cligllio: cpumiry- (2.8)

On en déduit que [, est une forme linéaire continue sur L? (Q; C per(Y)) et que la suite (I, )en
est une suite bornée de [Lq (Q; Cper(Y ))]/. D’apres le Théoreme de Banach-Aloaglu, il existe une

sous-suite de (I, )uen (encore notée (I, )nery dans la suite ) et [ € [L‘f (Q; Cper(Y ))], tels que :
Vo € L1(Q: Cper(Y)),  1s,(9) — (@) lorsque n — +oo.
D’autre part en passant a la limite quand n — +oo dans (2.8)), il vient que :

1) < cligllzs@icpmoy V9 € L(Q: Cper(Y)) -

Puisque L? (Q; C per(Y)) est dense dans LY(Q2 X Y), [ s’étend de facon unique a une forme linéaire

continue sur L(Q X Y), (encore notée [ dans la suite) eton a :

[Pl < cligllaxy) Yo € LI(QXY).

Comme [ € [L‘I (Q; C per(Y))]’ =LP(Q x Y), alors d’apres le théoreme de représentation de Riesz,

la forme linéaire continue / peut étre identifiée a un élément u € L”(€2 X Y) et on obtient donc :

I($) =u,¢) = fg f u(x, y)p(x,y) dydx ,
Y

pour tout ¢ € LY9(Q2 X Y); ce qui acheve la preuve. B

VTR0 14 (Compacité a deux-échelles dans W'7(Q)). Soient Q un ouvert borné de RN
et punréel, 1 < p < +oo. Soit (u,)s0 une suite bornée de I’espace W'P(Q). Alors il existe une

sous-suite de (U)o (encore notée (u)e0) et ug € W"(Q), u, € L? (Q; Wﬁ1 P (Q)) tels que :
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u, —uy  dans W'(Q) — faible; (2.9)
u, “Su,  dans L'(Q); (2.10)
Du, =5 Duy+ Dy, dans (L"(Q)). (2.11)

La preuve se fait en utilisant le lemme suivant ( voir [/, page 181]) .
Lemme 7 (de Rham). Posons H = {¢ € LI(Q; L},(Y)), div,p = 0}. Alors

o [’espace D(Q; C (Y)) N H est dense dans H ;

per

e ['orthogonal de H est donné par : H- = {Dyu, uelLr(Q; W”’(Y))}.
Preuve. (du Théoreme . Puisque la suite (i), est bornée dans W'»(Q), alors, il existe une
sous-suite de (u,).-o (encore notée (u.).~o dans la suite), telle que (u.)..o converge faiblement
disons vers uy dans W'P(Q). On a également que les suites (i) et (Du)z»o sont bornées
respectivement dans L”(Q) et dans L(Q)Y. On déduit de Théoreme|13|qu’il existe une sous-suite

de (u,).-0 (également notée (u,).-( dans la suite), des fonctions u € LP(QxY) et Uy € LP(QXY)N

telles que pour tout ¢ € D(Q; C7.(Y)) ety € D(Q; C, (Y)Y ona:

per

lim f Ue(OB(x, ) dx = f f u(x, YP(x, ) dydx
80 Jo g oJy

et
lim f Dua(x)l/’(x,f)dx= f f Uo(x, y)¥(x,y) dydx.
=0 Jo g oJy

a) Montrons que u ne dépend pas de y. Soity € D(Q; C;"er(Y))N .Ona:

f Dua(x)(x, D) dx = — f wo )i, Sy dx— L f w(divy(x, =) dx.
Q & Q E g Ja &

En multipliant cette égalité par € et en faisant € — 0, on obtient :

—ffu(x,y)divyl//(x,y)dydx:().

QJy

Ainsi
[ [ Doy drdx =0 v e i@ €,
QJy

d’ou Dyu = 0. Donc u ne dépend pas de y. Ainsi u € LF(Q2); puisque (u:).>o converge a deux

échelles vers u alors (u.).-o converge faiblement dans L”(€2) vers u (car fy u(x, y)dy = u(x)).

. 31 TacnNI JorpAN, UY-I
MEMOIRE DE MASTER II



2.2. Convergence a deux échelles

Comme u, — uy dans LP(Q) — faible, on déduit par unicité de la limite que u = u,. Et par

. 2-
suite ’on a u, — Suo dans L7(Q).

b) Montrons qu’il existe u; € L7(Q; Wﬁ1 ?(Y)) tel que Uy = Duyg + Dyu,.
Ona:

f Dug()(x, 2y dx = — f o (Odiv (. ) dx—t f U (Odiva(x, ), dx Vi € D(Q; C, ().
Q E o) E € Jo E

En prenant en particulier ¢ € D(Q; Ch (Y )) N H et faisant tendre € — 0 dans 1’égalité ci-

dessus, on obtient :

fg f [Us(x,y) — Duo(x, )] - (x, y)dydx = 0. 2.12)

Y

On déduit par densité de D(Q; C (Y)) N H dans H que @ est vrai pour tout y € H. D ol

per

Up — Duy € H*. Ainsi il existe u; € LP(Q; W'(Y)) tel que Uy = Dug + Dyu;. Et donc on a :

Duy =5 Dug+ Dyu;  dans LP(Q)".

Cependant, u; n’est pas unique; en effet, tout autre u; € W'(Y) tel que Dyu; = Dyu vérifie la
derniére limite ci-dessus. Nous choisissons 1’un de ces candidats, u; € W'?(Y) avec la condition

supplémentaire (lui rendant unique) My(u;) = 0; c’est-a-dire u; € W;: P(Y); d’ou le théoreme. W
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HOMOGENEISATION DU PROBLEME

Dans ce chapitre, nous effectuons le passage a la limite dans le probleme variationnel formulé
au chapitre 1 en utilisant la convergence a deux échelles, pour obtenir un probleme limite dit

homogénéisé.

3.1 Passage a la limite et probleme homogénéisé global

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que Q est un ouvert borné de R". Nous suppo-
sons en plus des hypothéses (p1) a (p7), que les fonctions a et ay sont Y —périodique (Y = (0, 1)V)

par rapport a leur premiere variable.

15. Soit la suite (u;).>0 C Wé’p(Q), ou, pour & > 0, u, est solution du e—probleme
sous les hypotheses (pl) a (p7). Alors il existe une sous-suite de (ug).-o (encore notée
(L.13) yp pl)a(p

(Us)es0 dans la suite), uy € Wé’p (Q) et u; € LP(Q; Wﬁ1 P(Y)) tels que :

ue — uy dans W,"(Q) - faible; (3.1)
U, —ug  dans L'(Q); (32)
Du, =5 Duy+ Dy, dans (LP(Q)" . (3.3)

Preuve. Commencons par montrer que la suite (u.)..o est bornée dans Wé’p (€Q2). Supposons

qu’elle ne I’est pas. Alors
Vn € N, dg, > 0, |lug, llwir > n.

Il suit que
e, lly1r () — +00 lorsque n — +oo. (3.4)
0

Mais pour toutn € Nona:

(Ag us,,v) = (b,v)y Vve WP (Q),

car u,, est solution de (1.13)). Ainsi on a (A, u,,, u.,) = (b, u.,), pour tout n € N*; ce qui entraine

. 33 TacnNI JorpAN, UY-I
MEMOIRE DE MASTER II



3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

(Ag e, e,y < DIl llry < ClIDINIDug, llry = Cllbllllug,,llw(;,»(g).
Donc

<A£n ugn ’ ugn >

||l/t£n ”WS’P(Q)

< Cl|bl. (3.5)

Puisque
<A£n ugn 4 u‘gn >

— +0o0  lorsque ||”a,.||W"”(Q) — too,
2t Ly 1 0

en faisant n — +oo dans (3.5), il vient de la relation ci-dessus et de (3.4) que +oo < C||b||; ce
qui est absurde. On déduit donc que la suite (u).-( est bornée dans Wé P(Q)

La suite (u.).-o étant bornée dans W(;’p (Q), on déduit du Théoreme |14/qu’il existe une sous-
suite de (u,).-0 (encore notée (u,).-o dans la suite ), uy € Wé’p (Q), et u; € LP(Q; Wﬂ1 P(Y)) tels

que I’on ait (3.1) , (3.2) et (3.3); d’ou le théoreme. W

Proposition 15. Soient wy € D(Q), wy € D(Q; C},(Y)), € > 0efu, € Wé’p(Q) une solution du
probléme ([I.13). On pose :

wo(x) = wo(x) + ew;(x, f), xeQ.
e
Alorsona:

1) L[aa(-, ug, Dug) — a®(-, uz, DW®)] - D(u, — w®)dx > 0O;
2) L f(us —w®) dx — La8(~, ugz, DW?) - D(u, — w®)dx — Lag(-, ug, Du,) - (u, —w®)dx > 0;
3) fQ a®(-,ug., DW®) - D(u, — w®)dx

= fg fy a(y, ug, Dwo + Dywy) - (D(uo — wo) + Dy(uy — wh)) dydx;

4) f ag(c, ug, DW®)(u, — w®) dx 2 f fao(y, ug, Dwo + Dywy) - (ug + uy — (wo + wy)) dydx.
Q oJr

5) Il existe y € L1(Q X Y) tel que a une sous-suite pres,

f ag(, ug, Duy) - (ug — w®) dx = f f y(up — wo) dydx;
Q QJY

6) f fu, —w)dx — ff(uo — wo)dx.
Q Q

Preuve.
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

1) Ona:
f [a° (-, tty, Dt~ (- 5, Dw)] - Dty — w") dx
Q
> ¢o f (1 + |u.| + |Dug| + |DW?))""° |Du, — Dw°|’dx
Q
>0.
2) Ona:

ff(u‘E - w®)dx — f a®(-,uz, DW®) - D(u, — w®) dx — f ag(-, ug, Dug) - (us — W) dx
Q Q

Q
= ff(ug - w®)dx — fag(-, ug, Du,) - D(u, — w®)dx — f ag(-, ug, Dug) - (us — W) dx
Q Q Q
+ f a®(-,ug, DW®) - D(u, — w®) dx + fag(-, ug, Du.) - D(u, — w®)dx
Q Q

=(b,u, —w°) — (Agug, u, — w°)

+ f [a°(:, ue, Dug) — a®(-, ug, DW®)] - D(u, — w®) dx.
o)
Mais (b, u, —w®) — (Agug, u, —w®y =0 car u, estsolution de (1.13)); et d’apres 1),
f [a°(:, ue, Dug) — a®(-, ug, DW®)] - D(ug — w*) dx > 0;
Q

d’ou 2).

3) On écrit :

La’s(-, ugz, DW?) - D(u, — w®)dx
= fg[as(-, Uz, DW?) — a®(-, ug, Dwy + Dywy)] - D(u, — w*)dx
+ La%, ug, Dwo + Dyw) - D(u, — w®)dx
=1+ L.

Avec

I = f (6" ttes DWE) = (-, ttg, Dwo + Dyw)] - Diaty — w*)edx
Q
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

et

I, = fa€(~, ug, Dwo + Dyw) - D(u, — w®)dx.
Q

Notons que :

Dw*® — Dwy — Dyw, = €Dy ;

ce qui entraine :

X
IDW® — Dwg — Dywill?, o, = € | IDwi(x, =)IP dx
Lr(Q) o Ja

< EP||Dywy ||il)(Q;Cp£,r(Y))N ;

en faisant donc tendre & vers 0, on obtient Dw® — Dwy + Dyw; dans LP(Q)Y; par

conséquent,

Dw* 5 Dwo + Dyw;  dans LP(Q)".

Comme la fonction qui a (x, y) associe a (y , up(x) , Dwo(x) + Dyw(x, y)) appartient a Lf’,er(Y, C (5)),

alors avec (3.3) et la limite ci-dessus on a :
15 2—;20 Lﬁa(y, ug, Dwo + Dywy) - (D(ug — wo) + Dy(uy — wy)) dydx.
Pour avoir 3) il reste 2 montrer que I, ;)00' A cet effet, nous avons :
5| < fg; ( |a‘9(-, Uz, DW?) — a®(-, us, Dwy + Dyw1)|

+ |a‘9(-, ug, Dwo + Dywy) — a®(-, ug, Dwg + Dyw1)| ) |Du, — Dw®| dx

= ILl +'IL2.
D’une part,

I = f |a‘9(-, ug, DW?) — a®(-, ug, Dwy + Dyw1)| |Du, — Dw®| dx
Q
-1-a
< f (1+ luel + 1DW"| +1Dwo + Dywil)” " [DW* = Dwy — Dwi[* |Du, — Dw| dx
Q

—1-a
= cre" f (1+ luel + 1DW"| +1Dwo + Dywil)” " IDowi[* [Du, — Dw| dx.
Q
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

Ainsi, on a
1
o e e (p—1-a)q g
Iy < 28°\Duy = Dwllap | | (1 + Il + IDW?| + [Dwg + Dyw ) D[4 dx
Q
1
o e e (p—-Dgq 4
< 28" (IIDusll oy + DWWl ) | (1 + luel + DL + [Dwo| + IDywy| + IDown]) " dx]
Q
Donc

Iy < 028" (DUl + IDW Ny ) (IMlze) + litsllzriey + IDW Iy

.
+HIDwollrap + IDwillr@py + IDywilly)

En utilisant le fait que les suites (||uzllrr@)),.q » (IIDualle(Q)N)€>O , et (|| Dw?|| U,(Q)N)wo sont
bornées, on déduit que I;; — 0 lorsque € — 0.

D’autre part,

hi» =f
Q

p—l-a
<3 f (1 + luts] + luol + [Dwo + Dywrl) " luty = uol” |Du,, — Dw|dx.
Q

a®(-, uz, Dwy + Dyw;) — a®(-, ug, Dwg + Dywl)| |Du, — Dw®|dx

Donc : |

(p-1-a)q
I < ¢ (IDully + IDWllpap) ( f (1 + luts] + luol + | Dwo + Dyw )
Q

q
|ty — ug|?® dx)

Utilisant I’inégalité de Holder pour p’ = —Z

= —L2 _ et g’ = L dans celle précédente, on obtient :
(p—1-a)q aq

—1-
12 < ¢ (IDucllryy + IDW i ) IL + lute] + lutol + 1Dwo + Dywil 5 it = ol -

L’injection compacte de WS”’ (QQ) dans LP(Q), la limite en (3.1) et cette derniere inégalité

montrent que 1, , — 0 lorsque € — 0. Il vient par la suite que /; — 0 quand £ — 0; d’ou 3).
4) Se fait de facon similaire a (3), cette fois avec plutot w® 25 wp et (3.2) .

5) On sait (d’apres la preuve de la Propositior{]]), que

i

g, tte. Dutpllzacey < € (191 + latellwroey)

donc (ag(-, Ug, Du‘,,;))a>O est bornée dans L7(Q). Ainsi, il existe y € L(2 X Y) et une sous-suite
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

de (u,)e-0 (encore notée (u,).~o dans la suite ) telle que :
a5 (-, tty, Duy) —> y dans LI(C). (3.6)

Mais w® — wy dans LP(Q), et comme W'P(Q) << LP(Q) il vient que u, — w® — uy — wy

dans LP(Q); ce qui avec(3.6) entraine que

fa‘é(-, e, Dity) - (1t — w¥) dx > f f)((uo — wo) dydx
) oJr

qui est bien (5).

6) Ona

ff(ug—wa)dx:ff(us—wo—swl)dx
Q Q

:ff(us—wo)dx—sffwldx
Q Q

Ainsi, en faisant & — 0 on obtient fQ flu, —w®)dx — fQ f(ug —wo) dx.

On a donc les résultats voulus. W

Notons ce résultat sur a® (nécessaire pour la preuve du Théoréme[16), dont la preuve se trouve

dans [18]].

Proposition 16. Soit € > 0. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout u,v € Wé’p(Q),

f (a®(-,u, Du) — a®(-,u, Dv)) - (Du — Dv)dx
Q

p—0

" ||Du — Dv||°

> ¢ (1Q + llul -

+ || Dul| +[|Dv]]

p p p )
LP(Q) Lr(Q)N LP(Q)N

16. Soient € > 0 et u, € Wg’p(Q) une solution du probleme sous les hypo-

theses (pl) a (p7). Alors il existe une sous-suite de (u,)q-o (toujours notée (u,).~o dans la suite)

et un couple (ug, u) € Wé’p(Q) x LP (Q; Wﬁl’p(Y)) tels que :

u, — uy dans WS”’(Q) — faible;

2-s
Du, — Duy + Dyu; dans L) .
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

De plus (ug, uy) est solution du probleme variationnel global suivant :

fQ fY ao(y, uo, Dug + Dyuy)vy dydx
+ fg fy a(y, ug, Dug + Dyuy) - (Dvy + Dyvy) dydx = fgfvo dx; (3.7)
V(. v1) € Wy (Q) x L7 (€; W;”’(Y)) .

Preuve. Lorsque € — 0 dans 2) de la Proposition E], I’on obtient grace au 3), 5) et 6) de
la méme proposition et de la densité des espaces (L) et Z)(Q; C;"(Y )) respectivement dans
Wé’p(Q) et LP (Q; Wﬁl’p(Y)) que :

f f)((uo — wo) dydx + f fa(y, ug, Dwo + Dywy) - (D(ug — wo) + Dy(uy — wy)) dydx
oJy QJy (3.8)

< f Fltg = wo)dx, ¥ (wo, wn) € Wy"(Q) x L7 (Q; W, (V)
Q

Soit A > 0. Posons wy = uy — Avg et w; = u; — Av;.  Alors (3.8) devient :

/lf fXVo dydx +/lf fa(y, ug, Dug+Dyuy —A(Dvo+Dyvy))-(Dvo+Dyvi) dydx < A f Sfvodx;

oJy oJy Q

c’est-a-dire :

f f)(vo dydx + f fa(y, ug, Dug + Dyuy — A(Dvo + Dyvy)) - (Dvg + Dyvy) dydx < ffvodx.
aJy oJy Q

Ainsi, lorsque 4 — 0 on obtient :

ff)(vodydx+ffa(y,uo,Duo+Dyu1)-(Dv0+Dyv1)dydxSffvodx. (3.9)
aJy oJy Q

Posons maintenant wy = ug + Avy et w; = u; + Av; dans (3.7)) ; on obtient :

—/lff)(vodydx—/lffa(y, uo,Du0+Dyu1+/1(Dv0+Dyv1))-(Dv0+Dyv1)dydxS—/lffvodx,
aJy oJy Q

c’est-a-dire :

f f)(vo dydx + f fa(y, ug, Dug + Dyuy + A(Dvo + Dyvy)) - (Dvg + Dyvy) dydx > ffvodx.
oJy oJy Q
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

Faisant 4 — 0, on obtient :

ff)(vodydx+ffa(y,uo,Duo+Dyu1)-(Dv0+Dyv1)dydeffvodx. (3.10)
oJy oJr Q

Utilisant (3.9) et (3.10)), on parvient a :

fQ fy)(vo dydx + fQ fYa(y, ug, Dug + Dyuy) - (Dvo + Dyvy) dydx = fovde,

(3.11)
¥ (v, v1) € Wy (Q) X LP (Q; W, (1))

Il reste donc a montrer que y = ay(-, uy, Dug + Dyu;). Soit n > 0 fixé. Soit B;(ul, rﬁ) (respec-
tivement Bj,(uo, né)) la boule fermée de L” (Q; Wﬁl P (Y)) (respectivement W(;’p (Q)) centrée en u
(respectivement u;) et de rayon 775 . Par réflexivité de L? (Q; ng Py )) et WS”’ (£2) ces boules sont

faiblement compactes. Posons

—1—
d= sup sup [II1 + [uol + |Dug + Dyvi| + 1Dvo + Dy |1 |

1 L1
VIEB(u1,@) vo€B(uo.n¥)

et
k= 2(6‘2 + C3)d + 1.

per

w0 € D(Q) et o1 € D(Q; C, (V) tels que @y € By (uo, (%)1) C By (o, n# ) et

Par densité de D(Q2) dans Wé’p (Q)etde D (Q; c> (Y )) dans L? (Q; Wﬁ1 P (Y)) on a I’existence de

1
¢ € B; (ul, (%)”) - Bl’i (ul,iﬁ). Prenons maintenant wy = ¢y, w; = ¢; et w® = ¢, comme dans

la Proposition[15] On écrit :
llao(-, o, Dug + Dyuy) — xllzacoxyy < llao(+, uo, Dug + Dyuy) — ao(:, o, Dug + Dyp1)l|aaxy)

+ |lao(+, uo, Dug + Dypy) — ao(:, g, Dpy + Dy@i)l|axy)

+ |lao(+, uo, Doy + Dyp1) — xllzaxy)-

Mais d’une part,

llao(-, ug, Dug + Dyuy) — ao(-, ug, Dug + Dy@i)l|Laxy)

1=
< ol + lugl + 1Dug + Dyity| + |Dug + Dypil 17y ey 1Dy (1 = @07 ey

<

2 d ”Dy(u] — @1 )”ZI’(QXY)N
n
4’

IA

car  ||Dy(u1 — @Dllr@xyy = llur — @il ;

LP(Q;W;’p(Y))N
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

et

llao(-, uo, Dug + Dypy) — ao(:, g, Dpy + Dy@i)||zaxy)

_1-
< oIl + luol + [Dug + Dyl + [Dgo + Dypil 17, ey 1Py (o = €)7oy

<cd 1Dy (o — QDO)”(LIP(QXY)N
T] —
< T car  [[Dy(uo — @o)llrxyy = llug — (POHWS’”(Q)'

D’autre part, du Lemme|[6] (Chapitre 2) et des résultats 4) et 5) de la Proposition[15], on est conduit

a:
llao(-, uo, Do + Dyp1) = xllraxy) < lirgrL iglf llag (-, uz, Do,) — ag(-, ug, Dug)||roo)-
Mais
—1—
llag(-, e, Dpg) — ag(-, ug, Dug)llLa) < c2lll + lug| + [Dug| + Dy II’L’,,(Q)"llDua = Dl s
donc

llao(-, uo, Do + Dyp1) — xllraxy) < ki lign_}ionf |1Du, — D%”Z,,(Q)N;
ou ky; > 0 est ( puisque (Ug)e>0 €t (¢)e~0 sont bornées dans Wé’p (Q) ) choisi tel que

—1-
C2”1 + |us| + |Du£| + |D()0.9| ”IZp(Q)Q < kl .

Par ailleurs la Proposition [16 nous permet d’avoir :

-5
A7 IDu; = Dl o < f [a°C, ue, Dgs) — a° (-, ue, Du)] - (D — Du) dx;  (3.12)
Q

et on sait montrer (de facon analogue a la Proposition [15)) que lorsque £ — 0, le membre de

droite de (3.12) que nous appelons désormais B,, tend vers B, ol :

B= f f |a(y, uo, Dug + Dyuy) = a(y, uo, Do + Dypr) | - (D(ug = 90) + Dy(aty = 1)) dydlx.
QJY

Ainsi,
qe, >0/ Ve < &, BgsB+Z.
Orona

B < lla(y, uy, Dug + Dyuy) = a(y, o, Do + Dypp)llzscaxr, (Do = @)lllzocxy) + 1Dy (11 = @)llzrr))

a+l
< k(IID(uo = o)lllytr gy + 1Dy (w1 ~ €01)||Lp<g;w;-P(Y>>) '
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3.1. Passage a la limite et probleme homogénéisé global

Donc arl

N
B. <k(L n < .
8‘k(2k) Ty vEs&

Et de (3.12) il vient que

o ! n\% . n
|Du,, — DSOsHLp(Q)N < [W (k(ﬂ) + é_l)

finalement,

1 n ol n ;
PRI

|Q|"p5( 2k 4)}

Cette derniere inégalité étant vraie pour tout 7 > 0, on a bien y = ay(, up, Duy + Dyu;); ce qui

n
||Cl()(., MO,DM() + Dylxtl) _X||L‘1(Q><Y) < 5 + kl

acheve toute la preuve du théoreme. W
Proposition 17. Le probléeme variationnel (3.7) admet au-moins une solution.

Preuve. Posons :

E = W,P(Q) x LP(; W;’P(Y)).
Munissons E de la norme :

IVllz = [IDvo + Dyvillr@xyys  Yv = (vo,v1) €E.

L’espace (E, || - ||g) est alors un espace de Banach réflexif (se fait par adaptation de la preuve du

Lemme 25 dans [[16] ). Posons maintenant, pour w = (wg, wy) et v = (vp, v;) dans E,

(Sw,v):ffao(y,wo,Dw0+Dyw1)vodydx+ffa(y,wO,Dw0+Dyw1)-(Dvo+Dyv1)dydx;
oJr oJr

et
(h,v) = ffvo dx.
Q

On a donc le probleme variationnel suivant :

Trouver w = (wg, wy) € E;
Sw,v) =<h,v); (3.13)

pour tout v = (vp,vy) € E.

On montre de facon analogue a ce qui a été fait pour A, au chapitre 1, que S est un opérateur
de E dans E’, ccercif et du type Calcul des Variations. Aussi, on prouve facilement que & € E’.

Ainsi, du Corollaire[l] le probleme (3.13)) admet au-moins une solution. H
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3.2. Probleme homogénéisé

3.2 Probleme homogénéisé

Dans cette section, il s’agit de trouver le probleme (probléme macroscopique) dont la limite
uy de la sous-suite encore notée (u.).-( est solution. Pour cela, nous allons utiliser un probleme

intermédiaire dit probléme microscopique.

3.2.1. Probleme microscopique

En prenant (vy, v;) dans le probleme variationnel (3.7) tels que vy = 0, nous obtenons :

f fa(y, ug, Dug + Dyuy) - Dyvydydx = 0. (3.14)
aJy

Pourv; =p®60avec p € D(Q) et e ng ?(Y); nous obtenons de (3.14) 1’égalité suivante :

f fa(y, ug, Dug + Dyuy) - Dy0(y)e(x) dydx = 0.
aJy

Ainsi,
f (f a(y, ug, Dug + Dyuy) - Dy0(y) | o(x)dydx =0 Ve € D(Q).
Q

Y

Il suit que pour presque tout x € Q fixé,

J, 4@, uo(x), Dug(x) + Dyus(x, y)) - Dy6(y) dy = 0

| (3.15)
Vo e W, 7(Q).
Nous formulons a présent le probleme microscopique proprement dit.
Proposition 18. Soiz (t,r) € R X RY fixé. Le probleme suivant dit microscopique,
Trouver n(t,r) € ng P(Y);
[, aGy.t.r + Dyn(t,r)) - Dy6 = 0; (3.16)

pour tout 0 € Wnl’p(Y) ,
admet une unique solution.
Preuve. Posons (Kjw,0) = [, a(y,t,r + Dyw) - D,0dy, w,0 € W,”(Y).

a) Montrons que K, envoie Wﬁ1 ?(Y) dans son dual topologique.
Soit w € Wﬁl P(Y), il est évident que K/w est linéaire. S’agissant de la continuité, on a, pour

0 e W;”’(Y)
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3.2. Probleme homogénéisé

[(Kiw,0)| =

fa(y, t,r + Dyw) - Dy6dy

Y

< IDyOll oy lla, t, r + Dyw)ll oy
= Byl 1,7+ Dyl

< C4||0||W;’p(Y)’

1
oll, comme on I’a fait pour avoir (1.15) au Chapitre 1, ¢4 = 3¢/ (1 + 1t ecry + N7 + DyW”Lp(y)N) .

1=

b) Montrons que k] est ceercif.

Soit w € Wﬂl’p(Y); ona:

(Kjw,w) = f;a(y, t,r + Dyw) - Dywdy

\%

fa(y,t,r+Dyw)'(r+Dyw)dy—fa(y,t,r+Dyw)-rdy
Y Y

%

—0 (5
colll + 1¢] + 17+ Dywl 1,0y, llr + Dywlly ) = f a(y.t,r + Dyw) - rdy
Y
p—o 5
co (1 +t+ lrllrery + 1DWllory) | 1IFlLocr = 1DyWllznrp]

- fa(y,t,r+Dyw) -rdy.
Y

\%

Mais,
-1
f a(y,t,r + Dyw) - rdy < olll+ It + r + Dywl 12,05 1 llrcry
Y

p-1
< (1+ 1+ Iy + 1Dl ) IPllecy -

Donc,

)
| 17lrcry = IDyWlloerys| ]

p
(Kiw,w) = (1+ 1+ il + IDwlzsay) 00[1 + 1+ 1|y + 1Dy
y 2

_ C2||r||LP(Y) ]
L+t +I7llzrry + IDywllLocryv
P

Wrllecr) = ”W”W;vp(y)

P
=1+ 1+ [rlleyy + Wl ) Co
(Y
( W, () L+ t+|Irlleyy + ||W||w;~1’<Y)

C2||r||LP(Y)

L+t+ ”r”LP(Y) + ”W”W;’F(Y)

Ainsi
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K'w,w

(Krww)

IIW”W;’P(y)

0

p
(1 +1+ ||r||LP(Y) + ||‘/V||‘/Vl l’(y)) ||r||Ll’(Y) - ||wllwﬁlf’(y)

C2||”||LP(Y)

0
”W”W;J’(y) I+1+ ”rHLF(Y) + ”WHW;W(Y) 1 +1+ ”r”LP(Y) + ”W”W] P(Y)

et le membre de droite de cette derniere minoration tend vers +oo lorsque ||w||W1 » tend vers

)

+00; d’ou le résultat escompté.

¢) Montrons que k] est strictement monotone.

Soit v, w € WJ”’(Y), v#w.Ona:
(Kjw—K/v,w—v) = f[a(y, t,r+Dyw) —a(y,t,r+ Dyv)] -Dy(w —v)dy
Y

= f[a(y, t,r+ Dyw) —a(y,t,r + Dyv)] . [(r + Dyw) — (r + Dyv)] dy

Y

\%

p—6 S
| (1+ 11+ Ir + Dywl + |r + D) IDyw = Dy’ dy

\%

5
colll + |t| + |r + Dyw| + |[r + Dyv| + |[r + D,V ||Lp(Y) |1 Dy(w — v)IILp(Y)

>0.

3
colll + |#| + |r + Dyw| + |[r + Dyv| + |[r + D,V ||L,,(Y) [lw — | lpm

d) Montrons que &/ est hémicontinu.
Soient u,v,w € ng P(Y) et t € R%. En raisonnant comme on 1’a fait pour I’hémicontinuité de

A, au Chapitre 1, on est conduit a :

(K{(w + tu) = K;w,v) < cot|I1 + |t] + 2|r| + (1 + 1)|Dyul| + 2|Dyw| ||L,,(Y)||Dv||L,,(Y)

En conclusion, & est un opérateur de Wﬁ P(Y) dans son dual, hémicontinue, strictement monotone

et coercif. Ainsi, par le Théoreme de Browder-Minty nous avons 1’existence et 1’unicité de la

solution de (3.16). ®

Proposition 19. Dans le couple (uy, uy) solution de ([3.7), u, est définie de facon unique par :

ui(x,y) = 7 (uo(x), Duo(x) ) (y)  p.p (x,y) € QXY

Ou r est I'application de R x RN dans Wﬁl P(Y) qui a tout couple (t,r) € R X RY associe I'unique

solution du probléme (3.16)).
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3.2. Probleme homogénéisé

Preuve. Pour x € Q, posons ¢ = uy(x) et r = Duy(x); alors d’apres la Proposition 3.2.1 il existe

un unique 7(z,r) € Wﬂ] P(Y) tel que :

[, aQ.t,r + Dy(t,r)) - D6 = 0;
pour tout 4 € Wﬁ1 P(Y).

Mais I’équation (3.15)) est donnée par :

fY a(y, up(x), Duo(x) + Dyu,(x,y)) - Dy6(y)dy = 0;
Ve e W;”’(Q).

Et par unicité de la solution du probléme microscopique (3.16) nous avons
uy(x,y) = w(ug(x), Dup(x))(y) VyeY;
d’ou le résultat voulu . W

3.2.2. Probleme macroscopique

En prenant v; = 0 dans le probleme variationnel (3.7/)), nous obtenons :

ffao(y,uo,Duo+Dyu1)v0dydx+ffa(y,uo,Duo+Dyu1)-Dv0dydx:ffvodx.
oJy aJy Q

Ainsi nous avons :

f [f ag (y, ug, Dug + Dym(uy, Duo)) dy] Vo dx
aolJdr

o

qo(t,r) = fao (y, t,r + Dyn(t, r)) dy (t,r)eRx RY
Y

fa (y, ug, Dug + Dym(ug, Duo)) dy] Dvydx = f fvodx. (3.17)
Y Q

Posons :

et

qt,r) = fa (y, t,r + Dyn(t, r)) dy (t,r) e RxR".
Y
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3.2. Probleme homogénéisé

Alors nous obtenons de (3.17) que :

qu(uo(X),Duo(X))VO(X)dX+fq(uo(X),Duo(X))-DvO(X)dx=ffVodx; (3.18)
Q Q

Q

ce qui nous conduit a :
qo (uo(x) , Dug(x) ) — div(q (uo(x) , Dug(x))) = f(x) dans Q. (3.19)

17. Soient € > 0 et u, € Wé’p(Q) une solution du probléme sous les hypo-

theses (pl) a (p7). 1l existe une sous-suite de (U)o (que nous notons toujours (Us)e-o) telle que,
lorsque € tend vers 0

u, — uy dans WS”’ (Q) — faible,

ol uy est solution du probleme macroscopique suivant :

qo (uo(x) , Dug(x)) — div (g (uo(x) , Dup(x))) = f(x) dans Q; (3.20)
uy =0 suroQ. .
Avec
qolt, ) = f ao(y.t.r + Dyn(t,)) dy (t.r) eRXRY
Y
et

qt,r) = fa (y, t,r + Dyn(t, r)) dy (t,r) e RxR",
Y

D’ailleurs, toute limite faible u dans Wé’p (Q) de toute la suite (u.).- entiere, lorsque € tend vers

0, est une solution du probléme macroscopique (3.20).

Preuve. Nous avons déja (grace a (3.19) ) montré que u, est solution du probléme macroscopique
(3.20). L’existence d’une solution pour le probleme macroscopique (3.20) découle du fait qu’il
est du méme type que le probleme (I.13]) du Chapitre 1; donc on montre de fagon similaire qu’il
admet au-moins une solution dans Wé’p Q).

De plus, I’injection compacte de WS”’ (Q) dans L”(Q), permet de voir que I’on peut remplacer
dans tout le procédé d’homogénéisation précédent, uy par n’importe qu’elle limite faible u de
(ug)e>o dans Wé”’ (Q) lorsque € tend vers O et parvenir a (3.19) avec u a la place de uy; d’ou le

théoreme. W
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% Conclusion. =

En somme, comme il était question pour nous de présenter I’homogénéisation périodique
d’une équation aux dérivées partielles non-linéaire et non-monotone donnée par (1), il était im-
portant pour nous a cet effet de présenter tout d’abord certains espaces de Banach nécessaires
pour la résolution des problemes variationnels, ensuite de prouver 1’existence d’une solution
faible du probleme pour enfin homogénéiser le dit probléme par la méthode de la convergence a
deux échelles et de ses théoremes de compacité. Toute cette analyse s’est aussi soldée par la dé-
monstration du résultat de convergence suivant qui stipule que, toute limite faible dans Wé’p (Q)
de la suite (#.)e-0 (Ol pour & > 0, u, est solution de (I.13)) ), est solution du probleéme homo-
généisé final (3.20)), et ce dernier reste d’ailleurs du méme type que celui initial. Les résultats de
ce travail trouvent leur application dans des domaines variés tels que I’ingénierie des matériaux,
la mécanique des structures, la modélisation des fluides, ou encore la conception de dispositifs
micro-électromécaniques. Une perspective parmi tant d’autres serait d’étudier cette fois-ci I’ho-
mogénéisation quantitative du probleme (1) dont la bonne compréhension apporterait sans doutes

de nouvelles idées dans la modélisation et la simulation de nombreux problemes complexes.
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