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& Résumé &

Ce document traite du contrdle optimal d’équations différentielles stochastiques en utilisant le
principe du maximum. Nous considérons le probleme ou une fonction de cofit, composée d’une
intégrale sur un horizon de temps fini et d’un terme de cofit terminal est minimisée . Le processus
stochastique (X;);>o est régi par une équation différentielle de la forme
dX; = b(t, Xy, uy)dt + o(t, Xy, us)dW;  ou b est une fonction déterministe ,(X; )~ le processus
stochastique , (17;);~0 un mouvement brownien standard. Le but est de trouver une stratégie optimale
u* qui minimise une fonction de cofit. L’approche utilisée pour résoudre le probleme est le principe du
maximum qui consiste sous certaines conditions a trouver la variable minimisant I’hamiltonien issu du
systeme hamiltonien. Une expression explicite de la stratégie optimale est donnée notamment dans le
cas des jeux linéaires quadratiques a champ moyen. Au bout de ce travail, des perspectives prometteuses

s’ouvrent pour 1’optimisation et la planification des environnements dynamiques et incertains.

Mots clés : Controle optimal stochastique, équations différentielles stochastiques, principe du maxi-

mum, hamiltonien, jeux linéaires quadratiques.
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& Abstract &

This document deals with the optimal control of stochastic differential equations with the maximum
principle. We consider the problem where a cost function composed of an integral, over a finite time
horizon and a terminal cost term is minimized. The stochastic process (X;);>o is governed by a
stochastic differential of the form dX; = b(t, Xy, u,)dt + o(t, Xy, u;)dW;, where b is a determinitic
function ,(X}):>¢ the process,(W;):>o the standart brownian motion. The purpose is to find an optimal
strategy «* which minimizes the cost function. The approach used is the maximum principle which,
under certain conditions consists of finding the variable minimizing the hamiltonian resulting from the
hamiltonian system. An explicit expression of a strategy is given in particular in the case of linear
quadratic mean-field games. At the end of this work, promising perspectives open up for the

optimization and planning of dynamic and uncertain environments.

Keys words : Stochastic optimal control, stochastic differential equation, maximum principle,hamiltonian,

mean-field games
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& Quelques Notations &

Les notations suivantes sont utilisées dans ce mémoire.

a V b :le maximum entre a et b.

a A'b:le minimumentre aetb .

o(A) : la plus petite sigma-algebre contenant A.

T :I’intervalle de temps [0,T], T fixé dans R.

F"W :la filtration naturelle d’'un mouvement brownien standard W = (W) e>o0-
B(R) : La tribu borélienne sur R.

L%(0,T,R) : I’espace vectoriel des processus (X;)i>o & trajectoires continues et F-adaptés sur
(Q, F, {Fi }ier, P) tels que fOT | X¢|dt < 400 presque surement.

L%(0,T,R) : I’espace vectoriel des processus (X;);>o 2 trajectoires continues et JF-adaptés sur
(Q, F, {Fi }ier, P) tels que fOT | X;|?dt < 400 presque surement.

L%(9Q,C[0; T],R*) : I'espace vectoriel des processus (X;);>o 2 trajectoires continues et F-adaptés
sur (2, F, {Fi }ier, P) tels que E [ sup,co.1y fOT | X, |2dt] < +o00

L%(0,T,R*) : I'espace vectoriel des processus (X;);>o 2 trajectoires continues et F-adaptés sur
(Q, F,{F: }ter, P) tels que fOT | X;|?dt < +o0 presque surement.

Li_:l“(o, T, RF*m) :1’espace vectoriel des processus (X;)> 2 trajectoires continues, localement inté-
grables et F-adaptés sur (Q, F, { Fi: }er, P) tels que fOT | X;|?dt < +o0 presque surement.

M[0; T : désigne le produit cartésien L% (2, C[0; T], R¥) x L%(0, T, RF>™)

S™ : I’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
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¢x : désigne la dérivée partielle de ¢ par rapport a X étant donnée une fonction de plusieurs variables

¢

O - Désigne la dérivée partielle seconde de ¢ par rapport a x étant donnée une fonction de plusieurs

variables ¢

1.1.d. : indépendantes et identiquement distribuées.
ol : transposée de o
EDS : équation différentielle stochastique

EDSR : équation différentielle stochastique rétrograde
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& Introduction générale. &

Le contrdle optimal constitue un domaine de recherche central dans la théorie des systemes dy-
namiques, avec des implications importantes dans de nombreux domaines notamment en finance, en
économie, en ingénierie et méme en biologie. La théorie du contrdle voit le jour en raison du besoin
sans cesse croissant des hommes de résoudre de maniere optimale leurs problemes. C’est ainsi que dans
les années 50, la version déterministe du probleme fut posée pour la premiere fois par le mathémati-
cien Russe Lev Semenovitch Pontryagin. Ce n’est qu’en 1958 que I’Américain Richard E.Bellman fit
le premier a s’intéresser a 1’aspect stochastique du probleme. Cependant, on n’y retrouvait pas le type
d’équation différentielle stochastique initiée par le Japonais Kiyoshi It6 (EDS) offrant un cadre mathé-
matique puissant pour modéliser des systemes soumis a des influences aléatoires.

Ce mémoire se concentre sur I’étude du contrdle optimal des EDS, en utilisant le principe du maximum
comme outil principal d’analyse. Celui-ci vise a trouver des stratégies permettant de minimiser une fonc-
tion de coft tout en respectant les contraintes imposées par le systeme dynamique sous-jacent.

La fonction de coflit considérée dans le cadre de ce travail est donnée par :

T
0
ol (X¢)¢=0 est un processus stochastique satisfaisant une EDS de la forme :

dXt = b(t, Xt7 Ut)dt + U(t, Xta U’t)th
Xo=1x9 € R"”

2)

ou h,g et b, o, sont des fonctions déterministes décrivant respectivement le colit instantané, le colt
terminal et la dynamique du systeme.

L’ objectif principal de ce travail est de trouver une stratégie optimale «* qui minimise la fonction de cofit
J(u). Cette recherche s’inscrit dans un contexte plus large d’optimisation stochastique et de controle
de systemes dynamiques ayant des implications importantes dans la prise de décision et la planification
dans les environnements incertains.

Deux applications spécifiques du contrdle optimal stochastique des EDS explorées dans ce travail sont
premierement son utilisation pour minimiser le risque d’investissement d’un investisseur , et ensuite son
utilisation dans les jeux linéaires quadratiques a champ moyen. Ces applications offrent deux exemples
concrets de 1I’importance pratique et des applications potentielles de la théorie du contrdle dans des
domaines spécifiques tels que I’économie et la théorie des jeux.

Dans la suite de ce travail, nous nous attelerons a présenter d’abord un apercu des concepts préliminaires
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et fondamentaux en théorie de contr6le optimal stochastique. Ensuite nous présenterons les différentes
formulations du probléme tout en démontrant 1’existence d’une stratégie optimale pour un tel probleme.
Enfin nous développerons une méthodologie de résolution du probleme en invoquant le théoreme du
principe du maximum stochastique et en mettant en lumiere les applications de celui ci a la minimisation

des risques d’investissement ainsi qu’aux jeux linéaires quadratiques a champ moyen.
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'S8 CuariTre UN S

NOTIONS PRELIMINAIRES
]

1.1 Notions de calcul des probabilités

Les définitions et les résultats non démontrés dans cette partie sont extraits des documents [1 1], [14]
et [28] mentionnés dans la bibliographie.

1.1.1 Variables aléatoires

Soit €2 un ensemble quelconque non vide.
Soit P(£2) I’ensemble des parties de 2

Définition 1.1.1. (Tribu)
On appelle Tribu ou o-algebre sur () tout sous ensemble F de P(S2) vérifiant :
0O QcF
O VAc F LA F
® V(A nen C F ,UpenA, € F

Remarque 1.1.1. i Le couple (), F) est appelé espace mesurable.

ii La tribu engendrée par un ensemble A est notée o(A) désignant la plus petite tribu de parties de

Q) contenant A.

Définition 1.1.2. (Mesure)
Soit (2, F) un espace mesurable, une mesure sur (2, F) est une application j1 : @ — [0, +o0] telle

que :

1) n(¢) =0
2) Pour toute suite (A,,)nen de parties de §) deux a deux disjointes on a :

p(UnenAa) = 7 Ay

neN

Définition 1.1.3. (Espace probabilisé)
Si u(2) = 1, la mesure est dite de probabilité on la note P; ainsi le triplet (0, F,P) est appelé espace
probabilisé ou de probabilité.
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1.1. Notions de calcul des probabilités

Définition 1.1.4. (Fonction F-mesurable)
Soit un espace probabilisé (), F,P). Une fonction Y : Q0 — R" est dite F-mesurable si :

Y'U) ={weQY(w)eU} eF

pour tout ensemble ouvert U C R" (ou pour tout ensemble de Borel U C R")

Définition 1.1.5. (Variable aléatoire, Loi de X)
Etant donné , deux espaces mesurables (Q, F) et (R, B(R)).
On appelle variable aléatoire réelle , toute application mesurable X de (2, F) vers (R, B(R)). On ap-
pelle loi de X la probabilité image de PP par X, c’est a dire I’application définie sur B(R) par :

Px(0) =P(X7(0)) (1.1)

pour tout O € B(R)

Définition 1.1.1. (Suite tendue)
Une suite de variables aléatoires (X,,)n>0 définie sur un espace probabilisé (), F,P) est dite tendue si :

Ve > 0, il existe M, > 0 tel que P(|X,,| > M.) < e pour tout n > 1.

1.1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (£2, F,P). Pour toute sous tribu
G de F, on souhaite, définir I’espérance conditionnelle de la variable X sachant G qui s’interpréte comme
la meilleure approximation (en un certain sens) de la variable aléatoire X lorsqu’on dispose de 1’infor-
mation G . Ainsi nous verrons que si G = {2, 0} (tribus triviales), alors 1’espérance conditionnelle de X
sachant G est égale a E[X]. L’idée est que si on ne dispose d’aucune information sur X alors la meilleure
approximation de X est son espérance. Sur un autre angle , si G = F , alors comme X est F-mesurable,
on considere que I’on a I'information qui suffit & connaitre la valeur de X, et par conséquent, que 1’ap-
proximation de X dans ce cas est exacte , c’est a dire que I’espérance conditionnelle de X sachant G est
égale a X. De maniere rigoureuse, 1’existence de 1’espérance conditionnelle est garantie par le théoréme
de Radon-Nikodym suivant :

Théoreme 1.1.1. (Radon-Nikodym)
Soient (Q, F,IP) un espace probabilisé et G une sous tribu de F. Alors pour toute variable aléatoire

réelle intégrable X, il existe une variable aléatoire intégrable et G-mesurable Y telle que
/ X (w)P(duw) = / Y (w)P(dw), VA € G (12)
A A

Proposition 1.1.1. (Espérance conditionnelle)
Soient (2, F,P) un espace probabilisé et G une sous tribu de F. Si X est une variable aléatoire inté-

grable, G-mesurable, telle que

/ X (w)P(dw), VA € § (13)
A
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1.2. Processus stochastiques

alors X = 0 Pp.s., c’est a dire P({w € Q; X(w) = 0}) = 1. La variable aléatoire Y est appelée

espérance conditionnelle de X sachant G , et est notée E[X|G].
Enoncons les propriétés suivantes relatives a I’espérance conditionnelle :

Proposition 1.1.2. Soient (2, F,IP) un espace probabilisé et soient G, H deux sous tribus de F. On

considere deux variables aléatoires X, Y intégrables . On a :
1) Pour tous a,b € R, E[aX + bY|G]| = aE[X|G] + bE[Y|G].
2) E[XY|G] = XE[Y|G] si X est G-mesurable ;

1.2 Processus stochastiques

L’ objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoires) est 1’étude des phénomenes aléatoires

dépendant du temps.

Définition 1.2.1. (Processus)
Un processus stochastique est une famille X = (X;);er de variables aléatoires a valeurs dans un espace
mesurable X et indexées par le temps t. Le parametre de temps t variant dans T peut étre discret ou
continu.
Pour chaque w € ), 'application X (w) : t € T — X,(w) est appelée une trajectoire du processus
dans le scénario w. Le processus stochastique X est dit cad-lag (respectivement continu) si pour chaque

w € Q, la trajectoire X (w) est continue a droite et admet une limite & gauche (respectivement continue).

Définition 1.2.2. (filtration)

Une filtration sur un espace probabilisé (§2, F,P) est une famille { F; } > de sous -c-algébres croissante
de F. (c’est-a-dire Fy C Fs C F pour tous 0 < t < s dans T). Le quadruplet (2, F,{F; }ier, P) est
appelé espace de probabilité filtré. Pour des raisons de commodité on prendra souvent F = {F; }ier
L’exemple canonique de filtration est le suivant : si X = (X;)ier est un processus stochastique, la

filtration naturelle (ou canonique) de X est :
]-"tX =0(X;,0<s<t),te T

désigne la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous 0 < s < t. F/*
s’interprete comme toute l'information qu’on peut extraire de I’observation des trajectoires de X entre 0

et t. Et F; s’interpréte comme l'information connue a la date t et elle augmente avec le temps.

Dans le cadre de ce travail, on considere des processus stochastiques a temps continu et I’intervalle
de variation du temps T est soit fini T = [0,T], 0 < T' < o0, soit infini T =[0, +o0].
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1.2. Processus stochastiques

Une filtration est dite continue a droite si :
E+=ﬂ32tf52.7:t VtET

Quand I’espace probabilisé est complet, on dit que la filtration satisfait les conditions habituelles si elle
est continue 2 droite et F, contient tous les ensembles P-nuls (ensembles de mesures nulles). A partir de
maintenant, nous allons travailler dans un espace probabilisé complet (2, F, P) avec la filtration {F; }+>o
satisfaisant les conditions habituelles . Nous définissons aussi Fr = o (|J,cr F), ¢’est a dire la o-algebre
engendrée par | J,.r F;, désignant la plus petite tribu contenant tous les F;.

Dans la suite, on se donne une filtration {F; };ct sur (2, F,P).

Définition 1.2.3. (Processus adapté)
Un processus X, est dit { F }ier -adapté (ou plus simplement adapté) si pour tout t, X, est F; -mesurable.

Lorsqu’on veut préciser par rapport a quelle filtration le processus est adapté, on écrira {F; }>o-
adapté. Un processus adapté est donc un processus dont la valeur a toute date t est révélée par I’informa-

tion J;. Il est clair que tout processus X est adapté par rapport a sa filtration naturelle { ;X };cr.

Jusqu’a présent,le processus stochastique X est vu soit comme une fonction du temps t a w fixé
(lorsqu’on parle de trajectoire) ou comme une fonction de w a t fixé (lorsqu’on considere la variable
aléatoire comme dans la définition 1.1.6.). On peut considérer les deux aspects en regardant le processus

comme une fonction définie sur T x (). Ceci conduit aux définitions suivantes :

Définition 1.2.4. (Processus progressif, Optionnel, Prévisible)

1) Un processus (X;)er est dit progressif (par rapport {F;}ier) si pour tout t € T, ’application
(s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0, t] x Q muni de la tribu produit B([0,t]) ® F;

2) Un processus (X,)er est dit optionnel (par rapport {F, },c1) si 'application (s,w) — X¢(w) est

mesurable sur T x ) muni de la tribu engendrée par les processus {F, }icr-adaptés et cadlag.

3) Un processus (X,).er est dit prévisible (par rapport { F, }iet) si ’application (s, w) — X¢(w) est

mesurable sur T x ) muni de la tribu engendrée par les processus {F, }icr-adaptés et continus.

Remarque 1.2.1. Il est clair que tout processus prévisible est optionnel. En effet tout processus continu

est cadlag car continu a gauche et a droite donc continu a droite et limité a gauche.

Proposition 1.2.1. Si le processus X est optionnel, il est progressif. En particulier, s’il est adapté et

cadlag alors il est progressif.

Définition 1.2.1. Soit (Q, F,{F; }ier, P) et ((AZ, .7?, {]—A"t}tzo, I@) dans cet ordre deux espaces de proba-
bilité filtrés vérifiant les conditions habituelles. La seconde est une extension de la premiere s’il existe
une variable aléatoire 0 : (Q0, F) — (Q, F) telle que :

i) 07\ (F) CF, Wt
i) P=Pofh ' =P,
iii) Pour tout X € L*>(Q, F,P),
E[X ()| F)(@) = E[X|F)(00)p.p.@ € O
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1.2. Processus stochastiques

oi X (@) = X(00) Vo € Q

Théoreme 1.2.1. Soit {X;, i =1,2,...} une suite de processus m-dimensionnels continus sur [0; T,

sur un espace probabilisé (), F,P) vérifiant :

sup;>1 E[|X;(0)["] < 400 (1.4)
SUP;>1 E[|X;(t) — X;(s)|*] < K|t — s|**?  t,5€[0,T]

Pour des constantes o, 3,y > 0. Alors {X;}(j = 1,2,...) est une famille tendue comme variable

aléatoire a valeurs dans W™[0;T|. Et par conséquent, il existe une sous suite {i;}, un processus m-

dimensionnel continu Xij = {le }j =1,2,...) et X défini sur espace probabilisé (0, F,P) tel que :

P(X;, € A) = P(X;, € A),YA € B(W™[0;T])

R ~ R (1.5)
limj o X, — X dans  W™[0;T] P —p.s.

Corollaire 1.2.1. Si (U,d) est compact, alors tout \ C P(U) est compact.

Théoreme 1.2.2. (Théoreme de Skorokod)
Soit (U,d) un espace métrique séparable (polonais) et {P;,i = 1,2,...,P} C P(U) tel que P; converge

faiblement vers P. Alors sur un espace probabilisé (Q, F, I@’), il existe des variables aléatoires X,
X (LF)— (UBU) i=1,2,..
telles que :
i) P, = PXi,i =1,2,.. etP =Py
ii) X; — X quand i1 — oo P — p.s.

Lemme 1.2.1. Soit C I’ensemble des ensembles des Cylindres boréliens dans W™ = (C[0;T],R™). La
o-algébre o(C) engendrée par C coincide avec la tribu de Borel B(W™) de W™.

Proposition 1.2.2. Soit {F;}1>0 et {Gi}i>0 deux familles de sous-tribus de F telles que G, C F,
Vit > 0. Si X; est une {F;}1>o-martingale (respectivement surmartingale, sous-martingale), alors Y; =
E[X¢|G:] est une {G;}>o-martingale (respectivement sous-martingale, surmatingale). En particulier, si
X est {Gi }i>o-adapté , alors X, lui-méme est une {G, }+>o-martingale (respectivement sous-martingale,

surmatingale).

Proposition 1.2.3. Soir&; : (2, F) — (R™i, B(R"™)) une suite de variables aléatoires. (i = 1,2, --)
Soit G = V;0(&) et X € LZ(Q,R™). Alors

E[X]G] =0 Elg(&, -+ )] =0

pour tout i et tout g € Cp(RY) ot

N = ijj
j=1
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1.2. Processus stochastiques

1.2.1 Temps d’arrét

Ayant a I’esprit I’interprétation de F/; comme I’information connue jusqu’a la date t, on s’intéresse a
savoir si un événement donné, caractérisé par sa premiere date 7(w) d’apparition, a eu lieu ou non avant
la date t sachant I’observation de I’information JF; . Ceci conduit a la notion de temps d’arrét.

Définition 1.2.5. (Temps d’arrét , Temps d’arrét prévisible )

1) Une variable aléatoire T : Q0 — [0, +0<], i.e. un temps aléatoire, est appelé temps d’arrét (par
rapport a la filtration { F; }ic1)) si pour toutt € T :

{r<ty={weQ:7(w) <t} eF

2) Un temps d’arrét T est dit prévisible s’il existe une suite de temps d’arrét (7,,),>1 telle que I’on ait
p.S. :
i) lim, 7, =71
ii) 7, < T pour tout T > ()

On dit alors que (T,,),>1 annonce T.

Proposition 1.2.4. Si 7 et o sont deux temps d’arrét alors T \ o , 7V 0,7 + o sont aussi des temps

d’arrét.

Démonstration.

Soient 7 et o deux temps d’arrét , montrons que 7 A o, 7V o, T + o sont des temps d’arrét.
Soit t € T montrons que {7 Ao < t}, {7 Vo <t}et{r+ o <t} appartiennent a F; ona:
{tThno<t}={r<tlu{o <t} ekF,

de méme
{rve<t}={r<t}n{oc <t}
= {7 <t} ufo <t} e F.
Deplus, {r +0 <t} =Upc({Tr =k} N{o =t —k}) € F. O

Remarque 1.2.2. Soit 7 un temps d’arrét , on mesure ’information accumulée jusqu’en T par :
F.={BeF:Bn{r<t} e F,VteT}

et est une tribu de F.
Nous énongons a présent quelques autres propriétés utiles au sujet des temps d’arrét.

Proposition 1.2.5. Soient T et o deux temps d’arrét, £ une variable aléatoire.
1) Pourtout B € F,, BN{o <1} € F,, en particulier o < 7 alors F, C F,
2) Les événements suivants {o < 7}, {oc < 7}, {0 = 7} appartiennent a F,p, = F. N F.

3) & est F-mesurable si et seulement si pour tout t € T, {1,<y est F; -mesurable.
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1.2. Processus stochastiques

Démonstration.

1) Soit B€ F,,ona:
{o <7} € F, car o temps d’arrét. De plus B € F, C F, sur {oc < 7} donc BN{oc <7} € F,.

2) Montrons que F,r, = Fr N F,
.Ona:c ANT<oceto AT < 71donc F,r, C Fret Frpn, CF,d ot Frpne CF NF,.
De plus Soit B € F, N F, alors B € F et B € F,.
sioc <rTalors B € F, = Frny.
Sit < cgalors B € F, = Fpo-
Par ailleurs , {0 < 7} = {7 < o}° € F, = Frro,
Deméme {oc < 7} = {17 <0} € F, = Frno-
Onaaussi{oc =7} ={c <7}n{r <o}
et{UST}GF‘r:Fa:Fﬂ\a
et{r <o} eF,=F =Frro-
dou{oc =7} € Frrs

1.2.2 Le Mouvement brownien

L’exemple basique de processus est le mouvement brownien, nom donné par le botaniste Robert
Brown en 1827 pour décrire le mouvement irrégulier de particules de pollen dans un fluide. Le cadre
d’application du mouvement brownien a largement dépassé 1’étude des particules microscopiques pour

étre utilisé en finance dans la modélisation des prix d’actions, historiquement depuis Bachelier en 1900.

Définition 1.2.6. (Mouvement brownien unidimensionnel)
On appelle mouvement brownien unidimensionnel , tout processus W := (W;,t > 0) a valeurs dans R

tel que :
1) Wo=0P_,
2) W est a accroissements indépendants, ce qui signifie que , pour tous, 0 < t < s < u < v, les
variables aléatoires W, — W, et W, — W, sont indépendants.

3) W est a accroissements stationnaires et Gaussiens, c’est a dire pour tous 0 < s < t,W; —
W, ~ N(0,t — s). Autrement dit, W, — W est une variable aléatoire réelle de densité [ : x

1 —z?
() exp(zp55)

4) W est a trajectoires continues P — p.s.

Définition 1.2.7. (Mouvement brownien d-dimensionnel)
On appelle mouvement brownien d-dimensionnel (d € N*,d > 2) tout processus
(W, o= (W W oo WD)t > 0) tel que les processus (Wt > 0) i € {1,--- . d} sont des

mouvements browniens unidimensionnels indépendants.

Proposition 1.2.6. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien, défini sur un espace probabilisé (), F, P)

alors chacun des processus ci-dessous est un mouvement Brownien :
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1.2. Processus stochastiques

i) (Xy=1We,t>0) ceR
ii) (Y, =—-W;,t>0)

Démonstration. : Nous montrerons juste la troisieme propriété de la définition car les trois autres s’ob-
tiennent aisément.

1) Montrons que (X;) est a accroissements stationnaires Gaussiens.Soient 0 < s < tona:

1 1

E[(X, — X,)?] = E[(ZWC% — EWCQS)Q]
1
= EE[Wczt — Wczs]
1
= c_2<02t —c%s)
=t —s.

2) De méme

1.2.3 Martingales a temps continus

Définition 1.2.8. (Martingales)
Soit (Q, F,{Fi }ser, P) un espace probabilisé filtré. Ou'T = R* ou [0, 4+00] . Un processus (X;,t € T)

est appelé { F, }ier-martingale si :
i) X est {F}ier-adapté.
ii) X est intégrable , c’est a dire E[| X,|] <oo Vte T
iii) E[X|F,| =X, P_, pourtous0<s <t

Définition 1.2.9. (sous-martingales, sur-martingales)
Soit (Q, F,{Fi }ier, P) un espace probabilisé filtré. Oi T = RT ou [0, +00] .Un processus (X;,t € T)
vérifiant les conditions i) et ii) ci-dessus. Il est appelé { F, }cr-sous-martingale (respectivement { F }ier
-sur-martingale) si E[X|Fs] > X, P — p.s. pour tous 0 < s < t (respectivement E[X;|F,] < X,
P—p.s.)

Théoreme 1.2.3. (Théoréme d’arrét de Doob)

Soit (X;,t > 0) une F-Martingale continue ( a trajectoires continues, P-p.s.), et T un F-temps d’arrét
borné tel que la variable aléatoire X, soit intégrable, (c’est a dire E(|X,|) < oo) alors E(|X,|) =
E(Xo) Par conséquent , si 1y et 15 sont deux F-temps d’arrét bornés, tels que 1\ < 175 P-p.s., E(| X, |) <
oo et E(|X,,|) < oo alors E(X,,|Fr,) = X,
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1.3. Intégration stochastique

Définition 1.2.2. Soit M € M?(0; T|"(respectivement M>'¢[0; T|"). Un processus croissant A; est
une variation quadratique de My si MyMT — A; est une { F; }icr-martingale (respectivement martingale
locale). On note < M; >= A,

Définition 1.2.10. (Processus de Markov)
Soit (X;,t > 0) un processus & valeurs dans R et soit F* sa filtration naturelle. On dit que X est un

processus de Markov si pour tous (s,t) € R? et tout Borélien A de R?, on a :
P[Xt+s € A|.Ft] == P[Xt+s € A‘Xt] (16)

Proposition 1.2.7. Soient (X;,t > 0) un processus & valeurs dans R? et soit F* = (F;,t > 0) sa
filtration naturelle, alors X est un processus de Markov si et seulement si pour toute fonction mesurable

positive et bornée ¢, on a :

E[p(Xirs)|Fi] = E[p(Xiys)| Xe] = 9(X2) (L.7)
oi g(x) = E[p(Xe1s)| X = 7]

Définition 1.2.11. (Propriété de Markov forte)
Soient (X;,t > 0) un processus a valeurs dans R? et soit F* = (F;,t > 0) sa filtration naturelle, on dit
que X possede la propriété de Markov forte si pour tous temps d’arréts T, et Ty et pour toute fonction

mesurable positive et bornée ¢on a :

E[¢(XT1+T2)’F7'1] = E[¢(XT1+72)‘X7-1] = g(XTl) (1.3)

Définition 1.2.12. (Diffusion )
On appelle diffusion tout processus (X;,t > 0) a valeurs dans R qui posséde la propriété de Markov

forte, des trajectoires continues P-p.s. et tel que pour tous (t,z) € R, x RY, les limites

1
p(t,z) = lim —E[X;p, — X3 | Xy = 2] (1.9)
h—0 h
1
o?(t,r) = lim —~E[( Xy, — X3)?| X, = 2] (1.10)
h—0 h

existent. Alors y est appelé drift de (X;,t > 0) et 02 le coefficient de diffusion de (X;,t > 0).(0? :
R, x R? — R)

1.3 Intégration stochastique

Définition 1.3.1. (Variation quadratique)
Soit W = (W, s = 0) un mouvement brownien défini sur un espace probabilisé (2, F,P). Soit (7)) nen-
une suite de subdivisions de [0,t], t > 0 telle que : lim,,_, ., 6(m,) = 0. On appelle variation quadra-

tique de B la variable aléatoire définie par :

<W >= lim QW m,)

n—+00

CONTROLE OPTIMAL D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES S. 13 Esaie SAKAM ABO



1.3. Intégration stochastique

oty = (t7,i=0,--- 1) avecty = 0ett,, =tet Q;(W,m,) = > " (Wi — Wpn_)?

1.3.1 Formule d’Ito Unidimensionnelle

Définition 1.3.2. (Intégrale d’Ito )
Soit W = (Wy,s € [0,t]) un mouvement brownien défini sur un espace probabilisé (2, F,P) . On
désigne par : T = (FWV s € (0, T]) la filtration naturelle de W.

i) On appelle Intégrale d’It6 tout processus de la forme

t Tn
I, = / odW, = lim Y ofy (Wi — Wi )
; .

k—1

ot (04,5 € [0,T)) est un processus B -adapté tel que (s, w) — o,(w), est mesurable

T
E[/ |O’S|2d8:| < 00
0

eton (m, = {t?',i =0, ,r,})nen~ est une suite de subdivision de |0, t| telle que : lim,,_, , ., §(7,) =
0

ii) On appelle processus d’Ité , tout processus (X, t € [0,t]) de la forme X; = Xo + fg sds +
I; ou Xy est une variable aléatoire F)V-mesurable (I;,t € [0,T))est une intégrale d’It6, et
(psds, s € [0,T)) est un processus TV -adapté tel que (s,w) — ps(w) est mesurable (par rap-

porta W([0,T]) x F) etE[fOT |ps|ds

< 0

Remarque 1.3.1. i) Tout processus d’Ito est a trajectoires continues.

it) Toute intégrale d’Ito est un processus d’Ito mais la réciproque est fausse.

Proposition 1.3.1. (Propriétés de Uintégrale d’It6)
Soit (I;,t € [0, T]) une intégrale d’Ito , alors

i) I est est une martingale de carré intégrable et a trajectoires continues telle que
E[L,] =E[l)]) =0

ii) 1 satisfait la propriété d’isométrie d’Ito , c’est a dire
t
B[/ = E [ / agds} vt € [0,7]
0

iii) Soient < I >= (< I >4t € [0,T]) la variation quadratique de I. Alors, < I > est I'unique

processus croissant a trajectoires continues Pp.s. tel que
P—<1I>=I}—<1>,te€l0,T))

est une martingale, et on a :< I >= [ a%ds, vt € [0, T].
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1.3. Intégration stochastique

Théoreme 1.3.1. (Formule d’It)
Soit (X;,t € [0, T)) un processus d’Ito de la forme : X; = Xo + fot (sds + I; (confere définition 1.1.19)
et F: R — R de classe C?, alors (F(X;),t € [0,T]) est un processus d’Ité. Précisément, on a :

- 1t
F(X:) = F(Xo) +/ F(X,)dX, + 5/ F'(X)d < X >, .
0 0
ce qui équivaut a :

P0G = P06 + [ (F 0+ 2 (o2 + [ F (),

En effet .
dX, = pods + o, dW,, < X >,= / old, ,d< X >=o02d,
0

1.3.2 Formule d’It6 multidimensionnelle

Théoreme 1.3.2. (d-Processus d’Ito)
Soient XM, X@ ... XD d-processus d’Ito (d € N*,d > 2) alors pour toute fonction F : R? — R,

de classe C*, ona :

~ [0 b L& [P PR o
F(Xy) :F(X0)+Z/O am(XO)ng)jLazz/ T (Xod < X0, X0 >

on X = (XM, x@ ... X))

Définition 1.3.3. (Processus d’Ito d-dimensionnel)
Soient W = (WO W@ ... WD) ayec WO = (Wt € [0,T]) un mouvement brownien d-
dimensionnel , défini sur un espace probabilisé filtré (0, F,{F: }ier, P). On appelle processus d’Ito
d-dimensionnel , tout processus (X;,t € [0,T]) a valeurs dans R" (n € N,n > 2) de la forme

t t
X=X +/ sds +/ o, dW, ¥t € [0, T
0 0

ou X est une variable aléatoire Fy-mesurable a valeurs dans R"™, (u;,t € [0,T1]) et (o4,t € [0,T]) sont

des processus F-adaptés  valeurs dans R™ et R™*¢ respectivement tels que
T n n d
B [+ 3 Yo s < oo
0 =1 i=1 j=1
Le processus |1 est appelé le drift et le processus o est appelé coefficient (ou matrice de ) diffusion.

Théoreme 1.3.3. (Formule d’Itéo multidimensionnelle pour les processus d’Ito)

Soient (X;,t € 0,T), un processus d’Ité multidimensionnel de la forme

t t
Xt:X0+/ usds+/ o dW,, Vt € [0, 7]
0 0
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1.3. Intégration stochastique

Soit F : R, x R* — R une fonction de classe C'*. On adopte les notations suivantes. F, = %—f,
o 2 , . : \
Fo = 22 Funy = o2 Gy = 00t et ] = (0,0, ,of") aors

t
F(t,Xt):F(O,XO)+/ {Ft(s X,) +Z“s L (s, X )+ ZG”FQC (0, X,) }derZ/ (0, X)[o,]Ddy
0

=1 7,7=1
ce qui s’écrit aussi (forme contractée)

dF(t Xt) |:Ft(t Xt + Z,U,s z; 8 X —|— Z GUF:EZ x; (t Xt :|dt+ ZF t Xt)[O't] th

=1 zyl i=1

Remarque 1.3.2. On définit les éléments suivants :

i) Le gradient, D, = (ax17 322 o 7%)
ii) La Héssienne , D,, = (63;985C J,j=1,---,n)

iii) La trace, tr(A) => " Ajon A= (Ai,j>i,j=1,---,n

Alors la formule d’Ito s’écrit :
t t 1 [t
F(t, X;) = F(O,X0)+/ [Ft(s,XS)—l—(u[DxF]t)(s,Xs)] d3+/ (Dng)st—i—é/ tr(o Do) (s, X,)ds
0 0 0

Définition 1.3.4. Soir (2, F) un espace mesurable. Deux mesures de probabilité P et P sont dites
équivalentes si
P(A)=0«=P(A) =0 VYAecF
Théoreme 1.3.4. (Girsanov)

Soient (Wy,t € [0,T]) un mouvement brownien défini sur un espace probabilisé (Q, F,P) et F =
(F, t € [0,T)) sa filtration naturelle. Soit (0;,t € [0, T]) un processus F-adapté. On définit

t 1 t R t
Zy = ewp{—/ OsdW's — 5/ 02dsy W, =W, +/ Osds, ¥Vt e [0,T].
0 0 0

On suppose que l’'une des conditions suivantes est satisfaite :
i) ]E[exp(fOT 0,dWs)] < oo (Condition de Kamazaki)
ii) ]E[exp(fOT 62dW's)] < oo (Condition de Novikov)

Démonstration. O]

Alors E[Z,] = 1 et sous la probabilité P définie par P(A) = E[1,Z7],VA € F , le processus
(Wt, t € [0,7]) est un mouvement standard.

Théoreme 1.3.5. (Théoréme de représentation martingale)

Soit (Q, F,{F; }ter, P) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles. Soit M € M?(0; T]"
(respectivement M>'¢[0; T]") et 0 € L%(0,T,R™ ™) (respectivement Lf,—_’loc(O, T, R™™) qvec ool €
LY(0, T, R™™) (respectivement oo™ € LY'°°(0, T, R"™™). Si

< M > (t) :/0 o(s)o(s)ds
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14. Equations différentielles stochastiques (EDS)

alors il existe une extension (Q, F, {F; } 10, P) de (Q, F, {Fi ier, P) sur laquelle il existe un mouvement

brownien m-dimensionnel W, tel que

M(t) = /0 ' o(5)dWs,

1.4 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Définition 1.4.1. Soient T > 0, et X; un processus d’Ité n-dimensionnel, (n € N*) . (X; =
(Xt(l), X2 ... ,Xt(n)),t € [0, T]) dirigé par un mouvement Brownien d-dimensionnel

(W, = (Wt(l), we, ... ,Wt(”)),t € [0,7T]), on suppose que le drift et le coefficient de diffusion
sont respectivement de la forme p, = p(t,X;) et o = o(t,Xy) on p : [0,7] x R — R" et

o :]0,T] x R* — R™4 sont des fonctions mesurables. La représentation suivante :
dXt = Iu(t,Xt)dt‘f‘O'(t,Xt)th,XQ = C (111)

du processus d’Ito X = (Xy,t € [0,T]) est appelée , équation différentielle stochastique d’inconnue X
avec pour valeur initiale (. On suppose que ( est un vecteur aléatoire n-dimensionnel indépendant du

mouvement brownien W.
Existence et unicité des solutions

Définition 1.4.2. Soient T > 0 et (W, t € [0,T]) un mouvement brownien d-dimensionnel défini sur
un espace probabilisé (Q, F,P). On note F = (F;,t € [0,T)) sa filtration naturelle. On appelle solution
forte de I’équation différentielle stochastique (1.11) tout processus X = (X;,t € [0,T]) F-adapté tel

que :
i) Xo=¢
ii) f0T|u(i)(s,XS)|ds < 400 et f0T|0(i)(s,XS)|2ds < 400 P.p.s. c’est a dire pour tout i €
(-}, jef{l, - d
iii) X satisfait (1.11) c’est a dire

t t
Xi =C+/ (s, Xs)ds —l—/ o(s, Xs)dWs Vte|[0,T]
0 0
Définition 1.4.1. Un 6-uplet (2, F,{F:}i>0, P, W, X) est appelé solution faible de (1.11) si :

1- (Q, F, {Fi}i>0, P) est un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions habituelles.
2- West un {F;}i>o-mouvement brownien et X est { F; }+>o-adapté , filtré et continu.

3- Xy et n ont la méme distribution.

4- Les conditions (ii) et (iii) de la définition précédente sont vérifiées.

Théoreme 1.4.1. On suppose que le drift 11 et le coefficient de diffusion o du processus d’Ité X repré-

senté par (1.11) satisfont les conditions suivantes :

u(t,2) = ult,yll + llo(t.2) — o(t,y)|| < Klle — yl|  (Codition de Lipschitz) — (1.12)
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1.5. Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

Nu(t, z)|| + ot 2)|| < K(1+||z]]) (Condition de croissance (au plus) linaire) (1.13)
o K > 0 est une constante et ||o||* = Y, Z?Zl(a(ij))Q. supposant que la donnée initiale ( est

indépendante du mouvement brownien (W, t € [0,T]) et que E {] IC| \2] < o00. Alors , I'equation diffé-

rentielle stochastique (1.11) admet une unique solution X = (Xy,t € [0,T)) satisfaisant les propriétés

suivantes :

1) X est F-adapté , et adapté par rapport a la filtration engendrée par le mouvement brownien W et
la variable aléatoire (.

2) X est a trajectoires continues P.p.s
3) X est de carré intégrable c’est a dire E {] | Xs| \2ds} < 00

4) X est un processus de Markov.

1.5 Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

Les résultats et théoremes non démontrés de cette section sont issus de [ | 4] respectivement aux pages
349-353 et 358-359 :

1.5.1 EDSR Linéaires

Considérons le probleme a valeur terminale suivant :

dYy = [AY; + 3700, Bj(t)Z;(t) + f(b)]dt + ZdWt, t € [0;T)

(1.14)
Yr=¢
ou A, By, -+, By, sont des processus bornés a valeurs dans R*** et { F; },cr-adaptés, f € L%(0, T, R")
et £ € L%(Q,R¥). Notre but est de trouver les processus Y et Z = (Z1,--- | Z™) vérifiant le systtme

(1.14) et a valeurs dans R” et dans R¥*™ respectivement .

La paire (Y,Z) que nous cherchons doit €tre adaptée vers 1’avant alors que le processus Y a valeur termi-
nale t=T (doit étre résolue vers I’arriere). C’est pourquoi 1’équation (1.14) est appelée équation différen-
tielle stochastique rétrograde.

Définition 1.5.1. Une paire (Y,Z) € L%(Q,C[0;T],R*) x L%°(0, T, R*™) est appelée solution

adaptée de (1.14) si Y vérifie I’équation suivante :
T m T
Y, =¢— / [AY,+ ) " Bj(s)Z(s) + f(s))ds — / ZdWs Yt € [0;T] p.s.
L’équation (1.14) a une unique solution si pour deux solutions adaptées (Y,Z) et (}7, Z ),ona:

P({Y, =Y.Vt € [0;T] et Z, = Z,ppt € [0;T]}) =1
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1.5. Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

On a le théoreme suivant :

Théoréeme 1.5.1. Soient A, By, - ,B,, € L¥(0,T,R**). Alors pour tout f € L%(0,T,R*) et
¢ € L%(Q,R¥), PEDSR (1.14) admet une unique solution adaptée (Y,7) € L%(Q,C[0;T],R¥) x
L%(0, T, R¥™) et il existe K > 0 tel que :

m

E[ sup |V;[?] +ZE[/O |Z]?]dt < K{E(]5|2)+E[/O yf(t)|2dt}} (1.15)

te€[0;T o

1.5.2 EDSR non linéaires

Dans cette section, nous étudions les EDSR non linéaires ; ils ont des applications intéressantes en
mathématiques appliquées et en finance, dans les équations aux dérivées partielles et bien d’autres.
Considérons I’EDSR suivante pour temps fixé t € [0; T']

dY, = f(t,Y;, Z,)dt + ZdWt ¢ € [0;T] p.s.
Yr=¢

(1.16)

ou f:[0;T] x RF x R¥>*™ x ) — R¥ et £ € L%(Q, R¥) . f pouvant étre aléatoire.
Notre objectif est de trouver une paire de processus {F;};cr-adaptés Y : [0;7] x @ — RF et 7 :
[0; 7] x © — R¥*™ vérifiant tous les deux 'EDSR ci-dessus .

Introduisons les notations suivantes :

< A,B>=tr(ABT) VA, B¢ R"™ (1.17)

Ce produit est bien défini sur 1’espace de Hilbert R**™ . Définissons |.| la norme induite par (1.17) par :

|A|| = /max o (AAT) < \/tr(AAT) = |A|
< Vk Amy/maxc(AAT) = Vk Aml||Al|

ot 0(AAT) est I’ensemble des valeurs propres de la matrice AA”. Ensuite pour tout 3 € R, on définit

M;3[0; T'| I’espace de Banach suivant :
Mg[0; T) = L3(,C[0; T),RF) x L%(0, T, R*™)

muni de la norme

1

T 2
107 2o = [ECsup )+ 5[ [ zpear)|
0

te[0;T]

Puisque 0 < T' < +o00, toutes les normes ||.||(4(0;7) sont équivalentes pour des valeurs différentes de
B eR.
Supposons les hypothéses suivantes sur la fonction f : [0; 7] x R* x R™** x Q — RF |
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1.5. Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

B)V(Y,Z) € R* x R™** {(1,Y,Z) est {F; }scr-adapté ;
f(50;0) € L3(0, T, R).

Remarque 1.5.1. L’unicité s obtient exactement comme dans le cas linéaire abordé ci-dessus.

Définition 1.5.2. La paire de processus (Y, Z) € Mg|0;T] est appelée solution adaptée de (1.16) si

on a l’égalité suivante :

T T
3@—5—/’ﬂ&xw4m&—/ ZudWs, Vte [0:T]
t t

Théoreme 1.5.2. Supposons les conditions définies par (B) sont vérifiées. Pour tout £ € L%ET (,RY),
I’EDSR (3.20) admet une unique solution adaptée (Y, Z) € Mz[0;T] .

Démonstration. : Pour (Y,Z) fixé dans M [0; T, il vient des conditions de (B) que f (-, z;y) € L%(0, T, RF).
Considérons ’EDSR

dY; = f(t,y(t), z(t))dt + Z,dWt ¢ € [0;T] p.s.
Yr=¢

(1.18)

De plus f satisfait une condition de Lipschitz uniforme : il existe une constante positive L telle que :
|f(t oy, 21) — f(tye, 2)| < L(lyr — vol + |21 — 22]), Vy1, 42 € RF Vzq, 20 € RF™ Popus

qui est une EDSR linéaire. Et par le théoréme 1.5.1, il admet une unique solution adaptée (Y, 7) €
M;[0; T'. De plus par ’'EDSR (1.18), on peut définir I’opérateur
T : Mg[0; T] — Mgjo.r) par (y, 2) — (Y, Z). Nous montrons que pour tout 3 > 0,

1
HT(% Z) - T(@? 5)“/\/{5[0;T} < §H(y’ Z) - (@j, Z)HMB[O;T] V(y, Z), (g> 2) € Mﬁ[o; T] (1'19)

Ce qui montre 7 est une application contractante sur ’espace de Banach Mj[0;7]. Nous pouvons
utiliser le théoreme de 1’application contractante (Zeidler[1 p17]), pour affirmer 1 ’existence et 1’unicité
d’un point fixe de 7 qui est donc I’unique solution adaptée de (1.16).

Pour prouver (1.19), soient (y, z), (7, Z) € Mg[0; T et posons

(KZ) :T(y,Z), (}772):7(33’2)

Définissons
Y,=Y,-Y,, Zi=Z—17
gt:yt—?jt, z)t:yt—ﬂt

Soit 5 > 0, une constante positive. Appliquant la formule d’It6 a ]Yt %% ona:
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1.5. Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

T T T
Y, |22 +/ | Z,|?e?%°ds = —/ [26|§73\2 +2 <Y, f(s) > |es — / 267 < Y,, Z,dWs >
0 ¢

t

T T
< [ {2800+ 2LV 3] + ) s 2 [ e < B Zaws >
t

t

’ 2L & o SN2 0 (202 ] 2 o o5
< / [(—25 + T)\Ys! + A([9(s)]” +12(9)| )]e Fsds — 2/ e¥s < Y,, Z,dW's >
t t

ou\ = % > ( cela implique

T T T
|V, |2e?% + / | Z,|2e*P2ds < )\(T+1){ sup |g(t)2e*?)+ / |2(s)|262’85d3]—2 / e <V, Z.dWs > .
0 0 t

te[0;7T]
(1.20)
En passant a I’espérance on a :
A T A
|1+ [ 2P ] <162 Rgon, (121)
0
D’autre part , par I’'inégalité de Burkholder -Davis-Gundy, obtenue en (1.21) on a :
T . R T R .
El sup | | € <Y, ZdWs > || < E[|/ et <Y, Z,dW's > |}+ (1.22)
tel0;T] Jt 0
t
E[ sup | [ € <Y, Z,dWs > | (1.23)
te[0;T] Jo
t
< QE[ sup | [ €¥* <Yy, Z,dWs > |] (1.24)
telo;7] Jo
T 3
< KIE{ sup | |Y;|2|Z5|26455ds] (1.25)
tel0;T] Jo
< KE| sup (ViPe)H (2,2’ (1.26)
te(0;7T)
1 . T4
< —E[ sup (thy?e?ﬁt)} +K2EU \ZS|262’85dS} (1.27)
4 te(0;7 0
1 > A
< 5| sup (Vi) + KT+ DIIG. 2l oy
te(0;7
(1.28)
Par conséquent , de (1.20) et (1.22), on obtient :
A T A A
E{ sup (\}/}\262&)} < MT + D)@, 2,00 + 2]E[ sup | [ €2 < ZTY,, dWs >] (1.29)
te[0;T] ' tejo;7] Ji
A 1 >
< (U+ 2K3NT + |3, 2) By o) + QE[ s;lp]um?e%} . (130)
tel0;T
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1.5. Equations différentielles stochastiques Rétrogrades (EDSR)

Combiné avec (1.29) et (1.21)on a :

IR 203 +4K?)(T + 1)L, . .
(Y, Z)H?\/tﬂ[o;T] < 3 H(%Z)H?\Aﬂ[o;ﬂ- (1.31)

On peut bien évidemment prendre ( trés grand pour réduire au maximum la contraction de 7 sur
M[0; T]. Ce qui qui entraine I’existence d’un point d’un unique point fixe pour 7 et par conséquent
I’existence et I’unicité d’une solution adaptée a 1’équation (1.16). [

Théoréme 1.5.3. Soient fet f : [0;T] x RF x RF*™ x Q — RF satisfaisant les conditions de (B)
et soit et £ € L%(Q,R¥) . Soient (Y,Z) et (37, Z) € Mg|0; T deux solutions de (1.16) correspondant
respectivement a ( f, f)et(f, é) Alors

~ T ~
IV = ¥.2 = 2By < KBl - 6P + | [ 1£5,%202) = o v 202}
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'8 CuariTrRe DEUX [

PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

STOCHASTIQUE
- _

Le but de ce chapitre est de donner une formulation du probleme de contrdle optimal stochastique.
Aussi nous démontrerons 1’existence d’un contrle optimal pour ce probleme. En effet il s’agira pour
nous de présenter les conditions et équations mathématiques que doit vérifier la solution optimale, afin
concretement de minimiser une fonction de cofit J donnée. Pour mener a bien notre analyse et surtout
afin de mieux cerner le probléme, nous préférons débuter par €énoncer quelques exemples pratiques de

tels problemes.

2.1 Quelques exemples de problemes d’optimisation stochastique

Nous allons dans cette premiere partie énoncer trois exemples intéressants. Le premier est la mi-
nimisation des cofits de fabrication d’un produit par une usine, le second la réassurance et gestion des
dividendes qui est un probleme relativement nouveau et largement exploré. Sa premiere version fut in-
troduite en 1996 par Leland-Toft, mais ne comprenait cependant pas de probleme d’optimisation. Nous
discutons ici d’un cas plus complexe ou une compagnie d’assurance désire optimiser les dividendes
qu’elle verse a ses actionnaires a travers une suite de décisions optimales qu’elle devra prendre. Le troi-
sieme et dernier exemple , bien connu dans le monde de la finance, est le probleme du portefeuille de
Merton énoncé et résolu en 1969 par Robert C. Merton : Investissement et consommation. Un investis-
seur dans un temps limité doit effectuer des allocations de sa richesse sur des actions et des obligations
(sans risque) afin de maximiser son utilité. Dans la suite nous détaillons ces exemples.

2.1.1 Minimisation du coiit de fabrication d’un produit.

Dans cette partie nous examinons le cas d’une usine qui désire minimiser le colt de fabrication d’un
produit sachant que la demande n’est pas maitrisée (c’est-a dire n’est pas une fonction déterministe du
temps). De facon formelle, désignons par z(t) la demande, X (t) la production et u(t) la stratégie de

production. On pourrait, par exemple, considérer que u, x et z sont liées par la dynamique :
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2.1. Quelques exemples de problemes d’optimisation stochastique

dx(t) = [u(t) — z(t)]dt pour t € [0,T]
dz(t) = b(t, z(t))dt + o(t)dW; pour t e [0,T]
z(0) =0
z(t) < K pour te€[0,T]ouk >0.

2.1)

Et la fonction de cofit est de la forme :
T
) = 5| [ Gate) uloat + exp(—T)h(a(T)
0

2.1.2 Réassurance et gestion des dividendes

Nous discutons ici d’un cas plus complexe ou une compagnie d’assurance désire optimiser les divi-
dendes qu’elle verse a ses actionnaires a travers une suite de décisions optimales qu’elle devra prendre.
Considérons un modele dans une compagnie d’assurance A, qui permet de choisir une police d’assu-
rance aupres d’une autre compagnie B dans le but de se couvrir d’une partie des risques. Cette opération
qu’on appelle réassurance est d’usage dans le monde des assurances. Notre compagnie A a le choix du
montant des dividendes qu’elle verse a ses actionnaires. De plus, A doit constamment rembourser une
dette corporative (un emprunt aupres d’une banque par exemple), le remboursement instantané est O. Il
est commun d’évaluer une compagnie a travers le montant des dividendes qu’elle reverse. Alors, le but
de A est donc de trouver la police de réassurance et la stratégie sur les dividendes qui lui permettront de
maximiser le total des dividendes actualisés sur une période donnée.

Pour modéliser un tel probléme, considérons R(t) le total des actifs liquides de A au temps t. Evidem-
ment, R(t) est influencé par le montant p des primes encaissées par unité de temps, par le remboursement
constant de la dette, et par le paiement des réclamations faites par les clients. Soit V(t) le nombre de

réclamations au temps t, et 7; le montant de la ¢ réclamation. On peut donc écrire :

V(t)
R(t) = R(0) +pt — 6t — Y " m; (2.2)
=0

Si V(t) est un processus de Poisson de parametre A, et que les réclamations sont i.i.d., alors R(t) peut
étre approximé par un mouvement brownien de dérivée p — § — A E(n) et de coefficient de diffusion
(nE(n?)) 2. Mais le contrat de réassurance permet a la compagnie A de conserver juste une proportion a
du montant des primes, donc de reverser 1 - a a la compagnie B. En conséquence, 1 - a des réclamations
sera a la charge de B. Donc dans I’équation (2.2), p sera remplacé par ap, 7;, par a 1;. On construit ainsi
le modele qui suit :

Soient x(t) le volume d’argent liquide dont dispose la compagnie a I’instant t, c(t) le taux de dividende

payé aux actionnaires a I’instant t. Alors la dynamique de x(t) est donnée par :

dx(t) = [a(t)p — 0 — c(t)]dt + a(t)ocdW;
z(0) = xg

(2.3)

Ici p est la différence entre le taux de la prime et le paiement espéré par unité de temps 1-a(t) est la

fraction de réassurance au temps t. Selon la nature du probléme on a les contraintes ci-dessous :
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2.1. Quelques exemples de probléemes d’optimisation stochastique

z(t) >0 0<a(t)<1 Vtel0,T]

L’objectif donc de I’équipe dirigeante de la compagnie est donc de choisir le schéma de paiement
des dividendes c(.) , et la politique de gestion des risques a(.) , tous les deux non anticipables, tels que

(2.3) soit satisfaite , et le total espéré des dividendes
T
Jtet,at)) | [ exprt)etyar]
0
soit maximal sur [0, T']. Noter que y est le taux d’actualisation.

2.1.3 Investissement et consommation

Considérons un marché dans lequel m + 1 actifs sont échangés continuellement. L'un d’entre eux

qu’on appelle obligation est tel que le processus de prix Py(t) vérifie I’équation différentielle ordinaire :

dPy(t) = r(t)Py(t)dt,t € [0,T1,
PO(O) - PO > 07

(2.4)

ou r(tg) est le taux d’intérét (de 1’obligation). Il est clair que Fy(¢) augmentera constamment dans le
temps. Les m autres actifs sont appelés actions, et les prix Py (t), ..., P, (t) satisfont I’équation différen-
tielle :

AP(t) = PA(Obi(t)dt + ou(t)dW (), £ € [0, 7],

PZ(O) =P > 0,,

(2.5)

Oubi : [0,T] x Q@ — R, b;i(t) > 0 est appelé le taux d’appréciation, et o; : [0,7] x Q@ — R™
est appelé la volatilité ou encore dispersion des actions. Tous ces processus sont supposés {F;}i>o -
adaptés. Ici, W, est un mouvement brownien standard m-dimensionnel défini sur un espace de probabilité
filtré (Q, F, {F:}i>0, P). Le terme de diffusion < o;(¢), dW(t) > de (2.5) reflete la fluctuation du prix
des actions, qui sont par conséquent des actifs risqués. Pour intéresser les éventuels acheteurs, on peut
supposer :

E(b;(t)) > r(t) > 0, Vit € [0, T, 1<i<m. (2.6)

Considérons maintenant un investisseur détenant N;(¢) parts de I’actifi (i = [,--- ,m) a I'instant t, nous

noterons X, sa richesse totale. Alors :

m

Xi =Y Ni(t)P(t),t >0 2.7)

=1

On suppose que les transactions des actions et le paiement des dividendes (au taux p;(t) par unité de
temps et par unité de capital investi sur le ¢ actif) s’effectuent de maniere continue. Soit c(t) le taux de

retrait du marché par I’investisseur pour consommation. On a donc :

Xerme— Xo= SNG4 A0 — P+ S mO)NOPOA — Al 28)
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2.2. Formulation des problemes de controle optimal stochastique

En faisant At — 0 on obtient :

dX, = ZN t)dP(t i J()N; () Pi(t)dt — e(t)d(t) (2.9)
= (r(®)No(t)Po(t) + ) _[bi(t) + ()] Ni(t) Fi(?) dt+ZN (t)dW (t) (2.10)

)X, + Z r(t)]pa(t) — c(t)]dt + Z o3 (£)us (£)dW (1) 2.11)

, OU,

u;(t) = N;(t)P;(t), i = 0,--- ,n est la richesse de I’investisseur sur le ¢ actif. Lorsque u;(t) < 0
(i =1,2,---,m), il/elle est a court du ¢ actif. Quand uo(¢) < 0, I’investisseur emprunte le montant
|up(t)| au taux d’intérét r(t). Il est clair qu’en changeant U, (t), notre investisseur change 1’allocation de
sa richesse sur les m+ 1 actifs. u(t) = (ui(t),- -, un(t)) est le portefeuille de 1’investisseur. Remar-
quons que I’allocation faite a I’obligation n’apparait pas dans le portefeuille. ce dernier est enticrement
déterminé par I’allocation effectuée sur les actions, étant donné la richesse totale.
Maintenant, pour Xy = xy > 0, notre investisseur v veut la stratégie d’investissement u(-) et le plan de

consommation c(-) tels que :

X, =2 0,vte€[0,T],p.s

et le flux d’utilité actualisé :
T
I ) = E| [ exp(-a00(e(t)dt + exp( 1T (xr) 2.12)
0

est maximal ; 7 > 0 est le taux d’actualisation, ¢(c) est I’utilité de la consommation c,
et exp(—yT)h(Xr) est I'utilité actualisé provenant des legs (richesse terminale). On pourrait bien

évidemment imposer des contraintes supplémentaires, par exemple :
wi(t) > —-L; Vtel0,T],p.s,i=0,1,---,n, VL; >0

L7 = 0 signifie que la vente a découvert est interdite.

2.2 Formulation des problemes de controle optimal stochastique

Tous les systemes d’équations différentielles stochastiques (EDS) présentent des caractéristiques
communes telles que : un systeme de diffusion décrit par 1t6 ; beaucoup de décisions alternatives qui
peuvent affecter la dynamique du systeme ; les décisions et/ou 1’état du systeme sont sujets a certaines
contraintes ; un critere mesurant I’efficacité des décisions. Notre but est d’optimiser (maximiser ou mini-
miser) ce critere en sélectionnant une décision non-participative parmi celles satisfaisant les contraintes.
Un tel probleme est appelé probleme de contrdle optimal stochastique.

Présentons maintenant deux formulations mathématiques (formulation forte (FF) et formulation faible
(WF) du probleme de controle optimal stochastique a travers deux définitions.

CONTROLE OPTIMAL D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES S. 26 Esaie SAKAM ABO



2.2. Formulation des problémes de controle optimal stochastique

2.2.1 Formulation Forte (FF)

Soit un espace de probabilité filtré (2, F, {F; }+>0, P) satisfaisant les conditions usuelles. On définit
un mouvement brownien standard W (-) de dimension m sur ce méme espace. Considérons 1’équation

différentielle stochastique suivante :

dX(t) = b(t, Xty ut)dt + U(t, Xt, Ut)th
X(0) = Xo € R

(2.13)

b:[0,7] x R" x [0,00] x U —> R™

b est une fonction mesurable bornée, U un espace métrique séparé donné et 7" € [0, oo] fixé. Le processus
u(-) s’appelle le contrdle représentant 1’action, la stratégie, ou la politique des décideurs (controleurs).
A tout instant, le contrdleur doit posséder certaines informations (telles que spécifié par le champ d’in-
formation F;, a un moment donné (spécifique)), mais il n’est pas en mesure de prédire ce qui arrivera
a cause de I'incertitude du systeme (en conséquence, pour tout t, le contréleur ne peut pas prendre sa
décision u(t) avant que le temps t arrive). Cette restriction non anticipative en terme mathématique peut
étre représentée par u(-) qui doit &tre {F; }+>o - adapté u(-) est adapté a la filtration {F }+>(). C’est-a-dire

que le contrdle u(-) est pris dans I’ensemble :

A={u:[0,T] xQ— U] u(-) est {F}i>o— adapté}
Tout contrdle u(-) € A est appelé contrdle admissible. Aussi nous pouvons avoir certaines contraintes
d’état.
Soit S(t) : [0,7] — 2%" une , multifonction donnée , alors la contrainte d’état peut étre donnée
par :

X € S(t),Vt € [0,T],P-p.s.

Il peut aussi avoir d’autres conditions. Etant donné la fonction de cout suivante :

T
ﬂm:EL/h@XMMﬁ+ﬂXﬂ (2.14)
0

Définition 2.2.1. Soir (2, F,{Fi}+>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions
usuelles et W (-) un mouvement brownien standard m-dimensionnel défini sur ce méme espace. Une

fonction u(-) est s-admissible et (X (-),u(-)) est une paire s-admissible si :
(i) u-) e A
(ii) X (-) est 'unique solution forte de (2.13)
(iii) Certaines contraintes d’état prescrites (données) sont satisfaites ;

(iv) h(-, X (-),-u(-)) € LL(0, T, R) et h(X7) € LL(Q, R)

L’ensemble des contrdles s-admissibles est noté 4> ,. Nous pouvons donner une formulation forte

(FF) du probléeme de contrdle optimal stochastique de la maniére suivante :

Probleme (FF) : Minimiser (2.14) sur A? ..
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L’ objectif est de trouver u* € A3, (s’il existe) , tel que

(u*) = inf j 2.15
jw) = nf ju) (2.15)
Le probleme (FF) est s-fini si la partie de droite de (2.15) est finie, et il admet une s-solution unique
s’il existe une solution unique u* € A?, qui vérifie (2.15) . Tout u* € A;, vérifiant (2.15) est appelé
controle s-optimal. Le processus d’état X*(-) correspondant et la paire état-controle (X*(-),u*(-)) sont
appelés processus d’état s-optimal et paire s-optimale respectivement.

2.2.2 Formulation Faible (WF)

Notons que dans la formulation forte, I’espace de probabilité filtré (2, F, {F;}+>0, P) et le mouve-
ment Brownien W () de ce méme espace sont tous deux fixés. Dans certaines situations il sera nécessaire
et méme pratique de varier I’espace (€2, F, {F; }:+>0, P) ainsi que W (-) et de les considérer comme des

parties a controler. Pour cette raison, nous avons besoin d’une autre formulation du probléme.

Définition 2.2.2. Un 6-uplet 1 = (0, F,{Fi}i>0, P, W(-),u(-)) est appelé contréle w-admissible, et

(X (+), u(-)) une paire w-admissible, si
(i) (0, F,{Fi}i>0,P) est un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles ;
(ii) W (-) est un mouvement Brownien standard de dimension m défini sur (0, F,{Fi}t>0, P)
(iii) u(-) est un processus {F;}>o-adapté de (Q, F,P) a valeur dans U ;
(iv) X (-) est I'unique solution faible de (2.13) sur (Q, F,{Fi }+>0, P) sous u(-).
(v) Certaines contraintes d’état prescrites (données) sont satisfaites ;
(i) h(-, X(*),-,u(-)) € LX(0,T,R) et h(Xr) € L%(,R). Ici, les espaces L-(0,T,R) et L:(Q, R)

sont définis sur ’espace probabilisé filtré (), F,{F; }1>0, P) associé au 6-uplet .

L’ensemble de tous les contrdles admissibles est noté par A, . Parfois nous écrirons v* € A%, au
lieu de (Q, F,{F:}i>0, P, W(-),u(-)) € A%, s’il n’y a aucune confusion a craindre, cela dépend aussi
du contexte dans lequel on considere la formulation faible. Notre formulation faible (WF) du probleme

de contrdle optimal stochastique est la suivante :

Minimiser (2.14) sur AY,.
Trouwver 7w € AY, (s'il existe),tel que (2.16)
j(m*) = infre 4w, j(m)

De maniere analogue a la formulation forte, le probleme (2.16) est w-fini si la partie de droite du
troisieme volet de (2.16) est finie. On définit la w-solution unique, le contrdle w- optimal, le processus
d’état w-optimal et la paire w-optimale de la méme facon que dans la formulation forte.

Notons que la formulation forte est celle qui découle du monde pratique, alors qu’on se sert souvent
de la formulation faible comme un modele mathématique auxiliaire mais ¢’est un modele mathématique

efficace qui vise le méme objectif que la formulation forte. Un des objectifs du controle optimal sto-

chastique, est d’optimiser (minimiser ou maximiser) 1’espérance mathématique de certaines variables
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aléatoires qui dépendent seulement de la distribution des processus impliqués. Par conséquent, si toutes
les solutions de 1’équation (2.13) ont la méme distribution dans des espaces de probabilités différents,
alors on est plus libre dans le choix de I’espace de probabilité qui nous convient. On devrait noter aussi
que la formulation faible échoue toutefois si 1’'un des coefficients donnés b ; o ; h et g est aléatoire (c’est-
a-dire si I’un d’entre eux dépend explicitement de w), parce que dans ce cas, I’espace de probabilité doit
étre spécifié et fixé a priori.

2.3 Existence du controle optimal

Dans cette section , nous discuterons de 1’existence du contrdle optimal. L’essentiel de la théorie est
la suivante :Une fonction semi-continue inférieurement ( sci) et définie sur un espace métrique compact

atteint son minimum.

2.3.1 Existence sous la formulation forte

De prime abord , nous examinons I’existence sous la formulation forte. Soit (€2, F, {F; }1>0, P) un
espace de probabilité filtré donné et soit 1/ (-) un mouvement brownien standard défini sur ce méme

espace ; Considérons le systeme linéaire stochastique contrdlé suivant :

X(] = X9

2.17)

Ou A,B,C,D sont des matrices de tailles carrées d’ordre n . L’état X (-) est a valeurs dans R" et le controle
u(-) est dans I’ensemble :

ALY = {u(") € LZ(0,T\R"|u, € U pp t€[0,T] ps} (2.18)

U C R*. Notons que nous avons une contrainte supplémentaire , étant que le contrdle doit étre de

carré intégrable juste pour assurer 1’existence d’éléments dans I’ensemble défini en (2.18).
Remarque 2.3.1. Si U est borné, alors cette condition est automatiquement satisfaite.

La fonction de cout est :
T
J(u) = E{/ h( Xy, uy)dt + g(Xr) (2.19)
0

Avec
h:R"xU—R e g¢g:R"—R

Le probleme de contrdle optimal peut étre énoncé comme suit :
Minimiser la fonction de cofit (2.19) sur A*

Nous introduisons les hypotheses suivantes :
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(H,) : L’ensemble U C R” est convexe et fermé , les fonctions h et g sont convexes et pour certains
0,K>0,
h(z,u) > 6lul* — K, g(x)>—-K V(z,u) €R"xU (2.20)

(Hs) : Lensemble U C R* est convexe et compact , les fonctions h et g convexes. Lorsque 1’une des
hypotheses ci-dessus est supposée, le probleme défini en (2.19), est appelé "probléeme de contrdle optimal
stochastique linéaire convexe. Un cas particulier est que lorsque h et g sont des fonctions quadratiques

convexes, le probleme défini en (2.19), est réduit a un probléme linéaire quadratique stochastique.

Théoreme 2.3.1. (Existence de contréle optimal sous la formulation forte)
Sous 'une des hypothéses (H1) ou (Hs) , si le probléeme défini en (2.19) est fini , alors il admet un

controle optimal.

Démonstration. Premierement supposons que (H;) est vérifiée . Soit (X;(-), u;(-)) une suite minimi-
sante c’est a dire (j(u;(.)) — inf,c 4z j(u(-))) par (2.20)) ona:
j—o0

T
EU |uj(t)]2dt] <K Vi>1 (2.21)
0

pour une constante K>0. L2-(0, T, R), étant un Banach , il existe une sous-suite que désignons toujours
par u;(-), telle que :
uj(-) — u*(-) dans L%(0,T,R¥) — faible. (2.22)

Par le théoreme de MAZUR , nous avons une suite de combinaisons convexes.

ﬂ]() = Zazjuiﬂ(-) avec Q4 Z 0 ZOZU =1

i>1 i>1

tel que
() — uj(-) dans L%(0,T,R*) — fort (2.23)

Puisque I’ensemble U C R est convexe fermé, il suit que u* € AL . D’autre part , si X ;(+) est1’état

sous, le controle @;(-) , alors nous avons la convergence

X;() — X5() dans Cx([0,T],R"™) — fort (2.24)
Ainsi on obtient clairement que (X*(-), u*(+)) est admissible, et la convexité de h implique

J() = lim J(i;) _jgnmgalﬂ(uw) nfj(u) (2.25)

Alors (X*, u*) est optimal. O

Dans le cas ou (Hsy) est plutot vérifié, nous avons directement (2.21)

T
| e < x
0
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et donc .
B [pal sk vz
0

On fait donc de facon analogue a la preuve ci-dessus.

2.3.2 Existence sous la formulation faible

Les résultats et théoremes non démontrés de cette partie proviennent de [14] pages 171-175

Dans cette section nous nous attelons a examiner I’existence du contrdle optimal sous la formulation
faible énoncée ci-dessus. Nous débutons par énoncer quelques hypotheses.

(HF1) :(U,d) est un espace métrique compact.

(HF2) Les applications h, g et b sont continues et il existe une constante L>0 telle que : pour
o(t,z,u) = h(t,z,u),b(t, z,u)o(t, z,u), g(x)

lp(t, z,u) — o(t,y,u)| < Llz —y|
Vt e [0,T],z,y e R"uelU (2.26)

l(t, 0, p,u)| < L

(HF3) : Pour tout (t,z) € [0,7] x R™, I’ensemble

(b, UGT,h)(t,X, U):= {b,»(t,X, u), (com)9 (t,z,u), h(t, X, u)/uc Ui=1,--- ,n}

est convexe dans R,

(HF4):S(t) =R

Nous énoncons a présent le théoreme d’existence du contrle optimal dans le cas de la formulation
faible.

Théoreme 2.3.2. (Existence de controle optimal sous la formulation faible). Sous les hypothéses
(HF'1)-(HF4), si le probleme (WF) est fini, alors il admet un contrédle optimal.

Démonstration. Désignons par A 1’ensemble de toutes les mesures positives A sur [0; 7' x U telles que :
M0;T)xU)=5s Vsel0;T] (2.27)

Puisque U est compact, A tendu lorsqu’il est doté d’une topologie de convergence faible , qui est métri-
sable (d’apres le corollaire 1.2.1. ). D’autre part, \ peut étre représenté comme A(dt, du) = N (t, du).

ou \'(¢, .) est une mesure de probabilité sur U pour presque tout t et est déterminée de maniére unique
sauf sur un ensemble t-négligeable. Dans ce cadre, toute fonction mesurable (déterministe) u(.)a va-
leurs dans U peut €tre intégrée dans 1’espace A ; en ce sens que u (.) correspond a la mesure de Dirac

Au(y(dt, du) = )\;(.)(t, du)dt avec la propriété suivante :
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Pour toute fonction uniformément continue et bornée p(¢, x, u(t)) définie sur [0; 7] x R" x U,

ot 2, u(t)) = / ol uh g (t i) = L2, Auy). (2.28)
U

Maintenant introduisons une filtration appropriée sur A. Premierement chaque A € A peut-étre identifié

a une fonction linéaire de C([0; 7'] x U) de la maniére suivante :

AB) E/OT/Uh(t,u))\(dt,du), Vh € C([0:T] x U)

Pour toute fonction h € C([0; 7] x U) et t € [0; T, définissons h'(s,u) = h(s A t,u).
Puisque {h/} ;> est dense dans ’ensemble {h’|h € C([0;T] x U)}. Nous définissons enfin

Bi(N) = a({)\ e AMADL®) e B} :s€[0;t], Be B(R))
Par le lemme 1.2.1, on déduit que B;(A) peut-étre engendré par les cylindres définis par :

Bi(N) = a({/\ € NAR)) € (a,b)}:t>s€Q,j=1,--+,a,b€ @)
Soit 1, = (e, Fiey {Frt b0, Pis Wi, Uy) € AL, une suite minimisante , ¢’est a dire

lim J(m) = inf j(nm)

k—+o0 TeAY,
Soit x;, I’état de trajectoire correspondant a I1,. Définissons par : X, = (xy, By, Y, Fi, W) o
Bi(t) = [ b(s, 2i(s), un(s))ds

So(8) = fy ols, wi(s), uk(s))ddWi(s) (2.29)
Fi(t) = [ h(s, 24(s), up(s))ds

De (HF2) on déduit qu’il existe K>O0 telle que
Ei[| Xi(t) — Xe(s)|Y] < K|t — s> Vs, t €[0;T]

ou E; est ’espérance sous la probabilité P,. En utilisant la compacité de A, {(X, Ay, )} est tendue
comme suite de variables aléatoires de (C[0; 7], R**™*1). (Confere théoreme 1.2.1 et le corollaire

1.2.1.). Par le théoreme de Skorohod, on peut choisir une sous-suite (dépendant toujours de k) et avoir

{(X, 20} = (@, Bre, X B, Wi, M)}
(X.X) = (@B, 5. F.W. %)

sur un espace probabilisé approprié (2, F, P) telle que la loi de { (X, \;)} est égale alaloi de {(Xy, Ay, )}
pour tout & > 1 et P-presque surement X, — X (¢) uniformément en ¢ € [0, 7] et A, — X dans A-
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faible . Soit
Fro = (0{Wi(s),x(s) : s < t} vX,j(Bt(m))

! (2.30)
Fo=(ofW(s),3(s) s S}VA (BiA)))

Avec
Bt(/\) =0

R

AenAh)) €(a,b)}:t>s€Q,j=1,--- ,a,b€@> (2.31)

etle lemme 1.2.1 Fy, estla o-algébre engendrée par Wy (t1), - - -, Wi (tr), T(tr), - -+, Tu(te), Ae(f5) -+ - R(F),
0<t; <tp<---,<f<tetyl=12---,

. Une assertion similaire peut étre faite pour F. A présent nous devons montrer que W estun {-T:kt}tzo-
mouvement brownien. Pour parvenir cette fin, notons que W}, estun o{Wj(s), zx(s),s < t} \/ A\, (Bi(A))-
mouvement brownien en vue de la proposition 1.2.2. Ainsi par la proposition 1.2.3. pour tout 0 < ¢ < T’

et toute fonction continue et bornée g sur R "+A! Ona:

E{g(Yy)(Wi(t) — Wi(s))} =0

ou
Vi = {Wi(t), mi(t), ve(hG )10 <ty <ty <+ <ty <s,a=1,2,---

En vue du fait que la loi de {(Xy, \x)} est égale a celle de {(X}, A\, )} on déduit que

E{g(Y1r)(Wi(t) — Wi(s))} =0

ol
Vi = {Wi(t:), Tu(t:), (R} )} 0 <ty <ty < - <ty < s,a=1,2,--- B,

Par la proposition 1.2.3. 4 nouveau, nous déduisons donc que W, est un {F}; };>0-mouvement brownien.
Puisque la loi de {(X},, )} est égale a celle de { (X}, A\, )}, nous avons I'EDS suivante sur (Q, F, { F; }+>0P) :

Ti(t) = 20 + By(t Z (2.32)
= To +/ / S, Tk (s )\k s, du) ds+/ / S, Tx(s (s,du)de(s) (2.33)
:/ b(s, Ti(s ),)\k)ds—i—/ 5(5, T (s), \e) (s, du)dW i (s) (2.34)

0 0

Remarquons que toutes les intégrales ci-dessus sont bien définies a cause du fait que W, estun { Fy; }i>o-
mouvement brownien.

De plus

ﬁl

- [ / / 5. Tu(5), )N (s, du)ds + g(xk(T))] (2.35)
_E[ / / 5. Tuls /\kds+g(:pk(T))} (2.36)

) — inf J(m),k — 400 (2.37)
TEAY,
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Ou E est I’espérance sous P. Faisons tendre & — o0 dans (2.32) et (2.35), et en vertu de ce que
X}, — X (t) uniformément en t € [0, T, on obtient :

T(t) = zo+ B(t) + S ()Yt € [0;T] P —p.s.

— (2.38)
E(F(T)) = infreaw, J(7).

Ensuite considérons
ar(s) = 667 (s, Tr(8), \r), s € [0; T]

Par HF2, sup fOT lax(s)|?ds < +o0 , et aussi {ay,} est relativement compact dans L?([0; 7] x , S™) tel

que
a, — adans  L2([0; T] x £, S")-faible

Désignons par a” le ij-eéme élément de la matrice a, nous affirmons que pour presque tout (s,w),

lim inf o}/ (s, w) < limsupa} (s,w) i,5=1,---,n (2.39)
k—4o00 k—+o00

En effet si (2.39) n’est pas vérifiée sur un ensemble A C [0; 7] x Q de mesure positives ,

]lcﬂinog a (s,w) > a" (s, w)

Alors par le lemme de Fatou on a :

liminf/azj(s,w)dsdﬁ(w) >/aij(s,w)dde(w)
A

Ce qui est en contradiction avec le fait que a, — adans  L?([0; 7] x Q, S™)-faible .
On peut également faire de méme avec lim sup, ce qui prouve (2.39). De plus grace a (HF2) et du fait

que X; — X (t) uniformément en ¢ € [0, 7], pour presque tout (s,w)

liminf, fA ag(s, w) = liminf,_, o 567 (s, Tk(s), Ai)

g _ (2.40)
limsupy,_, o [, a(s,w) =limsup,__, 667 (s, Tk(s), i)
En associant (2.39), (2.40) et (HF3), on obtient
aij(sv w) € (O-UT)(S7E(S> w)> U)Zvj = 17 27 N (241)

On peut modifier a”/ sur un ensemble négligeable si nécessaire tel que (2.41) soit vérifiée pour tout

(s,w) € [0; T] x Q. De maniére similaire, définissons

b%(S) - ~i(svfk(s)7xk>7i = 1727 N

. _ (2.42)
hk(S) = h(S,fk(S), )\k),

on peut montrer qu’il existe b°, h € L2([0; T] x ©, R) telles que :
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bi — b i=1,2,--,n, h, — hdans L*([0; T] x Q, R)-faible

et
bi(s,w) € b'(s,Z(s,w)), h(s,w) € h(s,w) € h(s,z(s,w,U)) (2.43)

V(s,w) € [0;T] x Qi =1,2,--+ n..
Par (2.41), (2.43) et (HF3) et un théoréeme de sélection mesurable ( voir Li-yong [1.p 102, corolaire 2.26])

il existe un processus {F; };>o-adapté u(.) tel que
(b,o0, h)(s,w) = (b,c0”, h)(s,@(s,w),u(s,w) V(s,w) € [0;T] xQ (2.44)

Ensuite nous affirmons que i(t) est une {F;};>o-martingale. Pour voir cela une fois de plus prenons
0 <s <t <T etdéfinissons

Vi = {Wits), Te(ts), MR )} 0< i Sty < - S <s,a=1,2,--- 6.

Puisque i(t) est une JF j,-martingale, pour toute fonction continue et bornée g sur RO+ on a :

0 =g, 0 - > ()] — BT 0) - () 2.45)

grice au fait que X, — X (t) uniformément en ¢t € [0,7], A\, — X\ dans A-faible et le théoreme
de convergence dominée. Ce qui montre que f(t) est une {F; };>o-martingale en vue de la proposition
1.2.3.

En outre, de (2.32), il suit que :

< ik > () :/0 667 (s, Tk(s), i) = /0 ai(s)ds

Oou < Sk > désigne la variation quadratique de Sk (‘abordée a la définition 1.2.1 du chapitre 1).
D’ou ikSZ(t)—f(f ar(s)ds estune { F}; };>o-martingale. Rappelant que ay,(s) — a(s) = oo (s,7(s),u(s)
dans  L?([0; T] x Q)-faible, on a donc pour tout s, € [0; 77,

/St ag(r)dr — /st ool (r,z(r), u(r)dr

dans L?(Q)-faible.
D’autre part, par le théoreme de convergence dominée,

g(Yy) — g(Y) dans L?(Q)-fort.
Ainsi,
E[g(?k) / t ak(r)dr} —>E{g(? / oo (7). () dr .

C’est pourquoi, faisant usage d’un argument similaire a ce qui précede, nous obtenons que

ZZT(t)_/O oo’ (s, T(s),u(s)ds

CONTROLE OPTIMAL D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES S. 35 Esaie SAKAM ABO



2.3. Existence du controle optimal

est une {F, };>o-martingale. Ce qui implique

< i > (t) = /Ot oo’ (s,7(s),u(s)ds. (2.46)

Par le théoreme de représentation martingale (théoréme 1.3.5 du chapitre 1), il existe une extension
(Q, F, {F }150,P) de (Q, F, {F: }>0P) sur lequel est défini un mouvement brownien W () tel que :

< i > (1) = /0 t oo (s,2(s), uls)dWs. (2.47)

De méme on obtient de maniere analogue

B(t) = /0 t b(s,T(s),u(s))ds (2.48)

F(t) = /O t h(s,@(s),u(s))ds (2.49)

En injectant cela dans (2.38) et en notant la définition 1.2.1 vue au chapitre 1, nous arriverons a la

conclusion que
7= (O F {F}i20.B,W,0) € A,

est un contrdle optimal. O
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PRINCIPE DU MAXIMUM

STOCHASTIQUE ET SYSTEMES

HAMILTONIENS
-

Dans ce chapitre, Nous abordons une des approches principales dans la résolution des problemes
d’optimisation : le principe du maximum de Pontryagin. Il consiste a tirer un ensemble de conditions né-
cessaires qui doivent étre satisfaites par toute solution optimale du probleme. Ces conditions nécessaires
deviennent suffisantes sous certaines conditions de convexité sur les fonctions objectives. Ce principe
formulé par Pontryagin et ses collaborateurs en 1950 constitue véritablement une étape importante de la
théorie du contrdle optimal. 11 stipule que tout controle optimal, ainsi que la trajectoire d’état optimale
doivent étre solution de ce que nous appellerons systemes hamiltoniens qui est un probleme de valeur
limite a deux points ou une équation différentielle rétrograde appelée équation adjointe dans le cas sto-
chastique, avec en plus une condition maximale d’une fonction appelée Hamiltonien qui est plus simple
a résoudre que le probleme originel qui était optimal et en dimension infinie. Le principe du maximum
est énoncé a I’ origine pour des problemes déterministes. C’est la raison pour laquelle nous rappelons ce

principe dans le cas déterministe.

3.1 Cas déterministe

Les résultats et théoremes non démontrés dans cette partie sont issus de [14] (Pages 112-113) et
(Pages 104-112)

Nous énongons d’entrée de jeu la formulation déterministe du probleme de contrdle optimal. Et nous

énongons €galement quelques assertions qui nous seront utiles. On considere le systetme de contrdle

suivant :
c(t) = b(t, x¢, pte|0;T
() = b(t, ze,ue)  ppt€[0;T] 3.1)
x(0) = xg
et la fonction de cofit est donnée par :
T
I = [ bt ale), u(®)de -+ g(a(D) 62
0
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Nous fixons les hypotheses suivantes :
(H,) :(U,d) est un espace métrique séparable et complet (polonais) et 7" > 0.
(H,) Les applications h, g et b sont mesurables et il existe une constante L>0 et un module de
continuité
w : [0; +o0[— [0; +00]
tels que : pour (¢, x, u,u) = h(t, x, u,w), b(t, z, p,u), gz, 1)

lp(t, @, u) — (t, y,v)| < Llz — y| + w(d(u, v))
Vi e [0, T],z,y € R",u, € U (3.3)
lp(t, 0,1, u)] < L

(H3) Les applications h, g et b sont C! en x et il existe un module de continuité w : [0; +o0o[— [0; +o0|
tels que pour o(t, z,u) = h(t, x, u,u),b(t,z,u), g(x) ona:

|<101B(t7'r7 u) - Qpiﬂ(ta y,U)| < U)(’l’ - y’ + d(ua U))

Vte [0,T),z,y € R" u,v € U

Soit

A = {u() [0;T) — Ul wu(:) mesurable}

On voit clairement que sous les conditions () — (H5) pour tout « € A’ 1’équation (3.1) admet une

unique solution z(-) = (-, u(-)) et (3.2) est bien définie. Notre probleme de contrdle optimal détermi-

niste peut-étre énoncé comme suit :

Probleme (D) :Minimiser (3.2) sur A’
Tout u* € A’ vérifiant :

j(-)) = inf j(u(-))
u(-)eA

est appelé contrdle optimal. La trajectoire correspondante x*(-, u*(+)) et (z*, u*) sont appelées respec-
tivement trajectoire optimale et paire optimale. Précisons ici que nous considérons qu’il n’ya pas de
contrainte d’état pour lequel, la faisabilité et I’admissibilité du contrdle coincident.

Le théoreme suivant nous permet d’énoncer le principe du maximum de Pontryagin , qui donne un en-

semble de conditions du premier ordre nécessaires pour la paire optimale.
Principe du maximum déterministe

On a I’énoncé du théoreme suivant :

Théoreme 3.1.1. (Principe du maximum déterministe)
Supposons (Hy) — (Hj) vérifiées .
Soit (z*,u*) une paire optimale solution du probléeme (D) . Alors il existe p(-) : [0; T — R™ vérifiant
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les égalités ci-dessous :

P(t) = =bs(t, 2" (), w (1)) " p(t) + ha(t, 2*(t),u*(t))  ppt € [0;7]

’ (3.4)
p(T) = —he(u*(T))

et

H(t,z*(t),u*(t),p(t)) = max H(t,z*(t),u(t),pt)) p.pte]0,T] (3.5)

uelU

ou

H(t,z,u,p) =< p,b(t,x,u) > —h(t,z,u) (t,z,u,p) €[0,T] x R" x U x R" (3.6)

On appelle p(-) la variable adjointe ou la fonction et (3.4) I’équation adjointe respectivement. Et (3.5)
est appelée condition maximale. La fonction H définie par (3.6) est appelée I’Hamiltonien. L’équation

correspondante a l’équation adjointe (3.4) avec la condition maximale peut étre notée comme il suit :

yu(t),p(t)),  ppte(0,T]

t),u(®),pt)), p.ptel0,T]

0) =z, p(T) = gu(2(T)),

(H (t,2(t), u(t), p(t) = max,epy H(t,2(t),u,p(t)) ppt e [0,T]

(3.7)

=

Le systeme ci-dessus est appelé une extension du systtme Hamiltonien, et ce dernier caractérise
véritablement 1’optimalité du probléme. Une fois que certaines conditions de convexité sont vérifiées, le

systeme hamiltonien ci-dessus caractérise un contrdle optimal.

Théoreme 3.1.2. (Condition suffisante d’optimalité)
Supposons (Hy) — (Hj) vérifiées. Soient (x*(t), u*(t)) une paire optimale et p(-) la variable adjointe
correspondante. Supposons que g est convexe et H(t, -, p(t)) est concave. Alors (z*(t),u*(t)) est opti-

male si :

H(t,x*(t),u"(t),p(t)) = max H(t,z*(t),u(t),p(t)) (3.8)
Dans la suite de notre travail, nous abordons concrétement la version stochastique du principe du

maximum de Pontryagin.

3.2 Principe du maximum Stochastique

Rappelons premierement la formulation forte du probleme de contrdle optimal stochastique tel énoncé
au chapitre 2. Etant donné un espace probabilisé filtré (Q, F, {F; };>0, P) et un brownien standard ¥ de

dimension m sur ce méme espace, X une solution de I’EDS suivante :

dXt = b(t, Xt7 Ut)dt + U(t, Xt, Ut)th
Xog=29 €R"

(3.9)
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Egalement la fonction de colit a minimiser définie par :

T
30 = 5| [ hle, Xiowhdr-+ 9xr)
0

Dans ces définitions ci-dessus,
b:[0;T|xR"xU — R", h:[0;T|xR"XU — R o: [0;T)|xR"xU — R"™™Met  g:R" — R.
On définit

b(taXa U) = (bl(t7X7 U), e 7bn(taX7 u))T

o(t,X,u) = (o' (t, X,u), - ,0™(t, X,u))

O'j(t7X7u) = (O-lja T 7Unj)T 1 S.] =m

Affirmons les hypotheses suivantes comparativement a la formulation déterministe :

- (Hp) : {F}i>0 est la filtration naturelle engendrée par (1V;); augmentée de tous les ensembles
P-négligeables dans .

- (H,)(U,d) est un espace métrique séparable et T > 0

- (Hé) :Les applications b, h, et g sont mesurables , il existe une constante L. > 0 et un module de
continuité w : [0; +oo[— [0; +o0] tels que pour (¢, X, u) = h(t, X, u),b(t, X, ,u), g(X)

ot X, u) — o(t, Y, v)| < LIX = Y|+ w(d(u,v))
Vte [0,T],X,Y e R" u,v e U (3.10)
lp(t,0,u)] < L V(t,u) € [0;T] x U

- (HS;) : Les applications b, h sont de classe C? en x . De plus, il existe une constante L > 0 et un
module de continuité w : [0; +oo[— [0; +o0] tels que :

|90<t7X7 U) - QO(t,Y, U)| < L|X - Y| + w(d(uvvn
|z (t, X, 1) — 0p(t, Y, 0)| < 0(| X = Y| 4 d(u,v)) (3.11)
Vi€ [0, T],X,Y e R"u,v €U

3.2.1 Equations adjointes

Les résultats et théoremes non démontrés de cette parties sont issues de [ 4]

Dans le cas déterministe, nous avons I’existence d’une application p qui vérifiait une équation dif-
férentielle ordinaire. Dans le cas stochastique , nous aborderons les notions d’équations adjointes et

d’équation différentielle stochastique rétrograde. Définissons au préalable 1’ensemble suivant :

S"={AeRV™mAT = A}.
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Introduisons le probléme a valeurs terminale suivant :

dYy = ={bx (t, X7, up)"Y, + 20, ok (6, X7 ui) T 2] — hx (¢, X7, up) Yt + Z,dW,
Yr = —gx(X7)

(3.12)

Toute solution (Y, Z) de I’équation ci-dessus est appelée processus adjoint et I’équation différentielle
stochastique rétrograde est appelée équation adjointe.

La variable adjointe p dans le cas déterministe correspond au prix fictif ou a la valeur marginale de la
ressource représentée par la variable d’état en économie. Le principe du maximum est un principe de
dualité car minimiser le colt total de revient a maximiser la contribution totale de la valeur marginale.
Dans le cadre stochastique , le décideur doit soigneusement équilibrer 1’échelle de controle et le degré
d’incertitude si le contrdle effectué doit affecter la volatilité. (c’est-a-dire si la diffusion dépend de la
variable de contrdle). Par conséquent, la valeur marginale seule peut ne pas €tre a mesure de caractériser
pleinement le cofit et le gain de controle dans un environnement incertain.

Nous introduisons donc une nouvelle variable caractérisant donc I’incertitude ou le facteur risque dans

le systeme et cela s’obtient a I’aide de I’équation adjointe supplémentaire suivante :

Yy = —{bx(t, X7, up) 'Yy + Y b (8, X7 up) + 300, ok (8 X7 up) Yok (8, X )+
S ok (6 X )T (2 ok (b Xy up) + Hyxx (4, XE up, Ya, Z0) bt + (Z5) 1AW
Y7 = —gxx(X7)
(3.13)
Ou I’hamiltonien H est défini par :

H(t, X,u,Y, Z) =< Y,b(t, X,u) > +tr[ZTa(t, X, u)] = h(t, X, u)

ou (t,X,u,Y,Z) € [0;T] x R* x U x xR™ x R™™ et (Y,Z) solution de (3.12) . Dans le systeéme
précédent , (Y*, Z*) € L%(0,T,8™) x (L%(0,T,8™))™.

Nous définissons également la fonction # suivante associée au 6-uplet optimal (X* u*, Y, Z, Y* Z*):

1
H(t, X u) = H(t, X, u,Y, Z) = Str lo(t, X7, up) Yo (t, X up)]+

1
itr({a(t,Xf,uf) - a(t,Xf,u)}TYt.{a(t,X;,uf) - U(t>X£k7u)})

Théoreme 3.2.1. (Enoncé du principe du maximum stochastique )
Supposons les hypothéses (H(lJ — Hé) vérifiées . Soit (X*,u*) une paire optimale du probléme, alors il

existe des paires de processus

(Y, Z) € L2(0, T, R") x (L%(0, T, R™))™
(Y*,Z*) € L%(0,T,8") x (L%(0,T,8"))™.
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ou
Y:(Yla"'7ym)7 Z:(217'”7Zm)
Vi€ 30T RY, 79 € I20.T,8" 0<j<n

vérifiant respectivement les équations du premier ordre et de second ordre (3.12) et (3.13) et tels que :

H(tu Xt*u 'LL;;?Y;/, Zt) - H<t7Xt*7 u, Y;, Zt) - %tr({(j(t?Xt*a U:) - O'(t,X;,U)}TY;{O'(t,X;,UI) - O'(t,Xt*,U)}]

vV € Up.ps
(3.14)

ou de maniere équivalente
H(t, X uf) = mea[}(H(t,X:,u) pp t €[0;T]p.s. (3.15)
A ce niveau de notre analyse, deux cas sont possibles

Premier cas : La diffusion ne contient pas la variable de controle

C’est a dire
o(t,X,u)=0(t,X) V({t, X,u)€[0;T]xR"xU

et dans ce cas , la condition (3.15) se réduit a :

H(t, X[ ug, e, Z3) = max H(t, X7 u, Yy, Z0) pp t € [0;T]p.s.
ue

Remarque 3.2.1. Dans ce cas on n’a pas besoin de ’équation (3.13) ou encore moins de trouver

(Y*, Z*). Egalement la seconde différentiabilité de b, o, h et g en X n’est pas nécessaire

Deuxiéme cas : Le domaine du controle U C R” est convexe et tous les coefficients sont C' en u

. Dans ce cas , I’équation (3.14) implique
< H(t, X[ ur, Y, Zy)yu—uy ><0 YueUpp. te|0;T] P—p.s. (3.16)

De maniere analogue au cas déterministe, le systeme (3.9) avec le systeme adjoint de premier ordre peut
s’écrire :

dXt = HY(ta Xt7 Ug, 3/1‘/7 Zt>dt + HZ(tv Xt; Ug, }/;‘/7 Zt>th

X(O) = X(), YT = _gX(XT)
La combinaison de (3.17), (3.13) et (3.14) ou (3.15) est appelée un systeme hamiltonien avec pour solu-

tion le 6-uplet (X, u,Y, Z,Y*, Z*). C’est pourquoi nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2. Supposons (Hy — H,) sont vérifiées. Supposons que le probléme admette une paire
optimale (X*,u*). Alors le 6-uplet optimal (X*,u*,Y, Z,Y*, Z*) du probléme est solution du systéme
hamiltonien issu de (3.17),(3.13) et (3.14) ou (3.15)
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Dans le cas particulier ot le coefficient de diffusion dépend de la variable de contrdle, nous énoncons

et démontrons une autre version du théoreme du principe du maximum comme il suit :

Théoreme 3.2.3. (Condition suffisante d’optimalité)
Soient u* € A et X* la diffusion controlée associée . Supposons que les conditions (H,) — (Hy) sont

vérifiées , qu’il existe une solution (Y*, Z*) a ’EDSR correspondante telle que :

H(t,uf X, Y7, Z)) = maS‘{H(t,X*,u,ﬁ*,Z:) 0<t<T (3.18)
ue
et que
(w,u) = H(t,z,u, Y], Z;) (3.19)

est concave pour tout t € [0;T) et g est convexe , alors u* est un contrdle optimale c’est-a -dire :
J(u*) = inf j(u
(u") = inf j(u)

Démonstration. Pourtoutu € A,ona:

J(u*) — J(u) = E[/O (h(t, X[, uf) — h(t, Xy, ug))dt + g(X}) — g(XT)} (3.20)

D’apres la convexité de g (au dessus de ses tangentes en chaque point), et grace au produitd’Itd on a :

9(X7) — 9(X7) < (X_% — Xr)D,g(X7)
E[ /0 ! g(X5) — g(XT)] <E _ /0 T(X;; — XT)DIg(X%ﬂ

= (X x|

Lo )
—E| [ 00+ [ v - ax)
LJO 0
T !
—l—/ tr[(a(t,Xt*,u:)) —o(t, X, up)) Zﬂdt}
0
T
—| [0 - X)X 20
0
T
" / Y (b(t, X2 o) — b(t,Xt,ut»]
0

D’autre part d’apres la définition de H ; On a:
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T T
| [t X2 up) — hte X wonat] | [ e, X237, 2) - e X, Yz
0 0

T
- / Yo (b(t, X0y ul) — bt X))
0

—tr[(o(t, X}, u})) — o(t, Xy, ut))/Zﬂdt

En introduisant, les deux relations finales ci-dessus dans (3.20) on a :

T
J(u) = J(u) < E[ / (Mt X7, Y, Z2) — Mt Xo, Vi Z0))dt—
T
0

Cecl par la convexité de H, et la positivité de I’espérance. Ce qui acheve la preuve.
ou D, est 'opérateur qui a toute fonction ¢ associe D,¢p = ¢, étant la dérivée partielle de ¢ par

rapport a x c’est a dire le représentant du processus. ]

3.2.2 Implémentation du principe du maximum pour I’exemple énoncé au cha-
pitre 2 a la partie 2.1.3 : Investissement et consommation

Nous résolvons le cas particulier ot m=1, o et b, a et r sont des constantes strictement positives,

Posons 1
0=—(b—
~(b—7)

6 est le coefficient de risque relatif . Nous supposons qu’il n’y a pas d’interdiction de vente a découvert
,c’estadire u € L%E(O, T, R) Plus précisément, on a U C R. De plus, 1 ’EDS contrdlée vérifiée par le

processus X soit la suivante :

dXt = |:’I"Xt + (b — T)Ut:| dt + UUtth te [O, T]

(3.21)
X(0) = X
et la fonction de cofit a minimiser définie par :
Var[Xy| = E[(Xr — E(X7))?] (3.22)

sous la contrainte E(X7) = d, d étant une constante .

Définition 3.2.1. Stratégie de la moyenne Variance
La stratégie moyenne-variance est la stratégie d’investissement qui satisfait E(X7) = d, pour d donné,

tout en s’assurant de minimiser le risque, représenté par la variance de X
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Le probleme d’optimisation correspondant se formule de la maniere suivante :

((min Var [X7] = minE[(Xr — E(Xr))?]
E(Xr)=d

ue L2(0,T,R,)

(X, u) satisfaisant (3.21)

(3.23)

Ayant posé la contrainte E(X7) = d, le probleme de minimisation se raméne a minimiser E(X7%).
Puisque nous avons une contrainte dépendant de T, nous utilisons la méthode des multiplicateurs de

Lagrange en introduisant le réel A\ et ainsi cela revient a minimiser
E[X? + Ar[Xr — d]]

ou encore \
T
E[(Xr+ 7)2}.
Nous savons d’apres le chapitre 2 qu’en prenant U C R convexe et compact et puisque A = 0 et g définie
par g(z) = (z + 2Z)? est convexe, il existe un controle optimal pour un tel probleme. Soit donc (X*, u*)
une paire optimale solution du probleme alors on a respectivement les équations adjointes du premier et

second ordre suivantes :
dY, = —rY, + Z,dWt

(3.24)
Yr = —2(Xf + %)
et
ayy = =2rY + Z dWt
! to (3.25)
Yi=-2
En résolvant 'EDSR (3.25) on a immédiatement la solution (Y5, Z;) = (—2¢* (T~ 0)
Posons
Y, =0 X] + ey, avee mp = -2 et pr=1 (3.26)
ou 7; et i, sont des fonctions déterministes. Ainsi
dYs = [, X7 + [rX{ + (b= r)ug]ne + fihr|dt + onu;dWt (3.27)
De plus I’Hamiltonien correspondant au probleme est défini par :
1
H(t, X" u) = QUQYt*uQ + [Yi(b—71) + 0Z; — *Yiutu + r XY, (3.28)

qui est bien deux fois dérivable en u et puisqu’une condition nécessaire pour que u soit optimal est que
la dérivée s’annule en u, on obtient :
Yi(b—r)+0Z, =0
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= —0Y,
En identifiant les expressions de dY; dans (3.24) et (3.27)

X+ [r Xy + (b—r)ufln + pighr = —1Y;

(3.29)
oneuy = Zy
De la deuxieme équation de (3.29) on obtient
* Zt
U, =—
o
—0 He
= — (X +=A
o ( ¢t 77t T)
En remplacant dans la premiere expression de (3.29), on a :
(1} — 9277t + e X7+ [ — 92Mt]>\T = —rnX; — T
Ce qui entraine :
i — 0*n +2rm, =0
Uz Uz Uz (3.30)
nr = —2
it — 0% +rpe =0
2 Mt He (3.31)

pr =1

dont les solutions sont :

m = _9p(2r—0%)(T'—1) 1y = o (r=02)(T—1)
Le choix pour le contrdle optimal est donc
1 0 A
Uy =——=>0 =——X; — LL (M=)
ony o 2

Nous concluons que la paire (X*, u*) est optimale en raison de la condition suffisante d’optimalité du
principe du maximum ou encore Enoncé 2 du principe du maximum stochastique. En effet u* maxi-
mise la fonction H définie en (3.28) qui est manifestement concave de méme que celle qui a (z,u) —
H(t, z,u, Yy, Z;) eten outre g définie par g(z) = (x+2L)? est convexe. D’oli u* est le contrdle optimal
solution du probleme.
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3.2.3 Exemple de résolution du probleme d’optimisation d’EDS par le principe
du maximum :n=m=1, avec drift et coefficient de diffusion dépendants de

la variable de controle.

Soient I’EDS contrdlée suivante vérifiée par le processus X :

dXt = Utdt + Utth

(3.32)

U = R et la fonction de colit définie par :

{ 1,01 21
J(u)=E / —ruydt + =X (3.33)
0

2 2
avec r €]0; 1] vérifiant Inr + 2 — r < 0 ou encore (0 < r < 0.1586)
Supposons (X*, u*) la paire optimale a déterminer : alors les équations adjointes correspondantes sont
les suivantes :

dY, = Z,dW,, te[0;1]
i = X}

(3.34)

et

dY; = Zrdw,, t e [0;1] 335

Clairement , (Y;*, Z;)=(-1;0) est la seule solution adaptée a (3.35) et ’hamiltonien correspondant est :
1
H(t, z,u) = 5(1 — )+ Y+ Zp 4+ uf)u (3.36)

Nous remarquons que H une fonction convexe en u a cause du fait que 0 < r < 1 (en effet la dérivée
seconde nous donne D, H(t,z,u) = 1 — r et donc on a la positivité de celle ci.

De plus ,
D H(t,z,u) =1 —r)u; + Yy + Zi +u; =0
ou encore _
up = —= Rl (3.37)
r
On a donc le systeéme hamiltonien suivant :
(dX, = —YetZigy — YitZiqyy,
dm == thWt
(3.38)
X;=1
Vi = X;

Nous cherchons a présent une solution appropriée (X;, Y;, Z;) du systeme qui nous donnera le controle
u* défini a I’équation (3.37).
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Supposons que (X, Y;, Z;) soit une solution de (3.38) vérifiant Y; = 6, X, pour tout ¢t € [0;1] ps
ou est une fonction déterministe . Il est donc question de déterminer 1’équation vérifiée par 6.
Ona:

Y, = 0,X; d’apres la formule d’Itd on a :

dY; = [0, X7 + dX;0,)dt + u,dW,
Y+ Z; Y+ Z;

En comparant a (3.34) par identification on a :

QtXt* - (9t —YH?:Zt

Zt = _et_Ytj:Zt

(3.39)

La deuxieme ligne de (3.39) implique 7, = —60,(Y, + Z;)
ou encore (r + 6;) Z, = —6,Y;

donc

_ —60Y;

Cr+6,
07 X¢
r46,

Z

car Y; = 0,X; de méme

Ainsi on obtient le systeéme suivant :

_ 02X}

Zr = r+0¢
e (3.40)

r r+0;

Par identification et en comparant (3.40) et (3.39) on a :

QX: Y+
0, r
0X;  0,X;
0, r+6,
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Ainsi :

. 9?
et = — t ~ [0, 1] (3 41)
6, — —1

Supposons que 1’équation (3.41) admet une solution 6 sur [0 ;1] alors il est nécessaire que (r + 6; < 0)
r+6, <0 Vte]|0;1] (3.42)

D’apres (3.40) et (3.37) on voit que le meilleur candidat pour le contrdle optimal est :

0, X;
= — ;1p.s. 4
u ) te[0;1]p.s (3.43)

Le processus correspondant solution de (3.38) est X" on a le systéme suivant :

« 0. X; 0. X;
dX] = —Thdt — W, (3.44)
X;=1

Montrons a présent que la paire optimale (X*, u*) obtenue est véritablement optimale.

Soit (X, u) une paire admissible , d’apres la formule du produit d’1t6 , on a :

2v2

X
r t

En intégrant de 0 a 1 et en faisant passer 1’espérance, on a :

1 92X2
E(Xf) = —0y — E{/ (QthXt + rt+ ét
0

En injectant ceci dans le membre de droite de 1’égalité (3.41) on a :

)] dt (3.46)

1 ! 0, X, 1
J(u) =—=E 0 dt| — =0 3.47
) =~38| [0+ o0+ P20 - o 347
C’est pourquoi avec (3.42) , la valeur minimale de la fonction de cofit sera atteinte a u* = — iﬁi , qui est

exactement ce que nous avons obtenu a I’équation (3.43).

Il reste a montrer que 1’équation (3.41) a une solution ¢ avec la condition (3.42) ,on a :
(3.41) est équivalenta  In(—0;) — g=t—1+r.

En définissant f; par :

fi(\) = In(\) + g —t+1—r, X€J0;+o0].

Comme Inr +2—r <Qona:
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fi(r)=Inr+2—t—r<0 Vtel0;1]
fill)y=1—¢t>0.

On conclut d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires que —0; €]r; 1[; tel que

fi(=6,) =0 Vte|0;1] ,de plus

’ 1 T

ft()‘)zx_ﬁ
A—r

p— A2 .

On obtient donc :
i) <0 si A<r
fiN) >0 si A>r
fiN) =0 si A=

Ainsi fi(—6;) = 0etr + 6, < 0 est unique.

Enfin on a f1(1) = 0 ce qui entraine §; = —1. Ce qui nous permet de conclure I’existence de la solution
(3.41) sous la condition (3.42). Nous concluons donc que le contrdle optimal est donné par (3.43) et la
valeur optimale de la fonction de cofit est —%90 (d’apres (3.47) et 6 obtenue en résolvant (3.41)).

3.3 Application du Principe du maximum aux jeux quadratiques

linéaires a champ moyen “mean-field games” (MFG)

Les résultats et théoremes non démontrés de cette partie sont issus de [23]

Dans cette section, nous poussons 1’analyse un peu plus loin en de trouver une formule explicite du
controle optimal . Nous appliquons le probleme contrdle optimal stochastique aux jeux linéaires qua-
dratiques a champ moyen. Et dans ce cas particulier nous aurons la présence d’une famille de mesures
positives au sein de chaque coefficient, mesure que nous allons geler afin d’avoir un probleme de contrdle
optimal habituel. Choisissons les coefficients b, h et g de notre EDS de type linéaire quadratique, pre-

nons :

b(t,x, p,u) = ax + aypu* + byu + B,

1 1
h(t,z, p,u) = éntuz + §(mtx + mt*p*)?
1 * %\ 2
9z, p) = 5lqw + ")
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ou les coefficients ay, a;, by, B;, my, m;, p*, n, sont des fonctions réelles et continues du temps ¢ € [0, 7]
, et g, et ¢* sont des réels. Nous désignons par 1* la moyenne de la mesure 1 (c’est adire u* = [ xdu(x)).

3.3.1 Cas de N-joueurs

En supposant que les états individuels privés sont de dimension 1, et en plus les actions de chaque

joueur sont de dimension 1, on peut écrire :

dX} = (X} + a; X[ + bug + 8] + odW/,

i=1,---,N t€0;T]et X} = xqavec xo un réel donné comme condition initiale et

X=X
=0

étant la moyenne empirique.

De maniere analogue , la fonction de cofit individuelle est :

. T4 . 4 1 4
J (u) = E[/O é[nt(ui)z + (M X} 4+ miX])?|dt + E(qX} + " X5)?

i N
La résolution du probleme se fait en utilisant le principe du maximum de Pontryagin tel qu’énoncé plus
haut.

3.3.2 Application de I’approche des jeux linéaires quadratiques a champ moyen

Premiérement , nous fixons la mesure de probabilité p1 = (p;)o<¢<r au lieu de la mesure empirique
des joueurs d’états privés et résolvons le probleme de contrdle résultant pour un unique joueur. Puisque
la mesure empirique des états des joueurs privés n’intervient que dans la fonction de cofit et dans I’équa-
tion d’état, cela signifie qu’il est facile de choisir une valeur réelle, d’une fonction déterministe yi} )o<;<7
comme approximation de la moyenne empirique des états privés des joueurs. Alors le probleme indivi-

duel de contrdle optimal stochastique se résume a minimiser la fonction de cofit définie par
J(u) = IE[/OT %[ntuf + (me Xy +mi X)) dt + %(qXT + @ X5)? (3.48)
sous la contrainte dynamique
dXi = [a Xy + a; X[ + bug + Bi)dt + odWy, ¢ € [0;T) (3.49)

Avec Xy = o comme condition initiale.

Sachant que la fonction réelle ¢t — p; est fixée , nous définissons I’Hamiltonien de la forme suivante :

» 1 1
HP (t, z,y,u) = ylax + af iy + bug + Bi] + §(mtx +mipl)? + §ntu2 (3.50)
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HH: est dérivable par rapport A u et sa dérivée est donnée par :

D, H" = yb, + nyu

Ainsi , la valeur minimale de 1’Hamiltonien est est atteinte pour le controle
* bt
u(ty)=—-—y, yeR (3.51)
1y
et cette valeur minimale est :

HYE(t @, y) = inf HY(t 2y, )
ue

1 107
= (e + ajpi + By + 5 (mex +mip)* = 5og
L’équation adjointe est la suivante :
dY;, = =D, H" (t, Xy, w4, Yy, Zy) (3.52)
= —[a:Y: + my(me Xy + mypg)|dt + Z,dWy (3.53)
Yr = q(¢Xr + q* 1) (3.54)
= D,g(Xr, pir) (3.55)

Remarquons qu‘a cause de la forme des coefficients, on n’a pas une forme explicite du controle donné
par (3.51). De (3.51) on déduit que I’équation différentielle stochastique vérifiée par le processus sto-

chastique s’écrit :
2

b
dXy = [0 X, + 0 X; =~ + Bldt + odWy, 1 € [0;T] (3.56)
t

avec Xy = xp.
Le probleme est donc de prouver I’existence d’une solution pour chacune des équations (3.56) et (3.52)
et d’analyser les propriétés de ses solutions.

De ce qui précede, on obtient en récrivant les équations (3.52) et (3.56) le systeme suivant :

dXt = [atXt + Bt}/;f + Ct]dt + Udm, XO = X9

(3.57)
dY; = [ Xy — a;Ys + N|dt + 2 dW,  Yp =G Xr+ 7

Ou nous avons :

~ ~_b2 _ * ok o 2 _ ko ok > 2 k%

ap = ag, by = Gt = Be + ajpy, my = —myg, Ay = —mymipy, G = q°, T = qq" Py

Chaque équation du systeme ci-dessus étant sous forme linéaire, nous cherchons une fonction affine
solution du systeme d’équations différentielles stochastiques avant arriere dans I’espace des variables. 11

s’agit donc concretement de chercher deux fonctions déterministes 7, et ; telles que

Yi=nXe+x¢ te[0;T] (3.58)
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En dérivant Y; on a :

dY; = i Xodt 4+ md X, + xedt
= 0, X, + 0 ([ Xy + b Y; + ¢ ]dt + odW,) + xdt
= 0 Xodt + ny[(a Xy + by (i Xy + x0) + ¢)dt + odW,] + x.dt
= (0 + @y + oD Xy + X0 + bixe + me)dt + ondW, ¢ € [0; 7]

Par identification au deuxieme volet de (3.57), on a le systeéme suivant :

e = —bm? — 2am, + My nr=§
Xe + (@ + Btnt)Xt =N—can Xr=T (3.59)
Zt =0

Le premier volet de (3.59) est une équation de Riccati et donc d’apres la théorie des équations différen-

tielles ordinaires, sa solution est obtenue en résolvant I’équation suivante :

—Etet + [bt - thl;t]ét + mtgfet — O

Avec la condition terminale 67 = 1 et Q.T = l;T(j.
En théorie du contrdle, le premier volet de (3.59) peut étre également reformulé sous forme d’une équa-
tion de Riccati dérivant d’un probléme de controle optimal déterministe de type jeu linéaire quadratique

a savoir , le systeme adjoint associé a la minimisation de la fonction de cofit

. 1 |
J(@) = 5a¢r + /0 Sl = mgldt (3.60)

. Elle dépend du controle (i;)o<:<7 et sous réserve de I’équation

dft = [dtft - (_bt)

admet le premier volet de (3.59) pour factorisation de Riccati. Puisque ¢ et -m sont positifs, le probleme

N

Wldt  te0;T],Xo =&

(3.60) admet une unique solution optimale et I’équation de Riccati est résoluble. C’est pourquoi nous
déduisons que le systeme (3.59) admet une solution. Nous déduisons également que le systeme avant et
arriere (3.57) admet en tant que sous produit une solution, et par le principe du minimum cette solution
est méme unique. En effet le systeme (3.57) décrit le probleme de controle optimal stochastique d’état
conduit par la fonction de cofit

1. 1, .5
J(u) =E {iqf% +Tér + /0 §[ut2 — € — 20&dt

dépendant du contréle (u;)o<¢<r sous réserve de 1’équation
- 7Ll
d& = [a&e — (=b)2ugldt ¢ € [0;T], Xo = &o.

A I’aide du principe du minimum stochastique, § et -/ sont positifs, on déduit que le systéme avant et
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arricre admet une solution.

L’équation adjointe (3.52) admet donc une unique solution lorsque ©* est donné . C’est pourquoi le défis
est a présent de construire un point fixe p1* = (4} )o<t<7 . Car s’il existe un tel point fixe, c’est a dire si
on peut résoudre (3.52) avec la contrainte ; = E[X;] , alors la paire (uf = E[Xy], Y = E[Y}])o<t<r est

solution du systéme avant et arriere déterministe suivant :

* a * by o
d,LLt = [(Clt + at>ut - n_tt ¢ T ﬁt]dt Ho = Xo
dY; = —|a; Yy +my(my + mypuy)ldt, Y7 =q(q+ @y

(3.61)

Inversement, si (3.61) admet des solutions, alors p* satisfait la condition du point fixe pour le type de jeu

linéaire quadratique a champ moyen. Puisque le systeme linéaire

R .
X7 = tla X} + ay; — 2V + Bldt g = Xo
dY; = —[a, Yy + my(my +mgul)]dt, Y3 = q(¢X; + qub)

(3.62)

admet une unique solution. Cela vient du fait que (3.62) a la méme structure que (3.57) avec ¢ = 0.
2

Mais les conditions de signe (Z—tt)ggtST, (my)o<i<T €t ¢* sont trop énormes pour recommencer I’analyse

ci-dessus.

De maniere analogue a ce qui précede , la clé pour la résolution de (3.61) est de le reformuler en un

systeme de méme forme que (3.57) et s’intéresser aux coefficients.

Posons .
e = exp(—/ asds)
0

alors le systeme

dgt = [(a; + &t)ét - %651@ + Bdt - & = Xo

- - N - ~ (3.63)
d¢y = —[eemy(my + )& + (ae + @) Gldt,  Cr = erq(q + §)ér

a la méme structure que (3.57) (avec ¢ = 0) donc (é , QN" ) est une solution de (3.63) si et seulement si
(,;3 , e‘lg: ) est solution de (3.61). De plus, (3.63) satisfait aux bonnes conditions de signe pour 1’unité de
la solution si ¢(¢q + ¢) > 0 et inf;cjo,7) (M + 17) > 0

Théoreme 3.3.1. Sous les conditions évoquées dans le cas de N joueurs , supposons q(q + q) >
0 et infte[o;T] my(my +my) > 0 et la condition initiale sur X donnée, alors la fonction continue et
déterministe sur [0;T] : t — u; telle que le systeme (3.52) admet une unique solution (X,Y) vérifiant
w; = E(Xy) pour tout t € [0;T].

Une fois avoir calculé 7, dans le premier volet de (3.59) il faut remplacer dans la troisieme équation

de (3.59) pour trouver Z; puis remplacer dans la deuxieme afin d’obtenir x; qui est donné par :
t/~ 7 T Sr~ 7
Xt = Tef() (Gu+bunu)du __ / [As — csns]eft [au_bun“]duds (364)
t

En posant convenablement I’équation de Riccati, sa solution est intégrable. Une fois les fonctions (1 )o<i<r
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et (x¢)o<t<r calculées , on peut donc réécrire 1’équation différentielle stochastique initiale
dXy = [a X + bixe + cldt +odWy,  Xo =z (3.65)

et avoir la forme explicite de la solution donnée par :

. t L to
szXwWﬁ%%WW+/f@M44953%%wwmw+41/eﬂ@ﬁ%%www; (3.66)
0 0

Exemple de résolution du probleme de type jeu linéaire quadratique a champ moyen

Apres avoir étudié de maniere théorique cette application dans cette partie nous donnons un exemple
concret de résolution. Posons b(t, x, pi, u) = 3u,a; = a; = B = 0,b, = 3 de sorte que 1’équation d’état
soit donnée par :

dX; = 3wdt + odW,  t€[0;T] Xo= g (3.67)

Posons également h(t,z, p,u) = u®,n; = 2 et my = m; = 0 En utilisant les résultats de la partie

ci-dessus , on obtient :

dXt = —%Yidt + O'th, t € [O,TL XO =X

(3.68)
ay, = Z,dW, Yp=qXr+T1
Yi=mXe+xe tel0;T] (3.69)
On a aussi le systeme suivant :
=51 =4
Xt — %ntXt =0, XT =T (3.70)
Zy = ony

qui est un systeme d’équations différentielles ordinaire simple a résoudre et dont la résolution conduit

au résultat suivant :

_ q
T 1+ 24(T—t)

Xt = T (3.71)
%= Tt

On obtient également en remplacant dans 1’équation (3.66) :

14+ 9G(T —t Tt 9 ! AW
X, =X, 2 (9 — ) — 5 +o[l+ -q(T —t)] / — (3.72)
1+ 54T 1+ 34T 2 o 14+354(T - s)
D’autre part,
2 q T
— -y =Y, = = X+ — 3.73
TG 1+ 2T 1) G-73)
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“’f__EYt_ng(T—t) t+1+gq(T—t) G749
:_g<1+gq€(lT—t)Xt+ 1—1—%(}7(—T—t ) G:7)
-3 gquT — (X(0)* i%’g}; L. +T§5T+ (3.76)
o[l + 2G(T — )] /Ot chggi_s)wr H%q;T_t)] (3.77)

A présent la seule variable dépendant de la fonction moyenne qui & ¢ — iy est la constante T = gq*
qui dépend seulement de I’état moyen a I’instant final T de I’intervalle . En se servant du fait que ¢ = ¢2,
cela rend la recherche d’un point fixe treés simple et on vérifie aisément que

X(0)

S e 3.78
L+q(g+ 9T G-78)

pr =

alors la moyenne au temps T de la variable aléatoire X1 donnée par (3.72) est p7. Et nous avons donc

de maniere explicite notre contrdle optimal solution du probleéme.
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& Conclusion &

Tout bien considéré, nous pouvons dire que ce mémoire explore profondément un probleme de
controle optimal d’équations différentielles stochastiques a 1’aide du principe du maximum. Nous avons
premierement démontré 1’existence d’un contrdle optimal pour le probleme posé. Ensuite par le principe
du maximum stochastique tel qu’énoncé dans [ 1] et [14], nous avons vu les conditions que doivent
vérifiés, I’Hamiltonien et les fonctions objectives afin d’avoir de maniere explicite la stratégie qui mini-
mise la fonction de colit J de départ. Par ailleurs 1’application spécifique aux jeux linéaires quadratiques
a champ moyen et a la minimisation du risque d’investissement a illustré la pertinence pratique de cette
théorie de contrdle optimal stochastique dans des domaines variés ; tels que I’économie et la théorie des
jeux. Ces applications offrent des perspectives intéressantes pour 1’analyse et la modélisation des sys-
teémes complexes ol les interactions entre les agents sont influencées par des facteurs aléatoires et des
contraintes de dynamique non linéaire.

Toutefois bien qu’ayant abordé certains aspects fondamentaux de la théorie du contr6le optimal d’EDS
, notons que le travail effectué reste inéluctablement tres limité, en ce que notre EDS est linéaire, le drift
et le coefficient de diffusion ne modélisant pas toujours tous les problemes de la vie courante. Il demeure
donc encore un immense champ a explorer dans ce domaine passionnant et des extensions pourraient
inclure des études plus complexes a I’instar des équations aux dérivées partielles notamment celle de
Navier Stokes, les problemes a EDS non linéaires, avec des drift et diffusions beaucoup plus complexes
(discontinus) ou dépendant d’autres variables par exemple d’une famille de mesures variables. L’étude
et la simulation pour des EDS modélisant parfaitement des problémes plus concrets et pratiques ainsi

qu’a voir les applications dans les domaines émergents tels que 1’intelligence artificielle et la robotique.
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