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Notations
Pb : Plomb
Po : Polonium
Rn : Radon
Ra : Radium
Th : Thorium
U : Uranium
Lv : Livermorium
Og : Oganesson
Fl : Flérovium
Ds : Darmstadtium
Hs : Hassium
Sg : Seaborgium
e : Charge élémentaire
WKB : Wentzel-Kramers-Brillouin
r : Fonction Gamma.
B : Fonction béta.
E, : Fonction de Mittag-Leffler.
Eop : Fonction de Mittag-Leffler généralisée.
R* : Ensemble des nombres réels strictement positifs.
C : Ensemble des nombres complexes.
aD} : Dérivée fractionnaire d’ordre v.
alf : Intégrale fractionnaire d’ordre v.
AC([a,b]) : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
AC"([a,b]) : Espace des fonctions f ayant une dérivée jusqu’a I’ordre (n—1)
continue sur [a,b] telles que #™° ! € [a, b].
F(f) : Transformation de Fourier de #.
F1($) : Transformation de Fourier inverse de #.
F(s) (L{#(V);s) : Transformation de Laplace.
WBK : Wentzel-Kramers-Brillouin
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Résumé

Dans cette étude, nous utilisons 1’approche fractionnaire pour déterminer la demi-vie
radioactive de désintégration alpha de certains noyaux pairs-pairs lourds et superlourds. A partir
de la théorie de Gamow et de I’équation de Schrddinger correspondante, nous exploitons les
outils fractionnaires conformables et I’approximation Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) pour
déterminer la probabilit¢ de désintégration fractionnaire PY. L’expression de la constante
radioactive et celle de la période Ty, sont calculées connaissant le facteur de préformation de
la particule a (P,) et la fréquence d’assaut (v,) [22]. En faisant varier I’ordre de la dérivée
fractionnaire v dans I’expression Ty, , nous obtenons différentes valeurs de la demi-vie pour
les nucléides étudiés. Nous retenons pour chaque noyau radioactif la valeur de v qui donne une
meilleure précision a sa période radioactive. Les résultats obtenus sont comparés avec les
données expérimentales et ceux de ’approche non fractionnaire. Nous examinons les variations
du parametre fractionnaire avec la structure nucléaire, la barriere de potentiel et nous
recherchons les informations que révele ce parametre. Les résultats de notre étude s’averent

étre en bon accord avec les données expérimentales et améliorés par rapport aux précédents.

Mots clés : Radioactive a ; Barricre de Coulomb ; Effet tunnel ; Approximation WKB ;

Dérivée fractionnaire conformable ; Demi-vie.
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Xi

Abstract

In this study, we use the fractional approach to determine the alpha-decay radioactive
half-life of certain heavy and superheavy even-even nuclei. Starting from Gamow theory and
the corresponding Schrdédinger equation, we exploit conformal fractional tools and the WKB
approximation to determine the decay probability PY. The expression of the radioactive
constant and that of the period Ty, are calculated knowing the particle preformation factor a
(Py) and the assault frequency (v,) [22]. By varying the order of the fractional derivative v in

the expression Tj,, , we obtain different half-life values for the nuclides studied. For each

radioactive nucleus, we retain the value of v that gives the best precision to its half-life. The
results obtained are compared with experimental data and those of the non-fractional approach.
We examine the variations of the fractional parameter with the nuclear structure, the potential
barrier and look for information revealed by this parameter. The results of our study turn out to

be in good agreement with the experimental data and improved on previous ones.

Keywords: Radioactive a; Coulomb barrier; Tunnel effect; WKB approximation; Conformable

fractional derivative; Half-life.
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Introduction Générale 2

INTRODUCTION GENERALE

La désintégration a est un processus qui permet d’avoir d’importantes informations sur
la structure des noyaux atomiques [1]. Elle a ét¢ étudiée a I'aide de diverses approches
théoriques dont la premicre fut celle de Gamow en 1928 [2]. D’aprés ce modele, la
désintégration alpha résulte de I’effet tunnel quantique de la particule a a travers la barriere
Coulombienne. Diverses formules ont été utilisées pour calculer la demi-vie radioactive d’un
émetteur @, on peut citer la formule de Geiger-Nutall [3], la formule de Viola-Seborg [4], ....
Pour la plupart de ces modeles, il existe des divergences significatives entre la demi-vie mesurée
et la demi-vie calculée pour plusieurs noyaux radioactifs a [5]. Dans cette étude du processus
de désintégration alpha, nous allons utiliser un formalisme nouveau et I’approximation
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) dans la résolution de I’équation de Schrdodinger de la
particule alpha a travers la barriecre de Coulomb. Ce qui nous permettra de déterminer la
transmission, encore appelée probabilit¢ de désintégration. La probabilité de pénétration ainsi
calculée nous permettra de déterminer la valeur de la constante de désintégration A, puis la
demi-vie radioactive Ti. des noyaux étudiés. Il en résulte que la valeur de la demi-vie est
dépendante de la forme et de I’énergie de la barriere. On peut donc évaluer la barriere nucléaire
d’un noyau a partir de la demi-vie calculée. Pour un émetteur o donné, le degré de proximité
entre la demi-vie calculée (Tf/""%) et celle obtenue expérimentalement (Tf/xzp) est généralement

considérée comme une mesure de la qualité de la formule prédite.

Au cours des dernieres décennies, le calcul fractionnaire (CF) s’est avéré étre fructueux
dans un certain nombre de champs de recherche en sciences. En effet, il permet de calculer des
intégrales et des dérivées d'un ordre positif arbitraire quelconque (réel ou complexe). La
définition mathématique d'une dérivée fractionnaire a fait l'objet de plusieurs approches
différentes qui visent toutes a rendre compte des effets mémoires de certains phénomeénes
physiques et de la nature fractale de I’espace [6]. Nous pouvons citer par exemple les dérivées
fractionnaires de Caputo, de Riemann-Liouville etde Riesz. Cependant, la dérivée fractionnaire
de Caputo présente un plus grand intérét pour les sciences fondamentales et appliquées car elle
est applicable a I'utilisation des conditions initiales et aux limites [7]. Le calcul fractionnaire
est donc un sujet qui a considérablement gagné en popularité, en importance et en efficacité [8].

D’ou le choix du calcul fractionnaire conforme pour résoudre 1’équation de Schrodinger de

Mémoire MASTER 11 * Laboratoire de Physique Nucléaire - UYT OTTOU NSA René © 2024



Introduction Générale 3

désintégration alpha avec I’approximation WKB afin de déterminer I’expression analytique de
la demi-vie dans cette étude. En faisant varier le parameétre fractionnaire v dans cette expression,
nous pourrons compenser les écarts entre l'expérience et la théorie. En attribuant des valeurs
pertinentes a l'ordre de la dérivée fractionnaire, les valeurs des demi-vies calculées sont
obtenues avec une précision raisonnable pour les isotopes de Pb, Po, Rn, Ra, Th, U et certains
noyaux superlourds. De plus, nous examinerons I’effet du paramétre fractionnaire sur la forme
de la barriere de potentielle. Les variations de v avec le nombre de neutrons (N) et le nombre
de protons (Z) seront étudiées pour rechercher un lien entre 'ordre de la dérivée fractionnaire

et la structure du noyau.

Ce mémoire sera organisé en trois (03) chapitres. Le premier chapitre porte sur quelques
généralités sur le noyau atomique et la désintégration alpha. Le deuxiéme chapitre présente
quelques notions préalables du calcul fractionnaire avant de s’intéresser au formalisme
fractionnaire conforme. Ensuite, ce formalisme est utilisé dans la résolution de I’équation de
Schrddinger afin de calculer de la demi-vie radioactive de certains noyaux lourds et superlourds.
Le dernier chapitre quant a lui sera consacré a la présentation des résultats obtenus et leur

discussion, puis suivra une conclusion générale de notre travail.
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Chapitre 1

GENERALITES SUR LE NOYAU ATOMIQUE
ET
LE PROCESSUS DE DESINTEGRATION

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons brievement quelques concepts de base utiles a la
bonne compréhension des processus de désintégration ; en particulier la désintégration alpha.
Pour cela, nous ferons au préalable quelques rappels sur le noyau atomique et les processus de
désintégration. Nous présenterons ensuite la loi de Geiger-Nuttall et enfin le modele de Gamow

sur la désintégration alpha.
1.2 Le noyau atomique

1.2.1 Structure du noyau

La structure du noyau atomique est longtemps restée inconnue ou du moins mal connue
des physiciens du XIX siécle jusqu'a la fameuse expérience de Rutherford en 1911 [9]. Par la
diffusion des particules alpha a travers une mince feuille d'or, il mit ainsi en évidence 1'existence
d'un noyau central chargé positivement. Le noyau atomique est constitu¢ de protons portant des
charges positives et de neutrons particules de charges nulles, de masse a peu pres égale a celle
du proton. Un noyau atomique est représenté par le symbole %X, ot Z est le nombre de protons
ou nombre de charge et A le nombre de nucléons ou nombre de masse. Son rayon est de I’ordre
de 107 m. Les nucléons sont constitués de protons et de neutrons et le nombre de neutrons est
N =A — Z. Au vue de cette configuration, le noyau se décomposerait du fait de l'interaction
coulombienne de répulsion entre les protons dans un si faible volume, s'il n'existait pas entre
les nucléons une force de liaison a courte distance suffisamment grande pour palier d'un coté a

cet effet et de l'autre c6té maintenir la cohésion en son sein du noyau.
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Chapitre I : GENERALITES SUR LE NOYAU ATOMIQUE ET LE PROCESSUS DE DESINTEGRATION 4

La structure du noyau atomique

Le diamétre du noyau

est environ 10 million fois
plus petit que le diamétre de
I'atome.
0,0000000000000 1 m = 10-'* m

Figure 1.1 : Noyau atomique [10]

La figure 1.1 illustre la structure du noyau atomique, on retrouve 99, 9% de la masse

atomique dans le noyau. Notons également que la force attractive entre les protons et les

¢lectrons (chargés négativement) assure la cohésion atomique.

Un noyau est dit stable lorsque sa durée de vie est infinie. Il est instable dans le cas
contraire. La radioactivité est le résultat d'une dynamique interne, le noyau n'est donc pas un

systéme statique mais en perpétuel activité et transformation.

1.2.2 Noyaux magiques

Les noyaux magiques sont des noyaux dont le nombre de protons ou de neutrons est
¢gal a 'un des nombres suivants : 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126, ... Ces nombres rappellent la

structure en couches du cortége électronique de I’atome. Un noyau comportant simultanément

un nombre magique de protons et un nombre magique de neutrons est dit doublement magique.

1.2.3 Forme du noyau

La forme de noyau est une propriété fondamentale en physique nucléaire. Elle varie
rapidement en fonction du nombre de nucléons. En ajoutant ou en retranchant un nucléon ou
en augmentant le spin du noyau. Un noyau peut également présenter différents types de
déformations a des énergies d’excitations trés similaires, c’est ce qu’on appelle coexistence de

forme [11]. Pour retrouver un état stable, les noyaux atomiques instables peuvent se désintégrer

suivant différents canaux.
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Chapitre I : GENERALITES SUR LE NOYAU ATOMIQUE ET LE PROCESSUS DE DESINTEGRATION 5

1.3 Les processus de désintégration radioactive

La radioactivité est la transformation spontanée d’un noyau atomique instable ou
radioactif (dit pére) en un autre noyau plus stable (dit fils) en émettant une particule ou un
photon qui emporte leur trop plein d’énergie. Ainsi, le noyau d’un isotope radioactif va se
transformer spontanément en un noyau d’un isotope plus stable du méme ¢lément, ou bien
encore en un noyau d’un isotope plus stable d’un autre élément chimique. Le nombre de noyaux
stables et de noyaux radioactifs naturellement présents est d’environ 300, ce nombre est porté
a environ 2000 en ajoutant les noyaux synthétisés dans les laboratoires a partir des réactions
nucléaires. Il existe plusieurs modes de désintégration radioactive. En fonction de la nature du
rayonnement émis, on peut distinguer : la désintégration o (émission de la particule “He), la
désintégration B (émission de la particule | Je) et la capture électronique, la désintégration B~
(émission de la particule (_J€), une désexcitation y (émission de la particule y) et la conversion

interne.
o La radioactivité alpha (a)

Laradioactivit¢ « est le processus de désintégration d’un noyau lourd, riche en neutrons

en un noyau fils plus léger, avec émission d’une particule alpha

La particule alpha est le noyau d’hélium (5He), doublement positive. Les lois de

conservation de Soddy permettent d’écrire plus simplement :
AX - 473Y + #He. (1.1)

Une fraction de I'énergie de masse libérée par la réaction est emportée par la particule

alpha sous forme d’énergie cinétique.

[llustration dans le cas du radium.

&-& o

226 222 4
@ asRN ,He

Figure 1.2 : Processus de désintégration du radium [12]
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o La désintégration béta plus (B)

Dans le cas de la radioactivité B*, le noyau pére instable se désintégre en un noyau fils
plus stable avec émission d’un positron (,%e) et d’un neutrino (vJ). Son équation de

désintégration est :
X - A Y+ e +1). (1.2)
1P- n+ Je+1). (1.3)

Ce processus est décrit par la figure 1.3.

Deésintegration béta-plus (B*)
(Z-1) positon  neutrino
@ =@ +o+d
MZ)c? > M(Z-1)c2  + 0,511 MeV
Ze - Zle + e + 0

Figure 1.3 : Processus de désintégration béta plus [13].

o La désintégration béta moins (7)

Lors de la radioactivit¢ 7, le noyau pere instable se désintégre en un noyau fils plus
stable avec émission d’un électron (_Y%e) et d’un antineutrino (77 ). L’équation de désintégration

s’écrit :

2X - ALY+ e+ 00, (1.4)

on— 1P+ Je+3y. (1.5)
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La désintégration beta moins du radium peut se décrire par la figure 1.4.

. ‘ + O
131 131

Tode-131 Xenon-131 Particule béta

Figure 1.4 : Processus de désintégration béta moins de I’iode-131[14]

o La capture électronique (CE)

La capture ¢lectronique est le processus au cours duquel un noyau atomique déficient

en neutrons absorbe un électron. L’équation de désintégration s’écrit :
82X+ e 2 Y+ Ju (1.6)

P+ _Je— in+ +77. (1.7)

En général, la capture électronique accompagne la désintégration B.

La capture électronique est illustrée par la figure 1.5.

Capture électronique
électron (Z-1) neutrino
@+é =)@+
M@Z)2 + 0511 MeV > MZ-D)2 + 0
Ze < e - (Zle  + 0

Figure 1.5 : Processus de capture électronique [15]

o La désintégration gamma (y)

La radioactivité y est la désexcitation d’un noyau atomique instable. Le rayonnement
¢lectromagnétique y provient généralement d’un noyau fils instable issu de la radioactivité o

ou f.
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L’équation de la désexcitation s’écrit :

AX* - 8X+ v. (1.8)
ou
AX* > OX+ y, +y, o (1.9)

La désexcitation d’un noyau est décrite par la figure 1.6.

photon gamma

l\'

Noyau excité Noyau desexcité

Figure 1.6 : Désexcitation d’un noyau [16]

Le rayonnement gamma est trés pénétrant, mais peu ionisant.

o Conversion interne

Lorsqu’un noyau est dans un état excité, il peut retrouver son état fondamental de deux
manieres : par transmission directe de I’énergie du photon hors du noyau ou par transmission
directe de I’énergie de désexcitation a un électron du cortége ¢€lectronique. Ce dernier peut
passer a un niveau supérieur ou étre éjecté ; il s’en suit un réarrangement du cortege
¢lectronique accompagné d’émission de photons gamma ou X. Ces rayonnements tres
énergétiques sont trés dangereux par leur capacité a détruire les cellules vivantes (ils sont

utilisés pour détruire des cellules malades en radiothérapie).

D'autres modes de désintégration existent mais sont moins répandus dans la nature. Ils
interviennent beaucoup plus dans la désexcitation des noyaux artificiels ou synthétiques a

savoir : I'émission des neutrons, 1'émission des protons et la fission spontanée.
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1.4 Energie de désintégration
L’énergie de désintégration Q est la quantit¢ d’énergie libérée par le processus de
désintégration. Elle peut se calculer par la relation :
Q = X, mjc® — ¥emyc?, (1.10)

avec m; les masses nucléaires de I’état initial et m¢ les masses nucléaires de I’état final. Il s’agit

de la différence des énergies de masse entre les réactifs et les produits.

Le signe de Q nous informe sur la spontanéité ou non de la réaction pour :
Q =0, diffusion ¢lastique.

Q > 0, la réaction est exothermique et donc possiblement spontanée.

que celle-ci soit possible.

Q < 0, la réaction est endothermique et donc impossible sans apport d’énergie extérieur. Il faut

fournir de I’énergie dans la voie d’entrée de la réaction, sous forme d’énergie cinétique, pour

Dans le cas de la désintégration o, I’énergie libérée est partagée entre le noyau fils et la

particule a. Si le noyau fils est obtenu dans son état fondamental, on a :
Q = Ec(472Y) + E.(4He). (1.11)

Avec E.(Y) = %mYVY2 etEc(a) = %mmVo(2 respectivement ’énergie cinétique du noyau fils

(Y) et celle de la particule alpha. Le noyau fils ayant une masse plus importante que la particule

a, cette derniere amene la plus grande part de 1’énergie cinétique.
En effet, a partir de la conservation de I'impulsion :
myVy = m,V, (1.12)

En combinant (1.11) et (1.12), on obtient :

Ec(Y) = Qx ==, (1.13)
et
Ec(a) = Qx ma“fmy. (1.14)
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I.5 Loi de décroissance radioactive

La radioactivité est un phénomeéne aléatoire. Soit N(t) le nombre de noyaux radioactifs
présents a un instant t quelconque, le nombre total de désintégrations pendant I’intervalle de
temps dt est proportionnel au nombre de N(t) et a la durée dt. Le coefficient de proportionnalité

noté A est appelé constante radioactive de 1’échantillon radioactif considéré. Soit :

dN(t) = —AN(t).dt, (1.15)
A est caractéristique de I’échantillon et ne dépend ni de la présence des autres nucléides, ni du

milieu environnant. Le nombre de noyaux présents a I’instant t quelconque est donné par :

N(t) = Nge™¢, (1.16)

ou N est le nombre de noyaux présents a I’instant initial.

1.6 Période radioactive

Le temps de demi-vie d’un noyau radioactif comme étant le temps au bout duquel la

moitié des noyaux initialement présents se sont désintégrés.

La loi de désintégration s’écrit :

O — _AN(Y), (1.17)
dt
dN() _
ou NGO Adt. (1.18)

La résolution de cette équation différentielle fait apparaitre une fonction exponentielle

décroissante : N(t) = Nye ™. (1.19)

La demi-vie est :

In (2
try = 52 (1.20)

Afin de comprendre le phénomeéne de désintégration alpha, plusieurs lois empiriques et
modeles théoriques ont été développés. Un des objectifs visés par ces modéles est de prédire et

déterminer les périodes radioactives des noyaux instables.
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1.7 Loi empirique de Geiger et Nuttall

Les particules émises par diverses sources radioactives ont a peu pres des énergies
cinétiques Q voisines (environ de 4 MeV a 10 MeV). Cependant, les demi-vies des sources

varient sur une trés large gamme de valeurs, selon I’élément mis en jeu.

Elément Energie a (MeV) | Demi-vie
212Po 8,95 3.107 s
24 Cm 6,40 27 jours
*2°Ra 4,90 1,6.103 années
Z32Th 4,05 1,4.10'° années
228U 6,59 9,3 minutes
230U 5,60 21 jours
2320 5,21 73 années
23U 4,70 2.4.10° années
235U 4,45 23.107 années
238U 4,19 4,4.10° années

Tableau 1.1 : Energie cinétique et demi-vie de désintégration de quelques radioéléments
Il ressort de ce tableau que I’énergie cinétique des particules a est comprise entre 4 MeV

et 10 MeV alors que les demi-vies sont comprises entre 3.1077 s et 4,4.10° années. De plus, on

constate que plus I’énergie cinétique des particules alpha est élevée, plus la durée de demi-

vie est courte.

Ces observations faites par les physiciens Geiger et Nutall en 1911 ont été a I’origine de

la loi semi-empirique reliant les demi-vies t;,, aux énergies cinétiques Q des particules a
émises :
c
log, (Tl/Z) =C + Tg (1.21)

Avec des valeurs C,et C, indépendantes de Q mais dépendantes du numéro atomique Z du

noyau fils. La figure 1.7 donne une illustration de cette loi.
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log(Ty,2/5)¢

Loi de Geiger-Nuttall (1911)

20

- - S
0.40 0.50

(Bo /MeV) 2

Figure 1.7 : Loi Geiger Nutall pour Po, Ra, U et Pu [17].
Cette loi montre que plus I’énergie cinétique de la particule « émise est élevée, plus la

demi-vie du noyau est courte.

1.8 Modéle de Gamow

Le premier modele élaboré pour I'interprétation la radioactivité a est celui de Gamow
(1929), il fait appel a I’effet tunnel [1]. Gamow suppose que la particule « et le noyau fils Y
préexistent dans le noyau pére X. La particule « est liée au reste du noyau par le potentiel

nucléaire de courte portée Ro et de profondeur Uo, comme représenté sur la figure 1.8 (r est la

distance entre la particule « et le centre du noyau).

E%

Figure 1.8 : Potentiel nucléaire en absence de la répulsion coulombienne
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La particule a a une énergie E, le systtme est stable, la particule alpha ne peut
s’échapper.
En tenant compte de la répulsion coulombienne entre la particule a de charge +2e et le

reste du noyau de charge (Z —2)e, nous obtenons de potentiel de la figure 1.9.

i Reépulsion coulombienne U ~1/r L
Energie cinétigue

v or. dela particule

Ex p— ~— T alpha éjectée

0

-ﬁr: RI F
A 2(Z-2)¢
URy) = Ex | R otlZ-2)e

ixs, E,

U .
Parent Fils

Uy

E=U+K

@ Particule o

R
R=1.07((4-4" + 4" ) fm

Figure 1.9 : Prise en compte de la répulsion coulombienne (potentiel de Gamow) [18].
D’aprés la mécanique classique, le systeme reste stable et la particule alpha ne devrait

pas étre émise, car la barriere de potentiel qu’elle doit passer (20 MeV a 25 MeV) est supérieure

a I’énergie des particules a (4 MeV a 10 MeV), comme nous ’avons vu précédemment.

Pour la mécanique quantique, la particule ¢ a une probabilité de traverser cette

barriere de potentiel par effet tunnel illustrée ci-apres.

Energie Energie

La particule alpha
e peut pas traverser

Energie
potentiells
La particule alpha

Fonction d'onde de la
particule o

Energie potentielle

Figure 1.10 : Illustration de ’effet tunnel [19].
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La particule a n’est pas uniquement soumise a une interaction forte, attractive et de

courte durée, mais aussi a la répulsion électrostatique qui intervient seule dés que sa distance
aux nucléons dépasse 1 fm. En supposant que le noyau est sphérique, on peut supposer que U

ne dépend que de . On pose que la fonction U(r) est donnée par :

U, = Const, pourr <R,

— 2
U(r) = j2(z-2)e , pour r> R, (1.22)
4meyr
L’équation de Schrodinger radiale est :
dZ
QDY@ =0, (1.23)

avec | la masse réduite, Q énergie de la particule alpha, U le potentiel coulombien et s la

fonction d’onde radiale de la particule alpha.

En considérant I’approximation WKB, nous prenons s sous la forme :

P(r) = A0/, (1.24)
Alors,
W) _ A(dS) s(r)/n
ar h(dr)e i (1.25)
et
W) _ d (4(dS st/n
ar2  dr (h (dr) e )' (1.26)
_A d?s 1 (ds)? S(0)/h
—g[ﬁ +E(a) ]e r , (127)
(1.27) dans (1.23), on obtient :
d?s | (ds\?
RS+ (2) —2uu-@)=0 (1.28)

2
Dans I’équation (1.28), la dérivée seconde g est multipliée par A, dont la valeur est

trés faible (de I’ordre de 10-34), de plus, la dérivée g, varie faiblement [20]. On peut dont

2
négliger le produit h%. L’équation (1.28) se réduit alors a :

(f)2 = 2u(U—- Q). (1.29)
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Pour un résultat physiquement acceptable (fonction d’onde de carré sommable), on retient :

S _ -0 (130)

En tenant compte de la continuité de Y enr =R, et r = R, alors,

YRy _ SRUMA e%(S(Rl)—S(RO)

V(Ry) ST (1.31)
(1.30) dans (1.31) conduit a :
% — o ilRg VRO dr, (1.32)
La probabilit¢ de désintégration est :
P= %2 _ ot lro V2HU-Q) dr (1.33)

_Z1Zy

2
Pour le potentiel coulombien de la forme U Te, nous avons :

=2 -0),

et
2 Ry Z1Zze?
P=g¢ nRo (2325-0) @ (1.35)
2
Pour une particule alpha a la sortie du tunnel (r = R,), d’énergie Q = ZlRi,
1
alors :
2
R, = % (1.36)

Une évaluation de I’équation intégrale (1.31) conduit

2 (R 7,7,e* . ,ZuZZeZ R (1 1 %
EfRol \[Zu(_l r2_ — Q) dr = _;122 fRo1 (;_ R_l) dr|”, (1.37)
Z 1 Sk
217, Z _1(R R, R,%\2
=T VR [COS YR - Ge-T) ] (1.38)

Pour des faibles énergies, R, est grand d’apres (1.34) soit R; > R, alors :

s R 7762 | [2nz1z,€%\ (m
e (e
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R R
avec 6 =2 /R_j =2 Toez, (1.40)
Q

d’ou la transmission ou probabilit¢ de désintégration est :

P = e_2<\/imizez>(%_6). (1.41)

La constante radioactive A est le produit de trois termes [21]: la probabilit¢ de
préformation P, de la particule a dans le noyau, la fréquence v, avec laquelle la particule a

percute la barriére avant de traverser, la probabilit¢ de désintégration P. Soit :

A =Pyv,P, (1.42)
avece

_ Ve _ 1 |20
Vo = 3 = g o (1.43)

ou V  est la vitesse de la particule supposée constante a I'intérieur du noyau et Q son énergie
cinétique.
Finalement, on obtient en tenant compte de (1.41) et (1.43) :

2 (R1 712262 _
1= In2 _ P, (L g) e_tho \/2“< r Q) dr : (1.44)

T1/2 ZRO M

T;/, étant la période radioactive.

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le noyau atomique et passé en revue les différents
modes de désintégration. Nous avons également vue la formule semi empirique de Geiger-
Nuttall qui permet de calculer la demi-vie radioactive. Un accent a ét€¢ mis sur le modéele de
Gamow sur la désintégration alpha qui a aussi conduit au calcul de la demi-vie radioactive. Bien
que les résultats de la formule de Geiger-Nuttall ainsi que ceux de la théorie de Gamow pour
déterminer la demi-vie radioactive soient en accord avec I’expérience, on constate que ceux-ci
manquent de précision pour un certain nombre de noyaux. Dans le prochain chapitre, nous
allons utiliser le calcul fractionnaire dans la résolution de I’équation de Schrodinger décrivant
la désintégration alpha selon le modéle de Gamow afin d’exprimer la demi-vie radioactive de
certain radionucléides pairs-pairs. Cette démarche nous semble adaptée pour réduire les écarts

observés entre les théories et I’expérience.
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Chapitre 11

L’EFFET FRACTIONNAIRE
SUR
LA DESINTEGRATION ALPHA

II.1 Introduction

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, la désintégration « peut-étre décrite par
le modele de Gamow. Selon cette théorie, la particule alpha préformée avec une probabilité P,
est plongée dans un puits de potentiel U(r). Elle percute la barriere de potentielle avec une
fréquence d’assaut v, avant de traverser ladite barriere par effet tunnel. Sa probabilit¢ de
désintégration ou la transmission est alors P. Le systéme ainsi décrit, de masse réduite u est
régit par I’équation de Schrodinger. Dans ce chapitre, nous présenterons d’abord quelques
notions préliminaires indispensables au calcul fractionnaire, ensuite nous nous intéresserons a
la de dérivée fractionnaire conformable, enfin nous utiliserons le formalisme fractionnaire pour
résoudre 1’équation de Schrodinger. Cette résolution nous menera vers 1’expression
fractionnaire Pde la probabilit¢ de désintégration, ou v est 'ordre de la dérivée fractionnaire.
La formule 4 = P,v P nous conduira a I’expression finale de la demi-vie radioactive du

radionucléide considéré T7,.
I1.2. Quelques notions préliminaires au calcul fractionnaire

I1.2.1 Fonctions particuliéres

o La fonction Gamma d’Euler

Soit x € R%, la fonction Gamma d’Euler est définie par I'intégrale d’Euler de seconde
espece :

I(x)= [ "ett*1dt. 2.1

0

Cette intégrale est convergente pour les réels positifs.
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o Propriétés de la fonction gamma

'(x+1) =xT'(x),x>0;
[(x+n)=x(x+1)x+2)...x+n—-1)I'x);
(n+1)=n/

ou n ! est le factoriel du nombre n.

Quelques valeurs particuliéres de la fonction T’

(@)

r(1)=r)=1,

r (%) = \/m (Intégrale de Gauss) ;

1) _ (nWr

F(n+5 anq

o La fonction Béta

(2.2)
(2.3)
(2.4)

(2.5)
2.6)

2.7)

Une autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Euler.

La fonction Béta d’Euler est définie par I’intégrale d’Euler de premicre espece :

B(p.g=[ I (1-9%tdt  Vpq>0.

o Remarque :

La relation entre S et I est :

I'(p)T
ﬁ(P, q) — (p)T'(q)

I'(p+q)
La fonction Béta est symétrique :
B (v, )= B (. p)

La formule intégrale de la fonction Béta est :

B(p,q) = 2f05(sin9)2p‘1(cose)zq‘lde.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)
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o La fonction Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est définie par :
) x<
Ea(X) = Zk=0 m, (X eC , o> 0) (212)

La fonction de Mittag-Leffler généralisée E 5(z) est :

k
Eeg () = Xio gy (@6 >0). (2.13)

o Remarque :

— %} Xk _ %) Xk _ X
E1,1 (X) - Zk=0 F(k+1) - Zk=0 F =e". (2'14)
11.2.2 Transformation de Fourier

Soit # une fonction telle que fj;o |#(x)|dx < +oo, la transformation de Fourier de #

est définie par :

F) = [T e ot p(0)dt = £ (iw) (2.15)

La transformée inverse est donnée par :

F(H) = Zl—nfj;o et (iw)dw = #(t) (2.16)

I1.2.3 Transformation de Laplace

Soit #: R* - C continue par morceaux,

On appelle transformée de Laplace de #(t), la fonction :

F(s)= L{F(0;s} = [ e~ #(Ddt, seC. (2.17)

#(t) est appelée I’original de F(s).

Mémoire MASTER 11 * Laboratoire de Physique Nucléaire - UYT OTTOU NSA René © 2024



Chapitre II : EFFET FRACTIONNAIRE SUR LA DESINTEGRATION ALPHA 20

I1.3. Les dérivées fractionnaires

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17iéme siécle jusqu’a nos
jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de I’année 1695 quand

. , C T . . . ar
L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification de ﬁ, lorsque

1 . . , , . . SO
n=-. Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une possible théorie de la

dérivation non enti¢re, et a écrit a L’Hospital : "... cela conduirait a un paradoxe a partir duquel,
un jour, on aura tiré des conséquences utiles". Il a fallu attendre les années 1990 pour voir
apparaitre les premiéres "conséquences utiles". La premicre tentative sérieuse de donner une
définition logique pour la dérivée fractionnaire est dii a Liouville qui a publi¢ neuf documents
dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche essentielle
qui plus tard porta le nom "Approche de Riemann-Liouville". D’autres théories ont fait leurs

apparitions comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo [22, 23, 24].

A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est
pour cette raison qu’elle a été considérée comme abstraite ne contenant que des manipulations
mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures a des applications,
a commenceé a voir le jour depuis les années 1990, ou les équations différentielles fractionnaires
sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique, I’ingénierie, la biologie, la

mécanique... [22].

11.3.1 Définitions

De fagon générale, la dérivation fractionnaire peut étre définie comme une opération qui
consiste a dériver une fonction donnée a un ordre v (v > 0), non entier [25]. L’opérateur

général de dérivée a un ordre v non entier est défini par :

v
v_ da
t dt‘U’

(2.18)
ou v est ’ordre de la dérivée.

Lorsque v est inférieur a zéro, on a plutdt a faire a une intégration a un ordre non entier appelée

intégration fractionnaire.
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L’opérateur d’intégration fractionnaire est défini par :
[ — t v
alf = [ dr¥, (2.19)
ou a et t sont les bornes d’intégration.

Plusieurs définitions mathématiques rencontrées dans la littérature étayent la notion de
dérivée fractionnaire définie précédemment. Nous retiendrons pour la suite celle de Riemann

Liouville, de Caputo , Riez et de Grunwald Letnikov.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville

En considérant 1’intégrale n-iéme de Liouville d’une fonction #(t) définie par [25] :

«DFF(O) = [ [ 2 () de e e, dt,,  (220)

=

t_$D
ros e . (2.21)

« D0 =

A laquelle correspond I’'intégrale fractionnaire d’ordre (v > 0) donnée par :

RL -V 1 et $(7)
DV #() = r( S o dr. (2.22)
On définit pour n € N* et v tel que 1< v <n, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre v de la fonction # est définie par [25] :

RLDY $(0) = D, " $(0)],

dat™

KDg #(0) = f ((t—"7! $()dr. (2.23)

F(n v) dt"

Nous notons que v est un réel positif non entier et n un entier positif non nul.
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o Remarque :

Pourn=0,0 <v < 1, on obtient :

e D’intégrale fractionnaire d’ordre v

RLTY- _ 1 rt $(O
aDt U#(t) - F(U) a (t_.[)1—v dT (224)

e La dérivée fractionnaire d’ordre v

RLDYA(t) = —— 1 L0 qr (2.25)

r(1-v)dt’a (t-t)?

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Elle est donnée par [23, 25] :

M)
DUp) =—— [ D _gr 2.26)

[(n-v)“a (t-t)v—n+1 "’
avecn—1<v<n.

Il est a noter que sous des conditions initiales identiques, la dérivée de Riemann Liouville et

celle de Caputo sont équivalentes. On montre qu’elles sont étroitement liées par la relation :

RLDZU(0) = SD7VR () + Tpsh D" gk (), 2.27)

k=0r(k-v+1)
ou #%(a) = 0aveck=(0, 1,2, ..., n-1).

Il découle donc que les conditions initiales pour les équations différentielles d’ordre
fractionnaire avec les dérivées de Caputo sont sous la méme forme que celles des équations
différentielles d’ordre entier. Cela est un grand avantage lorsqu’on sait que grand nombre de
problémes d’application demande a ce que les dérivées fractionnaires soient définies en des

endroits ot on a une bonne interprétation des conditions initiales a savoir #(a), #'(a), #" (a),
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1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Grunwald Letnikov

Soit #(t), une fonction de variable réelle t donnée. Partant de la dérivée niéme de la fonction

#(t)suivante :

LpO =@ =m Ly (-1 cl fe -y, @28)

dat™

t—a
avec h = —.
n

La dérivée fractionnaire d’ordre v de la fonction #(t) au sens de Grunwald-Letnikov notée

GLNv A .
D¢ est donnée par :

SLDYA(Y) = 1M e (—1)/ ¢] #(t— jh), (2.29)

T h-0pY

qui peut étre généralisée par [25] :

[

SLDYR(D) = 27 <% (=1 ¢) #(e—jh). (2.30)

Les grandeurs constituants la dérivée de G. Letnikov sont :

e a (=constante) est la borne inférieure du domaine de dérivation.
e h(= t;—a) est le pas de la sommation.

j _ T(u+1) 0—1

[ ] =
v Tre-n’ v

1.3.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riesz

Soient # € AC™([a,b]) et n—1< v < navec n € N*. La dérivée fractionnaire au sens de

Caputo d’ordre v de la fonction # est donnée par [26]:

r'(14+v)sin (1)2_77:)

foo F+D) - 24 (D +#(t-7) dt (1.31)

0 T1+‘U

R$(t) =
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I1.2. Notion de dérivée fractionnaire conformable

Comme indiqué précédemment, la dérivée fractionnaire est la généralisation de la
dérivée habituelle a 'ordre non entier. Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire
conformable, telles que les dérivées fractionnaires de Caputo, Riemann-Liouville et de Riesz.
La dérivée de Caputo [6] présente un grand intérét dans les sciences fondamentales et
appliquées, car elle s'applique mieux a l'utilisation des conditions initiales et limites. C’est elle

que nous utiliserons dans cette étude. La dérivée de Caputo d'une fonction ot Yr(r)est :

RDY U@ = f; K=Y @dy, Ry<r, (2.32)
avece
_,\n-v-—1
Ky(r —y) = 22—, (2.33)

Y™ (r) est niéme dérivée de la fonction Y(r) et K (r —y) est le noyau. Le noyau
K, (r —y) est fixe pour un nombre réel v donné et présente une singularité ar=y.
Afin de redéfinir les dérivées fractionnaires en utilisant des noyaux exponentiels lisses non
sinusoidaux exponentielles lisses non singulieres, Caputo et Fabrizio [27] ont proposé une

nouvelle formule de dérivée fractionnaire de la forme :

v (v) =\ .,/
DY W) = 52 [ exp (= 2=2) ' ()dy, (2.34)

ou M (v) est une fonction de normalisation satisfaisant M (0) = M (1) = 1. Récemment, le

concept de concept de CFD a été proposé par Khalil et al. [27], pour une fonction donnée (1),

la CFD d'ordre a est donnée par :

_ lim Y@—er'"")-y(@®
DY W(r) = - ,0<r, (2.35)
P(0) = Xu(r), (2.36)
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alors,
D[y (r")] = ri Uy (1) (2.37)
D’[D*Y(r*)] = (1 — o)r' =2/ (" )+ r? 72y (*) (2.38)

avec 0 <v < 1. Cette formulation est trés simple et fournit une extension naturelle des opérateurs
différentiels d'ordre non entier. De plus, l'opérateur différentiel fractionnaire conforme est

linéaire et satisfait les propriétés de la dérivée habituelle telles que la dérivée d'un produit, la

regle de la chaine et la dérivée d’un quotient.

I1.3 Résolution de I’équation de Schrodinger avec le formalisme
fractionnaire

L’équation radiale de Schrodinger a résoudre est :
d*y | 2 _
S +2 Q- =0, (239)
soit, avec le formalisme fractionnaire :
2
D'[D* Y ()] + 3 [Q - U)W = 0, (2.40)

FTRY )+ (1- ey ) + S [Q - UGy = 0. @41

On considere une solution de I’équation (2.41) de la forme :

is(r?

Y(r’) =Ae n (2.42)

ou S est le nombre d’onde.

Alors,
v\ __ i(ds(rv))A L'S;I'U) —_ i(ds(rv)) v 2 43
LIj(r) _h dar e _h dr LIJ(I‘ )s ( )
et
oy L A2 oy 1 (dSa))? ’
YY" =24 - 5 (B2) g, (2.44)

On considére que le potentiel varie faiblement, de méme que s(r”) (approximation WKB)

alors :

d?s(r?)
o 0, (2.45)
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(2.45) devient :

Wy = —5(E) v, (2.46)

En remplacgant (2.43) et (2.44) dans (2.41), on obtient :

h2 dr

£ [ L (B0 ) 4 (1 - o)rt 2 [ (S0)] g+ 2 - U E) = 0, (247)

ou

I_r%h(%f))u(l_“) T(diﬁi ) £Q - U(r”)]l 0.  (248)

ds(r’ , o
En multipliant I’équation (2.48) par h? et en remplacant - )par S'(r"), il vient :

127250y = in(1 — w)r'=2's@Y) — 2ulQ - UGN W) =0, (249)

ou

1h(1 v)

[sey? - 25y — 2L - U wirt) = o (250)

Pour déterminer S(r")’, nous résolvons l’équation du second dégrée associée.

A= — [h(l—zv)] 5 [Q U(rv)] (2.51)

r

ou

A= {— [h(: ”)]2 +8u[Q - U(r“)]}. 2.52)

La solution est donc :

ih(1-v) $\[rz 2~ [h(l U)] +8u [Q-UGV)]}
2r 2

Sy = : (2.53)

ou

S(r) = T2 ! \/ LU 4 20 u) — ql. (2.54)

2r
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En intégrant entre R et R;, on obtient :

v lh(l U) Rl —_ . Rl v—1
S(r¥) = (E)+IIR r \/ + 2u (——Q) (2.55)
ou
S(r') = lh(l v) (Rl) +i f \/A +2uC,r? — 2pQr?vdr  (2.56)
Avec,
A = [h(l;v)]2,
et (2.57)
U =2,
r
U(r?) étant la forme fractionnaire du potentiel Coulomb .
dx
Posons X = r%, alors dX =vr’"dr et dr = ——. (2.58)
vXr-1

(2.57) et (2.58) dans (2.56) donne :

S(r “)—‘h(l ~v) Ln(rz) f 2 1 \/A+2pC X — 2uQX2dX. (2.60)

r

La probabilit¢ de désintégration est donnée par :

2iS(r¥)
P'=e n . (2.62)

(2.60) dans (2.62) conduit a :

21h(1— v) X2 1 2
Pr_p h[ > ( )+fxo ~VA+21C,X-2pQX dx] 0.6
La solution physiquement acceptable est :
X2 1
(v—1)Ln(=2)-= [ ? —/A+2pC,X—2pQX2dX
pr =l () % 2 | (2.63)

En introduisant (2.63) dans ’équation (1.42) A = Pyv,P qui devient A’ = Pyv,P”,
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~DLn(2)-2 [ A+21C, X—2pQX2dX
o = 2 = v, e OO S ATERC R ZHaRax] (2.64)
1/2
I1 vient que :
Ln2
T, = (2.65)
1/2 [ ) 2 (X; 1 , .
(v-1)Ln(-2 \/A+2uC2X 2pQX2dx
POVO e (I'()) X0 vX

la fréquence de collision dans le noyau v, peut étre estimée a partir de la vitesse des particules

V;, et du rayon nucléaire R comme suit [29] :
(2.66)

I'énergie cinétique E. du noyau est exprimée en fonction de I'énergie potentielle U, comme
par :

Ec=0Q—-U,, (2.67)

la vitesse est donc :

E -U
Vip= B = /2<Qﬂ_o> (2.68)

La valeur de U, = —175,5 MeV est obtenue expérimentalement.

Avec la formule (2.61), nous avons I’expression qui permet de calculer la demi-vie radioactive

d’un radionucléide. Ce modele, adossé sur le calcul fractionnaire est celui proposé dans ce

travail.

I1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques ¢éléments indispensables au calcul
fractionnaire, ensuite, nous avons résolu I’équation de Schrodinger avec le formalisme

fractionnaire conformable. En utilisant ’approximation WKB, nous avons obtenu I’expression
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de la probabilité de désintégration recherchée. Nous avons enfin obtenu I’expression de la demi-
vie radioactive. Dans le prochain chapitre, nous utiliserons cette expression pour calculer la

demi-vie de certains noyaux pairs-pairs.
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Chapitre IIT

RESULTATS ET DISCUSSION

II1.1 Introduction

Pour évaluer I’apport du fractionnaire sur la désintégration a en vue d’élaborer un
modele nucléaire, nous nous intéressons d’abord a certains noyaux. C’est ainsi que le
formalisme du chapitre précédent, basé sur le calcul fractionnaire, nous a permis d’avoir un
modele de calcul de la demi-vie radioactive d’un radionucléide. Dans ce chapitre, les valeurs

théoriques logw(Tf/z) sont calculées pour les isotopes pairs-pairs du plomb (Pb), du polonium

(Po), du radon (Rn), du radium (Ra), du thorium (Th), de I'uranium (U) et de certains noyaux
superlourds. Les résultats théoriques ainsi calculées seront comparés aux résultats

expérimentaux proposés par H. F. Zhang and G. Royer [21].

II1.2 Présentation des résultats et discussion

I11.2.1 Tableaux des valeurs
Afin de montrer clairement le comportement du paramétre fractionnaire v et celui

log 1o (T},) par rapport alog,,(T;)3), nous présentons les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3. Dans ces

tableaux, les valeurs expérimentales de I’énergie de désintégration (Q) et celles des logarithmes

des demi-vies expérimentales ( log,, (Tf/xf )) sont indiquées respectivement sur les colonnes 2

et 3 des tableaux. La colonne 4 est réservée aux valeurs des logarithmes des périodes

radioactives ( log,,( fle)) calculées en absence du formalisme fractionnaire tandis que la

colonne 5 donne la différence ou I'écart (8,_,=log,o(Ty ;) — log;o (Ty;")) entre les valeurs

expérimentales et théoriques calculées. La colonne 6 présente les valeurs des logarithmes des

périodes radioactives ( log,o(Ty/,)) calculées avec le formalisme fractionnaire, I’écart ou la

exp

différence (8,-,=log,(T; /2

— log,((T1),)) entre ces valeurs est consigné dans la colonne 7.
La derniere colonne quant a elle, donne I’ordre de la dérivée fractionnaire v retenu lors des

calculs.
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e Isotopes pairs-pairs de Pb, Po et Rn.

Absen‘ce d’e‘:ffet Effet fractionnaire
exp fractionnaire
Noyaux QMeV) | logq, (T1/2
log (Tf/:zl) 0y-1 logo(T7)2) 5, v
17%Pb 7,790 —3,64 -3,76 0,12 —3,64 0,00 0,770
189Pb 7,415 -2,30 —2,46 0,16 -2,30 0,00 0,785
182pp 7,080 —-1,26 —1,46 0,20 -1,26 0,00 0,798
152 Pb 6,774 —0.21 —0,45 0,24 —021 —0,00 0,810
18Pb 6,470 1,08 0,85 0,23 1,08 0,00 0,818
188Pb 6,109 2,43 2,15 0,28 2,42 0,01 0,331
129Pb 5,697 4,26 3,93 0,33 425 0,00 0,846
122Pb 5,221 6,56 6,17 0,39 6,56 —0,00 0,863
124Pb 4,738 9,99 9,60 0,38 9,99 —0,00 0,875
219pb 3,790 16,57 16,09 0,47 16,57 0,00 0,902
188po 8,087 -3.,40 —3,49 0,09 -3.,40 —0,00 0,762
129Po 7,693 —2,60 -2,73 0,14 —2,60 0,01 0,777
1%2Po 7,319 —-1,54 -1,72 0,18 —1,54 0,00 0,792
124Po 6,990 —0,41 —0,60 0,18 —0,41 0,01 0,802
12¢Po 6,660 0,76 0,53 0,22 0,77 —-0,01 0,815
1%8Po 6,310 2,18 1,91 0,27 2,17 0,00 0,827
200Po 5,980 3,79 3,47 0,32 3,78 0,01 0,839
202pg 5,700 5,13 4,83 0,30 5,13 —0,00 0,846
20%Po 5,480 6,28 5,94 0,33 6,28 —-0,01 0,854
206Po 5,330 7,15 6,78 0,36 7,14 0,00 0,859
208Po 5,220 7,97 7,58 0,39 7,97 —-0,01 0,864
*49Po 5,407 7,08 6,77 0,31 7,09 —-0,01 0,854
212pg 8,950 —6,52 —6,50 —0,02 —6,52 0,00 0,715
Z4Po 7,830 —-3,87 -3,99 0,12 —3,87 0,00 0,766
“CPo 6,900 —0,82 —-1,05 0,23 —-0,82 0,00 0,803
218pg 6,110 2,27 2,01 0,26 2,27 0,00 0,829
128Rn 7,349 -1,19 -1,36 0,17 -1,19 0,01 0,794
200Rn 7,040 0,0 —-0,22 0,22 0,00 —0,00 0,807
202Rn 6,770 1,06 0,85 0,21 1,05 0,01 0,813
204Rn 6,550 2,00 1,76 0,24 2,01 —-0,01 0,822
206Rn 6,380 2,71 2,44 0,27 2,71 —0,00 0,828
208Rn 6,260 3,34 3,04 0,29 3,33 0,01 0,832
219Rn 6,160 3,96 3,70 0,26 3,96 —0,00 0,833
212Rn 6,380 3,17 2,91 0,25 3,17 —0,00 0,826
214Rn 9,210 —6,57 —6,53 —0,04 —6,56 —-0,01 0,712
216Rn 8,200 —435 —4,43 0,08 —4,34 —0,00 0,757
218Rn 7,260 —1,45 -1,61 0,16 —1,45 0,00 0,792
220Rn 6,40 1,75 1,50 0,25 1,75 —0,00 0,824
222Rn 5,590 5,52 5,18 0,34 5,52 —0,00 0,852

Tableau 3.1 : Effet fractionnaire sur la désintégration des isotopes pairs-pairs de plomb
(Pb), polonium (Po) et radon (Rn).
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o Isotopes pairs-pairs de Ra, Th et U.

AfE;ecltlic:nﬂ;eitl‘*f:t Effet fractionnaire
Noyaux Q(MeV) log 4o (Tf;‘;J
log 10(T1U/:zl) 6y=1 logy, (Tf/z) 8, 14
202Ra 8,020 —2,58 —2,49 —-0,09 -2,58 0,00 0,762
20¢Ra 7,636 -1,23 -1,37 0,13 -1,23 0,00 0,787
20¢Ra 7,42 —-0,62 —0,79 0,17 —-0,62 —0,00 0,796
208Ra 7,27 0,15 —0,05 0,20 0,14 0,01 0,801
21%Ra 7,16 0,56 0,39 0,17 0,55 0,01 0,802
2l2Ra 7,03 1,15 0,95 0,20 1,16 0,01 0,808
“eRa 7,27 0,40 0,21 0,19 0,41 —-0,01 0,800
21°Ra 9,53 —6,74 —6,68 —0,06 —6,74 —0,00 0,706
2191, 8.55 —4.59 4,62 0,03 —4,59 —0,00 0,747
Z20Ra 7,60 —1,74 —1,88 0,14 —1,74 0,00 0,785
*22Ra 6,68 1,59 1,35 0,23 1,59 —0,00 0,819
224Ra 5,79 5,53 5,19 0,34 5,52 0,00 0,849
Z2°Ra 4,87 10,73 10,29 0,44 10,73 —0,00 0,879
20Th 8,053 -1,77 —1,86 0,09 -1,77 0,00 0,775
212Th 7,952 —1,44 -1,55 0,11 —1,43 —0,00 0,780
2 Th 8,53 —1,00 -1,13 0,14 —1,00 0,00 0,784
2Th 8,07 —1,55 —1,66 0,11 —1,55 0,01 0,774
218Th 9,85 —-7,00 —6,90 —0,10 —7,00 0,00 0,698
Z20Th 8,95 —-5,01 —5,01 —0,00 —5,01 —0,00 0,737
222Th 8,13 —2,55 —2,64 0,09 —2,55 0,00 0,770
224Th 7,30 0,11 —-0,08 0,19 0,11 —0,00 0,802
226Th 6,45 3,39 4,10 -0,71 3,40 0,01 0,779
228Th 5,52 7,92 8,59 —-0,67 7,92 0,00 0,812
Z30Th 4,77 12,51 13,10 —0,59 12,50 0,01 0,839
Z32Th 4,08 17,76 18,26 -0,50 17,75 0,01 0,863
28U 8,773 -3,29 -3,31 0,20 -3,29 0,00 0,751
2200 10,30 -7.22 -7,11 —-0,11 -7.21 —-0,01 0,689
22U 8,620 -3,15 -3,20 0,05 -3,15 0,00 0,757
2267 7,701 —-0,30 —0,46 0,16 —0,29 —0,01 0,793
228y 6,80 2,76 2,54 0,21 2,76 0,00 0,821
30U 5,99 6,43 6,13 0,29 6,43 0,01 0,847
22U 441 9,52 9,15 0,37 9,52 —-0,01 0,866
3tU 4,86 13,02 12,58 0,44 13,03 —-0,01 0,883
50 4,57 14,99 13,59 0,40 15,00 —-0,01 0,388
#3380 427 17,27 16,82 0,45 17,28 —0,01 0,897

Tableau 3.2 : Effet fractionnaire sur la désintégration des isotopes pairs-pairs de radium
(Ra), Thorium (Th) et uranium (U).
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¢ Noyaux superlourds

Af:);izcoen:;?:f:t Effet fractionnaire
Noyaux | Q(MeV) | logy, (T 5
10g10(Tf/:zl) 8y-1 logyo (7)) 5, v
294 0g 11,81 —-3,05 —2,74 —0,31 —-3,05 0,00 0,697
H2lv 10,66 —1,74 —1,55 —0,19 —-1,75 0,01 0,733
2901y 11,00 —2.15 -1,91 —0,24 -2,15 0,00 0,721
288 10,09 —0,10 0,03 —0,13 —0,10 —0,00 0,749
280F1 10,33 —-0,87 —-0,73 —-0,14 —0,87 0,00 0,742
270Ds 11,20 —4.,00 -3,79 —0,21 —4,00 —0,00 0,703
6eHs 10,34 —2,64 —2,48 —-0,16 —2,48 —0,00 0,728
2641 10,58 —3,60 —3.42 —0,17 -3,61 0,01 0,719
26650 8,76 1,53 1,50 0,03 1,54 —-0,01 0,780
26055 9,93 -2,07 —1,97 -0,10 -2,07 0,00 0,739

Tableau 3.3 : Effet fractionnaire sur la désintégration a de certains noyaux pairs-pairs
superlourds.

Un examen sommaire de colonnes 3 et 6 des tableaux 3.1, 3.2 et 3.3 montre que les

valeurs log, (Tle/xf ) et log,,(Ty),) sont trés proches. Pour plus de détails, représentons sur
le méme graphe les écarts 8,_,=log, (Tf/xzp — log, (Tfle) entre les valeurs expérimentales

et les valeurs calculées en absence d’effet fractionnaire (v = 1) (couleur bleue) d’une part, et
les écarts §,=log, (Tle/xzp — log,o(T),) entre les valeurs expérimentales et les valeurs

obtenues avec le formalisme fractionnaire (v non entier) (couleur orange) d’autre part pour

différents isotopes.
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Figure 3.11: Ecarts pour les isotopes du plomb
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Figure 3.12 : Ecarts pour les isotopes du polonium
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Figure 3.13 : Ecarts pour les isotopes du radon
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Figure 3.14 : Ecarts pour les isotopes du radium
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Figure 3.15 : Ecarts pour les isotopes du thorium.
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Figure 3.16 : Ecarts pour les isotopes de ’'uranium.

Les figures 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15 et 3.16 donnent les informations suivantes :
- en absence des effets fractionnaires, des écarts plus ou moins grands existent entre les
valeurs expérimentales et les valeurs théoriques calculées. Dans le cadre de cette étude, 1’écart
le plus grand (§,_, = 0,71) est observé pour le thorium (%48 Th), alors que le plus petit
(8,21 = 0,00) est observé pour le (%53Th) ;
- avec le formalisme fractionnaire, les écarts sont pratiquement nuls. Cela signifie que dans
ce cas, les résultats théoriques sont pratiquement identiques aux données expérimentales.
Il en découle que le formalisme fractionnaire est en trés bon accord avec les résultats

expérimentaux.
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De plus, on remarque que pour les noyaux superlourds (tableau 3.3), 'ordre de la
dérivée fractionnaire v est compris entre 0,697 et 0,789 ; ce qui suggeére que pour les noyaux
superlourds étudiés, I’ordre de la dérivée fractionnaire v est plus petit pour les noyaux légers
et les noyaux moyens. Nous obtenons également une valeur moyenne de I’ordre de la dérivée

fractionnaire v = 0,806 pour I’ensemble des noyaux étudics.

Dans la partie qui suit, nous nous intéressons aux variations de I’ordre de la dérivée

fractionnaire avec le nombre de neutrons du noyau.

I11.2.2 Influence du nombre de neutrons du noyau sur v

Examinons pour chaque groupe d’isotopes, les variations de ’ordre de la dérivée

fractionnaire (v) avec le nombre de neutrons (N) du noyau.

Po
Rn

S0 100 110 120 130 140

Nombre de neutrons N

Figure 3.17 : Variation de v avec du nombre de neutrons N (isotopes de Pb, le Po et Rn).
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Figure 3.18 : Variation de v avec le nombre de neutrons N (isotopes de Ra, Th et U).

Sur la figure 3.17, il ressort que le parametre fractionnaire croit avec le nombre de
neutrons dans I’intervalle [96, 128] pour les isotopes de plomb. Le Pb a un nombre de protons
magique (Z = 82) mais n’a pas un isotope avec un nombre magique de neutrons. Par conséquent,

la variation de v en fonction du nombre de protons ne présente pas de cas particulier.

Pour le polonium et le radon, v croit avec le nombre de neutrons dans I’intervalle [104,
124]. Pour N appartenant a ’intervalle [124, 128], v décroit de fagon abrupte avec un minimum
pour N = 128. Pour des valeurs de N supérieures 128, v croit de nouveau. Dans I’'intervalle de
nombre de neutrons sus indiqué, nous avons les isotopes *g3Po (N = 126) et 22ZRn (N = 126)
avec un nombre un nombre magique de neutrons. On en déduit que le pic observé pour Po et
Rn est dii a ’existence des isotopes avec un nombre magique de neutrons.

Le paramétre fractionnaire v est minimal pour les isotopes “§5Po (N = 128) et *L¢Rn
(N = 128) ; ce qui indique que I’effet de fermeture de coquille (fermeture de couches et sous
couches) contribue a diminuer v. De plus, les valeurs de v sont presqu’identiques pour
N = 128 pour ces deux isotopes.

Concernant la figure 3.18, nous voyons que v croit avec le nombre de protons entre

N =114 et N = 124. Pour N appartenant a 'intervalle [124, 128], v décroit de fagon abrupte

avec un minimum pour N = 128. Pour des valeurs de N supérieures 128, v croit de nouveau.
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Dans I'intervalle de nombre de neutrons indiqué plus haut, nous avons les isotopes
2veRa (N =126), 258Th (N = 126) et *)3U (N = 126) avec un nombre magique de neutrons ; ce
qui confirme que le pic observé pour Ra, Th et U est dii a I’existence des isotopes avec un
nombre magique de neutrons.

Le paramétre fractionnaire v est minimal pour les isotopes “g5Ra (N = 128), 255 Th
(N =128) et 220U (N = 128) ; ce qui indique que I’effet de fermeture de coquille (fermeture de
couches et sous couches) contribue a diminuer v . De plus, les valeurs de v sont
presqu’identiques pour N = 128 pour ces trois isotopes.

Par ailleurs, I’ordre de la dérivée fractionnaire du thorium présente un autre extrémum

230

pour N =136 (#28Th) qui est un descendant de 235U (N =138) qui a sa couche extérieure (3p)

pleine ; ce qui confirme une fois de plus I’effet de fermeture de couche.

Dans la figure 3.19, nous représentons les variations de v avec le nombre de neutrons

des isotopes les moins riches et les plus riches en neutrons pour les ¢léments Pb, Po, Rn, Ra,
Th et U.

210 238
09 2Pb _ 52U
o 88 -
222
Rn
0,85 55 =
138pn 218 . Isotopes moins riches en nentrons
08 |—y7g = 2100y, 8iP0  ZHTh ®
v g2Pb 90 i Isotopes plus riches en neutrons
0,75 202p
i, 88 2480

0,7
0,65

0,6

S0 100 110 120 130 140 150

Nombre de protons (N)

Figure 3.19 : Variation de v avec N pour les isotopes les plus riches et moins riches en
neutrons d’un méme élément.
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La figure 3.19 montre que pour les isotopes d’un méme noyau, v augmente lorsque le
nombre de neutrons augmente. L’augmentation de v la plus grande est celle de I'uranium.
Nous pouvons retenir de ce paragraphe que pour les isotopes d’un méme €lément, 1’ordre de la
dérivée fractionnaire croit avec le nombre de neutrons. Toutefois, cette augmentation est
perturbée pour les isotopes a nombre de neutrons magiques et par les effets de fermeture des
couches. En particulier, pour N = 128, v prend une valeur minimale. Nous savons que
I’émission alpha est beaucoup plus probable pour les noyaux avec deux neutrons en dehors de
la fermeture de la coquille (sous couche fermée) [30]. On en déduit que lorsque v est minimal,

la transmission ou la probabilit¢ de désintégration est maximale.

Dans le tableau 3.4 qui suit, nous récapitulons les isotopes des ¢léments Pb, Po, Rn, Ra, Th et

U pour lesquels v est minimal.

Noyaux peres Noyaux fils
1%
Nombre de Nombre de
Symbole neutrons Symbole neutrons
178Pb 96 7 Hg 94 0,770
212pg 128 208Ph 126 0,715
“eRn 128 2%Po 126 0,712
21%Ra 128 212Ra 126 0,706
218Th 128 ZTh 126 0,698
20U 128 22U 126 0,689

Tableau 3.4 : Récapitulatif des isotopes avec ordre de la dérivée fractionnaire minimale

Le tableau 3.4 confirme le fait que lorsque le nombre de charge Z d’un ensemble
d’isotopes n’est pas magique, les variations de ’ordre de la dérivée fractionnaire des isotopes
radioactifs alpha présentent un minimum pour I’isotope qui a un nombre de neutrons N = 128
(s’1l existe) ; dans ce cas, cet isotope (N = 128) est le noyau pére du noyau fils (N = 126) qui

un nombre magique.

Apres avoir étudi¢ I'influence du nombre de neutrons sur parametre fractionnaire,

intéressons-nous a I’effet d’une variation du nombre de protons.
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I11.2.3 Influence du nombre de protons du noyau sur v

Dans cette partie, nous étudions pour les noyaux étudiés les variations de v avec le

nombre de protons Z pour les noyaux isotones N = 126, 128, 132, 134, 136 et 138.

=
[F=]

Ra
0,BB

£

Rn

Th

082 —-—N=135

M=138

85 86 87 88 29 S0 91 92 93

NMombre de protons 7

Figure 3.20 : Variation de v en fonction du nombre de protons Z pour le Rn, Ra, Th et U
pour N =136 et N =138
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Figure 3.21 : Variation de v en fonction du nombre de protons Z pour le Pb, Po, Rn, Ra,
Th et U (N =126, 128, 132, 134).
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La figure 3.20 montre que pour les isotones N =136 et N = 138, la valeur minimale de
I’ordre de la dérivée fractionnaire v correspond Z = 90 (Th). Lorsque Z = 90, la sous-couche
nucléaire 1f est pleine. Nous pouvons en déduire que la fermeture des coquilles nucléaires a
pour effet de diminuer la valeur de v. Ce constat est confirmé car pour Z = 90, les deux isotones
N=136 et N= 138 ont les valeurs de v les plus faibles. Le courbe de I’isotone N = 138 est au-
dessus de celle de I’isotone N = 136, ce qui confirme que pour un méme ¢lément, v augmente
lorsque N croit.

Sur la figure 3.21, on remarque que v décroit graduellement lorsque Z augmente pour
les isotones N = 126, N = 132 et N = 134. Pour ces mémes isotones, les valeurs les plus petites
de v sont celles pour lesquelles Z = 90 et Z = 92 (3s) qui correspondent une fois de plus a la
fermeture des coquilles nucléaires.

Au terme de cette partie, on observe que pour chaque isotone, v diminue lorsque Z augmente.
Cette diminution peut étre perturbée par les effets de fermeture des coquilles nucléaires.

Il est important d’examiner ’allure du potentiel.

II1.2.4 Allure du potentiel en fonction de v.

Dans ce paragraphe, il est question d’observer les formes et allures du potentiel lorsque
v varie. En rouge, I’énergie de la particule «, la forme du potentiel en absence de formalisme
fractionnaire est représentée en vert. La couleur noire donne la forme du potentiel pour la valeur

U retenue.
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Figure 3.22 : Variations du potentiel en fonction de v pour le Po.
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Figure 3.23 : Variations du potentiel en fonction de v pour le Rn.
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Figure 3.24 : Variations du potentiel en fonction de v pour le Ra.
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Figure 3.25 : Variations du potentiel en fonction de v pour le U.
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Figure 3.26 : Variations du potentiel en fonction de v pour le Sg.

Le potentiel garde la méme forme quelque soit la valeur de v. Cependant, la largeur de la
barriére varie avec le parameétre fractionnaire. De fagon plus précise, le paramétre v a pour effet

de rallonger la barriere.

II1.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de mettre en évidence 1’apport du calcul fractionnaire sur la
détermination de la demi-vie radioactive de certains radionucléides émetteurs alpha. Ce calcul
est testé sur les isotopes pairs-pairs de certains noyaux lourds et superlourds. Les résultats
obtenus ont ét¢ comparés aux données expérimentales. En utilisant différentes valeurs de

I’ordre de la dérivée fractionnaire, la forme du potentiel a été représentée pour différents noyau.
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CONCLUSION GENERALE
ET
PERSPECTIVES

Le théme de travail est « Etude théorique de I’effet fractionnaire sur la demi-vie
radioactive alpha », nous envisagions de déterminer I’ordre de la dérivé fractionnaire v qui
réduit D’écart entre les résultats du calcul et les données expérimentales, mais aussi de
rechercher un lien entre v et la structure du noyau. Pour cela, nous avons bati ce travail autour

de trois (03) chapitres.

Le premier chapitre a présenté quelques généralités sur le processus de désintégration,

les types désintégration, I’énergie de désintégration, la demi-vie radioactive, la loi de Geiger

Nuttall. Nous avons ensuite abordé la théorie de Gamow sur la désintégration alpha.

Dans le deuxiéme chapitre, les outils essentiels sur calcul fractionnaire ont été présentés.
Par la suite, nous avons ressorti la notion de dérivée fractionnaire conformable au sens de
Caputo que nous avons utilis€ pour la résolution de I’équation de Schrodinger modélisant le
processus de désintégration alpha. En utilisant I’approximation WKB, nous avons déterminé
I’expression de la transmission, puis la demi-vie radioactive en fonction du parametre

fractionnaire v.

Enfin dans le troisiéme chapitre, nous avons fait varier le paramétre v et avons retenu
celle qui est le mieux en accord avec les résultats expérimentaux. Nous avons par la suite
présenté les résultats pour les noyaux lourds de Pb, Po, Rn, Ra, Th, U et méme des certains
noyaux superlourds que nous avons ensuite comparé avec les données expérimentales. Pour les
noyaux étudiés, les résultats de cette étude se décline comme suit. Le premier constat est que
le traitement fractionnaire de I’équation de Schrdodinger est en parfait accord ’expérience, qu’il
contribue méme a améliorer la précision du calcul de la demi-vie radioactive. Deuxi€émement,
il apparait que le potentiel garde la méme forme lorsque v varie. Cependant la largeur de celui-
citend a s’allonger au fur et @ mesure que la précision est bonne. Enfin, nous retenons que pour
les isotopes d’un méme ¢élément, I'ordre de la dérivée fractionnaire croit avec le nombre de
neutrons. Toutefois, cette augmentation est perturbée par les effets de fermeture des coquilles

nucléaires.
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En particulier, il apparait que lorsque N = 128, v prend une valeur minimale ; ce qui indique
que la désintégration alpha est plus probable pour les noyaux avec deux neutrons en dehors de
la fermeture des coquilles nucléaires. Le parameétre fractionnaire a donc un lien d’opposition

avec la transmission.

Ces observations montrent que l'ordre de la dérivée fractionnaire v et la structure
nucléaire ne peuvent pas étre traités indépendamment. Les valeurs de v peuvent permettre

d'obtenir des informations sur la structure nucléaire.
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