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% Résumé

Notre travail porte essentiellement sur I’étude des grands opérateurs de Hankel entre les
espaces de Fock. Dans ce mémoire, nous établissons tout d’abord quelques propriétés des es-
paces de Fock F?, ensuite, pour 1 < p, g < +oc0, nous établissons les théorémes caractérisant les
symboles f a valeurs complexes pour lesquels, le grand opérateur de Hankel H, s’étend en un
opérateur borné (resp. compact) de F% vers L!. Enfin, nous caractérisons les symboles f pour

lesquels Hy de F2 vers L2 est dans la classe de Schatten S, 1 < p < +co.

Expressions clés : Espace de Fock, Grand opérateur de Hankel, Classe de Schatten.




%« Abstract

Our work essentially focuses on the study of big Hankel operators between Fock spaces.
In this master dissertation, we firstly establish some properties of Fock spaces, and secondly,
for all possible 1 < p,g < oo, we characterize the complex-valued symbols f for which the
induced Hankel operators H; are bounded (or compact) from F7, to L{. In addition, we discuss

the Schatten class membership of H, from the Hilbert space F2 to L.

Key phrases : Fock space, Big Hankel operator, Schatten class.

vii



% INTRODUCTION GENERALE

Les sous-espaces des fonctions analytiques inclus dans L?, parmi lesquels les espaces de
Hardy, les espaces de Bergman, et les espaces de Fock, ont été largement étudiés durant ces
dernieres décennies. L’espace de Fock est une construction algébrique utilisée en mécanique
quantique pour construire I’espace des états quantiques d’un nombre variable ou inconnu de
particules identiques a partir d’une seule particule d’un espace de Hilbert donné. Dans le for-
malisme mathématique, on le définit comme suit. Pour @ > 0, p > 0 et dA(z) la mesure de
surface sur C, I’espace de Fock, F%(C), est le sous-espace des fonctions entiéres qui sont dans
LE(C), ou I’espace de Lebesgue L2(C) désigne 1’espace des fonctions mesurables f sur C telles
que

pdA(z) < +o00.

p ._P¥ f ~4L:P
. =5, | |ree

Pour p > 0, F5(C) est un sous espace de L/(C). En particulier, pour p = 2, F2(C) est un espace

de Hilbert et il existe donc un projecteur P, appelé projecteur de Bergman, qui envoie L2(C)

dans F2(C) et on note par K, son noyau reproduisant. De plus, pour @ > O et 1 < p < +00, on

montre que P, s’étend en un opérateur borné de L), vers F.

Ainsi, étant donné une fonction mesurable f sur C telle que fk, € pL>JlL§(C), pour tout z € C,
Ko(w,2)

avec k,(w) = % pourtoutz,w € C, on appelle grand opérateur de Hankel, H, de symbole f

sur C, I’opérateur défini sur un sous espace dense de F(C) par :

Hyg(z) = (I = P)(f8)(2).

Soient X un espace de Hilbert séparable et 7 un opérateur compact sur X. Les valeurs singulieres
de T notées u, (avec n € N) sont les racines carrées des valeurs propres de 1’opérateur positif

T*T, ou T désigne I’adjoint de 7. Pour 0 < p < 400, on définit la p—iéme classe de Schatten




notée S, de X par

+00 1/p
S, = {T € L(X) compact et tel que (Z |,u,,|1’) < +oo}

n=1

ou L(X) désigne I’ensemble des opérateurs linéaires continues sur X.

Pour 1 < p < 400, on montre que S, est un espace de Banach muni de la norme

+00 1/p
ITlls, = [Z w] .
n=1

Il est question pour nous dans ce travail de caractériser les symboles (fonctions) complexes
f pour lesquels H; de F}, vers L{, pour 1 < p,q < 400, s’étend en un opérateur borné (resp.
compact) et de caractériser les symboles f pour lesquels H; compact de F?2 vers L2 est dans la
classe de Schatten S, 1 < p < +oco.

Dans 1’élaboration de ce travail, nous adoptons le plan suivant :

e Au chapitre 1, nous rappelons les notions importantes pour la compréhension des résultats

établis dans les chapitres suivants.

e Au chapitre 2, nous définissons et établissons quelques propriétés des espaces de Fock en
mettant une emphase sur F/, avec 1 < p < +oo. Nous montrons aussi que pour @ > 0 et

1 < p < 400, P, s’étend en un opérateur borné de L, vers F.

e Au chapitre 3, pour 0 < p, g < +oco, nous définissons les mesures (p, g)-Carleson pour F~,
et nous établissons les grands théoremes caractérisant les symboles f a valeurs complexes
pour lesquels, Hy, s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F5 vers L pour

1 <p,g<+oo.

e Au chapitre 4, nous établissons quelques propriétés des classes de Schatten et nous carac-
tériserons les symboles f a valeurs complexes pour lesquels H; de F2 vers L2 est dans la

classe de Schatten S, 1 < p < +o0.

Ce travail trouve de nombreuses applications en optimisation, en physique quantique, en analyse

harmonique sur le groupe de Heisenberg et dans I’étude des équations aux dérivées partielles.
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3@ Chapitre Un S Y

PRELIMINAIRES
]

Dans cette partie, nous rappelons la plupart des notions utiles pour I’élaboration des résultats
obtenus dans la rédaction de ce travail. Il s’agit notamment des notions sur la théorie de la
mesure et I’intégration, la théorie des opérateurs en analyse fonctionnelle et I’analyse complexe.

Pour plus de détails, on peut consulter [6]] aux chapitres 4, 5 et 6 et [26]].

1.1. Rappels sur la théorie de la mesure et de I’intégration

1.1.1. Espace mesurable-Application mesurable

1.1.1. (o-algebre)
Soit X un ensemble et A une collection de sous ensembles de X. On dit que A est une o-algebre

ou tribu si
(a) Xe A,
(b) Quels que soient A,Be A,onaA\BecHA,
(c) Pour toute suite (A,),en d’éléments de A, nLEJNA,, € A.

Rappels 1.1.2. Soit M c P(X). On appelle o—algebre engendrée par M la plus petite o—algebre

de parties de X contenant M. C’est I’intersection de toutes les o-—algebres contenant M.

1.1.3. (o-algébre de Borel)
Soit X un espace topologique. La o-algebre engendrée par les ouverts de X est appelée o-

algebre des boréliens de X notée By.

DS 1.1.4. (Espace mesurable)
On appelle espace mesurable tout couple (X, A), ou X est un ensemble et A est une o-algebre

de parties de X.




1.1.5. (Ensemble mesurable)

Si (X, A) est un espace mesurable, on dit que A C X est un ensemble mesurable si A € A.

1.1.6. (Fonction mesurable)
Soient (X, A) un espace mesurable, et f : X — C une fonction. On dit que f est mesurable
si I’'image réciproque de tout ensemble mesurable de C est mesurable. C’est-a-dire pour tout

A€ Bc,ona f1(A) € A.

1.1.2. Mesures positives

Soit X un ensemble et A un sous ensemble de parties de X.

1.1.7. (Mesure positive)

Si A est un anneau de parties de X, on appelle mesure positive sur (A toute application y : A —
R, différente de 1’application constante +co et qui est telle que, pour toute famille dénombrable

(Ap)nen d’éléments de A deux a deux disjoints telle que UNA,, € A, on ait
ne

iy = >pcan.

neN

On dit que la mesure u est finie si elle prend ses valeurs dans R,.
On dit que la mesure u est o-finie lorsqu’il existe une famille dénombrable (X,,),cy d’éléments

de A telle que X = |, X, et u(X,) < +oo, pour tout n € N*.

DTN 1.1.8. (Espace mesuré)

On appelle espace mesuré tout triplet (X, A, 1), ou (X, A) est un espace mesurable et 4 une

mesure positive sur la o-algebre A.

1.1.9. (Mesure de Borel)
Une mesure borélienne ou mesure de Borel est une mesure positive définie sur la tribu boré-

lienne d’un espace topologique.

1.1.10. On note par K le corps de base égal a R ou C.
Soient (X, Ay, uy) et (X, Az, 1) deux espaces mesurés o-finis et f une application mesurable
sur I’espace mesuré produit (X; ® X5, A; @ Ay, g ® o).
On définit pour x € X|,
L X — K

y — f(xy)
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et pour y € X»,
Ht Xy — K
y = fxy)
1.1.11. (Théoréme de Fubini)
Soient (X, Ay, uy) et (X5, Ay, up) deux espaces mesurés o-finis et f une fonction mesurable sur

I’espace mesuré produit (X; @ X,, Ay ® Ay, ity ® ). Alors,

(1) f estuy @ uy-intégrable si et seulement si :

f diy () f G WIdia() < 400
X X5

ou si et seulement si

f dis() f G y)ldpy (x) < 4o,
X, X

(2) Dans ce cas :

(@) fx est up— intégrable pour u, — presque tout x € X,
a

fy est uy — intégrable pour p, — presque tout x € X».
(b) Les fonctions F : X; — K, G: X, — K

F(x) = | f(x,y)dua(y)

X
GOy) = f FC )i ()

Xi

sont presque partout définies sur X, et X, respectivement, y sont mesurables, inté-

grables et on a les égalités suivantes :

f Fory)di ® dis(x,y) = f ( f f(X,)’)dllz(y))dlll(x)
X19X> X1 X2

fX (fx f(xa)’)d,ul(x)) dpa(y).
1.2. Espaces L” et [?

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats fondamentaux sur les espaces L? que

nous utiliserons au chapitre 2 pour établir les propriétés basiques des espaces de Fock et aux

chapitres 3 et 4 pour établir les preuves des résultats qui y seront énoncés.
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1.2.1. Espaces L?

1.2.1. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Pour 0 < p < 400,

LP(X, A, ) := {f : X — C mesurable telle que flf(x)lpd,u(x) < +oo}.
X

L*(X, A,u) :={f : X — C mesurable, 1C > 0, [f(x)| < C p.p. sur X}.

Ou p.p. signifie presque partout.
On note en général L” ou L”(X) ou LP(u) ou LP(X, du) pour désigner L? (X, A, u) lorsqu’il n’y a

pas d’ambiguité et on pose
1
P

my{fmwwm)
X

1.2.2. (Inégalité de Hilder)

Soit (X, A, i) un espace mesuré.

1. Soient p > 1 et q > 1 deux réels tels que i + é = 1. Alors pour tous f € LP et g € L9, fg

est intégrable et on a ’inégalité de Holder
Wrglly < 11A1, ligll, (1.1)

2. Si p est une mesure de probabilité, 0 < p < l et f € L', alors f € L? eton a

[ﬁww

1.2.3. (Formule de Minkowski)

psfmw (12)
X

Soient (X, A, 1) un espace mesuré.

e Sil < p < +oo, alors pour tous f,g € L?, on a
Wf =+ ell, < IS, + lgll, (1.3)

e Si0 < p<1,alors pourtous f,g € LP, on a

1f +gll, <27 IflL, + llglh. (1.4)
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1.2.4. Soient (X, A, u) un espace mesuré.

1. Pour 1 < p < 400, L? est un espace vectoriel normé muni de la norme ||.||, définie pour

1/p
T ( f If(X)Ipdu(X)) .
X

2. Pour 0 < p < 1, L? est un espace métrique muni de la distance d définie pour tous

tout f € L? par:

f.g € L? par
d(f.8) = IIf - gll’.

3. Pour p = +oo, L™ est un espace vectoriel normé muni de la norme ||.||, définie pour tout
f €L par:
Ifllee := Inf{C; | f(x)| < C p.p. sur X}.

1.2.5. (Fischer-Riesz)

Pour 1 < p < +oo, L? est un espace de Banach.

1.2.6. Soit 1 < p < +co.

Soient (f,), une suite dans L? et f € L? tels que ||f, — f||p — 0.

Alors, il existe une sous-suite (f,, )i de (f,), et une fonction h € L? telle que :
(a) fn(x) = f(x)presque partout sur X,
(b) |fn,(x)| < h(x) pour tout k, presque partout sur X.

1.2.7. Supposons que (X, A) soit un espace mesurable séparable (c’est-a-dire X
contient une partie dénombrable partout dense dans X). Alors LP(X) est séparable pour tout

1 <p<+oo.

1.2.8. (Théoreme de représentation de Riesz pour les espaces L)
Pour 1 < p < +oo, le dual topologique (LP) (c’est-a-dire ’ensemble des formes linéaires
continues sur L) de L? est isométrique a L1, ou q est tel que é +1l=1,

Plus précisément, pour tout T € (L?), il existe une unique fonction u € L1 telle que

T(F) = (f,up = f FOG du(9) ¥ f e 17,
X
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De plus, par dualité, on a :

ITllry = llull, = sup ff(x)@ du(x)
X

I71l,=1

Ainsi, on identifie (L)’ a L? via ’'isomorphisme isométrique suivante :

¢y o L9 — (LY
u +— (,u)y : L» — C

[ (o) = [ fOux) du(x)

V0N 1.2.9. (Schur, M. Riesz, Thorin)
Supposons que (X, A, u) soit un espace mesuré tel que u(X) < +oo et que T : L'(X) — LY(X)

est un opérateur linéaire borné avec la norme
My =Tl g py -

Supposons en plus que T : L™ (X) — L*(X) soit un opérateur linéaire borné avec la norme
M, = ||T||£(L°°,L°°)-

Alors T est un opérateur linéaire borné de LP(X) vers LP(X) pour tout 1 < p < 400, et sa norme
M, satisfait

11
M, < M} M,
avec L +1 =1,
P q

1.2.10. (Lemme de Schur)

Soient H(x,y) un noyau positif et

Tf(x) = f ) f)du(y)
X

l’opérateur intégral associé. Soit 1 < p < +o0 avec % + 511 = 1. §’il existe une fonction positive

h(x) et des constantes positives C; et C, telles que

f H(x, ph(y)?du(y) < Cih(x)?, x € X,
X
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et

f H(x, (0P du(x) < CohGY, v € X,

X

alors opérateur T est borné sur LP(X, du). De plus, la norme de T sur LP(X, du) vérifie
11
IT|l<CiC; .

1.2.11. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (X, A, u) un espace mesuré et (f,), une suite de fonctions p-intégrables qui converge
simplement pi-presque partout vers une fonction f et telle qu’il existe une fonction g € L' telle

que : pour tout n € N, |f,| < g u-presque partout. Alors, f € L' etona :
tim [ fydu= | s
ou encore
lim |If, = fIl, = 0.

1.2.12. (Lemme de Fatou)

Soient (X, A, i) un espace mesuré et ( f,), une suite de fonctions de L' telles que :
(a) Pour tout n, f, > 0 presque partout.

(b) sup, [ fudu < +o.

Pour tout x € X, on pose f(x) = liminf,_, f,(x) < co. Alors f € L' et

f fdu < liminf f fudp.

1.2.2. Espaces [”

1.2.13. Soit 0 < p < +co.

L’espace [” désigne I’espace des suites a valeurs réelles ou complexes x = (x,), telles que

1

+00 P
I, = [Z w] < +oo,

n=1
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L’espace [~ est I’espace vectoriel des suites (2 valeurs réelles ou complexes) bornées. I1 est muni

de la norme définie pour tout x = (x,), € [~ par :

lIxlco = sup|x|.
n

1.2.14. (a) Pour tous 1 < p < +co et toute, suite, (ay), € I” et (b)) € P ona:
1 1 1
+00 P +00 P +00 P
(Zm+sz&}w)42mﬂ (1.5)
k=1 k=1 k=1
(b) Pour 1 < p < 400, [P est un espace de Banach.

¢) Pour 1 < p < 400 et pour toutes suites (a;); € IP, (b)) € 19, avec L + L =1, ona :
P p P q

+00

Z Clkb_k

k=1

1
q

(1.6)

(5] (£

(d) Pour0<p<1et(a)€lP,ona(a) €l et

p +00

< D lal (17)

k=1

+00

S

k=1

1.2.15. Soit 1 < p < +o0o. Pour tout ¢ € (I’), il existe un unique u € 19 (avec
% + é = 1) tel que quel que soit x € I?,
+00
(¢ x) = > Txi.

k=1

De plus, |lull, = Il -

Rappels 1.2.16. On appelle fonction gamma la fonction notée I' et définie sur ]0, +oo[ par

I'(x) = f0+00 t*~Le~'dt. Elle possede les propriétés suivantes :
(@) I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x €]0, +oo[;
(b) I'(1) =1;
(c) La fonction InT" est une fonction convexe sur ]0, +oo|.

Les propriétés (a) et (b) impliquent que I'(n + 1) = n!.
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1.3. Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous rappelons quelques notions et résultats d’analyse fonctionnelle,
notamment les notions : d’espace de Hilbert, de projection orthogonale sur un sous-ensemble
fermé d’un espace de Hilbert, d’opérateurs bornés et d’opérateurs compacts. Les preuves des

résultats énoncés se trouvent dans [3] et [6].

1.3.1. Espace de Hilbert

1.3.1. Soit H un espace vectoriel sur C.
Un produit scalaire sur H (ou forme hermitienne définie positive) est une application que nous
notons (, ) : H x H — C qui vérifie les propriétés suivantes :

Pour tout x,y,z € H,1 € C,
(@) (x+Ay,2) = (x5 y) + Ay, 2);
(b) (x,y+42) = {x,y) + Ax,2,);
© (%) = (.0
(d) (x,x)>0;
) (x,x) =0 x=0.

L’application notée ||.|| définie sur H par ||x]| = V{(x, x) est une norme sur H. C’est la norme
associée au produit scalaire (, ).

L’inégalité de Cauchy-Schawrz se traduit comme suit : pour tout x,y € H,

1Ce, | < [y

1.3.2. Un espace préhilbertien est un C-espace vectoriel H muni d’un produit sca-
laire ¢, ). On le note (H, {, ) ou tout simplement H.
Si en plus H est complet pour la norme associée au produit scalaire (, ), alors on dit que le

couple (H, (, )) est un espace de Hilbert.

1.3.3. Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont dits orthogonaux
lorsque (x,y) = 0.
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Si A est une partie non vide de H, on appelle orthogonal de A, et on note A+, I’ensemble défini
par :

At ={xeH :{x,y)=0Vy e A}

1.3.4. Soit H un espace préhilbertien et soit / un ensemble non vide d’indices.
La famille {e;};c; d’éléments de H est dite orthogonale lorsque {e;, ¢;) = 0 pour tout i # j.

De plus, si elle vérifie
(ei,€j>=5ij: o= ,
0 si i#]j
alors elle est dite famille orthonormale ou orthonormée.
1.3.5. (Projection orthogonale)

Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H. Pour tout x € H, il existe un

unique élément de H noté Prx tel que :
v = Prxl = d(x, F) = inf [lx ~ 2]
zeF

De plus, Prx est 'unique élément de F tel que x— Prx soit dans [’orthogonal de F. Il est appelé
le projeté orthogonal de x sur F.

L’application
Pr: H — F

x +— Prx
est la projection orthogonale de H sur F.
1.3.6. Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H.
1. Pp est un opérateur linéaire.
2. |IPpx—Ppyll < llx—yll, Yx,y € H.
3. Si F # {0}, alors Pr est un opérateur linéaire continue de norme 1.

4. Pour tout x,y € H, on a : {(Prx,y) = (x, Pry).

1.3.7. (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert. Etant donnée une forme linéaire continue ¢ sur H, il existe un

unique a € H tel que pour tout x € H,

@(x) = (x, a).
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De plus,

el 2oy = llall -

1.3.8. (Base hilbertienne)
Soit H un espace de Hilbert. On appelle base Hilbertienne de H (ou tout simplement base de
H s’il n’y a pas de confusion possible) toute famille orthonormale {e;},c; de H qui est totale

c’est-a-dire que le sous-espace vectoriel engendré par les {e;};c; est dense dans H.

NTNI N 1.3.9. (Caractérisation d’une base Hilbertienne)
Soit {e;}ic; une famille orthonormale d’un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. {e;}ics est une base Hilbertienne de H.
2. ¥VxeH {(x,e;)=0Viel = x=0q

1.3.10. (Inégalité de Bessel)
Soit (H,,)) un espace préhilbertien. Pour toute suite orthonormée (e,),cn d’élements de H, et

pourtout x € H,ona:

2 2
(x, el < IxII”

[Me

Il
(=)

n

1.3.11. (Théoréme des bases Hilbertiennes)
Soit {e;}ic; une famille orthonormale d’un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. {e;}ics est une base Hilbertienne de H.

2. Tout élément x de H s’écrit sous la forme :

X = Z(x, e;)e;

et on a l’identité de Parseval

P = > K, enl?

iel

1.3.12. Tout espace de Hilbert (séparable) posséde une base hilbertienne (dénom-
brable).
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1.3.13. (Partition de I’unité)
Soit Q un ouvert de C (ou de R"). Quelle que soit la famille d’ouverts (O;);c; recouvrant €, il

existe une famille de fonctions (¢;)ic; vérifiant :
1. Pourtouti € I, ¢; est de classe C*(Q), supp ¢; C O; et 0 < ¢; < 1.
2. VxeQ Y, di(x)=1.

3. Pour tout K compact de Q, il existe un nombre fini d’indices i pour lesquels ¢; n’est pas

identiquement nulle sur K.

La famille (¢,); est appelée partition de ['unité associée au recouvrement (O;);c;.

1.3.2. Opérateurs dans les espaces de Hilbert

1.3.2.1. Définitions

1.3.14. Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

On appelle opérateur toute application de E vers F.

1.3.15. Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
Une application A : E — F est dite bornée si son image est borné dans 1’espace normé F.
C’est-a-dire

sup [|Ax||p < +oo.
xeE

Une application linéaire A : E — F est dite continue s’il existe une constante C > 0 telle que
pour tout x € E

lAX]lF < Cllxllg -

On note L(E, F) I’ensemble des opérateurs linéaires continus de E vers F. Il est muni de la

norme

1T x|
1T\l zzr) = sup L = sup ITxly = sup Tl

x€E\{0} ||x] £ xeE xeE
[Ixllg=<1 lIxllg=1

On pose L(E) = L(E,E) et E' = L(E,C). E’ s’appelle dual topologique de E.
Lorsque F' est un espace de Banach, L(E, F) I’est aussi.

Pour f € E’, le nombre complexe f(x) est aussi noté (f, x).
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1.3.16. Soit E un espace de Banach. Une application linéaire A : E — C est

borné si et seulement si elle est continue pour la topologie de la norme de E.

1.3.17. (Principe de prolongement par continuité)

Soit X un espace vectoriel topologique, M un sous-espace vectoriel de X, Y un espace vectoriel
topologique séparé et complet, et f une application linéaire et continue de M dans Y ; alors f
peut se prolonger (et d’une facon unique) en une application linéaire continue f sur M oit M
désigne ’adhérence de M dans X.

De plus, lorsque X et Y sont des espaces vectoriels normés, on a || f|| = || f ”

1.3.18. (Corollaire du théoréme de Hahn-Banach)
Soient E un espace de Banach et M un sous-espace vectoriel de E tel que M # E. Alors il existe

une forme linéaire f sur E non identiquement nulle telle que f est nulle sur M.

1.3.19. On applique souvent ce Corollaire pour montrer qu’un sous-espace M C E
est dense. On considere une forme linéaire continue f sur E telle que f = 0 sur M et on prouve

que f est identiquement nulle sur E.

1.3.20. Soit E un espace de Banach. Un opérateur T € L(E) est dit inversible s’il
existe S € L(E)telqueT oS =S oT =1,.

Ou I’opérateur linéaire continu /; (ou tout simplement /) défini par :

l;: E — E

X H— X

est appel€ identité de E.

INTTONENTY 1.3.21. Soit E un espace de Banach. Soit T € L(E) tel que ||T||zg < 1, alors
I —T estinversible et (I = T)™' = Y5 TF. Avec T* =T o T --- T, k fois.

1.3.22. Soient H un espace de Hilbert séparable et (e,), une base Hilbertienne

de H. Soit T un opérateur linéaire de H dans lui-méme. Pour tout x € H, on a

Tx = Z(Tx, ee, .
n=1

Soient E et F' deux espaces de Banach.
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1.3.23. On dit qu’un opérateur 7' € L(E, F) est compact si T(Bg) est relativement

compacte pour la topologie de la norme de F, ¢’est-a-dire 7'(Bg) est compact dans F. Ou
Bp ={x € E,|lxllg < 1}.

On désigne par K(E, F) I’ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E, E).

1.3.24. Puisque tout ensemble relativement compact est borné, alors toute applica-
tion linéaire compacte est continue. Car toute application linéaire qui transforme les bornés en

bornés est continue.

1.3.25. On dit que (x,), converge faiblement vers x dans E si pour tout f € E’,

(f, x,)e £ tend vers (f, x)g g lorsque n — oco.

Remarque QRRFIY 1. Dans un espace de Hilbert H, on établit aisément grace au théoréeme
de représentation de Riesz que (x,), converge faiblement vers x dans H si et seulement si

(X4, yyu — 0 lorsque n — oo pour tout y € H.

2. Toute suite (x,), qui converge faiblement dans un espace de Hilbert H est bornée. Ce
résultat s’obtient aisément en appliquant le théoreme de la borne uniforme (ou théoréeme

de Banach-Steinhaus) a la suite d’applications linéaires continues 7, : y € H — (y, X,)n.

1.3.27. (Caractérisation des opérateurs compacts)
On suppose que E et F sont deux espaces de Hilbert. Soit T € L(E, F) un opérateur linéaire.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est compact.
2. L’image de toute partie bornée de E est une partie relativement compacte de F.

3. De toute suite bornée (x,), d’éléments de E, on peut extraire de la suite (T x,,),, une sous-

suite convergente dans F.

4. Si(x,), est une suite qui converge faiblement vers O dans E, alors (T x,,), converge vers 0

dans F pour la norme.

1.3.28. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si T € L(E,F)etS € L(F,G)
alors S oT € L(E,G) et
IS o Tl < [ISIHITI
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1.3.29. Soient E, F et G trois espaces de Banach. SiT € L(E,F) et S € K(F,G)
(resp. T € K(E,F)etS € L(F,G)), alors S oT € K(E,G).

1.3.30. Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur linéaire
borné. Alors 7" induit un opérateur linéaire 7" : F' — E’ défini pour tous x € E et f € F’

comme suit :

" (H(x) = f(Tx).
L’opérateur 7™ est appelé transposée de 7.

1.3.31. Si E est un espace préhilbertien sur C et 7 un opérateur linéaire dans E
(c’est-a-dire T : E — E).

On appelle opérateur adjoint de 7 un opérateur dans E, noté T, tel que pour tout x,y € E,

(Tx,y) =(x,T").

1.3.32. Si E est un espace de Hilbert, alors tout opérateur linéaire sur E possede

un adjoint.

1.3.33. (Propriétés de Uadjoint)

Soient T et V deux opérateurs linéaires dans E.
(a) L’ajoint T 5’il existe est unique.
(b) (T")"=T.
(c) (T+V)y =T*"+V".
(d) (AT)* = AT*, pour tout A € C.
(e) (ToV) =V oT

1.3.34. Soit T un opérateur linéaire dans E.
On dit que T est un opérateur auto-adjoint ou hermitien si 7 existe et 7" = T.

On dit que T est positif si 7" est auto-adjoint et si pour tout x € E, (T x, x) > 0.

1.3.35. Soit T un opérateur linéaire continu sur E possédant un adjoint T".
Alors :

(1) T* o T et T o T* sont des opérateurs auto-adjoints positifs.
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(2) T est continu et || T*|| = ||T|.
(3) IT* o T|| = TP
1l découle immédiatement du point (2) que si T est borné, alors T est aussi borné.

1.3.36. (Schauder)
Soit T € L(E,F).OnaT € K(E,F) si et seulement si T* € K(F',E").

1.3.37. Soit 1 < p,q < oo tels que % + é = 1. Si ’opérateur intégral
0= [ G0

est borné sur LP(X, du), alors son adjoint
T : LY(X,du) — LU(X, du)

est un opérateur intégral défini par

T f(x) = f HOo 0 (0)du(y).

X

1.3.2.2. Spectre d’un opérateur compact

Soit E un espace de Banach et T un opérateur linéaire dans E. Dans la suite, on dira simple-

ment opérateur au lieu d’opérateur linéaire.

1.3.38. Soit T € L(E).

On appelle ensemble résolvant de T' 1I’ensemble, noté p(T), et défini par
p(T) = {1 € C;(T — Al) est bijectif de E vers E}.

11 est important de garder a I’esprit que si A € p(T) alors (T — AI)™' € L(E).
Le spectre o(T') est le complémentaire de I’ensemble résolvant, o7(T) = C \ p(T).
On dit que A € C est valeur propre si ker(T — AI) # {0}.

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel et est noté VP(T).
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1.3.39. Toute valeur propre est une valeur spectrale. Plus précisément on a
VP(T) c o(T).
1.3.40. Le spectre d’un opérateur borné T est une partie compacte de C et on a
o (T) < Bc(0,[|T1).

1.3.41. Soit T € K(E). On suppose que E est de dimension infinie. On a :

1. 0 € o(T),
2. o(T)\ {0} = VP(T) \ {0},
3. L’une des situations suivantes se produit :

a. o(T) = {0},
b. o(T) \ {0} est un ensemble fini,

c. Les éléments de o(T) \ {0} forment une suite qui converge vers Q.

Le dernier résultat s’obtient grdce au fait que si T € K(E) et (A,), est une suite de

nombres réels distincts tels que

A, > A

et pour tout n

A, € o(T) \ {0},

alorsona A = 0.

1.3.42. Soient H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur auto-adjoint

compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

1.4. Rappels d’analyse complexe

Dans cette partie, nous définissons et énoncons quelques résultats et propriétés des fonctions
holomorphes d’une variable complexe que nous utiliserons aux chapitres suivants. Les différents

résultats de cette partie peuvent étre retrouvés dans [22]].
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1.4.1. Holomorphie et analyticité

Soient a € C et r > 0. On note par :
D(a,r) ={z € C:|z—a| < r}le disque ouvert de centre a et de rayon r.

D(a,r) ={z € C: |z —a| < r} le disque fermé de centre a et de rayon r.

Rappels 1.4.1. Pour tous z € Cetr > 0, on a |D(z, )| = nr?.

En effet, en posant le changement de coordonnées polaires w — z = pe”, on a :

271 r
|D(z, )| = f dA(w) = f f pdpdf = nr?.
D(zr) o Jo

1.4.2. Soient Q un ouvert de C et f une fonction de Q vers C. On dit que f est

dérivable (au sens complexe) au point z; € € si

limf(z) - f(z0)

220 Z— 20

existe dans C.

On note cette limite par f(zo).
On dit que f est holomorphe dans Q si f est dérivable (au sens complexe) en tout point de 2.
L’ensemble des fonctions holomorphes dans Q est noté H(Q).

Une fonction holomorphe dans C est appelée fonction entiere.

1.4.3. La fonction € est entiere et on a, pour tout z € C,

1.4.4. Soit Q un ouvert de C et f : Q — C une fonction complexe. On dit que f
est analytique en un point zy € Q s’il existe une série entiere Y, ) a,z" de rayon de convergence

non nul et un disque ouvert D(zy, r) C Q tels que, pour tout z € D(zo, 1),

+00

f@ =) az—z)"

n=0

On dit que f est analytique dans € si f est analytique en tout point de €.

On note par A(L2) I’ensemble des fonctions analytiques sur €.
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1.4.5. On appelle polyndome (complexe dans C), toute expression de la forme

n

PQ) = ) &,

k=0
ou ay € C.
1.4.6. Si Q est un ouvert de C, alors A(Q) = H(Q).

1.4.7. (Propriété de la moyenne)

Toute fonction holomorphe dans un ouvert . y possede la propriété de la moyenne, c’est-a-dire

que pour tout a € Q, pour tout r > 0 tel que D(a,r) C Q, ona:

21

f(a) = L f(a + re')de.
271' 0

1.4.8. Soit QQ un ouvert de C. On dit qu’une fonction f : Q — C est harmonique

si elle est de classe C*(Q) et vérifie 1’équation de Laplace

AN

ALY = o2 N

1.4.9. Soit Q un ouvert de C. Pour toute fonction f de classe C*(Q), on a :

Pf  Of
A =4 5 = Ymon

1.4.10. Toute fonction holomorphe dans un ouvert Q de C est harmonique dans
Q.

1.4.11. Toute fonction harmonique réelle ou complexe définie sur un ouvert Q 'y

possede la propriété de la moyenne.

1.4.12. (Propriété de la moyenne planaire)

Soit f une fonction harmonique dans un ouvert Q de C, pour tout disque fermé D(a, r) contenu

dans Q, ona:

1
— dA
T @ = b fm,,) @ 44

out dA est la mesure de Lebesgue sur C et |D(a, r)| la mesure de Lebesgue de D(a, ).

1.4.13. Soit ©Q un ouvert de C. Une fonction f : Q — [—o00, +00) est dite semi-

continue supérieurement si pour tout @ € R, ’ensemble {z € Q : f(z) < a} est un ouvert.
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1.4.14. Soient Q un ouvert de C et f : O — [—o0, +00) une fonction. On dit que

f est sous-harmonique sur €2 si
1. f est semi-continue supérieurement dans €2,

2. pour tout disque fermé D(a, r) contenu dans 2, on a :
1 (" ”
flay<—— | fla+ret)ds, (1.8)
T /4

3. f n’est pas identiquement égale a —co.
1.4.15. 1. Toute fonction harmonique est sous-harmonique.

2. Si f est holomorphe dans Q et non identiquement nulle, alors, |f|P est sous-harmonique

pour tout p > Q.
Dans ce qui suit, Q est un ouvert de C.

1.4.16. (Convergence compacte)
On dit qu’une suite (f,), € C(2) converge uniformément vers f sur les sous-ensembles com-

pacts de Q si :
VK c Q compact ,Ve >0, AN = N(K,e) e N/Vz e K, Vn > N, |f.(2) — f(2)| < €.

On rappelle que C(€2) désigne I’espace des fonctions continues de €2 dans C.

La topologie de C(2) est celle de la convergence compacte.

1.4.17. (Théoréme de Weiertrass)
Soit (f,), une suite de fonctions de H(Q) qui converge uniformément vers f sur tous les com-
pacts de C contenus dans Q, alors, f € H(Q). En outre, quel que soit k € N, la suite ( f,gk)),,

converge uniformément vers f® sur tous les compacts de C contenus dans Q.

1.4.18. (Lemme d’Urysohn)

Soit K un compact de R". Alors il existe une fonction ¢ de classe C* a support compact telle

que :
(i) 0 < @(x) <1 pour tout x € R",

(ii) ¢ = 1 sur un voisinage de K,
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(iii) ¢ = 0 en dehors d’un ouvert contenant K.

1.4.19. Soit Q C C, un ouvert. On peut décomposer ) en une réunion d’une suite
(K,), de compacts de C telle que :

o

(1) Pour tout n, K, C I?,:l

(2) Pour tout compact K de C contenu dans €, il existe ny tel que K C K,, (donc K sera

contenu dans une infinité de K, en vertu de (1)).

(3) Pour toutn = 1,2,3,---, chaque composante connexe de C, \ Q est contenue dans une

composante connexe et une seule de C, \ K,.

1.4.2. Familles normales

Soit Q une région de C.

1.4.20. Soit ¥ c H () un sous-ensemble de fonctions holomorphes dans €. On
dit que F est une famille normale si de toute suite (f,), d’éléments de ¥, on peut extraire une

sous-suite qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de C contenus dans Q.

DISHnnie 1.4.21. Soit ¥ € H(Q). Soit K un compact de C contenu dans Q. On dit que F est

uniformément borné sur K s’il existe une constante M = M(K) > 0 telle que :
VfeF,VzeK, |f(@) < M.

1.4.22. (Théoréme de Montel)
Soit F C H(Q) un sous-ensemble de fonctions holomorphes dans Q. Si F est uniformément
borné sur tous les sous-ensembles compacts de C contenus dans C, alors ¥ est une famille

normale.

1.4.3. Définition et propriétés du noyau reproduisant d’un

espace de Hilbert

Dans cette sous-section nous présentons la notion de noyau reproduisant. Ces résultats

peuvent €tre retrouvés au chapitre 6 dans [7].
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1.4.23. Soit E un sous-ensemble de C. Soit H un espace de Hilbert de fonctions
définies sur E a valeurs dans C. On note par (, ) et par ||.|| respectivement le produit scalaire et
la norme sur H.

On dit qu’une fonction K de E X E dans C est un noyau reproduisant pour H si :
(a) Pourtoutz € E, K, : w+— K,(w) := K(w, z) est un élément de H,

(b) Pour tout z € E et pour tout f € H
(@) ={f. Ky).

En particulier, pour tous z, w € Q, K,(w) = (K,, K,,) et ||K.|| = (K., K;)? = K(z,2)?.

1.4.24. On dit qu’un espace de Hilbert H de fonctions définies sur E est a noyau

reproduisant s’il existe une application K de E X E dans C qui vérifie (a) et (b).

1.4.25. Un espace de Hilbert H de fonctions définies sur E a valeurs dans C

possede un noyau reproduisant si et seulement si pour tout z € E, ’application linéaire

Y.. H — C
fo— f@

est continue.

Preuve. =) Supposons que H admette un noyau reproduisant noté K. Soit z € E, pour tout
feH,ona:
(NI = 1f @ = IKf, KD < [N

De plus, puisque P, est linéaire, on conclut que ¥, est continue.

<) Réciproquement, supposons que pour tout z € E, P, soit linéaire et continue sur H. Alors,
en vertu du théoréme de représentation de Riesz (voir Théoréme [1.3.7), pour chaque z € E, il
existe une unique fonction g, € H telle que : f(z) = Y.(f) = (f, g.) pour tout f € H.

Pour conclure, montrons que la fonction K définie sur E X E par K(w, z) = g.(w) vérifie (a) et
(b) de la définition du noyau reproduisant (Définition [I.4.23)).

Ona:

Pourtoutz € E, K, : w +— K, (w) = K(w, z) = g.(w) appartient a H car g, appartient a H.
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Pour tout z € E, pour tout f € H,

<f’ Kz> = <f,gz> = f(Z)

On conclut que K est un noyau reproduisant pour H. B

1.4.26. Soit H un espace de Hibert de fonctions sur E a valeurs dans C. Si K est

un noyau reproduisant pour H, alors :
(1) K est unique.
(2) Vz,w € E, K(z,w) = KW, 2) et K(z,2) > 0.
(3) Vze K, (K(z,2) =0 & f(z) =0 pourtout f e H).
(4) Vz,w € E,|K(z,w)| < K(z,2)2K(w, w)?.

(5) Pourtous zy, - ,z2v € Eetay,--- ,ay € C,

N
> Kz zper i 2 0.
jk=1

(6) Pour toute base orthonormale {¢,,} de H,
K@z w) = )" ¢n(2)$(w)

et la série converge pour tout z,w € E.
Preuve.
(1) Si K et K’ sont deux noyaux reproduisant pour H, alors pour tout z € H,on a :

2

||KZ - KZI = <KZ - K;’ Kz - K;)

<Kz - K;, Kz> - <Kz - Kzla K;)

(K. — K)(@) — (K.~ K))(2) = 0.

Ainsi, ||k, - K

| = 0 et par conséquent K, = K’ pour tout z € E. Donc K = K’.

(2) Soitz,w € E,
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(1) K(z,w) = Ky(2) = (K., K;) = (K, Ky) = K.(w) = K(w, 2).

(i) K(z,2) =<(K,,K;) > 0.

(3) Soitz € K.
=) Supposons que K(z,z) = 0.
Alors, puisque K(z,z) = (K., K,) = ||KZ||2, on obtient

K(z,2) =0 = K, =0

Ainsi, pour tout f € H, f(z) = (f, K,) = 0.
&) Réciproquement, comme K, € H et (,) est non dégénéré, si pour tout f € H on a
f(z) =0, alors

0=f@=(fK;)VfeH = K,=0.

D’ou K(z,z) = 0.

(4) Soitz,w € E, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

[K(z, w)l = KK, KOl < [IK [ Kyl

(5 Soientzy,---,zv€ Eetaq,--- ,ay € C,ona:

N N
> K@ezpam = ) ek, Ky

Jk=1 Jik=1

N N
<Z a/jKZja Z a/szk>
=1 =1
N 2
Z akKZk
k=1

> 0.

(6) Soit {¢,,} une base orthonormée de H. Pour w € E fixé, on a :
Ko=) (K@) = D ou(W)d.

Cette série converge pour la topologie de la norme de H. Puisque la fonction f +— f(2)
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est continue, la série numérique

P OINE

converge vers K,,(z) = K(z, w).
|

1.4.27. Si H est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes dans un domaine
D de C, et si K est le noyau reproduisant de H, alors K(z,w) est holomorphe en z et antiholo-

morphe en w (c’est-a-dire son conjugué est holomorphe en w).

Preuve. Soitz,we D.On a:
K(z,w) = K,,(z). Comme K,, € H Cc H(D), alors K(z, w) est holomorphe en z.
De méme, puisque K(z,w) = K (w) et comme K, € H c H(D), alors K(z, w) est holomorphe

enw.

1.4.28. Soit H est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes dans un do-
maine D de C. Si H s’injecte continiiment dans LIIUC(D, dA), alors H possede un noyau repro-

duisant K, et, si ¢,, est une base orthonormée de H, alors la série
K@w) = ) $n(Ddn(w)

converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de D X D.

Ou dA désigne la mesure de Lebesgue dans C et pour 0 < p < oo, L! (D,dA) = {f : D —

loc

C mesurable telle que fQ |f(DIPdA(z) < +00 pour tout compact Q de D}.

1.4.29. Soit p une fonction mesurable strictement positive sur D. Soit H un espace

de Hilbert de fonctions holomorphes dans D telles que

AP = f FOPPDAAR) < oo.
D

Si p est bornée sur tout sous-ensemble compact de D, alors H s’injecte continiiment dans
L, (D,dA), puisque pour tout sous-ensemble compact Q de D on a d’aprés 'inégalité de

Cauchy-Schwarz :

1

! ) !
f IfIdAS( f —dA(z)) ( f If(z)lzp(z)dA(z)) <MI|fll.
0 Qp(Z) D
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Jl vient donc d’aprés la Proposition que H posséde un noyau reproduisant.
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DEFINITION ET QUELQUES

PROPRIETES DES ESPACES DE FOCK

]
2.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous définissons les espaces de Fock, nous établissons les propriétés ba-
siques de ces espaces et nous €tablissons certains résultats de densité qui seront utiles dans la
suite. Pour @ > 0 et I < p < +oco nous montrons que le projecteur P, de L2(C) vers F>(C)
s’étend en un opérateur borné de L:(C) vers FE(C). Nous y établissons aussi le théoréme sur
la décomposition atomique des fonctions dans les espaces de Fock. Les résultats énoncés ici
peuvent étre retrouvés dans [27].

Dans la suite, C désignera une constante dont la valeur peut varier d’une ligne a une autre, mais
ne dépend pas des fonctions considérées et les parametres dont elle dépend seront précisés entre
parentheses si besoin se pose.

On dit que deux quantités A et B sont équivalentes et on écrit A =~ B s’il existe une constante C

telle que C"'!B < A < CB.

2.2. Définitions et premieres propriétés

Pour tout parametre strictement positif @, on considere la mesure gaussienne
@
d1o(2) = —e " dA(),
m

ou dA est la mesure de Lebesgue usuelle dans C.

2.2.1. La mesure A, est une mesure de probabilité.

29



Preuve. Par passage en coordonnées polaires, ¢’est-a-dire en posant z = re, on a :

+00 2
fge—aldsz(Z):gf f do e rdr
cTt T Jo 0
—+00
f Dare " dr
0

- [e“"z]gm = 1.

A,(C)

2.2.2. Soient p > 0 et @ > 0. On désigne par L], I’ensemble des fonctions Lebesgue

—(1/22 .
mesurables f sur C pour lesquelles f(z)e% appartient a L”(C, dA).

(04
mm=%f
C

De méme, pour @ > 0 et p = +o0, L’ désigne I’espace des fonctions Lebesgue mesurables f

Pour f € L, on écrit :

—alz?

Foe | aac.

sur C telles que :
1/ lleoq :=1nf{C >0 : |f(z)e 2| < C p.p. sur C} < +o0.
Au regard de cette définition, pour 0 < p < +co,on a:
L = L7(C,dAs).
Mais
L*(C,dA) C L.

223. 1. Pourl < p < +oo, Ly muni de la norme |||, est un espace de

Banach.

2. Pour 0 < p < 1, L est un espace métrique complet muni de la distance d(f,g) =

1S = pllj.o-

2.2.4. Soient p > 0 et @ > 0. On désigne par espace de Fock, noté F%, I’ensemble

des fonctions entieres qui appartiennent a L?, ¢’est-a-dire :

F? = L’ N H(C).
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2.2.5. 1l faut noter que, la mesure associée a I’espace de Fock F?, dApe, dépend de

aetde p.
2.2.6. Pour 1 < p < +oo, F¥ est un sous-espace fermé de L.

Preuve. Soit (f;,),en une suite d’éléments de F’, qui converge vers f dans LY. Nous allons
montrer que f € FY. Pour cela, il suffit de montrer que (f,), converge vers f uniformément sur
les compacts de C.

Puisque (f;,),en converge dans L) = LP(C, d/l%), alors, elle y est de Cauchy et il existe une

sous-suite (f, ) de (f,), telle que
fu(2) = f(2) presque partout dans C (2.1)

Soit K un compact de C. Alors K est borné et il existe donc une constante M > O telle que,
|zl < M, pour tout z € K.
Soit m,l € N, on a f,, — f; € H(C). Donc |f,, — fi|P est sous-harmonique et par conséquent, elle

vérifie la propriété de la sous-moyenne. Ainsi, quel que soitz € K,on a:

1
ID(z, DI
m

= C f (W) = fiw)Pe™ T 5 gA ()
D(z,1)
< CeFIML — £l

= CK p.@)lfn— fill,.

(@) = S

IA

f W) = FOWIPAAGw)
D(z,1)

D’ou

Suplfn(2) = fid) < C(K, p. @) lfow = fill oo 0 .

zeK
Ainsi, (f,,), est uniformément de Cauchy dans K . Par conséquent, elle converge uniformément
sur tout compact K de C vers une fonction g qui est holomorphe d’apres le théoreme de Weiers-
trass (Théoreme [1.4.17)). En particulier, (f,), converge simplement vers g dans C.
On déduit donc de que f = g € H(C). Donc f € H(C). D’ou f € F%. Ce qui montre donc

que F?, est un sous-espace fermé de L, pour 1 < p < co. W

2.2.7. Pour 1 < p < +oo, F¥ muni de la norme ||f]|,, est un espace de Banach.

pa
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2.2.8. Soit f € F, et 0 < p < +oo. Pour tout 7€ C,ona:

al?
2

If@I < If1l,q €

Preuve. Le cas p = oo découle immédiatement de la définition de F7,.
Supposons que 0 < p < +oo.

Puisque f est entiere, alors |f|” est sous-harmonique. Ainsi, pour z = 0, on a pour tout » > 0 :
1 (" .
|f(0))F < 7 f | (re')|Pdo.
T Jo

Multipliant cette inégalité par re"7" et intégrant sur ]0, +oo[ par rapporta r,on a :

© pa l o0 27 . pa
f |f(0)|pr€_7r2dr < — f f If(re’e)l”e_T’zrder.
0 2n Jo Jo

Ce qui implique que :

1 1 a2
FO)P— < = f f(@)e FFPdA).
pa  2m Jo
D’ou

LFOP <A1 -

Plus généralement, pour z € C et f € F%, considérons la fonction définie dans C par :
F(w) = f(z — w)e™™ 5K,
Alors F est entiere et on a :

171G, = B2 [ 1w S e o aae
= % fc £z = P |eRe@=8E50 1 ga )
= % fc e = w78 ] daw)
= = fc Qe 2P PdAQ)
= A,

ou on a fait le changement de variable = z — w.
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Donc F € F%. D’apres le résultat obtenu pour z = 0, on a :

FO) < [IFII, .

al?

f@I<fll, e

2.2.9. Si0 < p < g < +oo, alors Uinclusion Ff, C F{ est continue.

Preuve. Supposons que 0 < p < g < +o0, soit f € FY montrons que f € F.. D’apres le

Théoreme[2.2.8, on a :
ald?
lf@I < Ifll,0e -

Ainsi,
a 2
1, = 2 [ e rdac)
T Jc
a q
- = f QI @I e F dAG)
C
azz q-pr 13
< o f (171, 5| rore ¥ dae
C
q
S

Dol f € F4 et
1
q
11l < (%) .

Ce qui montre aussi la continuité de I’inclusion. B

2.3. Structure Hilbertienne de F>

2.3.1. Base Hilbertienne de F>

2.3.1. Soit @ > 0, 'espace de Fock F> = L*(C,dA,) N H(C) est un espace de

Hilbert muni du produit scalaire

Fog)e = fc FOR@dAR).
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De plus, si pour tout n € N, on pose

n

(0%
€n (Z) = ; s

alors, la famille {e,}, est une base orthonormée pour F 62,

2.3.2. Pour tout n € N, fc 7"e,(2)dA,(2) # 0.

Preuve. Soitn € N, on a :

f 7"e,(2)dA,(2) \/ (en,€n>a
C

,/ £0
a”

|
Preuve. Preuve de la Proposition 2.3.1]
Puisque F? est un sous-espace fermé de I’espace de Hilbert L*(C, dA,,) muni du produit scalaire

défini pour f, g € L*(C,dA,) par

(Fge = f@ FOEDdA)

alors F? est aussi un espace de Hilbert.
Montrons que la famille {e,}, est orthonormée dans F C%

Soit n,m € N, par passage en coordonnées polaires, on a :

(en, em)a

f enDem@DdAu(2)

n+m
- V ,f.m, fz e dA()
a'tm
— ' f rn+m+l —ar drf t(n—m)é)dg
n.m

sin#m

1 sin=m

En effet, lorsque n = m, en posant p = ar?, et en utilisant les propriétés de la fonction Gamma
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(Rappel [[.2.16), on a :

a,n+l 00 )
<€naen>a — 0t r2n+le—ar dr
nn! 0

= @ f (B) €_pdp
nn! 0

[0

1 OO
= = f p'ePdp
}’l‘ 0

1
= —I'(n+1)
n!

= 1,

Montrons que la famille {e,}, est totale.
Soit f € F? telle que {f, e,), = 0 pour tout n € N. Montrons que f = 0.
Ona:

Frena = fc FOe@dA)

= lim F@en(2)dAu(2).

R—+0c0 lZl<R

Puisque f est une fonction entiere, son développement en série de Taylor est de la forme :

+00
f@=) ad
k=0
avec convergence uniforme sur tout compact de C. On obtient alors par passage en coordonnées
polaires :
+00
- ——
f(@)en(2)dAo(2) = A f 2 €, (2)dAa(2)
|Z|<R k=0 |Z|<R
+00 27
a« .
— ax - = f rk+n+1e—a/r2drf el(k—n)é)dg.
=0 nl'n r<R 0
Or
) )
f d S0 g — 0 sik#n
0 2n  sik =n.
Donc

N n 27
f(z)en(z)d/la(z) = ang , a_ f r2n+1 e—ar2dr f do
lzl<R N n!J 0
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= a, f '€, (2)dAo(2).
lZl<R
Ainsi,on a:

(freade = a, lim 7'e,(2)dA,(2)

R—+c0 lZI<R

a f Pen@dA).
C

La condition (f, e,), = O pour tout n € N, implique donc que a, = O pour tout n € N, car
fc 7"e,(2)dA,(z) # 0 pour tout n € N. D’ou f = 0.
On conclut donc que la famille {e,}, est une base orthonormale pour F’ i

2.3.3. (Noyau reproduisant pour F?)

Le noyau reproduisant de F> est donné par :
Ka(z, W) = e(zzw‘z’ Z,WE C.

Preuve. Pour z € C fixé, ’application V. : f > f(z) est une forme linéaire continue sur F2.
Ceci est visible a travers le Théoreme Alors d’apres la Proposition |1.4.25] F? posséde un
noyau reproduisant. De plus, comme la famille {e,},, avec e,(z) = \/%, est une base Hilber-

tienne de F2, alors pour tout z, w € C, 3'*° e,(z)e,(w) converge uniformément sur tout compact

de C x C vers K,(z, w) d’apres la Proposition [I.4.28]

Or
E e (2)e,(w) ,,Ezo NIHZ w/n—!w

n=0

(o)

i

n=0
— eazw
Ce qui acheve la preuve. B
Pour tout z € C, on pose
K.(w,2)

=5l

k(w) = —2 2
W= Ko

2.3.4. L’application k, est appelée le noyau reproduisant normalisé au point z.
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2.3.5. Exemples d’éléments de F2,a > Oet p > 0
1. Les fonctions constantes appartiennent a F7.

2. Pour z € C, le noyau reproduisant K, et le noyau reproduisant normalisé k, de F? appar-

tiennent & F~.
3. Pour tout n € N, z — 7" est un élément de F~.
Preuve.

1. Soitae C,ona:

llall}

%f lae™ " PdA()
C
= lal"A(C)

= |a)’ < +oo

2. SoitzeC,ona:

1K1},

% f k. (w)e™ M [PdA (w)

C

g_af e 8 e A P A (w)

T Jc

— g_a,fepa/Re(ZW)e—pza|Z|2e—p2(l|w|2dA(W)
T Jc

- f T dA(w)
2 C

- &fe—”flﬂsz(g)
271' C

1

Pour p = +o0, puisque :

fk(wye20F| = 5T,

alorson a:

sup [k, (w)e " = 1

weC

D’ou k, € F. On obtient le résultat pour K, en remarquant que K, = VK,(z,2) k..
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2.3.2. Projection orthogonale

Puisque F2 est un sous-espace fermé de L*(C,dA,), alors la projection orthogonale, que

nous notons P, de L*(C,dA,) vers F? existe.

2.3.6. La projection orthogonale
P, : L*(C,dA,) — F>
est un opérateur intégral. Plus précisément,
Puf@ = [ Kutew fonda,on

pour tout f € L*(C,dA,) et tout w € C.

Preuve. Fixons f € L*(C,dA,)etz€C.Ona:

P.f(2)

<Pafa Kz>a = <f’ PaKz>a = <fa Kz>a

f Ko(z, W) f(w)dAa(w)
C

Ceci acheve la preuve de ce corollaire. B

2.3.7. Soient @ > 0 et fun réel. On a :
. £lal®
f | ldA,(2) = e T
c

pour tout a € C.

Preuve. Soit a € C, de la définition du noyau reproduisant, on a :

Kq(a,a) = f IKo(a, 2)I*d24(2).
C

Ba 2
En remplagant a par 5_, on a le résultat. B

2.3.8. Pour tous a > 0 et 1 < p < +oo, le projecteur orthogonal P, s’étend en un

opérateur borné de L, vers FY. De plus, quel que soit f € L, ona :

||P(l’f||p’a/ S 2||f||p,a .
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Preuve.

Cas p = 1 : Soit f € L!, en utilisant le théoréme de Fubini et le Corollaire , ona:

(04 —222
1Pufll = 5 f Puf@le 3R dAC)
C

eI dA(z)

gff(w)eazw—alwlsz(w)
T Jc

1
2r C
a2 e 2 _a2

S f f Flle™™ e &2 dA(w)dA(z)
272 cJcC

- 2 f [fw)le™F (3 f |e“ZW|e“z"Z'2dA(z))dA(w)
T Jc 2r Je

= = f Fow)le ( f Ie"‘zwdxlg(z))dA(w)
T Jc c

a 2 g2

= - f fw)le 2 dA(w)
T Jc

= 20Ifll,-

IA

Ce qui montre que P, est borné de L) vers F.

Cas p = +oo:Soit f e L,soitz€ C.Ona:

2
e—%lzl

IPof(@)le 3 = E f FW)e ™M gA(w)
C

IA

gf L) lle@ e =54 gA(w)
T Jc

IA

a . _aL2 a2
_||f||maf|eazvv|e 7wl e 7zl dA(w)
n mJe
a X2
= ;Ilfllm,(,fe A (w)
C

= 2fllen — f eI dA )
’ 27T C
= 2|flluq A2(C)

= 2 fllo -

Ce qui montre que P, est borné de L. vers F’.

Cas 1 < p < 400 : Dopérateur P, peut encore s’écrire comme suit :

2 — (pa
Pa/f(Z) — ff(w)_eazwe(2_(I)|led/1p2q(w)_
C p
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Considérons 1’opérateur Q,, défini sur L’ par :

2 2
0.1@ = [ Kol = [ Fonler e g

Remarquons que, Q, est un opérateur intégral de noyau positif H(z, w) = %Ie"zwle(%“’)'w'z. Nous

allons montrer que Q, vérifie les hypothéses du lemme de Schur (voir Théoreme [1.2.10).

Soit g > 1 tel que % + é = 1. Considérons la fonction positive définie sur C par :
h(z) = el

Soit z € C, en utilisant le Corollaire[2.3.7, on a :

pa2

f H(z, w)h*(w)d A (w) f |e® [T~ S o= 14 (1)
C C

2n p
- 2 f e~ dA(w)
T Jc

= 2 f "™ |d g (w)
C
= 235 = 2p1().

En procédant de la méme fagon, pour tout w € C, on a :
f H(z, w)h’(2)d s (2) = 20" (w).
C

Puisque L) = L?(C, d/l%ﬂ), alors d’apres le lemme de Schur (Théoremel.2.10), O, est un opé-

rateur borné de L?(C, d/l% ) vers LP(C,dA %) et sa norme vérifie :
1Qall 2z < 2720 = 2.

Soit a présent f € L, ona:

(04 P 2
1P, < 2 f P FOP e TEAAR)
C
p 2003
= }Ef f FONKa(z wldA| e dAG)
2 Jelde
= .11,
< QIfll,.)"-
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||Ple||pa — 2||f||pa

Ce qui montre que P, est borné de L. vers F7.

)./t 2.3.9. Le résultat dans le cas 1 < p < +oo peut aussi étre obtenu par le théoreme

d’interpolation de Riesz-Thorin (Théoreme [1.2.9).

2.4. Sous-espaces denses dans F7

2.4.1. Soit a > 0, pour tout 0 < p < +co, B €]0, e[, ona F; C Fy etil existe C > 0

tel que pour tout f € F2,
WAll,e < Cllfllg -

Preuve. Soient 8 €]0,a[, f € Fé et z € C. D’apres le Théoréme|2.2.8, on a :

F @I < 1 fllyp e

Ainsi, en utilisant le fait que 8 < @, on a:

. = 2 f P dAG)
P _12 ﬂ 2
127_ ||f|| f Sl ezlzl dA(z)
_pla=p)_ ;2
= Bung, [ a0
pe

27
= 2usg f f LI
0 0

= a—_ﬁ 112,

IA

D’ou le résultat. W

2.4.2. Soient0 <r<1,a>0et0 < p < +o0. Pour tout f € F¥, on considere la
fonction définie sur C par f,(z) = f(rz). Alors :

(@) IIfy = fllpa =0

(b) Il existe une suite {p,}, de polynomes telle que ||p,, — fllpa - 0.
7 n—+oo
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Preuve.

(a) Puisque
@ = f@

presque partout, alors montrer que || f, — f]| v —1> 0 revient 2 montrer que || f,| o 1£1l pa
Y Y ’

Soit f € F7, en faisant le changement de variables w = rz,on a :

[04 pa
Ay, = o f e dA)
C

a _pa 2
= 2 [ ironpe M aao)
C

pa

B Zpazf Fw)Pe T e F GO ga @),
r C

Puisque

e ECEIE g

pour toutw € Cet(0 < r < 1, alors

pa
10 < 5 11

On conclut d’apres le Théoreme de convergence dominée que : ||f; || pa _I 1l b
@ T ,

(b) Soit f € F%. Nous établirons que, pour tout 0 < r < 1, f, peut étre approximée par sa
suite de polyndmes de Taylor pour la topologie de la norme de F%. Fixons 0 < r < 1 et
B €lr’a, a[. En utilisant le Théoréme [2.2.8| on montre aisément que f, € Fé et il existe
une constante positive C d’apres le Lemme @ telle que |lgll,, < Cllgll, 5, pour tout
g€ Fé
Si p.(2) = i wZ" le n—ieme polynome de Taylor de f,, alors f, — p, € Fj etle
Théoreme 2.2.8|donne,

1fs = Pallp < ISy = Pallog = 0.

D’ou (b) d’apres (a).
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2.4.3. Pour tous paramétres positifs a et y, [’ensemble des fonctions de la forme

@ =) akyzw) =) ae™,
k=1 k=1

n € N*, wy € C, est dense dans FP.

Preuve. Puisque les wy sont arbitraires, on peut supposer que y = a.
Etablissons le résultat pour p = 2.
Nous allons utiliser le corollaire du théoréme de Hahn-Banach (voir Théoreme [1.3.18). Soit

h € (F2) = F? tel que pour tout w € C on ait :
(h,K,)e = 0.
Alors, par la propriété du noyau reproduisant, quel que soitw € C,on a:
h(w) = (h,K,,)e = 0.

D’ou h = 0. Ce qui établit la densité pour p = 2.

Pour tout 8 €]0, e[, on sait que F; C Fy et il existe C > 0 tel que pour tout f € Fg,

IAll,e < Cllfllg-
Si f est un polynome et {wy,--- ,w,} sont des points de C, alors f — >/_, c;Ko(z, wy) € F? et
Hf - Z Koz, wi) < C|f- Z Ko (2, wi)
k=1 p.@ k=1 2B
: o
= C f—ZCkKﬁ(Z, -woll
k=1 ﬁ 2,8

%)

car K, (z, wy) = e = & 5 Ks(z, %wk). Comme les fonctions de la forme z — };_, ¢, K, (2, uy)
sont denses dans Fé, alors, on conclut que tout polyndéme peut étre approché pour la topologie
de la norme de F’ par des fonctions de la forme z — >}_; ¢t K, (2, wi). Puisque I’ensemble des

polyndmes complexes est dense dans F%, on a le résultat voulu. W

2.5. Dualité des espaces de Fock
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2.5.1. Soient B > 0,1 < p < +o0, et q > 1telque%+$ =

topologique de F¥ s’identifie a Fg sous le crochet de dualité :

(fr8)y == hngo F@8@e ™ dA(R),

|zl<R

avecy = \ap.

Preuve. I) Montrons que Fg est inclus dans le dual topologique de F?.

Soit g € F, considérons

F: Ff — C

fo— F(f)= 7 lim f2)g@e " dA).

lzI<R

1. Alors, le dual

Nous allons montrer que F est une forme linéaire continue sur K et conclure par densité que

c’est le cas pour F’. Soit a € C, alors f(z) = €’ € K C FL. Par les propriétés des noyaux

K,(z,w) et K,(z,w), on a d’une part :

(@ = Kea), =2 [ ok @ e e
- 2 [ semertanc
T Jc

- zf F@e@)e " dA).
T Jc

D’autre part, puisque y = vafB,ona:

_ ay \_ a Y
o = o o) = (o) (-2,

- ¢ @) pa(Ga)z okt
nfcg ( ﬁz) A

= gfg( gz)f(z)e—alzl dA(2).
T Jc B

Ainsi,
f F@g@dAz) = = f f(z)g(\[ ) R dA(2),
C T Jc

Ceci montre que pour toute fonction f € K,

F(f) = f f(z)g( %z) o gA(z)

(2.2)

(2.3)
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= = f [f(z)e‘g'z'2][§(\/gz)e‘g'z'z}dA(z). 2.4)
T Jc B

De plus, dire que g € LI, est équivalent a dire que la fonction

@
oz) = g(\/;) €Ly,
B
etona:|lgll,z = llell, .

En effet, en posant z = \/%w, onadA(z) = %dA(w) et

%f 8% T dA(z)
27T Cc

B a \' -#zmee
o Cg(\/;w)| e 2r ﬁdA(w)
a q
(V5]

qa
q 42y
- £ f lw)lte 7 dAGw) = lgll?,
(@]

q
lgll,

e T dA(w)

2 C

En appliquant I’inégalité de Holder (I.1)) a (2.4), on obtient :

IFOOI < Clifllpallellye = CllAlq 18llgs (2.5)

quel que soit f € K. Ceci montre que F est une forme linéaire continue sur F%.

IT) Montrons que le dual topologique de F% est inclus dans FZ.

Soit F': F?, — C une forme linéaire continue. Soit z € C, considérons la fonction g donnée par :
gw) = F(e"™).

Nous allons montrer que g € FZ et que F(f) = (f, g), pour tout f € K.
Le fait que g soit entiere découle du developpement en série entiere de I’exponentielle complexe
et de la linéairité de F. Pour montrer que g € L, nous allons établir que la fonction g(w)e“;'W|2 €

L9(C,dA). Pour cela, considérons la fonctionnelle définie pour tout & € LP(C, dA) par

d(h) = f h(w)gwe™ 2" dA(w).
C
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Il suffit de montrer que @ est une forme linéaire continue sur L?(C,dA). Sans nuire a la gé-
néralité, nous supposons que 4 est a support compact dans C (densité des fonctions a support

compact dans L”(C, dA)). Dans ce cas, I’'intégrale
— _E 2
f h(w)e?™ e " dA(w)
(o

converge pour la topologie de la norme de F?, et en posant w = \/%g ,ona:

O(h) = f h(wW)F(€)e S dA(w)
C

_ F(h(w)F(eVZW)e_g'ledA(w))

= %F (h ( \/g{) e“zge_g'W'ZdA(w))

T
= =F P(r )
3 (Po(9))

wo=h(Jg4ve

ou quel que soit ¢ € C,

De plus, en posant w = \/%g, ona:

IAll?

f [h(w)IPdA(w)
C

e

= gquwﬂﬁwmo
B Jec
2

p
dA({)

T
= —llell}. -

B

Puisque la projection P, est bornée de L, vers F~, et F est continue, on conclut que

le(h) < CHIFIIP(PNl0 | < ClIPllell, o < CliAll, -

p.a —

Ceci montre que @ est continue. On conclut que g € Fg.

Finalement, si f(z) = ¢”*® pour un certain a € C, alors comme dans (2.2)) on a :

(f. &), = gla) = F(f).
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Ceci combiné avec la densité de K dans F% acheve la preuve du théoréme. B
(VI EVS 2.5.2. La suite {k.}.cc converge faiblement vers 0 dans F?, lorsque 7 — oo.
Preuve. Soit 8 > 0, et y tel que y = +/aB, on sait que le dual topologique de F’, s’identifie a Fg

avec % + é = 1, sous le crochet de dualité :

(fghy=Llim | fg@e " dAG).

|zl<R

Soit f € F1, quel que soitz € C,on a

[CFs byl < ANl el = 11f 1l 5 -

Car pour tout z € C, [|k]|,, = 1. De plus, quel que soit [w| < R,on a:

FWkW)e ™| = | f(w)l|e 5 F)

( sup |f(w)|e—7|w|2) ea|z||w|_ g 2

[w|<R

IA

= Ce G g

/00

On conclut par le théoreme de convergence dominée que

(f, k2)y e 0.
|
2.5.3. Pour tout f € F% et pour tout 7€ C, ona:
f(@ = {f, Ko

Preuve. Soit f € F7. Nous avons établi dans le Théoreme ci-dessus que 1’ensemble

K = {ZajKy(~,zj) :meN',z;eCeta; €C,j= 1,2,...,m}

=1

est dense dans F7. Or :

K c F2ANF? C F?.
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Donc F2 N FY est dense dans FZ. Ainsi, il existe une suite {f,}, d’éléments de F2 N F% qui
converge vers f dans F? lorsque n — +oo.

Pour tout € N et pour tout z € C, on a par la propriété du noyau reproduisant de F? :

fn(Z) = <fn, Kz)a-

Soit z € C, en utilisant le Théoréme [2.2.8] on a :

@ = F@I <N = fll, ™ >0

D’ou

VzeC, fu(2) e f@).

De plus, quel que soitz € C,on a :

Kfa = f2 Kool < Ufu = fllpo IKellye = O,

avec % + é = 1. Ce qui montre que,

oo Ko = (K

Il vient de I’unicité de la limite que, quel que soit z € C,

(@) ={f. K)a-

2.6. Décomposition atomique

La décomposition atomique des espaces de Fock est un résultat fondamental et puissant
pour I’étude de ces espaces. Pour établir cela, nous avons besoin d’une notion trés importante :
la notion de treillis, que nous définirons ci-dessous et dont I’existence vient du lemme de recou-
vrement de Besicovitch. Plus de détails sur cette notion peuvent étre consultés au chapitre 4 de

[26]], au chapitre 1 de et dans [[16].

2.6.1. Soit r > 0, on dit que la suite {z;}7, c C est un r—treillis si
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(a) _fle(Zja r)=C;
i

[ee)

(b) Les disques euclidiens {D(z;, )} %) sont deux a deux disjoints.

Des conditions (a) et (b), on déduit qu’il existe N € N tel que pour tout z € C, on ait :
1< ZXD(Z,J)(Z) <N. (2.6)
=1
Ceci signifie que chaque élément z € C est contenu dans au plus N disques D(z;, r).

262. Si0<r<let {zj};fj‘i C C est un r—treillis, alors pour tout j, il existe un

sous ensemble mesurable D; tel que :
(a) D(zj,%) € Dj C D(z;,r) pour tout j;
(b) DiNDy=0sik+ j;
(c) DiUD,U---=C.

Preuve. Voir Lemme 4.11 dans [26]. B

2.6.3. Soient u une mesure de Borel positive sur C et {z j};’j C C un r—treillis avec

0 < r < 1, alors pour tout | € L'(C, du), ona:

fc F@du) = )

J=1

f F(Ddu(z).
D .

J

Si de plus f est mesurable positive alors la relation (2.6) nous permet d’avoir :

fc f (Z)dM(Z)=Z fD f(@du(z) <N fc J@du(z). 2.7)
j=1 YDij

En effet, on a :

f(2)du(z)

f f(2)du(z)
C

2,

(9]
o0

<

Jj=1

2,

j=1

f > X, n(Df@du()
c 3

N fc f@)du(z).

IA

f(@)du(z)

(2j,1)

J
J

IA
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Rappels 2.6.4. (Inégalité de Young)
Pourtousa >0etbh >0,0na:
2 b2

b —+e—.
a _26+62

Nous aurons besoin des lemmes suivants pour établir le théoréme principal sur la décompo-

sition atomique des fonctions dans les espaces de Fock.

PIETT 2.6.5. Pourtous 0 < r < letx>0,ona:
et —1<re.

Preuve. Soient 0 < r < 1 et x > 0, alors pour tout k > 1, 7* < retona:

+00

5 Z rx)k Z (rx)k

k=0

k
1+ (ZQ)_lw(e -1

IA

Puisque e* > 1 pour tout x > 0, on a :
er—1<re—-1)<re'.

4 2.6.6. Soit {z ]} un r—treillis quelconque dans C. Pour tout nombre positif ¢, il existe

une constante C > 0 telle que pour tout w € C, on ait :

(o)
Z e <
J=1

Preuve. Voir Lemme 1.12 dans [27]. &

2.6.7. Soit 0 < p < +oo. Alors, il existe une constante positive r telle que pour

tout r €10, ro[, U'espace FY, est exactement constitué des fonctions de la forme

f@ =) Ak (2), (2.8)
k=1

avec {2, € I et {z}[2] un r—treillis. De plus, il existe une constante C telle que, pour tout
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feFs
C™ AN, e < infI{A e < ClIfl,,

oit le inf est pris sur toutes les suites {A;};5] € I’ donnant lieu & la décomposition (2.8).

Preuve. Soient r > 0 et {z}°] un r—treillis.

I) Montrons que {} ;5] Ak, (z)} C FP.

1. Si0 < p < 1et f estdonnée par (2.8) avec {A;}/°] € 7, alors d’apres I’inégalité de Holder
(1.7), on a pour tout z € C :

p

p +00
et < D Pl @e 3.
k=1

+00
Z /lkkz;c (Z)e_%MZ
k=1

En multipliant par £~ et intégrant sur C, on a :

+00
& —21zf? 1 p&fk —glzlzpdA
2 [ et Sy [ ket ran

+00

14
; Il |k 7,
+00

DIl < oo,

k=1

p
dA(z)

IA

p
car ”ka”pa =1.

D’ou f € F¥ et par la définition de la borne inférieure, on a :
IAII2,, < inf A -

2. Si{A) € [® et f est donnée par (2.§), alors en utilisant le Lemme [2.6.6] on a :

+00
F@e ] = ) ke @) et
k=1
+00
a2
< ) Ml @le™3
k=1
+0o0
< Al D e i
k=1
< ClliA -
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D’ou f € F; et par la définition de la borne inférieure, on a :

Iflloe < Cinf [{AH i -
En interpolant entre p = 1 et p = 400, on obtient le résultat pour p €]1, +oo[ et on conclut que,
pour tout p €]0, +oo] et {A4}] € I7, 1a fonction f donnée par lb appartient a F” etona:

/17 < Cinf LA -

pa =

ot C dépend de p, a, r et le inf est pris sur toutes les suites {1;}; ] € /¥ donnant lieu a la décom-

position (2.8).

II) Nous établirons la seconde partie du théoreme juste pour les 1 < p < +co, puisque notre
travail est centré sur les espaces de Fock avec 1 < p < +oo0.
Nous supposons dans la suite que r €]0, 1[ et considérons 1’opérateur linéaire T, défini sur H(C)

par :

o0

rg@ =%y et |

j=1 b

f(w)e—%|w|2+a/i1m(sz)dA(W).

J

Ou {D;} est la suite associée au r—treillis {A;}, donnée par la Propriété

Nous établirons que T, est un opérateur linéaire borné sur F~ et nous estimerons ||I — T,|, la
norme d’opérateur de I — T, sur F7.

Posons D, =1 —T,. Si f € FY, alors d’apres la Proposition

f(@)

(f> K)o
= f fw)e™do(w)
C

= = f Fne™ M dAw)
T Jc

(o]
a — A2 =N a2 =
- = § f f(w)eazw S wl mlm(zjw)e < wl +mIm(z,w)dA(W).
53 I,

J1 vient que,

D, f(z) =

> f FONH(, 2, AW, (2.9)
; D

Jj=1 J

3R

avec

H(Z, Z, W) — e—%|w|2+ailm(z_,-W) [eazw—%lwlz—wilm(zjﬂ _ e(sz_,-—%Izjlz]
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Estimons la norme de D, sur F et sur F..

Soit f € Fy, d’apres (2.9), ona:

+00

@ a a
D@ < 23 [ ol 2 widAG)
=1 (2j.r)
@ N 41 , P
< ;nfnmz e3P H (2, 2, w)ldA(w)
(Z] r)
<

@
= 1flloo J(2)s
n

Ji(2) = Z f e3P |G _ 03k A ().
(Zj r)

Des calculs élémentaires sur les nombres complexes permettent d’obtenir d’une part :

_ a _ a a _ —
azw — 5|W|2 — ailm(z;w) — E|Z|2 = _Elz — w* + ailm(zw) — ailm(z;w)
a —
= —§|z —w* + ailm((z - z;)W),

et d’autre part :

.o, @, a ) ) _
azZj — =lzjl" = =zl = —=lz—z" + ailm(zz;
f 2IJI 2|| 2| Jl (zz))
a 2 . = 2
= —Elz —zj|” + ailm((z — z;)z;) car Im(|z;|") =0
Ainsi,on a:
+00
J(2) = Z f ¢ SlemwPrailm(@=z)W) _ o=z railm(@2)%)| gA ()
j=1 YD)
+00
— Z Pl 72 f 1 —e 3k W+ 52—z +ailm((z—z))W)—ailm((z—zj)Z}) dA(w)
j=1 D(zj,r)
+00
— Z e—‘z’lz—zﬂzf '1 _ e—%|z—w|2+%Iz—zj|2+ailm((z—z,-)(W—Z,-)) dA(w)
=1 D(zjyr)
Or
a a . _ a a _ ) _
5l wl* + k- il + ailm((z - z)(w—32;)) = _§|W|2 + Elelz + aRe(z(W — 7)) + ailm(z — 2,))(W — Z;)
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a —  _ . —
= _§|w—z,-|2+aRe(z—z,-)(w—z,-)+mlm(z—z,-)(w—z,~)

a - _
= —§|W —Zj|2 + Q(Z —Zj)(W —Zj).

En posant par la suite u = w —zj,ona:

+00
[ )
J(2) Ze‘ZIZ 2l f
D(zj,r)

J=1

1 — ¢ §w—ziP+at—z)@-Z)

dA(w)

+00

— Ze—glz—zj'lzf l_e—%lulzﬂy(z—zj-)u dA(I/t)
=1 lul<r
Nous rappelons que pour tout / € C,on a :
® ok | ik
_ oL = {_ ﬂ — Ll _
- =|> !sz r=elo (2.10)

Ainsi, pour tout |u| < r, en utilisant (2.10), le Lemme [2.6.5] ’inégalité¢ de Young ( pour € = 2)

etlefaitqueO<r<1,ona:

1 — e—%lulzm(z—z,-)u < e—%llt|2+(l(z—z]-)ul -1

@2 —7: @ —7:
e’ +alz—zjlr _ 1< ez“’“'Z zjlr _ 1

IA

re%+alz—z;|

IA

@ 1 |Z—Zj|2
7‘6760( +—)

IA

3 @ 2 a 2
_ sa  Flz—zjl” _ z—zl
= re2%ed" U = Cre+® 4",

avec C = 2. Et par conséquent, en utilisant le Lemme , ona:

+00

IR < Cr) e tkuleitat f dA(u)

=1 lu|<r

+00

_,_ .2
Cr E e~ 17 2

j=1

+00

C7TI’3 Z e—%lz—z/'l2

=

Cr’<Cr.

IA
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Ainsi,

_a a
ID,f@)le i < —fllea /1(2)
Cra
< _”f”oo,a
T
= Crllfllecg -

avec C qui dépend uniquement de a.
D’ou

1D fllow < Crll fllco -

Il ressort que la norme d’opérateur de D, sur F,;’ vérifie :
IDAlpe—pe < Cr, O0<r<1. (2.11)

Estimons 2 présent la norme d’opérateur de D, sur F..

Soit f € F!,de (2.9), ona:

+00

D@l <= Zf Fwle 5"

D;

a2 w—2 w2 —ai W
2% 71zl — W Wl —ailm(z;jw) dA(W)

J=1

En multipliant cette inégalité par e 5 eten intégrant sur C, on obtient en utilisant le Théoreme

de Fubini (voir Théoreme [I.1.11) :

+00

[ios@re Farw < Sy [ ol P G mdam,
C T Dj

j=1 J

eazzj—%|z,-|2 _ eazw—%lwlz—ailm(sz) dA(7).

Hz)w) = f oK
C

Par des calculs élémentaires sur des nombres complexes, on a :

_a, o, @ ., @ o
(YZZJ'_§|Z]| —§|Z| = —§|Z_Zj| +ailm(zz))

a —
= —5|z—z,|2+ai1m((z—z,-)zj) car Im(|z;|*) = 0.
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et on a aussi

a _ o« . _ a o } _
—E|Z|2 + azw — Elwl2 —ailm(z;w) = —§|Z —w? + ailm(zw) — ailm(z;w)
a . _
= —§|z —wl* + ailm ((z - )W)

Donc en faisant le changement de variables { = z—zj, ona:

H(zjw) = f Sl eo2)5) _ - Slenfrailne-sm)] g4 (g
C

_ f e,%|z,zj|2 _ e—%|wa|2+(l’l.lm(Z*Zj)(W*Ej) dA(Z)
C

= f e~ 5K _ gmSI-Ov2)PrailmOG-2)| gA(7)
C

_ f o8
C
fe—‘z’lzlz

C

En utilisant le théoréme de Fubini, on a :

1 — o= 3k-Ow=2)P+ailm-Z)+ |

dA(z)

2 =
1 — e—%lW—Zjl +az(W-2)

dA(2).

+00
f|Drf(Z)|e_g|z|2dA(Z) < gz‘[ |f(w)|e—%|w|2 (fe—glzlz 1_8—%Iw—z_f|2+az(W—Zj) dA(Z))dA(W)
c T =1 JDj C
+00
- 7). Z(f L S B A dA<W>)dA<z>.
T Je o Vo,

Pour tout w € D; C D(z;,r), on a |w — z;| < r et en utilisant le Lemme et I’inégalité de

Young (voir Rappel [2.6.4) ( pour € =2),ona:

11— e—%lw—z;|2+az@—?j)| < e Swgre-l _q

22 L olz)r Lr+alzlr
e? |Z| _1S62 |Z|_1

IA

a
5 +a|z
reztaed

IA

3a a2 ay,2
re2 il = Credhl,

IA

Donc

+00

f Ifw)le™ =5 o2 g A (w)d A (z)

j=1 DI

o
DSl 0 < C”—f
T Jc
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el [ 37 [ et et danaac)
T Je 3 Jo;

+00
cre f LFw)le 3P dA(w) f e H gA (7).
43 I, c

Puisque

f et aae) = 2,
a

C

alors, on a d’apres (2.7))

IA

T

4 +00 .
DA, < SN [ fonle # daw)
j=1 YDj

< 4CrN f Fw)le” 5" dA(w)
C
< Criiflla-
D’ou
ID g1y < Cr, 0<r<1. (2.12)

Pour r suffisamment petit, (2.11) et (2.12) deviennent :
DAl —F1 < 1et ID|lpe —pe < 1.
On déduit du théoreme d’interpolation de Riesz Thorin que pour 1 < p < +o00:
WDy —pp < 1.

Ceci montre, d’apres le Théoreme [[.3.21| que pour un r suffisamment petit que nous notons ry,
I’opérateur T, est inversible sur F, pour tout 1 < p < +o0. Dans ce cas, on a : pour tout f € F%,
il existe g € F?, tel que f = T,g ou encore g = T f, et on obtient la décomposition :

+00

f(Z) — Trg(Z) — Z e(lZZj—%|Zj|2g f g(w)e—%|W|2+a/ilm(z_,'W)dA(W)’
T

j=1 D

c’est-a-dire que

f@ = k@4,
j=1

difo.solange @facsciences-uyl.cm \ﬂ[ MASTER 2023-2024



avec

A== fD gOwye” DA ). (2.13)

Montrons que pour tout g € F}, la suite {4;} donnée par (2.13) appartient a /7.
Soit g € F%, en utilisant I’inégalité¢ de Holder (1.1)) et (2.7, on a :

+0o0 +00 p

a a . —
= )l f gOwye A G)
=1 j=1 T Jb,

+o0 )
< Dw f lgOw)e™ P dA(w)( f dA(w))
— 77 Jp. D;
j=1 J J
-~ a'p a2 %
< 2% [ womestraaon( [ aao)
= 7? Jp, D(zjr)
+00
< CZf lgOw)e™ P dAw)
=1 vYDj
<

Nﬂf lgw)e P dA(w)
27T C

= Cllgllyq < +o0

Ceci acheve la preuve du théoreme dans le cas 1 < p < +oco.
Consulter le Théoreme 2.34 dans [27] pour le cas 0 < p < 1.
|

2.6.8. (Remarque tres importante)

La constante ry donnée par le Théoréme sera utilisée dans les prochains chapitres.
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CARACTERISATION DES SYMBOLES

J POUR LESQUELS H; EST BORNE
(resp. COMPACT)

]
3.1. Introduction

L’étude des opérateurs de Hankel sur les espaces de Fock a été€ initiée par Berger et Coburn
dans [2] ou ils ont étudié la compacité des opérateurs de Hankel induits par des symboles bor-
nés. Bauer dans [1]] a caractérisé la continuité et la compacité des H; induits par les fonctions
réelles sur F % Plus tard dans [21]], Perald, Schuster et Virtanen ont étendu le résultat sur F~, avec
1 < p < 4+00. Hu et Wang dans [14] ont obtenu des conditions équivalentes sur les fonctions f
a valeurs réelles pour lesquelles H; de F}, vers L] est borné (compact), pour 1 < p,g < +co.
Ensuite, Lv dans [18] a établi les propriétés de Hy sur les espaces de Fock a poids F’ g avec
1 < p < +o00. Leur étude était restreinte aux symboles a valeurs réelles et pour ceux complexes,
ils donnaient des caractérisations équivalentes pour H et H. Hu et Lv dans [13] ont caractérisé
les symboles complexes f pour lesquels H; est borné (compact) sur I’espace de Fock a poids
Fj avec 1 < p < +oo.

Une question naturelle surgit donc suite a ces travaux : pour 1 < p,qg < +co, comment carac-
tériser la continuité (resp. compacité) de Hy de F’ ? vers L! induit par des symboles f a valeurs
complexes. L’ objectif de ce chapitre est de répondre a cette question en nous appuyant sur les

travaux de E. Wang et Z. Xu dans [24].

3.2. Mesures (p, g)-Carleson

59



Rappels 3.2.1. Sauf mention contraire, L” désignera L?(C, B¢, dA), ol B désigne la tribu de
Borel sur C et dA(z) = dxdy la mesure de Lebesgue sur C.
Nous rappelons (Voir Théoreme [2.4.3) que pour tous parametres positifs @ et y I’ensemble

’K:{ZajKy(‘,zj):mEN*,szCetajEC,j: 1,2,...,m},

J=1

est un sous-espace dense dans FJ,. Puisque les z; sont arbitraires, on posera en général y = «.
Posons

I'= {f mesurable dans C telle que : fk, € U,>L!, pour tout z € C} (3.1)
3.2.2. Soit 0 < p, g < +oo et soit u une mesure de Borel sur C positive et finie.

1. On dit que u est une mesure (p, g)-Carleson pour F? si I’opérateur I; : F? — Ll(du) est

borné. C’est-a-dire, il existe une constante C telle que pour tout f € FF,

(fc |f(z)e’3'z'2|qdu(z))q <Clfllyg -

2. On dit que u est une mesure (p, g)-Carleson évanescente pour F% si I’opérateur I, :
F? — Li(du) est compact. C’est-a-dire pour toute suite borné {f;}; d’éléments de F~

qui converge vers 0 uniformément sur les sous-ensembles compacts de C, on a :
: ~412*1q —
lim | |fi(z)e” 2 |du(z) = 0.
k—oo i
Dans ce qui suit, nous rappelons deux importantes caractérisations des mesures de Carleson

établis par Xu et Lv dans [11].

3.2.3. Soient 0 < p < q < +oo et p une mesure de Borel positive sur C. Alors, on

a les assertions suivantes :

(A) u est une mesure (p,q)-Carleson pour F", si et seulement si il existe (ou quelque soit)

r €10, ro],
sup u(D(z,r)) < +oo. (3.2)
zeC
De plus,
q ~
Ml g = S0P (DG ). (33)
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(B) u est une mesure (p, q)-Carleson évanescente pour F?, si et seulement s’il existe (ou quel
que soit) r €]0, ro] tel que,

lim p(D(z,r)) = 0. (3.4)

3.24. Soient 0 < g < p < +oo et u une mesure positive de Borel sur C. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
(A) u est une mesure (p, q)-Carleson pour FF ;
(B) u est une mesure (p, q)-Carleson évanescente pour F" ;

(C) il existe (ou quel que soit) r €]0, ry] tel que,
u(D(:, 7)) € L. (3.5)

De plus,

VI, o = DC P, 2, (3.6)

p=q

3.3. Propriétés de Hy de F} vers Ll pour 1 < p,g < +oo

3.3.1. Soit 1 < p,q < +oo. Etant donnée une fonction f € T (voir , le grand
opérateur de Hankel (ou tout simplement I’opérateur de Hankel) induit par le symbole f est

densément défini de F” vers LY par : quel que soit g € K C F-,z € C,

Hyg(2) (Id = Po)(f8)(2)

fc (f(2) = FW) Koz, w)gw)e " dA(w),

ou Id désigne I’opérateur identité sur L.

Dans cette section, nous caractériserons les symboles f a valeurs complexes pour lesquels
H{ s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F ? vers L. Pour cela, nous aurons besoin

d’une fonction auxiliaire G, ,(f), qui avait premierement été introduite par Luecking dans [17].

3.3.2. Soient g > 1 et r > 0. Pour f € L! , on définit pour tout z € C

G, (f)(z) = inf {( f If — h|qu)q ch e H(D(z, r))}.
D(z,r)

1
|D(z, 1)l
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3.3.3. Soientz € C, f € L , etw € D(z, %), il existe C > 0, tel qu’on ait :

loc’
G (/W) < CG i (N)2). (3.7)

Preuve. En effet, pour w € D(z, %), on a D(w, %) C D(z,r). Ainsi, pour toute fonction & €

H(D(z,r)),onah € H(D(w, )) et

f f = hiidA < f \f - H9dA,
D(w,%) D(z,r)

ce qui implique

1 f 1
. |f —hl7dA < ~ f |f — h|dA.
|D(w, 5)I DOw,%) IDOw, 5| Ipi.n

D’ou par la propriété de la borne inférieure, on a :

1 |ID(z,r)| 1
e Vo Ters T A Al s 1T Teows I A

Et par suite, on a :

G, . (Nw) <4G] ().
En prenant C = 47 on a le résultat. W

3.3.4. Soit r > 0. On rappelle que I’opérateur moyenne locale M, sur L, _est défini

par

M, (f)(z) = Jw)dA(w) ,

|D(z,7)| D(z.r)

pour tous f € L, etzeC.

3.3.5. Puisque la fonction nulle est une fonction holomorphe, alors pour tout f €

L? et pour tout, z € C G, (£)(2) < M,(|f|")i(2).

loc

12y ya 3.3.6. Soit r > 0.

1. Pour f € Lloc ; telle que f soit holomorphe; on a :

|1 < M.(|f]), presque partout dans C.
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2. Dans L=, on a :

M (Pl < N fllz -

Preuve. Voir Corollaire 2.1.16 dans [9]. B

3.3.1. Caractérisation des symboles f pour lesquels H, de F?

vers L. est borné (resp. compact) pour 1 < p < g < +o0

Dans cette sous section, nous établissons deux principaux théoremes qui caractérisent les
symboles complexes f pour lesquels H; de F} vers L{ est borné (resp. compact) pour 1 < p <

q < +oo.

NN 3.3.7. Soit 1 < p < g < +oo. Alors pour f € T, les assertions suivantes sont

équivalentes :
(A) Hy : F, — L est borné;
(B) il existe (ou quel que soit) r €]0,ry], G, (f) € L;

(C) f admet une décomposition f = fi + f>, ou f; € C'(C) satisfait
dfi € L™, (3.8)
et f» a la propriété suivante : il existe (ou quel que soit) r > 0,
I e
M, (ol € L. (3.9)

De plus,
|H,

+ [mapm

s = [Gar D, > |5 (3.10)

L o

Pour établir la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

3.3.8. Soient r €]0,r0] et {z;}32; un —treillis dans C. Pour tout j > 1, il existe
h; € H(D(z;,r)) telle que :

1
|D(z;, 1)l

f )|f - hjl'dA < G ,(f)(z)). (3.11)
D(z;,r
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Preuve. Soit j > 1,ona:

. I i
Gy (f)(zj) = inf {(lD(Zj, M L(z,-,n Vi hlqu) :h e H(D(z;, r))}

Ainsi, de la propriété de la borne inférieure, quel que soit k > 1, il existe h;; € H(D(z;,r)) tel

que

1 ' .
(lD(zj, )| fmz,,,) =l dA) < Gor(DGE) + 7 (3.12)

Montrons que {/4}; est une famille uniformément bornée dans D(z;, r).
Soit K un compact contenu dans D(z;, r) et soit z € K. Puisque, quel que soit k > 1, hj; est
holomorphe, alors |;|? est sous-harmonique. Ainsi, pour tout p > 0 tel que D(z,p) C D(zj, 1),

ona:

1
ID(z, )

C(K)

()" <

f |7 (W dA(w)
D(zp)

1
|D(Zj’ r)l

f W) — Fw) + FONIAAH).
D(zj,r)

Ainsi, en utilisant I’inégalité de Minkowski (1.3) et (3.12), on obtient :

|hj(2)l C(K) (

ID(z;, r)l)

( f |hj,k<w)—f<w)|‘1dA<w))q+( f |f(w)|qu(w))"]
D(zj,r) D(zj,r)

IA

1
C(K) [Gq,r(f)(zj) + % + Gq,r(f)(zj):|
C(K)2G,,(f)(zj) + 1).

IA

Ce qui montre que {/;}; est une famille uniformément bornée dans D(z;, r), et par consé-
quent une famille normale. On peut ainsi en extraire une sous suite qui converge uniformément
sur les compacts de C contenu dans D(z;, r) vers une fonction i; € H(D(z;, r)) lorsque k — +oo.

En appliquant le lemme de Fatou (LemmdI.2.12)) a (3.12), on obtient :

1
|D(z;, 1)l

f f = hldA < GL ().
D(z;,r)

3.3.9. Soit 1 < p < g < +00. Soit f € I' qui admet la décomposition f = f; + f>. Si
on suppose que f; satisfait (3.8) et f, satisfait (3.9) comme au Théoréme [3.3.7] alors :
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1. La mesure du = |0f1]dA est une mesure (p, q)—Carleson pour F% et
Mallegesyan < C 3£ . (3.13)
2. La mesure dv = |f,|?dA est une mesure (p, g)—Carleson pour F’, et

1
Mallrgessgan < € | ML

(3.14)

I

Preuve. Soit r €]0, ry],

1. SoitzeC,ona:

WD) = f d = f 3f [1dA
D(z,r) D(z,r)
< [an|. f dA(w)
= qD(ZJ)
¢ i

D’oli sup,. (D (z. 7)) < 772 H5 1, “Zm < +oo. Tl vient du Théoreme [3.2.3|que du = |3 f;[9dA

est une mesure (p, g)—Carleson sur F% et
— q
q ~
Mty g, = S0 ) < C 7]

2. Soit z € C, en utilisant la Propriété(3.3.6, on a :

WD) = f dv(w) = f AEOAAM)
D(z,r) D(z,r)
< MBI )AAGY) = f AL (0 ]7dA()
D(z,r) D(z,r)
< g |manni|

Do, sup..c u(D(z, ) < 773 [ M1 [) . < oo. 11 vient du Théoreme 3.2.3(que dv =

| /19dA est une mesure (p, g)—Carleson pour F?, et

119
Mallly 00y = SUPHDG ) < C [M0£07][
a ' ZEC
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3.3.10. (Proposition 1.4 dans [20])
Soit ¢ une fonction sous-harmonique telle que A¢ soit une mesure double. La solution u de

I’équation du = f de norme minimal dans L2(e ) est telle que pour tout 1 < p < +oo,
||“e_¢||uv(© < ||fe_¢p||LP(<C)'

Preuve. (Preuve du Théoréme

Montrons que (A) = (B) . Soit r €]0, ry] fixé. Soit z € C, on rappelle que pour tout w € C, on

a:

e(wle " = e73E
Ainsi, quel que soit w € D(z,r),on a :

k(w)le™ 3" > ™57 > 757, (3.15)

Puisque la fonction &, est holomorphe et ne s’annule pas, alors % € H(D(z, r)). En utilisant

(3.15)) et 1a définition de la borne inférieure dans la Définition [3.3.2] on obtient :

Il = 5, fclsz(w) = Po(fRW)I%e™ 5 dAw)
_ ﬂ f(W) B Pa(sz) q |kz(w)|qe_%|W|2dA(w)
27T C kz
> &2 Fony = PR e 9P )
2 D(r) k,
> Cf f(w)—Lka)qu(w)
D(z,r) kZ
> CID(G, PIGL,()?)
= CG!L(NQE. (3.16)

De plus, comme | k.||, = 1 et Hy : Fy — L est borné, alors

q

4 4 9 _
||kaz||q,a/ = ”Hf FP—1d ”kzllp,a - ||Hf||pg_>Lg'

Par conséquent, G,,(f) € L™ et

(3.17)

[GarP|, < € lH

Fh—r11"

D’ou (B).
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Montrons que (B) = (C). Soit r €]0, ry] tel que G, ,(f) € L™. Fixons {z.,-};’.‘;1 un 5—treillis

dans C et {¢ j}ji , une partition de I’unité (voir Théoreme @) subordonnée au recouvrement
{D(z), 5 };‘;1 de C, telle que Iggb il < C. (Lexistence d’une telle partition de 1'unité vient du
lemme d’Urysohn (Lemme [[.4.1§]) et la derniere propriété sur les dérivées partielles vient du
fait que les fonctions soient C™ a support compact et uniformément bornées.)

En utilisant le Lemme @ on construit une suite {/;} associée au f—treillis {z;}72, avec

hj € D(z;,r) et vérifiant (3.TT)) . Définissons les fonctions f et f, comme suit :
+00
fi@) = ) hiDe(z) € C2(C)
=1
et o = f — fi. Soitz € C, posons J, = {j : z € D(z;, 5)}. D’apres (2.6),
+00
= )" o, 5(@) < N. (3.18)
=1

Siz € D(zj, 5)ND(z, 5), alors D(z, 5) C D(z;,r) et D(z, 5) € D(z, r). Ainsi, la sous-harmonicité

de |h; — hi|? donne :

1
1hi(z) — ()7 < EE] »[D(z,g)lhj(W)_hk(W)lqu(W)
1
DG fmz,p 1A0%) = F#) + f(w) = (W) dAG).

En utilisant I’inégalité de Minkowski (1.3)) et (3.11)), on obtient :

1

oy by a
hi— flidA h, — flidA
(|D(Zj, i’)|) (\fl)(zj,r)l i~/ ) +(|D(Zk,r)|) (L(Zk,r)l e/l )

ClGyr(f)z)) + Ggr(f)(z0)]. (3.19)

1

lhij(z) — i (z)] < 44

IA

Si on suppose que 1 € J,, alors on a :

@ = D h@e@)

J=1

= D@ = @) + ) m(@¢5()
j=1 j=1

= W)+ Z(h i(2) = (2)9,(2),
=1
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car 35 ¢ = 1.
Puisque quel que soit j, on a h; € H(D(z;, 1)) et supp ¢; C D(z, 5), alors

D) - hi(2)39,(2).

0fi2) =
j=1
D’ou
BA@I < D Ihi@) = h()lIog; )
j=1
< €@ - @)
JeJ;
Ainsi, de (3.19),on a:
0A@I < C ) GarlH). (3.20)
JjeJ;

En utilisant le fait que G,.(f) € L™, (3.18) et (3.20) impliquent que

sup 0f1@)| < C||Gr(f)| (3.21)

d’ou (3.8).
Soit z € C, puisque le disque D(z, r) ne rencontre qu’un nombre fini de disques D(z;, 5), alors

I’inégalité de Minkowski, le fait que supp ¢; C D(z;,5), 0 < ¢; < 1 pour tout j, et le Lemme

[3.3.8] donnent :

M,(f1)1(z)

1dA| = _ fldA
(ID(Z, o fmm v ) (ID(z, ) fmm o )

1 [s6] (o8]
R . |4
DG ) fmm 291 2 hidi dA]

Q=

=1 =1

+00 1

Z( : f f - h->¢-|qu)q

S \IDG Nl I o

+00 1 é
< If —h _|qu)

j=1 (lD(Z’ }")l D(z,)ND(z},5) !

1\¢
< (Z) > GoN)) (3.22)
JeJ;
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Ainsi,
M(£197() < C||G o (), (3.23)

car G,,(f) € L. D’ou (3.9).
De plus, (3.21) et (3.23)) impliquent que

[o7],.. + M0z . < cllGa Pl (3.24)

Montrons que (C) = (A). Supposons que f admette la décomposition suivante : f = fi + f>,
avec f; qui satisfait et f, qui satisfait . Alors quel que soit g € F, nous pouvons
remarquer que Hy, g est la solution canonique de I’équation du = gdfi. En effet, pour g € F?,
onaHyug = fig — Po(fig). Comme P,(f1g), g € H(C), alors 5(Hf1g) = gdf,. En appliquant la

Proposition 1.4 dans [20] avec ¢(z) = %lzlz, ona:

|58, < C||ear] N (3.25)
Soit g € F?, en appliquant le Lemme ona:
| 1
lsas] = (&) f Ig(Z)e_g'z'2lql5f1quA(z))q
fes C
: :
- &) (] |g(z)e“2"Z'z|qdu(z)) = lgllg
< allpres g 18l .0
< clan],. el
Ceci combiné a (3.25)) donnent :
Vtsell,,, < ¢ sn]| , < on]],. gl (3.26)

Puisque I’opérateur I, — P, : LI — F{ est borné, en appliquant la deuxieéme partie du Lemme

pour f>, quel que soit g € F2, ona:

||Hf2g ”(]d - Pa)(fZg)”q,a

q.a
1

(04 % e q
Clfgl,, = (%) ( f ge SR AI7AAG)
C

IA
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1 1
@\q —g !

c(;’—)’ (f lge 2|Z|2|qdv(z)) = Cllgllzsay)
s c

< Cllldlliqug(dv)Hgllp,a
< c|manmi| e,
ou dv(z) = | f1dA(z).
D’ou
|l < C|panmi| el (3.27)
De et (3.27)), on a : quel que soit g € F”
||Hfg q,« = ||Hf1g + Hfzg q,a < ||Hf1g q,« + ||Hf2g q,«
< (s, + [manme], ) el
Ce qui montre que Hy : Fi, — L est borné et
4, e < (s + masd] ). (3.28)
De plus, (3.17), (3.28)) et (3.24) donnent :
Gl < €Il sy < € (PR . + 17 ) < €2 Gt

D’ou (3.10). Ce qui acheve la preuve du théoreme. W

3.3.11. Soit 1 < p < g < +co. Alors pour f € I, les assertions suivantes sont

équivalentes :
(A) Hy : F} — LY est compact;
(B) il existe (ou quel que soit) r €]0, ry] , lim,, G, ,(f)(2) = 0;

(C) f admet une décomposition f = fi + f>, ou f; € C'(C) satisfait

lim 0£i1(2)| = 0, (3.29)
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et il existe (ou quel que soit) r > 0, tel que

lim M(f1")i(z) =0 . (3.30)

Preuve. Montrons que (A) = (B). Supposons que H; : F, — L soit compact. En utilisant

3.16) dans la preuve du Théoréme (3.3.7, pour tout z € C, on a : G,,(f)(z) < C ”kaZ”qa'

D’apres le Corollaire {k.}.cc est borné dans F” et y converge faiblement vers 0 lorsque
Z — o0. La compacité de H; entraine que, lim,_,o ||H ka”rm = 0. Ainsi lim,_,, G, (f)(z) = 0.
D’ou (A) = (B).

Montrons que (B) = (C). Supposons que (B) soit vraie. De (3.20) et (3.22)), on a :

£ < C D G

Jel.

et

M1 < C Y Ger(HE)).

JjeJ;
En faisant tendre z vers oo, on obtient (C).
Montrons que (C) = (A). Supposons que (C) soit vraie, alors (3.29) et (3.30) impliquent
que Héflﬂm — 0 et ”M,(l 130 . = 0. En posant dju = [3;[%dA et dv = | 5|dA, on obtient en
procédant comme dans la preuve du Lemme [3.3.9|que, quel que soit r €]0, ry],

lim u(D(z, 7)) = 0
7—00

et

Iim v(D(z,r)) = 0.
7—00

Ce qui montre, d’apres le Théoreme [3.2.3] que du et dv sont des mesures (p, g)—Carleson éva-
nescentes pour F7.

Soit {g}2, une suite bornée dans F, qui converge uniformément vers O sur les compacts de
C lorsque k — oo. Alors, lorsque k — oo, il vient de (3.25) et de la définition de mesure

(p, gq)—Carleson évanescente que, ,

|5 G0, < € Hg"gf"'qa = Cligellzza = 0,
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et

|H80ll,, < CllAgla = Cliglzgay = 0.

Ceci conduit a :

lim [|H(g0)],, = 0.

D’ol H; : Fij — L est compact. Ce qui achéve la preuve du théoréme.

3.3.2. Caractérisation des symboles f pour lesquels H; de F?,

vers L/ est borné (resp. compact) pour 1 < g < p < +o0

A présent, nous caractérisons les symboles a valeurs complexes pour lesquels les opérateurs
H; sont a la fois bornés et compacts de F} vers Li, pour 1 < g < p < +oo. Les inégalités de

Khinchine nous seront utiles pour établir ces résultats.

m 3.3.12. Pour k = 1,2, - - -, on définit la fonction de Rademacher r; sur R par :

1 si 0<tr—-[f]<4i
ro(t) = ?
-1 si Lt<t-[<1

et ri(¢) = ro(2%1), ol [¢] désigne la partie ent iére inférieure de 7 (c’est-a-dire le plus grand entier

inférieur ou égal a 1).

3.3.13. (Inégalités de Khinchine) Pour 0 < | < +oo, il existe des constantes
positives Cy et C, dépendant de | uniquement, telles que pour tout m > 1 et tous nombres

complexes by, b,,--- ,b,, on ait :

o] [i |bk|2)é < fo |

k=1

[ m %
dt < C, (Z |bk|2] (3.31)

k=1

> bende)
k=1

3.3.14. Soit 1 < g < p < +oo. Posons + =

é % > 0. Alors, pour f €T, les

assertions suivantes sont équivalentes :
(A) Hy : F — LY est borné;
(B) H; : Fiy — LY est compact;

(C) il existe (ou quelque soit) r € 10, 31, G, ,(f) € L*;
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(D) f admet une décomposition f = f, + f», out f; € C'(C) satisfait
df, € L’, (3.32)
et f> a la propriété suivante : il existe (ou quel que soit) r > 0,
1
M (If2l) € L. (3.33)
En outre, pour tout r € 10, 2],

|y

pr—ar = [|Gar () (3.34)

L

Pour établir la preuve de ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant :

3.3.15. Soit 1 < g < p < o et soit f € I admettant la décomposition [ = fi + f>. Si
on suppose que f; satisfait (3.32)) et f; satisfait (3.33)), alors :

(a) La mesure du = |5 f119dA est une mesure (p, g)—Carleson (évanescente) pour F% et pour
tout r €]0, ro],

Mallrzessan < oA, (3.35)

(b) La mesure dv = |f>|?dA est une mesure (p, g)—Carleson (évanescente) pour F’, et

1
Mallegergian < C [M05107 - (3.36)
Preuve. Soit r €]0, ro]. On rappelle que s = %, et s = ﬁ = é > 1.

(a) En utilisant I'inégalité de Holder (I.)) et le théoreme de Fubini (Théoreme[I.1.11)), ona:

P

l(DC DI

/
L

f (D, M) dAG) = f [ f |5fl|‘f<w>dA<w)]” dA()
C C D(z,r)

s (1-92
[ f dA(w)] dA(2)
D(z,r)

f [ f B, (w)lsdA(w)] S
C D(z,r)

c f f B I AAWAGR) = C f f Y oen WA dAGIA)
C JD(z,r) C JC

IA

c L 0fi(w)l* [ fc XD(z,r)(W)dA(Z)] dA(w)
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< C f 101 (W)’ dA(w). (3.37)
(@]

Ce qui montre que u(D(.,r)) € L74. On déduit du Théoréme et (3.37) que u est une

mesure (p, g)—Carleson (évanescente) pour F et
— q
Mallegessan = D, 2, < C 01

(b) En utilisant le théoréme de Fubini (Théoreme[I.1.11)) ,on a :

o’y = [ moenifac = [ [ | |f2<w>|qu<w>]"'q dAG)
P @ c LID@r

o
1 =
q
[c ['D(Z’ R fmm 7 (W)dA(W)] dA)

fc ID(z, N7 [M,(I51)()]7 dA(z)

c [ [agmic] aac. (338)

Ce qui montre que v(D(.,r)) € L74. On déduit du Théoréme et |D que v est une

mesure (p, g)—Carleson (évanescente) pour F% et

1
Mallegesigign = IVDC I, 2, < C [ MOAID3

p=q

q
L’

|

Preuve. (Preuve du Théoreme 3.3.14) Puisque tout opérateur compact est borné, alors 1’im-

plication (B) = (A) est triviale. Nous montrerons les implications (A) = (C) = (D) = (B).
Montrons que (A) = (C). Soit r €]0, 2] fixé et {z};>, un r—treillis. D’apres le Lemme

on sait que, quel que soit {1;} € [”, la fonction définie sur C par :
+00
2@ = ) Ak, ()
k=1

appartient a F% et ||g/|| ., < C|l{A}ll,». Le fait que H + soit borné implique

p.a —

<||H,

18| pr—ops 18l1e < CH | 1A -

q.a
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1
Or [[{A}llr = [I{|Al9}]%, . Donc

P
19

< C||H;

| g prpo AN

q.a

-
sk !

Les inégalités de Khinchine (3.31)) nous permettent d’écrire

r

car quel que soit k, |ry| = 1.

+00

Dm0k, 2)
k=1

q 0o i
dt = {Z |ﬂk|2|kzk<z>|2]
k=1

Puisque pour tout j
+00
GPIH ko 2 <) LGP H ke, P
k=1
et pour tous j > 1 etz € D(z;, 1),

ke, ()le 51 = o Flal > o i,
, >

Alors on obtient, en appliquant le Théoreme de Fubini (Théoreme|1.1.11])) et (2.7), que :

1 1
(07 _qx
f I8l e f o f IH g @)l 5 dA)dr
0 0 C

1]+
_ g
B 2 c(ﬁ

D ArH ke, (2)
k=1
+00 % R
¢ fc (Z Mk|2|kaZk|2] e dA®)

q
dt) e T dA(7)

>
k=1
+00 +0o0 %
_ga)2
> € f (Z lﬁkllekaklz) e FH A ()
=1 YD) k=1
>

(WP 1H K P) e * dAG)
)

+00
¢ JZ] j;(z

= C Zlﬂjlq f 1f@k;,(2) = Po(f.)@)le 7 dA(z)
J=1 b

. r
>4

(z)>3)
+00 Pa,(sz_)(z) q -
= C) | = BN e (e S A
JZ::‘| il L(zj,;) f@ e k., (2)|e (2)
¥ Pa(sz)(Z) a
> C A4 _ Pl
> ey S o] e
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> C i |2,/ [Gq,g(f)(zj)]q :

j=1
Ainsi,
+00 q 1
YurlGunel < [ sl
j=1
<

f ”Hf” e A g dt

C [l

1 AN

Et par conséquent, quel que soit {4;} € [’,on a:

Zﬁwwmmwr<”
1A -

(3.39)

FP—r1%"

. P 4, =9 _ Y apre iti :
Puisque ik I et e 1, alors d’apres la Proposition|1.2.15, on a :

+00 qp_ %
lie.coenry) . = ;wdmﬂ”
S al [Gos (NG|
= sup
aj);€l7\(0) ”{ai}j“zg
< C ||Hf FP—d
ol on a utilisé avec {4; = |aj|$}.
D’ou .
2, [GusNep] <
j=1

Car s = %. Il est important de remarquer que cette majoration ne dépend pas de r.

Rappelons que d’apres la Propriété [3.3.3] pourz € Cetw € D(z,r), on a

Gq,r(f)(w) < CGq,Zr(f)(Z)'

On obtient ainsi :

b@%ﬁﬂwﬂwféif‘[%ﬁW$M@
<

D(z;,r)
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+00

DM MG REE

=1

IA

CEWMm@T
j=1

C||H,

N

Fo—Lg "

IA

(3.40)

Ce qui montre que G,,(f) € L.
Montrons que (C) = (D). Supposons qu’il existe r €]0, 2] tel que G,,(f) € L*. Comme

dans la preuve du Théoréme définissons les fonctions f; et f, comme suit :

fi@) =Y hi@i2) € C°C)et = f = fi,

=1

ol {¢;} est une partition de I’unité€ subordonnée au recouvrement {D(z;, 5)} de C avec |5¢ il <C.

Soit j > 1 fixé, quel que soit u € C tel que z; € D(u, 5), d’apres la Propriété ona:

Gq,r(f)(zj) < CGq,r(f)(u)

En prenant la moyenne sur D(z;, 5) des G (f)(u) avec u € D(z;, 5) tel que z; € D(u, 5), on a :

C
Gmmwsﬁzﬁﬁmfﬂﬂwww

Puisque s > 1, en appliquant I’inégalité de Holder (I.I), on a:

C
ID(z;, 5)I

(G ()] < l;ﬂ%ﬁwﬁmw. (3.41)

Soit z € C, en appliquant I’inégalité (1.6) a (3.20), on a :

A < €D Gas(H&)

JeJ;
1

ZWMNMTMN.

JeJ;

IA

C

Et (3.41)) implique que :

GAQI < €Y [Gas(NE|

JeJ;
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C N
. G dA
< ID(zj, 5)I ;L(ZM)[ . (f)(u)] ()

C s
|D(z, 1)l flmr) [Gq,r(f)(u)] dA(u).

IA

Ceci est obtenu en observant que, puisque r €]0, %0] alors 2r €]0, ro] et pour z € D(z;, 5), on a
D(z;, 5) C D(z,2r). En intégrant cette in€galité sur C par rapport a la mesure de Lebesgue et en

appliquant le Théoreme de Fubini (Théoreme[I.1.11)), on a:

— i C s
fc BfiIdAR) < fc B Sy, |G N dAGAR)

1 S
¢ L L m)( D(z2n) (1) [Gq,r(f )(M)] dA(u)dA(z)

s 1
c fc (G (@) ( fc mxb<z,2,><u)dA<z)) dA(u).

Or pour tout z,u € C, Xp@an(4) = Xpwan(@). Done [ xpean(dAR) = [ Xpwan(@)dAR) =
|D(u, 2r)|. Ainsi,

fc 01 (2I'dA(z) < C fc |G ()] dAw). (3.42)

Ce qui montre que df;(z) € L*.
Soit z € C, en appliquant (1.6) a (3.22]) et en utilisant (3.41)), on obtient :

M,(| 197 (2)

IA

TN

Jel:

> [Gq,,(f)(zj)]“]

Jjely

s

IA
a

IA

1 S 5
‘ ; [lD(Zj’ r| D(z;,r) [Gq,Zr(f)(u)] dA(M)])

¢ s !
C{lD(Z, A fmw) |G ()W) dA(u)} _

En intégrant cette inégalité sur C par rapport a la mesure de Lebesgue et en appliquant le théo-

réeme de Fubini, comme avec ) f1 plus haut, on obtient :

(EATARE

| =< CllGor (D (3.43)

Ce qui montre que M,(lleq)é e L*. D’ou (D).
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De plus, (3.42) et (3.43) impliquent que

o], + [m.armi] | <cla, (3.44)

Montrons que (D) = (B). D’apres le Lemme 3.3.15 la mesure du = |5 f1|9dA est une

mesure (p, g)—Carleson pour F4. Soit g € K, en utilisant (3.23) et (3.35), on a :

IA

lHssll, < CllsdA]| , = Cllsthgan < € Mallrzerzian Vel

cllan|, et

IA

Par densité de K dans F7, on déduit que Hy, est borné de F}, vers L] avec

|Hy,

i <Clan] - (3.45)

Puisque du est aussi une mesure (p, g)—Carleson évanescente alors 'injection Id : F}, <
L3(du) est compacte. Ainsi, si {gi};>, est une suite bornée dans Fy, qui converge uniformément

vers O sur les compacts de C lorsque kK — +oo, alors

|Hssill,, < C|lgdni] = € (grre " du(a) - 0.

Ce qui montre que Hy, : F ? — L est compact.
De plus, la mesure dv = |f>|%dA est une mesure (p, g)—Carleson (évanescente) pour F/,
d’aprés le Lemme [3.3.15] En utilisant la continuité de I'injection Id : L < FZ, on obtient

grace a (3.36) que pour tout g € K,

Hell,, < Clifgle = Clella

Cllallpgsssan I8l < C MU

IA

el

Par densité de K dans F7, on déduit que H, est borné de F} vers L avec

(3.46)

[#5llp g < € Mg,

La continuité de I'injection Id : LY — F{ et la compacité de I'injection Id : F, — Li(dv)

entrainent la compacité de Hy, de F} vers L.
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On conclut que Hy de F?, vers Li est compact et (3.45) et (3.46) entrainent

[iz2 M,(|f319)

vz < [9A], +] (3.47)

LS

On déduit de (3.47), (3.44) et (3.40) que

|y

oy < Cint{[an], + [masmi] b < cllG,.ol,. < ¢l

FP—r2-

D’ot (3.34). Ce qui acheve la preuve du théoreme. B
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N i 0 IR
CLASSES DE SCHATTEN DE H DE F}

VERS L2

]
4.1. Introduction

Pour 1 < p < +00, Xia et Zheng dans [25] ont caractérisé les symboles f a valeurs réelles
pour lesquels H est dans la classe de Schatten S,,. Plus tard, Isralowitz dans [15] a établit un
résultat similaire pour 0 < p < 1. Ensuite Hu et Lv dans [13] ont caractérisé les symboles f
a valeurs complexes pour lesquels Hy défini sur F, ; appartient a S, pour 2 < p < +oo. Suite a
ce travail, une question naturelle est donc de donner une caractérisation de ces symboles pour
0 < p < +00. L'objectif de ce chapitre est de caractériser les symboles f a valeurs complexes
pour lesquels Hy : F2 — L2 appartient a la classe de Schatten S, pour 1 < p < +oo. Pour
y arriver, nous allons rappeler la définition des classes de Schatten et ses propriétés qui nous
seront utiles et nous caractériserons ces symboles en utilisant la fonction G, ,(f) avec r €]0, ro]
et la décomposition atomique en nous appuyant sur les travaux de Erming Wang et Zhenghua

Xu dans [24] et les travaux de Z.J. Hu et X.F. Lv dans [13]].

4.2. Résultats préliminaires

Soit X un espace de Hilbert séparable et (, ) le produit scalaire dans X.Les résultats énoncés

dans cette section et la section suivante viennent de [26] au Chapitre 1.

4.2.1. Soient H, et H, deux espaces de Hilbert et soit 7: H; — H, un opérateur

linéaire. On appelle rang de T, noté par rang(T), la dimension de 7'(H,).
4.2.2. Soient H, et H, deux espaces de Hilbert et soit T € L(H,, H>).

1) Sil’opérateur T est de rang fini, alors il est compact.

81|




2) L’opérateur T est compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateurs linéaires {T,}

telles que lim,_, ., ||T,, — T|| = O.

4.2.3. Soit T un opérateur compact sur X. Les valeurs singulieres de 7" que nous
notons {4,}, sont les racines carrées des valeurs propres de 1’opérateur auto-adjoint, positif et

compact 7°T, ou T* désigne 1’adjoint de 7.

4.2.4. Si T est un opérateur auto-adjoint compact, alors il existe une suite de
nombres réels {A,}, tendant vers O et une famille orthonormée {e,}, de X telles que pour tout

x € X,

+00
Tx= Z Ax, ey)e,.
n=0

Plus précisément, {A,}, est la suite des valeurs propres de T et {e,}, est une base orthonormée

de X constituée des vecteurs propres de T.

4.2.5. (Théreme de décomposition canonique d’un opérateur compact)
Soient X un espace de Hilbert séparable et T € L(X) un opérateur compact. Alors il existe deux

Sfamilles orthonormées { f,}, et {g,}, telles que pour tout x € X :

+00
Tx = Z Al s X)&n>
n=0

ou la somme ci-dessus est absolument convergente.

Preuve. Puisque T est compact, alors 1’opérateur 7*T est auto-adjoint et compact. D’apres le

Théoreme (1.3.42] il existe une base orthonormée {f,}, de X formée des vecteurs propres {/lﬁ},,

de T*T. Posons g, = T/If” quel que soit 4, # 0. Alors pour tout x € X,ona: x = Y 50(fn, X)f; et

Tx

S 0T,
n=0

i Al frs X)8n-
n=0

De plus, cette somme est absolument convergente puisque

+00
D IAPK fo I < sup 2 1P

n=0
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Montrons que {g,}, est une famille orthonormée. On a :

i

l1gnll

1
=—|\Tf
/ln” Jull

1 1

= —ThTh) = =TT 5
1

= @ f) = Ifill = 1.

n

De plus, sin # m,ona:

N A
(&n>8m) = <T(ﬂn)’T(ﬂm)>

1 1

= T ns Jm/) =
/ln/lm< Jos ) L

A,
%mm:Tmeo

Ceci acheve la preuve. B

4.3. Définitions et propriétés

Soit X un espace de Hilbert séparable.

4.3.1. Etant donné 0 < p < +oo, la p—ieme classe de Schatten de X notée S »(X) ou
simplement S, désigne I’espace de tous les opérateurs compacts 7 dont les valeurs singulieres

{4,}, appartiennent a /. En d’autres termes,

+00 ;
S, = {T € L(X) compact et tel que [Z |/ln|"] < +oo}.

n=1

4.3.2. Pour 0 < p < 400, on a les résultats suivants :

I Quel que soit 1 < p < +00, S, est un espace de Banach muni de la norme définie par :

pour toutT € S, ,
1
P

+o0
m@{Zmﬂ
n=1

2 Les S, sont des idéaux bilatéraux de L(X).

3 Quel que soitl < p<q<+00,§,CS,.
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4 Pour 0 < p < 1, on a l’inégalité suivante

I+ S15 < ITIG + 1S -

4.3.3. Soient H, et H, deux espaces de Hilbert et soit 7: H; — H, un opérateur

linéaire borné. Les valeurs singulieres de T, notés s;(T'), pour tout j € N, sont définies par :
si(T) =inf{||T - K|| : K: H — H,,rang(K) < j},

ou rang(K) désigne le rang de K. L’opérateur T est compact si et seulement si la suite s;(7) — 0.
Pour 0 < p < +oo, on dit qu'un opérateur compact 7" est dans la classe de Schatten S, et on

écrit T € S,(Hy, H,) si

171G = D (s{(T) < +oo. (4.1)
=0

L’expression (4.1)) définit une norme sur S, lorsque 1 < p < +oo.

4.3.4. Lapreuve I’équivalence entre la Définition4.2.3|et la Définition4.3.3|lorsque
H, = H, se trouve dans [26], Théoréme 1.34.

4.3.5. Supposons que A soit un opérateur surjectif et borné sur X et T un opéra-

teur linéaire quelconque sur X. Alors, A'TA € S,, si et seulement si T € S,,.

4.3.6. SiT € S), 1 < p < +o9, alors pour toute famille orthonormée {e,}' >, ona :
+00
D KTen el <IITIf -
n=1

4.3.7. Soit ¢ € L*(C). Alors Iopérateur de multiplication M, : F2 — L2 est
donné par quel que soit f € F2,

M, f(2) = () f (2).
L opérateur M, est un opérateur linéaire borné sur F2.

4.3.8. Si T est un opérateur compact sur X et p > 0, alors T € S, si et seulement
siT*T e Sg. De plus, on a :
P
I, = IIT*TIIfgg :

Preuve. Voir Théoreme 1.26 dans [26]. W
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4.3.9. Si T est un opérateur compact sur X et p > 2, alors T € S, si et seulement

si quelle que soit la famille orthonormée {e,};*] de X,

+00
D lTe,ll < +oo.
n=1

De plus,
1

P

+00
D Tell”

n=1

: {e,}, orthonormée } .

ITlls, = SUP{
Preuve. Voir Théoreme 1.33 [26]]. W

4.3.10. Soit ¢ € L™(C), on définit un opérateur linéaire T, : F2 — F2 par quel
que soit f € F2,
T,(f) = Po(f).

L opérateur T, est appélé opérateur de Toeplitz sur 2 de symbole ¢. Il est clair que T, est un

opérateur linéaire borné sur F2.
4.3.11. Soit p € L¥(C). Si p > 1 et p € LP(C,dA), alors T, € S,,.

Preuve. Voir Lemme 6.30 [27]. &

4.4. Caractérisation des symboles f pour lesquels H, de F?

vers L7 est dans la classe de Schatten S, pour

Il <p<+

Nous rappelons que pour 1 < p < 400, FZ est séparable comme sous-espace de ’espace de

Banach L?(C, d/lg ).

4.4.1. Soient f € T et r €]0,ry], on suppose que le grand opérateur de Hankel

H;: F 2 — 2 est compact. Pour tout 1 < p < +oo, les assertions suivantes sont équivalentes :
(A) HreS,;
(B) il existe un (ou quel que soit le) , 5—treillis {z;};5], (G2, ()@} € IP;

(C) f admet une décomposition f = f| + f,, avec

M(fHP)?: e L et 3f € L.
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Preuve. Montrons (A) = (B). Supposons que H; € S, alors H; est compact et les valeurs

singulieres de Hy forment une suite d’éléments de /7.

r

2
sition et I’opérateur A défini sur F? par : pour tout k > 0,

Soit {z;};5] un

Aek = ka.
Soit f € F2, alors f s’écrit sous la forme f = Y ;5(f, ex)oex. Ainsi,
+00 +00
Af = Y (freahen = D (fredake
k=1 k=1

En se servant du Théoreme et du Théoreme[I.3.11, ona:

1A f 2.0 < [HCfs endallle

2.«

i(f, ek)akzk
k=1

8=

= Z|<f’ek>“|2 = 1/l -
k=1 :

Ceci montre que A est borné sur F2.

Considérons I’opérateur B défini sur F2 par : quel que soit k > 0,

B(ey) = CkXD(ZkJ)kaZk’

avec

=

C, :( f H ke, w)Pe ™ dA(w)| .
D(zg,r)

Ona:

IB(enll3,,

2 f |B(er)(w) e dA(w)
T Jc

a —a|w
_C’%f \H k., (w)’e W dA(w)
D(z,r)

s
(0%
7'('-

—treillis dans C. Considérons la base orthonormée de F> donnée par la Propo-

(4.2)

4.3)

a —Q’Wz
- f |Cix Doy W) H sy, (W)2e™ ™ dA(w)
C

On peut aussi remarquer que B = Cyyp,.»HfA. Ainsi, B est borné comme composée d’opéra-
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teurs bornés.

Puisque

(Foghe = f FOe@dA) = & f FRg@e P dA),
C T Jc

alors :

+00

( f |kaZk(w>|2e‘a'W'2dA(w>)
k=1 \WD(z.r)

;I

5
( f XDGn | H szk(W)|2€_alwlsz(W))
C

p
(Ck<kazk ’)(D(zk,r)kaZk >11)

>~
1l

+
8

P
(<HfAek’ CkXD(zk,r)kazk >a)

>~
1l
—_

+
8

(¢H/Aew). Bew)a)”

>~
Il
—_

+
8

(¢B*HyA(ew). eda) -

=1

>~

4.4)

Puisque B* et A sont bornés sur F2, Hy € S, et S, est un idéal bilatéral alors B'H;A € S,,.

Ainsi, d’apres le Théoreme [4.3.6]

+00

2 (B HA@), e,)" < +oo.

k=1

Cependant, puisque pour z € C et pour tout w € D(z, r),

_ 2 w2 2
|kZ(W)|2€ alw| —e alz—w| >e aro’

ona:

f H k()P dA )
D(z,r)

\%

v

f f W)k (w) = Po(fl)w)Pe™ ™ dA(w)
D(z,r)

2
- f fony— PaTRIOOE
D(z,r) k.(w)
c Po(fR) (W)
_ LSRR dA
DA Joen P T w) )
CG3, ().

4.5)

(4.6)

4.7)
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Ainsi, (4.7) implique que pour tout k > 1,
GG < C [ gk wFe ™ A,
(zk,1)

On déduit de (4.4)) et (4.5) que

[STpS}

DGy < CZ( f |kaZk(w)|2e-“'W'2dA<w>) < too.
k=1 k=1 D(zg,r)

D’ou (G, (/) (@)} 5] € 1.

Montrons que (B) = (C). Supposons qu’il existe un §—treillis {z;}; de C tel que {G», (/) (z) 1]

IP. Comme dans le Théoréme [3.3.7] définissons les fonctions f; et f, comme suit :

fi@) =D hi@¢,) € C(C)et f = f - fi.

J=1

Nous rappelons que pour z € C, d’apres (3.20) et (3.22) on a :

GA@I<C D Gu(Hz) et MAAINIR) < C D Gz,

JjeJ: JjeJ:

Soit j > 1, d’apres la Déﬁnition I'ensemble K; = {k : D(zj, 5) N D(z, 5) # 0} posséde un
nombre fini d’éléments. Ainsi (3.20)) et I'inégalité (1.6) donnent :

1

sup 10/ < €Y Go N sC|Y G’z’,r(f)(zk)} :
ZED(ZJ"%) kEKj kEKj
On obtient alors que :
f 0filFdAG) < ) f 0fi1PdA(2)
c =1 YDGjp5)
< C Iﬁ @
5. 70|
< €Y Y GLP@)<C Y Gh(A) < +oo.
Jj=1 kekK; j=1

Ceci montre que af, € L.
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De méme, (3.22) et I’inégalité (1.6) donnent :

+00

f MALP@YdARD) < ) f (M)} @1 dAG)
C i=1 D(Z‘j,%)
: +00 P +00 P
< CZ[ sup- Mr(llez)é(z)] <C ZGZ,r(f)(Zk)}
=1 12€D@).5) j=1 | kek;
<

C > G (D) < +oo.
j=1

Dot M,(|f2)? € L.

Montrons que (C) = (A). Supposons que f se décompose sous la forme f = fi + f, avec
M) €L’ et Ofi € L.

Montrons que f € S,,.

Posons T = df; ou T = f>. Alors pour tous ¢, h € F2, on a d’une part

(Mo)'M:h,@)e = (M:h,M:p), = L M-h(2)Mp(2)d Ao(2)

L T(@)Ph(R)@(2)d A (2),

et d’autre part, en utilisant le théoreme de Fubini et les propriétés du noyau reproduisant, on

obtient

<T|T|2h’ 90>a

fc T h()P()dA,(2)

f [ f [T (w)h(w) Ko (2, W)d/la(w):| 0(2)dAe(2)
C C

f h(w)lr*(w) [ f K,(z, W)‘;_D(Z)d/lw(z)] da,(w)
C C

fc h(w)lr*(w) [ f KW(Z)E(Z)d/la(Z)] dAa(w)

C

fc W) [(Koy. 9ol dAaw) = f It w) [(@. Koo | dAo(w)

C

fc [T W)R(W)P(W)d Ao (W),

D’ou (M-,-)*MT = T|‘r|2-
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En utilisant le Théoreme[4.3.8| on a :
M. €S, (M) M, € Sg o Tip € Sg.

De la condition 7 € L”, on a |7]*> € L?. On déduit du Théoreme4.3.11 que, lorsque 2 < p < +oo,
onaTyp €S:.DouM; €S,

Pour tout g € F2,ona:

Hpg = Ig—P)(f28) = (Ig— P)(Mpg) = (Ig — P,) o (Mg,)(g).

Donc Hy, = (I; — P,) o My,. 11 vient du Théoréme que Hy, et Hy, appartiennent a S, et on

a:

IHslls, < Wa = Pallz—sz [[Me],
1
= C”Mfz”s,, = C”T\szHzg
< CipPll, = Clifiy. (48)
2

D’autre part, d’apres (3.25), pour tout g € F2, on a
|#58l,,, < € |lgdA],, = Mzl
Ainsi, comme My, € S, alors Hy;, € S, et en utilisant le Théoréme on obtient :

”Hfl

IA

1
||Sp ¢ ||M5fl ||.Sp =C ||T|5f'1|2||f9g (4.9)

1
2

IA

(4.10)

L2

cliasnr

, =C|ar

i

Puisque pour 1 < p < +00 S, est un espace de Banach, alors de (4.8) et (4.9), on a :

#ells, = 15 + Halls, < [als, + 1lls, < € {[BA],, + 10} < 4o

Ce qui acheve la preuve du théoréme.
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% CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES &

L’objectif de ce mémoire €tait de nous introduire aux espaces de Fock, et a 1’étude, des
symboles f a valeurs complexes, du grand opérateur de Hankel H;. On voulait caractériser les
symboles f pour lesquels H s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F4(C) vers LZ(C)
pour 1 < p,g < +oo et obtenir la caractérisation des fonctions symboles f a valeurs complexes
pour lesquelles Hy de F (Zl(C) vers Lﬁ((C) est dans la classe de Schatten S, 1 < p < +co. Pour
y arriver, nous avons d’abord rappelé quelques définitions et résultats d’analyse qui nous ont
permis d’établir quelques propriétés essentielles des espaces de Fock F4(C). Par la suite, nous
avons rappelé des résultats importants sur les mesures (p, g)—Carleson (évanescentes) pour F/
qui nous ont servi dans la démonstration des grands théorémes caractérisant les symboles f
a valeurs complexes pour lesquels H, s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F5(C)
vers LI(C) pour 1 < p, g < +o0. Et enfin, nous avons établi les propriétés des classes de Schatten
qui nous ont permis d’établir les caractérisations des fonctions symboles f a valeurs complexes
pour lesquelles Hy de Fi(C) vers Lﬁ(C) est dans la classe de Schatten S,, 1 < p < +co. La
fonction auxiliaire G, ,(f) introduite pour la premicre fois par Luecking dans [17] et la décom-
position atomique des fonctions dans les espaces de Fock ont été des outils indispensables qui

nous ont permis d’atteindre notre objectif.

Toutefois, ce travail étant loin d’étre terminé, on se propose dans un futur proche d’étudier
les grands opérateurs de Hankel et les opérateurs de Toeplitz sur les espaces de Fock a valeurs

vectorielles en mettant une emphase sur les applications en optimisation.
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