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✠ Résumé ✠

Notre travail porte essentiellement sur l’étude des grands opérateurs de Hankel entre les

espaces de Fock. Dans ce mémoire, nous établissons tout d’abord quelques propriétés des es-

paces de Fock F p
α, ensuite, pour 1 ≤ p, q < +∞, nous établissons les théorèmes caractérisant les

symboles f à valeurs complexes pour lesquels, le grand opérateur de Hankel H f , s’étend en un

opérateur borné (resp. compact) de F p
α vers Lq

α. Enfin, nous caractérisons les symboles f pour

lesquels H f de F2
α vers L2

α est dans la classe de Schatten Sp, 1 ≤ p < +∞.

Expressions clés : Espace de Fock, Grand opérateur de Hankel, Classe de Schatten.
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✠ Abstract ✠

Our work essentially focuses on the study of big Hankel operators between Fock spaces.

In this master dissertation, we firstly establish some properties of Fock spaces, and secondly,

for all possible 1 ≤ p, q < ∞, we characterize the complex-valued symbols f for which the

induced Hankel operators H f are bounded (or compact) from F p
α to Lq

α. In addition, we discuss

the Schatten class membership of H f from the Hilbert space F2
α to L2

α.

Key phrases : Fock space, Big Hankel operator, Schatten class.
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✠ INTRODUCTION GÉNÉRALE ✠

Les sous-espaces des fonctions analytiques inclus dans Lp, parmi lesquels les espaces de

Hardy, les espaces de Bergman, et les espaces de Fock, ont été largement étudiés durant ces

dernières décennies. L’espace de Fock est une construction algébrique utilisée en mécanique

quantique pour construire l’espace des états quantiques d’un nombre variable ou inconnu de

particules identiques à partir d’une seule particule d’un espace de Hilbert donné. Dans le for-

malisme mathématique, on le définit comme suit. Pour α > 0, p > 0 et dA(z) la mesure de

surface sur C, l’espace de Fock, F p
α(C), est le sous-espace des fonctions entières qui sont dans

Lp
α(C), où l’espace de Lebesgue Lp

α(C) désigne l’espace des fonctions mesurables f sur C telles

que

∥ f ∥pp,α :=
pα
2π

∫
C

∣∣∣∣ f (z)e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣p dA(z) < +∞.

Pour p > 0, F p
α(C) est un sous espace de Lp

α(C). En particulier, pour p = 2, F2
α(C) est un espace

de Hilbert et il existe donc un projecteur Pα appelé projecteur de Bergman, qui envoie L2
α(C)

dans F2
α(C) et on note par Kα son noyau reproduisant. De plus, pour α > 0 et 1 ≤ p ≤ +∞, on

montre que Pα s’étend en un opérateur borné de Lp
α vers F p

α.

Ainsi, étant donné une fonction mesurable f sur C telle que f kz ∈ ∪
p≥1

Lp
α(C), pour tout z ∈ C,

avec kz(w) = Kα(w,z)
Kα(z,z) pour tout z,w ∈ C, on appelle grand opérateur de Hankel, H f , de symbole f

sur C, l’opérateur défini sur un sous espace dense de F p
α(C) par :

H f g(z) = (I − P)( f g)(z).

Soient X un espace de Hilbert séparable et T un opérateur compact sur X. Les valeurs singulières

de T notées µn (avec n ∈ N) sont les racines carrées des valeurs propres de l’opérateur positif

T ∗T , où T ∗ désigne l’adjoint de T . Pour 0 < p < +∞, on définit la p−ième classe de Schatten

1



notée Sp de X par

Sp =

T ∈ L(X) compact et tel que

 +∞∑
n=1

|µn|
p

1/p

< +∞


où L(X) désigne l’ensemble des opérateurs linéaires continues sur X.

Pour 1 ≤ p < +∞, on montre que Sp est un espace de Banach muni de la norme

∥T∥Sp
=

 +∞∑
n=1

|µn|
p

1/p

.

Il est question pour nous dans ce travail de caractériser les symboles (fonctions) complexes

f pour lesquels H f de F p
α vers Lq

α, pour 1 ≤ p, q < +∞, s’étend en un opérateur borné (resp.

compact) et de caractériser les symboles f pour lesquels H f compact de F2
α vers L2

α est dans la

classe de Schatten Sp, 1 ≤ p < +∞.

Dans l’élaboration de ce travail, nous adoptons le plan suivant :

• Au chapitre 1, nous rappelons les notions importantes pour la compréhension des résultats

établis dans les chapitres suivants.

• Au chapitre 2, nous définissons et établissons quelques propriétés des espaces de Fock en

mettant une emphase sur F p
α avec 1 ≤ p ≤ +∞. Nous montrons aussi que pour α > 0 et

1 ≤ p ≤ +∞, Pα s’étend en un opérateur borné de Lp
α vers F p

α.

• Au chapitre 3, pour 0 < p, q < +∞, nous définissons les mesures (p, q)-Carleson pour F p
α

et nous établissons les grands théorèmes caractérisant les symboles f à valeurs complexes

pour lesquels, H f , s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F p
α vers Lq

α pour

1 ≤ p, q < +∞.

• Au chapitre 4, nous établissons quelques propriétés des classes de Schatten et nous carac-

tériserons les symboles f à valeurs complexes pour lesquels H f de F2
α vers L2

α est dans la

classe de Schatten Sp, 1 ≤ p < +∞.

Ce travail trouve de nombreuses applications en optimisation, en physique quantique, en analyse

harmonique sur le groupe de Heisenberg et dans l’étude des équations aux dérivées partielles.
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⋆ ⋆ Chapitre Un ⋆ ⋆

PRÉLIMINAIRES

Dans cette partie, nous rappelons la plupart des notions utiles pour l’élaboration des résultats

obtenus dans la rédaction de ce travail. Il s’agit notamment des notions sur la théorie de la

mesure et l’intégration, la théorie des opérateurs en analyse fonctionnelle et l’analyse complexe.

Pour plus de détails, on peut consulter [6] aux chapitres 4, 5 et 6 et [26].

1.1. Rappels sur la théorie de la mesure et de l’intégration

1.1.1. Espace mesurable-Application mesurable

Définition 1.1.1. (σ-algèbre)

Soit X un ensemble etA une collection de sous ensembles de X. On dit queA est une σ-algèbre

ou tribu si

(a) X ∈ A,

(b) Quels que soient A, B ∈ A, on a A \ B ∈ A,

(c) Pour toute suite (An)n∈N d’éléments deA, ∪
n∈N

An ∈ A.

Rappels 1.1.2. Soit M ⊂ P(X). On appelleσ−algèbre engendrée par M la plus petiteσ−algèbre

de parties de X contenant M. C’est l’intersection de toutes les σ−algèbres contenant M.

Définition 1.1.3. (σ-algèbre de Borel)

Soit X un espace topologique. La σ-algèbre engendrée par les ouverts de X est appelée σ-

algèbre des boréliens de X notée BX.

Définition 1.1.4. (Espace mesurable)

On appelle espace mesurable tout couple (X,A), où X est un ensemble et A est une σ-algèbre

de parties de X.

3



Définition 1.1.5. (Ensemble mesurable)

Si (X,A) est un espace mesurable, on dit que A ⊂ X est un ensemble mesurable si A ∈ A.

Définition 1.1.6. (Fonction mesurable)

Soient (X,A) un espace mesurable, et f : X −→ C une fonction. On dit que f est mesurable

si l’image réciproque de tout ensemble mesurable de C est mesurable. C’est-à-dire pour tout

A ∈ BC, on a f −1(A) ∈ A.

1.1.2. Mesures positives
Soit X un ensemble etA un sous ensemble de parties de X.

Définition 1.1.7. (Mesure positive)

SiA est un anneau de parties de X, on appelle mesure positive surA toute application µ : A −→

R+ différente de l’application constante +∞ et qui est telle que, pour toute famille dénombrable

(An)n∈N d’éléments deA deux à deux disjoints telle que ∪
n∈N

An ∈ A, on ait

µ
(
∪

n∈N
An

)
=

∑
n∈N

µ(An).

On dit que la mesure µ est finie si elle prend ses valeurs dans R+.

On dit que la mesure µ est σ-finie lorsqu’il existe une famille dénombrable (Xn)n∈N d’éléments

deA telle que X =
⋃∞

n=1 Xn et µ(Xn) < +∞, pour tout n ∈ N∗.

Définition 1.1.8. (Espace mesuré)

On appelle espace mesuré tout triplet (X,A, µ), où (X,A) est un espace mesurable et µ une

mesure positive sur la σ-algèbreA.

Définition 1.1.9. (Mesure de Borel)

Une mesure borélienne ou mesure de Borel est une mesure positive définie sur la tribu boré-

lienne d’un espace topologique.

Définition 1.1.10. On note par K le corps de base égal à R ou C.

Soient (X1,A1, µ1) et (X2,A2, µ2) deux espaces mesurés σ-finis et f une application mesurable

sur l’espace mesuré produit (X1 ⊗ X2,A1 ⊗A2, µ1 ⊗ µ2).

On définit pour x ∈ X1,

fx : X2 −→ K

y 7−→ f (x, y)

difo.solange@facsciences-uy1.cm 4 MASTER 2023-2024



et pour y ∈ X2,

fy : X1 −→ K

y 7−→ f (x, y)

Théorème 1.1.11. (Théorème de Fubini)

Soient (X1,A1, µ1) et (X2,A2, µ2) deux espaces mesurés σ-finis et f une fonction mesurable sur

l’espace mesuré produit (X1 ⊗ X2,A1 ⊗A2, µ1 ⊗ µ2). Alors,

(1) f est µ1 ⊗ µ2-intégrable si et seulement si :

∫
X1

dµ1(x)
∫

X2

| f (x, y)|dµ2(y) < +∞ ,

ou si et seulement si ∫
X2

dµ2(y)
∫

X1

| f (x, y)|dµ1(x) < +∞ ,

(2) Dans ce cas :

(a)

 fx est µ2 − intégrable pour µ1 − presque tout x ∈ X1

fy est µ1 − intégrable pour µ2 − presque tout x ∈ X2.

(b) Les fonctions F : X1 −→ K, G : X2 −→ K :


F(x) =

∫
X2

f (x, y)dµ2(y)

G(y) =
∫

X1

f (x, y)dµ1(x)

sont presque partout définies sur X1 et X2 respectivement, y sont mesurables, inté-

grables et on a les égalités suivantes :

∫ ∫
X1⊗X2

f (x, y)dµ1 ⊗ dµ2(x, y) =
∫

X1

(∫
X2

f (x, y)dµ2(y)
)

dµ1(x)

=

∫
X2

(∫
X1

f (x, y)dµ1(x)
)

dµ2(y).

1.2. Espaces Lp et lp

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats fondamentaux sur les espaces Lp que

nous utiliserons au chapitre 2 pour établir les propriétés basiques des espaces de Fock et aux

chapitres 3 et 4 pour établir les preuves des résultats qui y seront énoncés.
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1.2.1. Espaces Lp

Définition 1.2.1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Pour 0 < p < +∞,

Lp(X,A, µ) :=
{

f : X −→ C mesurable telle que
∫

X
| f (x)|pdµ(x) < +∞

}
.

L∞(X,A, µ) :=
{
f : X −→ C mesurable, ∃ C > 0, | f (x)| ≤ C p.p. sur X

}
.

Où p.p. signifie presque partout.

On note en général Lp ou Lp(X) ou Lp(µ) ou Lp(X, dµ) pour désigner Lp(X,A, µ) lorsqu’il n’y a

pas d’ambiguité et on pose

∥ f ∥p :=
(∫

X
| f (x)|pdµ(x)

) 1
p

.

Théorème 1.2.2. (Inégalité de Hölder)

Soit (X,A, µ) un espace mesuré.

1. Soient p > 1 et q > 1 deux réels tels que 1
p +

1
q = 1. Alors pour tous f ∈ Lp et g ∈ Lq, f g

est intégrable et on a l’inégalité de Hölder

∥ f g∥1 ≤ ∥ f ∥p ∥g∥q (1.1)

2. Si µ est une mesure de probabilité, 0 < p ≤ 1 et f ∈ L1, alors f ∈ Lp et on a

[∫
X
| f |pdµ

] 1
p

≤

∫
X
| f | dµ (1.2)

Théorème 1.2.3. (Formule de Minkowski)

Soient (X,A, µ) un espace mesuré.

• Si 1 ≤ p ≤ +∞, alors pour tous f , g ∈ Lp, on a

∥ f + g∥p ≤ ∥ f ∥p + ∥g∥p (1.3)

• Si 0 < p < 1, alors pour tous f , g ∈ Lp, on a

∥ f + g∥p ≤ 2
1−p

p (∥ f ∥p + ∥g∥). (1.4)
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Propriété 1.2.4. Soient (X,A, µ) un espace mesuré.

1. Pour 1 ≤ p < +∞, Lp est un espace vectoriel normé muni de la norme ∥.∥p définie pour

tout f ∈ Lp par :

∥ f ∥p :=
(∫

X
| f (x)|pdµ(x)

)1/p

.

2. Pour 0 < p < 1, Lp est un espace métrique muni de la distance d définie pour tous

f , g ∈ Lp par

d( f , g) := ∥ f − g∥pp .

3. Pour p = +∞, L∞ est un espace vectoriel normé muni de la norme ∥.∥∞ définie pour tout

f ∈ L∞ par :

∥ f ∥∞ := inf{C; | f (x)| ≤ C p.p. sur X}.

Théorème 1.2.5. (Fischer-Riesz)

Pour 1 ≤ p ≤ +∞, Lp est un espace de Banach.

Théorème 1.2.6. Soit 1 ≤ p ≤ +∞.

Soient ( fn)n une suite dans Lp et f ∈ Lp tels que ∥ fn − f ∥p →n→∞
0.

Alors, il existe une sous-suite ( fnk)k de ( fn)n et une fonction h ∈ Lp telle que :

(a) fnk(x)→ f (x) presque partout sur X,

(b) | fnk(x)| ≤ h(x) pour tout k, presque partout sur X.

Théorème 1.2.7. Supposons que (X,A) soit un espace mesurable séparable (c’est-à-dire X

contient une partie dénombrable partout dense dans X). Alors Lp(X) est séparable pour tout

1 ≤ p < +∞.

Théorème 1.2.8. (Théorème de représentation de Riesz pour les espaces Lp)

Pour 1 ≤ p < +∞, le dual topologique (Lp)′ (c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires

continues sur Lp) de Lp est isométrique à Lq, où q est tel que 1
p +

1
q = 1.

Plus précisément, pour tout T ∈ (Lp)′, il existe une unique fonction u ∈ Lq telle que

T ( f ) = ⟨ f , u⟩ =
∫

X
f (x)u(x) dµ(x) ∀ f ∈ Lp.
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De plus, par dualité, on a :

∥T∥(Lp)′ = ∥u∥q = sup
∥ f ∥p=1

∣∣∣∣∣∫
X

f (x)u(x) dµ(x)
∣∣∣∣∣ .

Ainsi, on identifie (Lp)′ à Lq via l’isomorphisme isométrique suivante :

⟨·, ·⟩ : Lq −→ (Lp)′

u 7−→ ⟨·, u⟩ : Lp −→ C

f 7−→ ⟨ f , u⟩ =
∫

X
f (x)u(x) dµ(x)

Théorème 1.2.9. (Schur, M. Riesz, Thorin)

Supposons que (X,A, µ) soit un espace mesuré tel que µ(X) < +∞ et que T : L1(X) −→ L1(X)

est un opérateur linéaire borné avec la norme

M1 = ∥T∥L(L1,L1) .

Supposons en plus que T : L∞(X) −→ L∞(X) soit un opérateur linéaire borné avec la norme

M∞ = ∥T∥L(L∞,L∞) .

Alors T est un opérateur linéaire borné de Lp(X) vers Lp(X) pour tout 1 < p < +∞, et sa norme

Mp satisfait

Mp ≤ M
1
p

1 M
1
q
∞,

avec 1
p +

1
q = 1.

Théorème 1.2.10. (Lemme de Schur)

Soient H(x, y) un noyau positif et

T f (x) =
∫

X
H(x, y) f (y)dµ(y)

l’opérateur intégral associé. Soit 1 < p < +∞ avec 1
p +

1
q = 1. S’il existe une fonction positive

h(x) et des constantes positives C1 et C2 telles que

∫
X

H(x, y)h(y)qdµ(y) ≤ C1h(x)q, x ∈ X,
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et ∫
X

H(x, y)h(x)pdµ(x) ≤ C2h(y)p, y ∈ X,

alors l’opérateur T est borné sur Lp(X, dµ). De plus, la norme de T sur Lp(X, dµ) vérifie

∥T∥ ≤ C
1
q

1 C
1
p

2 .

Théorème 1.2.11. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Soient (X,A, µ) un espace mesuré et ( fn)n une suite de fonctions µ-intégrables qui converge

simplement µ-presque partout vers une fonction f et telle qu’il existe une fonction g ∈ L1 telle

que : pour tout n ∈ N, | fn| ≤ g µ-presque partout. Alors, f ∈ L1 et on a :

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X
f dµ

ou encore

lim
n→∞
∥ fn − f ∥1 = 0.

Lemme 1.2.12. (Lemme de Fatou)

Soient (X,A, µ) un espace mesuré et ( fn)n une suite de fonctions de L1 telles que :

(a) Pour tout n, fn ≥ 0 presque partout.

(b) supn

∫
fndµ < +∞.

Pour tout x ∈ X, on pose f (x) = lim infn→∞ fn(x) ≤ ∞. Alors f ∈ L1 et

∫
f dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fndµ.

1.2.2. Espaces lp

Définition 1.2.13. Soit 0 < p < +∞.

L’espace lp désigne l’espace des suites à valeurs réelles ou complexes x = (xn)n telles que

∥x∥p =

 +∞∑
n=1

|xn|
p


1
p

< +∞.
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L’espace l∞ est l’espace vectoriel des suites (à valeurs réelles ou complexes) bornées. Il est muni

de la norme définie pour tout x = (xn)n ∈ l∞ par :

∥x∥∞ = sup
n
|xn|.

Théorème 1.2.14. (a) Pour tous 1 ≤ p < +∞ et toute, suite, (ak)k ∈ lp et (bk)k ∈ lp on a :

 +∞∑
k=1

|ak + bk|
p


1
p

≤

 +∞∑
k=1

|ak|
p


1
p

+

 +∞∑
k=1

|bk|
p


1
p

(1.5)

(b) Pour 1 ≤ p ≤ +∞, lp est un espace de Banach.

(c) Pour 1 < p < +∞ et pour toutes suites (ak)k ∈ lp, (bk)k ∈ lq, avec 1
p +

1
q = 1, on a :

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

akb̄k

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
 +∞∑

k=1

|ak|
p


1
p
 +∞∑

k=1

|bk|
q


1
q

. (1.6)

(d) Pour 0 < p ≤ 1 et (ak)k ∈ lp, on a (ak)k ∈ l1 et∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤

+∞∑
k=1

|ak|
p (1.7)

Proposition 1.2.15. Soit 1 ≤ p < +∞. Pour tout ϕ ∈ (lp)′, il existe un unique u ∈ lq (avec
1
p +

1
q = 1) tel que quel que soit x ∈ lp,

⟨ϕ, x⟩ =
+∞∑
k=1

ukxk.

De plus, ∥u∥q = ∥ϕ∥(lp)′ .

Rappels 1.2.16. On appelle fonction gamma la fonction notée Γ et définie sur ]0,+∞[ par

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt. Elle possède les propriétés suivantes :

(a) Γ(x + 1) = xΓ(x) pour tout x ∈]0,+∞[ ;

(b) Γ(1) = 1 ;

(c) La fonction lnΓ est une fonction convexe sur ]0,+∞[.

Les propriétés (a) et (b) impliquent que Γ(n + 1) = n!.
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1.3. Rappels d’analyse fonctionnelle
Dans cette section, nous rappelons quelques notions et résultats d’analyse fonctionnelle,

notamment les notions : d’espace de Hilbert, de projection orthogonale sur un sous-ensemble

fermé d’un espace de Hilbert, d’opérateurs bornés et d’opérateurs compacts. Les preuves des

résultats énoncés se trouvent dans [5] et [6].

1.3.1. Espace de Hilbert

Définition 1.3.1. Soit H un espace vectoriel sur C.

Un produit scalaire sur H (ou forme hermitienne définie positive) est une application que nous

notons ⟨, ⟩ : H × H −→ C qui vérifie les propriétés suivantes :

Pour tout x, y, z ∈ H, λ ∈ C,

(a) ⟨x + λy, z⟩ = ⟨x, y⟩ + λ⟨y, z⟩ ;

(b) ⟨x, y + λz⟩ = ⟨x, y⟩ + λ̄⟨x, z, ⟩ ;

(c) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ;

(d) ⟨x, x⟩ ≥ 0 ;

(e) ⟨x, x⟩ = 0⇔ x = 0.

L’application notée ∥.∥ définie sur H par ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ est une norme sur H. C’est la norme

associée au produit scalaire ⟨, ⟩.

L’inégalité de Cauchy-Schawrz se traduit comme suit : pour tout x, y ∈ H,

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥ .

Définition 1.3.2. Un espace préhilbertien est un C-espace vectoriel H muni d’un produit sca-

laire ⟨, ⟩. On le note (H, ⟨, ⟩) ou tout simplement H.

Si en plus H est complet pour la norme associée au produit scalaire ⟨, ⟩, alors on dit que le

couple (H, ⟨, ⟩) est un espace de Hilbert.

Définition 1.3.3. Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont dits orthogonaux

lorsque ⟨x, y⟩ = 0.
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Si A est une partie non vide de H, on appelle orthogonal de A, et on note A⊥, l’ensemble défini

par :

A⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0 ∀y ∈ A}.

Définition 1.3.4. Soit H un espace préhilbertien et soit I un ensemble non vide d’indices.

La famille {ei}i∈I d’éléments de H est dite orthogonale lorsque ⟨ei, e j⟩ = 0 pour tout i , j.

De plus, si elle vérifie

⟨ei, e j⟩ = δi j =

 1 si i = j

0 si i , j
,

alors elle est dite famille orthonormale ou orthonormée.

Théorème 1.3.5. (Projection orthogonale)

Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H. Pour tout x ∈ H, il existe un

unique élément de H noté PF x tel que :

∥x − PF x∥ = d(x, F) = inf
z∈F
∥x − z∥ .

De plus, PF x est l’unique élément de F tel que x−PF x soit dans l’orthogonal de F. Il est appelé

le projeté orthogonal de x sur F.

L’application

PF : H −→ F

x 7−→ PF x

est la projection orthogonale de H sur F.

Proposition 1.3.6. Soient H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H.

1. PF est un opérateur linéaire.

2. ∥PF x − PFy∥ ≤ ∥x − y∥ , ∀x, y ∈ H.

3. Si F , {0}, alors PF est un opérateur linéaire continue de norme 1.

4. Pour tout x, y ∈ H, on a : ⟨PF x, y⟩ = ⟨x, PFy⟩.

Théorème 1.3.7. (Théorème de représentation de Riesz)

Soit H un espace de Hilbert. Étant donnée une forme linéaire continue φ sur H, il existe un

unique a ∈ H tel que pour tout x ∈ H,

φ(x) = ⟨x, a⟩.
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De plus,

∥φ∥L(H) = ∥a∥ .

Définition 1.3.8. (Base hilbertienne)

Soit H un espace de Hilbert. On appelle base Hilbertienne de H (ou tout simplement base de

H s’il n’y a pas de confusion possible) toute famille orthonormale {ei}i∈I de H qui est totale

c’est-à-dire que le sous-espace vectoriel engendré par les {ei}i∈I est dense dans H.

Théorème 1.3.9. (Caractérisation d’une base Hilbertienne)

Soit {ei}i∈I une famille orthonormale d’un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. {ei}i∈I est une base Hilbertienne de H.

2. ∀x ∈ H, ⟨x, ei⟩ = 0 ∀i ∈ I =⇒ x = 0H

Théorème 1.3.10. (Inégalité de Bessel)

Soit (H, ⟨, ⟩) un espace préhilbertien. Pour toute suite orthonormée (en)n∈N d’élements de H, et

pour tout x ∈ H, on a :
∞∑

n=0

|⟨x, en⟩|
2 ≤ ∥x∥2 .

Théorème 1.3.11. (Théorème des bases Hilbertiennes)

Soit {ei}i∈I une famille orthonormale d’un espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. {ei}i∈I est une base Hilbertienne de H.

2. Tout élément x de H s’écrit sous la forme :

x =
∑
i∈I

⟨x, ei⟩ei

et on a l’identité de Parseval

∥x∥2 =
∑
i∈I

|⟨x, ei⟩|
2

Théorème 1.3.12. Tout espace de Hilbert (séparable) possède une base hilbertienne (dénom-

brable).
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Théorème 1.3.13. (Partition de l’unité)

Soit Ω un ouvert de C (ou de Rn). Quelle que soit la famille d’ouverts (Oi)i∈I recouvrant Ω, il

existe une famille de fonctions (ϕi)i∈I vérifiant :

1. Pour tout i ∈ I, ϕi est de classe C∞(Ω), supp ϕi ⊂ Oi et 0 ≤ ϕi ≤ 1.

2. ∀x ∈ Ω,
∑

i ϕi(x) = 1.

3. Pour tout K compact de Ω, il existe un nombre fini d’indices i pour lesquels ϕi n’est pas

identiquement nulle sur K.

La famille (ϕi)i est appelée partition de l’unité associée au recouvrement (Oi)i∈I .

1.3.2. Opérateurs dans les espaces de Hilbert

1.3.2.1. Définitions

Définition 1.3.14. Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

On appelle opérateur toute application de E vers F.

Définition 1.3.15. Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

Une application A : E −→ F est dite bornée si son image est borné dans l’espace normé F.

C’est-à-dire

sup
x∈E
∥Ax∥F < +∞.

Une application linéaire A : E −→ F est dite continue s’il existe une constante C > 0 telle que

pour tout x ∈ E

∥Ax∥F ≤ C ∥x∥E .

On note L(E, F) l’ensemble des opérateurs linéaires continus de E vers F. Il est muni de la

norme

∥T∥L(E,F) = sup
x∈E\{0}

∥T x∥F
∥x∥E

= sup
x∈E
∥x∥E≤1

∥T x∥F = sup
x∈E
∥x∥E=1

∥T x∥F .

On pose L(E) = L(E, E) et E′ = L(E,C). E′ s’appelle dual topologique de E.

Lorsque F est un espace de Banach, L(E, F) l’est aussi.

Pour f ∈ E′, le nombre complexe f (x) est aussi noté ⟨ f , x⟩.
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Proposition 1.3.16. Soit E un espace de Banach. Une application linéaire A : E −→ C est

borné si et seulement si elle est continue pour la topologie de la norme de E.

Proposition 1.3.17. (Principe de prolongement par continuité)

Soit X un espace vectoriel topologique, M un sous-espace vectoriel de X, Y un espace vectoriel

topologique séparé et complet, et f une application linéaire et continue de M dans Y ; alors f

peut se prolonger (et d’une facon unique) en une application linéaire continue f̃ sur M où M

désigne l’adhérence de M dans X.

De plus, lorsque X et Y sont des espaces vectoriels normés, on a ∥ f ∥ =
∥∥∥ f̃

∥∥∥.

Théorème 1.3.18. (Corollaire du théorème de Hahn-Banach)

Soient E un espace de Banach et M un sous-espace vectoriel de E tel que M , E. Alors il existe

une forme linéaire f sur E non identiquement nulle telle que f est nulle sur M.

Remarque 1.3.19. On applique souvent ce Corollaire pour montrer qu’un sous-espace M ⊂ E

est dense. On considère une forme linéaire continue f sur E telle que f ≡ 0 sur M et on prouve

que f est identiquement nulle sur E.

Définition 1.3.20. Soit E un espace de Banach. Un opérateur T ∈ L(E) est dit inversible s’il

existe S ∈ L(E) tel que T ◦ S = S ◦ T = Id.

Où l’opérateur linéaire continu Id (où tout simplement I) défini par :

Id : E −→ E

x 7−→ x

est appelé identité de E.

Théorème 1.3.21. Soit E un espace de Banach. Soit T ∈ L(E) tel que ∥T∥L(E) < 1 , alors

I − T est inversible et (I − T )−1 =
∑+∞

k=0 T k. Avec T k = T ◦ T · · · T, k fois.

Proposition 1.3.22. Soient H un espace de Hilbert séparable et (en)n une base Hilbertienne

de H. Soit T un opérateur linéaire de H dans lui-même. Pour tout x ∈ H, on a

T x =
∞∑

n=1

⟨T x, en⟩en .

Soient E et F deux espaces de Banach.
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Définition 1.3.23. On dit qu’un opérateur T ∈ L(E, F) est compact si T (BE) est relativement

compacte pour la topologie de la norme de F, c’est-à-dire T (BE) est compact dans F. Où

BE = {x ∈ E, ∥x∥E ≤ 1}.

On désigne par K(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E, E).

Remarque 1.3.24. Puisque tout ensemble relativement compact est borné, alors toute applica-

tion linéaire compacte est continue. Car toute application linéaire qui transforme les bornés en

bornés est continue.

Définition 1.3.25. On dit que (xn)n converge faiblement vers x dans E si pour tout f ∈ E′,

⟨ f , xn⟩E′,E tend vers ⟨ f , x⟩E′,E lorsque n→ ∞.

Remarque 1.3.26. 1. Dans un espace de Hilbert H, on établit aisément grâce au théorème

de représentation de Riesz que (xn)n converge faiblement vers x dans H si et seulement si

⟨xn, y⟩H → 0 lorsque n→ ∞ pour tout y ∈ H.

2. Toute suite (xn)n qui converge faiblement dans un espace de Hilbert H est bornée. Ce

résultat s’obtient aisément en appliquant le théorème de la borne uniforme (ou théorème

de Banach-Steinhaus) à la suite d’applications linéaires continues Tn : y ∈ H → ⟨y, xn⟩H.

Théorème 1.3.27. (Caractérisation des opérateurs compacts)

On suppose que E et F sont deux espaces de Hilbert. Soit T ∈ L(E, F) un opérateur linéaire.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est compact.

2. L’image de toute partie bornée de E est une partie relativement compacte de F.

3. De toute suite bornée (xn)n d’éléments de E, on peut extraire de la suite (T xn)n une sous-

suite convergente dans F.

4. Si (xn)n est une suite qui converge faiblement vers 0 dans E, alors (T xn)n converge vers 0

dans F pour la norme.

Proposition 1.3.28. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si T ∈ L(E, F) et S ∈ L(F,G)

alors S ◦ T ∈ L(E,G) et

∥S ◦ T∥ ≤ ∥S ∥ ∥T∥ .
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Proposition 1.3.29. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si T ∈ L(E, F) et S ∈ K(F,G)

(resp. T ∈ K(E, F) et S ∈ L(F,G)), alors S ◦ T ∈ K(E,G).

Définition 1.3.30. Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F un opérateur linéaire

borné. Alors T induit un opérateur linéaire T ∗ : F′ −→ E′ défini pour tous x ∈ E et f ∈ F′

comme suit :

T ∗( f )(x) = f (T x).

L’opérateur T ∗ est appelé transposée de T .

Définition 1.3.31. Si E est un espace préhilbertien sur C et T un opérateur linéaire dans E

(c’est-à-dire T : E −→ E).

On appelle opérateur adjoint de T un opérateur dans E, noté T ∗, tel que pour tout x, y ∈ E,

⟨T x, y⟩ = ⟨x,T ∗y⟩.

Proposition 1.3.32. Si E est un espace de Hilbert, alors tout opérateur linéaire sur E possède

un adjoint.

Propriété 1.3.33. (Propriétés de l’adjoint)

Soient T et V deux opérateurs linéaires dans E.

(a) L’ajoint T ∗ s’il existe est unique.

(b) (T ∗)∗ = T.

(c) (T + V)∗ = T ∗ + V∗.

(d) (λT )∗ = λ̄T ∗, pour tout λ ∈ C.

(e) (T ◦ V)∗ = V∗ ◦ T ∗.

Définition 1.3.34. Soit T un opérateur linéaire dans E.

On dit que T est un opérateur auto-adjoint ou hermitien si T ∗ existe et T ∗ = T .

On dit que T est positif si T est auto-adjoint et si pour tout x ∈ E, ⟨T x, x⟩ ≥ 0.

Proposition 1.3.35. Soit T un opérateur linéaire continu sur E possédant un adjoint T ∗.

Alors :

(1) T ∗ ◦ T et T ◦ T ∗ sont des opérateurs auto-adjoints positifs.
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(2) T ∗ est continu et ∥T ∗∥ = ∥T∥.

(3) ∥T ∗ ◦ T∥ = ∥T∥2.

Il découle immédiatement du point (2) que si T est borné, alors T ∗ est aussi borné.

Théorème 1.3.36. (Schauder)

Soit T ∈ L(E, F). On a T ∈ K(E, F) si et seulement si T ∗ ∈ K(F′, E′).

Théorème 1.3.37. Soit 1 ≤ p, q < ∞ tels que 1
p +

1
q = 1. Si l’opérateur intégral

T f (x) =
∫

X
H(x, y) f (y)dµ(y)

est borné sur Lp(X, dµ), alors son adjoint

T ∗ : Lq(X, dµ) −→ Lq(X, dµ)

est un opérateur intégral défini par

T ∗ f (x) =
∫

X
H(y, x) f (y)dµ(y).

1.3.2.2. Spectre d’un opérateur compact
Soit E un espace de Banach et T un opérateur linéaire dans E. Dans la suite, on dira simple-

ment opérateur au lieu d’opérateur linéaire.

Définition 1.3.38. Soit T ∈ L(E).

On appelle ensemble résolvant de T l’ensemble, noté ρ(T ), et défini par

ρ(T ) = {λ ∈ C; (T − λI) est bijectif de E vers E}.

Il est important de garder à l’esprit que si λ ∈ ρ(T ) alors (T − λI)−1 ∈ L(E).

Le spectre σ(T ) est le complémentaire de l’ensemble résolvant, σ(T ) = C \ ρ(T ).

On dit que λ ∈ C est valeur propre si ker(T − λI) , {0}.

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel et est noté VP(T ).
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Remarque 1.3.39. Toute valeur propre est une valeur spectrale. Plus précisément on a

VP(T ) ⊂ σ(T ).

Proposition 1.3.40. Le spectre d’un opérateur borné T est une partie compacte de C et on a

σ(T ) ⊂ B̄C(0, ∥T∥).

Théorème 1.3.41. Soit T ∈ K(E). On suppose que E est de dimension infinie. On a :

1. 0 ∈ σ(T ),

2. σ(T ) \ {0} = VP(T ) \ {0},

3. L’une des situations suivantes se produit :

a. σ(T ) = {0},

b. σ(T ) \ {0} est un ensemble fini,

c. Les éléments de σ(T ) \ {0} forment une suite qui converge vers 0.

Le dernier résultat s’obtient grâce au fait que si T ∈ K(E) et (λn)n est une suite de

nombres réels distincts tels que

λn → λ

et pour tout n

λn ∈ σ(T ) \ {0},

alors on a λ = 0.

Théorème 1.3.42. Soient H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur auto-adjoint

compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

1.4. Rappels d’analyse complexe
Dans cette partie, nous définissons et énonçons quelques résultats et propriétés des fonctions

holomorphes d’une variable complexe que nous utiliserons aux chapitres suivants. Les différents

résultats de cette partie peuvent être retrouvés dans [22].

difo.solange@facsciences-uy1.cm 19 MASTER 2023-2024



1.4.1. Holomorphie et analyticité
Soient a ∈ C et r > 0. On note par :

D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r} le disque ouvert de centre a et de rayon r.

D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} le disque fermé de centre a et de rayon r.

Rappels 1.4.1. Pour tous z ∈ C et r > 0, on a |D(z, r)| = πr2.

En effet, en posant le changement de coordonnées polaires w − z = ρeiθ, on a :

|D(z, r)| =
∫

D(z,r)
dA(w) =

∫ 2π

0

∫ r

0
ρdρdθ = πr2.

Définition 1.4.2. Soient Ω un ouvert de C et f une fonction de Ω vers C. On dit que f est

dérivable (au sens complexe) au point z0 ∈ Ω si

lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

existe dans C.

On note cette limite par f ′(z0).

On dit que f est holomorphe dans Ω si f est dérivable (au sens complexe) en tout point de Ω.

L’ensemble des fonctions holomorphes dans Ω est notéH(Ω).

Une fonction holomorphe dans C est appelée fonction entière.

Remarque 1.4.3. La fonction ez est entière et on a, pour tout z ∈ C,

ez =

+∞∑
n=0

zn

n!
.

Définition 1.4.4. Soit Ω un ouvert de C et f : Ω −→ C une fonction complexe. On dit que f

est analytique en un point z0 ∈ Ω s’il existe une série entière
∑+∞

n=0 anzn de rayon de convergence

non nul et un disque ouvert D(z0, r) ⊂ Ω tels que, pour tout z ∈ D(z0, r),

f (z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n.

On dit que f est analytique dans Ω si f est analytique en tout point de Ω.

On note parA(Ω) l’ensemble des fonctions analytiques sur Ω.
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Définition 1.4.5. On appelle polynôme (complexe dans C), toute expression de la forme

P(z) =
n∑

k=0

akzk ,

où ak ∈ C.

Proposition 1.4.6. Si Ω est un ouvert de C, alorsA(Ω) = H(Ω).

Proposition 1.4.7. (Propriété de la moyenne)

Toute fonction holomorphe dans un ouvert Ω y possède la propriété de la moyenne, c’est-à-dire

que pour tout a ∈ Ω, pour tout r > 0 tel que D(a, r) ⊂ Ω, on a :

f (a) =
1

2π

∫ 2π

0
f (a + reiθ)dθ.

Définition 1.4.8. Soit Ω un ouvert de C. On dit qu’une fonction f : Ω −→ C est harmonique

si elle est de classe C2(Ω) et vérifie l’équation de Laplace

∆( f ) :=
∂2 f
∂x2 +

∂2 f
∂y2 = 0.

Remarque 1.4.9. Soit Ω un ouvert de C. Pour toute fonction f de classe C2(Ω), on a :

∆ f = 4
∂2 f
∂z∂z̄

= 4
∂2 f
∂z̄∂z
.

Proposition 1.4.10. Toute fonction holomorphe dans un ouvert Ω de C est harmonique dans

Ω.

Proposition 1.4.11. Toute fonction harmonique réelle ou complexe définie sur un ouvert Ω y

possède la propriété de la moyenne.

Proposition 1.4.12. (Propriété de la moyenne planaire)

Soit f une fonction harmonique dans un ouvert Ω de C, pour tout disque fermé D(a, r) contenu

dans Ω, on a :

f (a) =
1

|D(a, r)|

∫
D(a,r)

f (z) dA(z)

où dA est la mesure de Lebesgue sur C et |D(a, r)| la mesure de Lebesgue de D(a, r).

Définition 1.4.13. Soit Ω un ouvert de C. Une fonction f : Ω −→ [−∞,+∞) est dite semi-

continue supérieurement si pour tout α ∈ R, l’ensemble {z ∈ Ω : f (z) < α} est un ouvert.
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Définition 1.4.14. Soient Ω un ouvert de C et f : Ω −→ [−∞,+∞) une fonction. On dit que

f est sous-harmonique sur Ω si

1. f est semi-continue supérieurement dans Ω,

2. pour tout disque fermé D(a, r) contenu dans Ω, on a :

f (a) ≤
1

2π

∫ π

−π

f (a + reiθ)dθ, (1.8)

3. f n’est pas identiquement égale à −∞.

Proposition 1.4.15. 1. Toute fonction harmonique est sous-harmonique.

2. Si f est holomorphe dans Ω et non identiquement nulle, alors, | f |p est sous-harmonique

pour tout p > 0.

Dans ce qui suit, Ω est un ouvert de C.

Définition 1.4.16. (Convergence compacte)

On dit qu’une suite ( fn)n ⊂ C(Ω) converge uniformément vers f sur les sous-ensembles com-

pacts de Ω si :

∀K ⊂ Ω compact ,∀ϵ > 0, ∃ N = N(K, ϵ) ∈ N/∀z ∈ K, ∀n > N, | fn(z) − f (z)| < ϵ.

On rappelle que C(Ω) désigne l’espace des fonctions continues de Ω dans C.

La topologie de C(Ω) est celle de la convergence compacte.

Théorème 1.4.17. (Théorème de Weiertrass)

Soit ( fn)n une suite de fonctions de H(Ω) qui converge uniformément vers f sur tous les com-

pacts de C contenus dans Ω, alors, f ∈ H(Ω). En outre, quel que soit k ∈ N, la suite ( f (k)
n )n

converge uniformément vers f (k) sur tous les compacts de C contenus dans Ω.

Proposition 1.4.18. (Lemme d’Urysohn)

Soit K un compact de Rn. Alors il existe une fonction φ de classe C∞ à support compact telle

que :

(i) 0 ≤ φ(x) ≤ 1 pour tout x ∈ Rn,

(ii) φ ≡ 1 sur un voisinage de K,
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(iii) φ ≡ 0 en dehors d’un ouvert contenant K.

Proposition 1.4.19. Soit Ω ⊂ C, un ouvert. On peut décomposer Ω en une réunion d’une suite

(Kn)n de compacts de C telle que :

(1) Pour tout n, Kn ⊂

◦

K̂n+1.

(2) Pour tout compact K de C contenu dans Ω, il existe n0 tel que K ⊂ Kn0 (donc K sera

contenu dans une infinité de Kn en vertu de (1)).

(3) Pour tout n = 1, 2, 3, · · ·, chaque composante connexe de C∞ \ Ω est contenue dans une

composante connexe et une seule de C∞ \ Kn.

1.4.2. Familles normales
Soit Ω une région de C.

Définition 1.4.20. Soit F ⊂ H(Ω) un sous-ensemble de fonctions holomorphes dans Ω. On

dit que F est une famille normale si de toute suite ( fn)n d’éléments de F , on peut extraire une

sous-suite qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de C contenus dans Ω.

Définition 1.4.21. Soit F ⊂ H(Ω). Soit K un compact de C contenu dans Ω. On dit que F est

uniformément borné sur K s’il existe une constante M = M(K) > 0 telle que :

∀ f ∈ F , ∀z ∈ K, | f (z)| ≤ M.

Théorème 1.4.22. (Théorème de Montel)

Soit F ⊂ H(Ω) un sous-ensemble de fonctions holomorphes dans Ω. Si F est uniformément

borné sur tous les sous-ensembles compacts de C contenus dans Ω, alors F est une famille

normale.

1.4.3. Définition et propriétés du noyau reproduisant d’un

espace de Hilbert
Dans cette sous-section nous présentons la notion de noyau reproduisant. Ces résultats

peuvent être retrouvés au chapitre 6 dans [7].
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Définition 1.4.23. Soit E un sous-ensemble de C. Soit H un espace de Hilbert de fonctions

définies sur E à valeurs dans C. On note par ⟨, ⟩ et par ∥.∥ respectivement le produit scalaire et

la norme sur H.

On dit qu’une fonction K de E × E dans C est un noyau reproduisant pour H si :

(a) Pour tout z ∈ E, Kz : w 7−→ Kz(w) := K(w, z) est un élément de H,

(b) Pour tout z ∈ E et pour tout f ∈ H

f (z) = ⟨ f ,Kz⟩.

En particulier, pour tous z,w ∈ Ω, Kz(w) = ⟨Kz,Kw⟩ et ∥Kz∥ = ⟨Kz,Kz⟩
1
2 = K(z, z)

1
2 .

Définition 1.4.24. On dit qu’un espace de Hilbert H de fonctions définies sur E est à noyau

reproduisant s’il existe une application K de E × E dans C qui vérifie (a) et (b).

Proposition 1.4.25. Un espace de Hilbert H de fonctions définies sur E à valeurs dans C

possède un noyau reproduisant si et seulement si pour tout z ∈ E, l’application linéaire

Ψz : H −→ C

f 7−→ f (z)

est continue.

Preuve. ⇒) Supposons que H admette un noyau reproduisant noté K. Soit z ∈ E, pour tout

f ∈ H, on a :

|Ψz( f )| = | f (z)| = |⟨ f ,Kz⟩| ≤ ∥ f ∥ ∥Kz∥ .

De plus, puisque Ψz est linéaire, on conclut que Ψz est continue.

⇐) Réciproquement, supposons que pour tout z ∈ E, Ψz soit linéaire et continue sur H. Alors,

en vertu du théorème de représentation de Riesz (voir Théorème 1.3.7), pour chaque z ∈ E, il

existe une unique fonction gz ∈ H telle que : f (z) = Ψz( f ) = ⟨ f , gz⟩ pour tout f ∈ H.

Pour conclure, montrons que la fonction K définie sur E × E par K(w, z) = gz(w) vérifie (a) et

(b) de la définition du noyau reproduisant (Définition 1.4.23).

On a :

Pour tout z ∈ E, Kz : w 7−→ Kz(w) = K(w, z) = gz(w) appartient à H car gz appartient à H.
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Pour tout z ∈ E, pour tout f ∈ H,

⟨ f ,Kz⟩ = ⟨ f , gz⟩ = f (z).

On conclut que K est un noyau reproduisant pour H.

Proposition 1.4.26. Soit H un espace de Hibert de fonctions sur E à valeurs dans C. Si K est

un noyau reproduisant pour H, alors :

(1) K est unique.

(2) ∀z,w ∈ E, K(z,w) = K(w, z) et K(z, z) ≥ 0.

(3) ∀z ∈ K, ( K(z, z) = 0⇔ f (z) = 0 pour tout f ∈ H).

(4) ∀z,w ∈ E, |K(z,w)| ≤ K(z, z)
1
2 K(w,w)

1
2 .

(5) Pour tous z1, · · · , zN ∈ E et α1, · · · , αN ∈ C,

N∑
j,k=1

K(zk, z j)α jαk ≥ 0.

(6) Pour toute base orthonormale {ϕm} de H,

K(z,w) =
∑

m

ϕm(z)ϕm(w)

et la série converge pour tout z,w ∈ E.

Preuve.

(1) Si K et K′ sont deux noyaux reproduisant pour H, alors pour tout z ∈ H, on a :

∥∥∥Kz − K′z
∥∥∥2
= ⟨Kz − K′z,Kz − K′z⟩

= ⟨Kz − K′z,Kz⟩ − ⟨Kz − K′z,K
′
z⟩

= (Kz − K′z)(z) − (Kz − K′z)(z) = 0.

Ainsi,
∥∥∥Kz − K′z

∥∥∥ = 0 et par conséquent Kz = K′z pour tout z ∈ E. Donc K = K′.

(2) Soit z,w ∈ E,
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(i) K(z,w) = Kw(z) = ⟨Kw,Kz⟩ = ⟨Kz,Kw⟩ = Kz(w) = K(w, z).

(ii) K(z, z) = ⟨Kz,Kz⟩ ≥ 0.

(3) Soit z ∈ K.

⇒) Supposons que K(z, z) = 0.

Alors, puisque K(z, z) = ⟨Kz,Kz⟩ = ∥Kz∥
2, on obtient

K(z, z) = 0 =⇒ Kz = 0

Ainsi, pour tout f ∈ H, f (z) = ⟨ f ,Kz⟩ = 0.

⇐) Réciproquement, comme Kz ∈ H et ⟨, ⟩ est non dégénéré, si pour tout f ∈ H on a

f (z) = 0, alors

0 = f (z) = ⟨ f ,Kz⟩ ∀ f ∈ H =⇒ Kz ≡ 0.

D’où K(z, z) = 0.

(4) Soit z,w ∈ E, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|K(z,w)| = |⟨Kw,Kz⟩| ≤ ∥Kz∥ ∥Kw∥ .

(5) Soient z1, · · · , zN ∈ E et α1, · · · , αN ∈ C,on a :

N∑
j,k=1

K(zk, z j)α jαk =

N∑
j,k=1

α jαk⟨Kz j ,Kzk⟩

= ⟨

N∑
j=1

α jKz j ,

N∑
j=1

αkKzk⟩

=

∥∥∥∥∥∥∥
N∑

k=1

αkKzk

∥∥∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

(6) Soit {ϕm} une base orthonormée de H. Pour w ∈ E fixé, on a :

Kw =
∑

m

⟨Kw, ϕm⟩ϕm =
∑

m

ϕm(w)ϕm.

Cette série converge pour la topologie de la norme de H. Puisque la fonction f 7−→ f (z)
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est continue, la série numérique ∑
m

ϕm(w)ϕm(z)

converge vers Kw(z) = K(z,w).

Corollaire 1.4.27. Si H est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes dans un domaine

D de C, et si K est le noyau reproduisant de H, alors K(z,w) est holomorphe en z et antiholo-

morphe en w (c’est-à-dire son conjugué est holomorphe en w).

Preuve. Soit z,w ∈ D. On a :

K(z,w) = Kw(z). Comme Kw ∈ H ⊂ H(D), alors K(z,w) est holomorphe en z.

De même, puisque K(z,w) = Kz(w) et comme Kz ∈ H ⊂ H(D), alors K(z,w) est holomorphe

en w.

Proposition 1.4.28. Soit H est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes dans un do-

maine D de C. Si H s’injecte continûment dans L1
loc(D, dA), alors H possède un noyau repro-

duisant K, et, si ϕm est une base orthonormée de H, alors la série

K(z,w) =
∑

m

ϕm(z)ϕm(w)

converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de D × D.

Où dA désigne la mesure de Lebesgue dans C et pour 0 < p < ∞ , Lp
loc(D, dA) = { f : D −→

C mesurable telle que
∫

Q
| f (z)|pdA(z) < +∞ pour tout compact Q de D}.

Corollaire 1.4.29. Soit p une fonction mesurable strictement positive sur D. Soit H un espace

de Hilbert de fonctions holomorphes dans D telles que

∥ f ∥2 =
∫

D
| f (z)|2 p(z)dA(z) < ∞.

Si p est bornée sur tout sous-ensemble compact de D, alors H s’injecte continûment dans

L1
loc(D, dA), puisque pour tout sous-ensemble compact Q de D on a d’après l’inégalité de

Cauchy-Schwarz :

∫
Q
| f |dA ≤

(∫
Q

1
p(z)

dA(z)
) 1

2
(∫

D
| f (z)|2 p(z)dA(z)

) 1
2

≤ M ∥ f ∥ .
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Jl vient donc d’après la Proposition 1.4.28 que H possède un noyau reproduisant.
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⋆ ⋆ Chapitre Deux ⋆ ⋆

DÉFINITION ET QUELQUES

PROPRIÉTÉS DES ESPACES DE FOCK

2.1. Introduction
Dans ce chapitre, nous définissons les espaces de Fock, nous établissons les propriétés ba-

siques de ces espaces et nous établissons certains résultats de densité qui seront utiles dans la

suite. Pour α > 0 et 1 ≤ p ≤ +∞ nous montrons que le projecteur Pα de L2
α(C) vers F2

α(C)

s’étend en un opérateur borné de Lp
α(C) vers F p

α(C). Nous y établissons aussi le théorème sur

la décomposition atomique des fonctions dans les espaces de Fock. Les résultats énoncés ici

peuvent être retrouvés dans [27].

Dans la suite, C désignera une constante dont la valeur peut varier d’une ligne à une autre, mais

ne dépend pas des fonctions considérées et les paramètres dont elle dépend seront précisés entre

parenthèses si besoin se pose.

On dit que deux quantités A et B sont équivalentes et on écrit A ≃ B s’il existe une constante C

telle que C−1B ≤ A ≤ CB.

2.2. Définitions et premières propriétés
Pour tout paramètre strictement positif α, on considère la mesure gaussienne

dλα(z) =
α

π
e−α|z|

2
dA(z),

où dA est la mesure de Lebesgue usuelle dans C.

Propriété 2.2.1. La mesure λα est une mesure de probabilité.
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Preuve. Par passage en coordonnées polaires, c’est-à-dire en posant z = reiθ, on a :

λα(C) =
∫
C

α

π
e−α|z|

2
dA(z) =

α

π

∫ +∞

0

∫ 2π

0
dθ e−αr2

rdr

=

∫ +∞

0
2αre−αr2

dr

= −
[
e−αr2]+∞

0
= 1.

Définition 2.2.2. Soient p > 0 et α > 0. On désigne par Lp
α l’ensemble des fonctions Lebesgue

mesurables f sur C pour lesquelles f (z)e
−α|z|2

2 appartient à Lp(C, dA).

Pour f ∈ Lp
α, on écrit :

∥ f ∥pp,α =
pα
2π

∫
C

∣∣∣∣∣ f (z)e
−α|z|2

2

∣∣∣∣∣p dA(z).

De même, pour α > 0 et p = +∞, L∞α désigne l’espace des fonctions Lebesgue mesurables f

sur C telles que :

∥ f ∥∞,α := inf{C > 0 : | f (z)e
−α|z|2

2 | ≤ C p.p. sur C} < +∞.

Au regard de cette définition, pour 0 < p < +∞, on a :

Lp
α = Lp(C, dλ pα

2
).

Mais

L∞(C, dA) ⊊ L∞α .

Théorème 2.2.3. 1. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, Lp
α muni de la norme ∥·∥p,α est un espace de

Banach.

2. Pour 0 < p < 1, Lp
α est un espace métrique complet muni de la distance d( f , g) =

∥ f − p∥pp,α.

Définition 2.2.4. Soient p > 0 et α > 0. On désigne par espace de Fock, noté F p
α, l’ensemble

des fonctions entières qui appartiennent à Lp
α, c’est-à-dire :

F p
α = Lp

α ∩H(C).

difo.solange@facsciences-uy1.cm 30 MASTER 2023-2024



Remarque 2.2.5. Il faut noter que, la mesure associée à l’espace de Fock F p
α, dλ pα

2
, dépend de

α et de p.

Proposition 2.2.6. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, F p
α est un sous-espace fermé de Lp

α.

Preuve. Soit ( fn)n∈N une suite d’éléments de F p
α qui converge vers f dans Lp

α. Nous allons

montrer que f ∈ F p
α. Pour cela, il suffit de montrer que ( fn)n converge vers f uniformément sur

les compacts de C.

Puisque ( fn)n∈N converge dans Lp
α = Lp(C, dλ pα

2
), alors, elle y est de Cauchy et il existe une

sous-suite ( fnk)k de ( fn)n telle que

fnk(z)→ f (z) presque partout dans C (2.1)

Soit K un compact de C. Alors K est borné et il existe donc une constante M > 0 telle que,

|z| ≤ M, pour tout z ∈ K.

Soit m, l ∈ N, on a fm − fl ∈ H(C). Donc | fm − fl|
p est sous-harmonique et par conséquent, elle

vérifie la propriété de la sous-moyenne. Ainsi, quel que soit z ∈ K, on a :

| fm(z) − fl(z)|p ≤
1

|D(z, 1)|

∫
D(z,1)
| fm(w) − fl(w)|pdA(w)

= C
∫

D(z,1)
| fm(w) − fl(w)|pe−

pα
2 |w|

2
e

pα
2 |w|

2
dA(w)

≤ Ce
pα
2 (1+M) ∥ fm − fl∥

p
p,α

= C(K, p, α) ∥ fm − fl∥
p
p,α .

D’où

sup
z∈K
| fm(z) − fl(z)| ≤ C(K, p, α) ∥ fm − fl∥p,α → 0

m,l→∞
.

Ainsi, ( fn)n est uniformément de Cauchy dans K . Par conséquent, elle converge uniformément

sur tout compact K de C vers une fonction g qui est holomorphe d’après le théorème de Weiers-

trass (Théorème 1.4.17). En particulier, ( fn)n converge simplement vers g dans C.

On déduit donc de (2.1) que f = g ∈ H(C). Donc f ∈ H(C). D’où f ∈ F p
α. Ce qui montre donc

que F p
α est un sous-espace fermé de Lp

α pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Corollaire 2.2.7. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, F p
α muni de la norme ∥ f ∥p,α est un espace de Banach.
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Théorème 2.2.8. Soit f ∈ F p
α, et 0 < p ≤ +∞. Pour tout z ∈ C, on a :

| f (z)| ≤ ∥ f ∥p,α e
α|z|2

2 .

Preuve. Le cas p = ∞ découle immédiatement de la définition de F∞α .

Supposons que 0 < p < +∞.

Puisque f est entière, alors | f |p est sous-harmonique. Ainsi, pour z = 0, on a pour tout r > 0 :

| f (0)|p ≤
1

2π

∫ 2π

0
| f (reiθ)|pdθ.

Multipliant cette inégalité par re−
pα
2 r2

et intégrant sur ]0,+∞[ par rapport à r, on a :

∫ ∞

0
| f (0)|pre−

pα
2 r2

dr ≤
1

2π

∫ ∞

0

∫ 2π

0
| f (reiθ)|pe−

pα
2 r2

rdθdr.

Ce qui implique que :

| f (0)|p
1

pα
≤

1
2π

∫
C

| f (z)e−
α
2 |z|

2
|pdA(z).

D’où

| f (0)|p ≤ ∥ f ∥pp,α .

Plus généralement, pour z ∈ C et f ∈ F p
α, considérons la fonction définie dans C par :

F(w) = f (z − w)eαz̄w− α2 |z|
2
.

Alors F est entière et on a :

∥F∥pp,α =
pα
2π

∫
C

| f (z − w)eαz̄w− α2 |z|
2
|pe−

pα
2 |w|

2
dA(w)

=
pα
2π

∫
C

| f (z − w)|p
[
eαRe(z̄w)− α2 |z|

2− α2 |w|
2]p

dA(w)

=
pα
2π

∫
C

| f (z − w)|p
[
e−
α
2 |z−w|2

]p
dA(w)

=
pα
2π

∫
C

| f (ζ)e−
α
2 |ζ |

2
|pdA(ζ)

= ∥ f ∥pp,α ,

où on a fait le changement de variable ζ = z − w.
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Donc F ∈ F p
α. D’après le résultat obtenu pour z = 0, on a :

|F(0)|p ≤ ∥F∥pp,α .

D’où

| f (z)| ≤ ∥ f ∥p,α e
α|z|2

2 .

Théorème 2.2.9. Si 0 < p < q < +∞, alors l’inclusion F p
α ⊂ Fq

α est continue.

Preuve. Supposons que 0 < p < q < +∞, soit f ∈ F p
α, montrons que f ∈ Fq

α. D’après le

Théorème 2.2.8, on a :

| f (z)| ≤ ∥ f ∥p,α e
α|z|2

2 .

Ainsi,

∥ f ∥qq,α =
qα
2π

∫
C

| f (z)e−
α
2 |z|

2
|qdA(z)

=
qα
2π

∫
C

| f (z)|p| f (z)|q−pe−
qα
2 |z|

2
dA(z)

≤
qα
2π

∫
C

[
∥ f ∥p,α e

α|z|2
2

]q−p
| f (z)|pe−

qα
2 |z|

2
dA(z)

≤
q
p
∥ f ∥qp,α .

D’où f ∈ Fq
α et

∥ f ∥q,α ≤
(

q
p

) 1
q

∥ f ∥p,α .

Ce qui montre aussi la continuité de l’inclusion.

2.3. Structure Hilbertienne de F2
α

2.3.1. Base Hilbertienne de F2
α

Proposition 2.3.1. Soit α > 0, l’espace de Fock F2
α = L2(C, dλα) ∩ H(C) est un espace de

Hilbert muni du produit scalaire

⟨ f , g⟩α =
∫
C

f (z)g(z)dλα(z).
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De plus, si pour tout n ∈ N, on pose

en(z) =

√
αn

n!
zn,

alors, la famille {en}n est une base orthonormée pour F2
α.

Lemme 2.3.2. Pour tout n ∈ N,
∫
C

znen(z)dλα(z) , 0.

Preuve. Soit n ∈ N, on a :

∫
C

znen(z)dλα(z) =

√
n!
αn ⟨en, en⟩α

=

√
n!
αn , 0

Preuve. Preuve de la Proposition 2.3.1

Puisque F2
α est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L2(C, dλα) muni du produit scalaire

défini pour f , g ∈ L2(C, dλα) par

⟨ f , g⟩α =
∫
C

f (z)g(z)dλα(z) ,

alors F2
α est aussi un espace de Hilbert.

Montrons que la famille {en}n est orthonormée dans F2
α.

Soit n,m ∈ N, par passage en coordonnées polaires, on a :

⟨en, em⟩α =

∫
C

en(z)em(z)dλα(z)

=
α

π

√
αn+m

n!m!

∫
C

znz̄me−α|z|
2
dA(z)

=
α

π

√
αn+m

n!m!

∫ ∞

0
rn+m+1e−αr2

dr
∫ 2π

0
ei(n−m)θdθ

=

 0 si n , m

1 si n = m

En effet, lorsque n = m, en posant ρ = αr2, et en utilisant les propriétés de la fonction Gamma
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(Rappel 1.2.16), on a :

⟨en, en⟩α =
αn+1

πn!
2π

∫ ∞

0
r2n+1e−αr2

dr

=
αn

πn!

∫ ∞

0

(
ρ

α

)n
e−ρdρ

=
1
n!

∫ ∞

0
ρne−ρdρ

=
1
n!
Γ(n + 1)

= 1,

Montrons que la famille {en}n est totale.

Soit f ∈ F2
α telle que ⟨ f , en⟩α = 0 pour tout n ∈ N. Montrons que f ≡ 0.

On a :

⟨ f , en⟩α =

∫
C

f (z)en(z)dλα(z)

= lim
R→+∞

∫
|z|<R

f (z)en(z)dλα(z).

Puisque f est une fonction entière, son développement en série de Taylor est de la forme :

f (z) =
+∞∑
k=0

akzk

avec convergence uniforme sur tout compact de C. On obtient alors par passage en coordonnées

polaires :

∫
|z|<R

f (z)en(z)dλα(z) =
+∞∑
k=0

ak

∫
|z|<R

zken(z)dλα(z)

=

+∞∑
k=0

ak

√
αn

n!
α

π

∫
r<R

rk+n+1e−αr2
dr

∫ 2π

0
ei(k−n)θdθ.

Or ∫ 2π

0
ei(k−n)θdθ =

 0 si k , n

2π si k = n.

Donc

∫
|z|<R

f (z)en(z)dλα(z) = an
α

π

√
αn

n!

∫
r<R

r2n+1e−αr2
dr

∫ 2π

0
dθ
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= an

∫
|z|<R

znen(z)dλα(z).

Ainsi, on a :

⟨ f , en⟩α = an lim
R→+∞

∫
|z|<R

znen(z)dλα(z)

= an

∫
C

znen(z)dλα(z).

La condition ⟨ f , en⟩α = 0 pour tout n ∈ N, implique donc que an = 0 pour tout n ∈ N, car∫
C

znen(z)dλα(z) , 0 pour tout n ∈ N. D’où f ≡ 0.

On conclut donc que la famille {en}n est une base orthonormale pour F2
α.

Proposition 2.3.3. (Noyau reproduisant pour F2
α)

Le noyau reproduisant de F2
α est donné par :

Kα(z,w) = eαzw̄, z,w ∈ C.

Preuve. Pour z ∈ C fixé, l’application Ψz : f 7−→ f (z) est une forme linéaire continue sur F2
α.

Ceci est visible à travers le Théorème 2.2.8. Alors d’après la Proposition 1.4.25, F2
α possède un

noyau reproduisant. De plus, comme la famille {en}n, avec en(z) =
√
αn

n! , est une base Hilber-

tienne de F2
α, alors pour tout z,w ∈ C,

∑∞
n=0 en(z)en(w) converge uniformément sur tout compact

de C × C vers Kα(z,w) d’après la Proposition 1.4.28.

Or

∞∑
n=0

en(z)en(w) =
∞∑

n=0

√
αn

n!
zn

√
αn

n!
w̄n

=

∞∑
n=0

(αzw)n

n!

= eαzw̄

Ce qui achève la preuve.

Pour tout z ∈ C, on pose

kz(w) =
Kα(w, z)
√

Kα(z, z)
= eαz̄w− α2 |z|

2

Définition 2.3.4. L’application kz est appelée le noyau reproduisant normalisé au point z.
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Exemple 2.3.5. Exemples d’éléments de F p
α, α > 0 et p > 0

1. Les fonctions constantes appartiennent à F p
α.

2. Pour z ∈ C, le noyau reproduisant Kz et le noyau reproduisant normalisé kz de F2
α appar-

tiennent à F p
α.

3. Pour tout n ∈ N, z 7−→ zn est un élément de F p
α.

Preuve.

1. Soit a ∈ C, on a :

∥a∥pp,α =
pα
2π

∫
C

|ae−
α
2 |z|

2
|pdA(z)

= |a|pλ pα
2

(C)

= |a|p < +∞

2. Soit z ∈ C, on a :

∥kz∥
p
p,α =

pα
2π

∫
C

|kz(w)e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)

=
pα
2π

∫
C

|eαz̄w− α2 |z|
2
e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)

=
pα
2π

∫
C

epαRe(z̄w)e−
pα
2 |z|

2
e−

pα
2 |w|

2
dA(w)

=
pα
2π

∫
C

e−
pα
2 |z−w|2dA(w)

=
pα
2π

∫
C

e−
pα
2 |ζ |

2
dA(ζ)

= 1

Pour p = +∞, puisque :

|kz(w)e−
α
2 |w|

2
| = e−

α
2 |z−w|2 ,

alors on a :

sup
w∈C
|kz(w)e−

α
2 |w|

2
| = 1

D’où kz ∈ F∞α . On obtient le résultat pour Kz en remarquant que Kz =
√

Kα(z, z) kz.
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2.3.2. Projection orthogonale
Puisque F2

α est un sous-espace fermé de L2(C, dλα), alors la projection orthogonale, que

nous notons Pα, de L2(C, dλα) vers F2
α existe.

Corollaire 2.3.6. La projection orthogonale

Pα : L2(C, dλα) −→ F2
α

est un opérateur intégral. Plus précisément,

Pα f (z) =
∫
C

Kα(z,w) f (w)dλα(w)

pour tout f ∈ L2(C, dλα) et tout w ∈ C.

Preuve. Fixons f ∈ L2(C, dλα) et z ∈ C. On a :

Pα f (z) = ⟨Pα f ,Kz⟩α = ⟨ f , PαKz⟩α = ⟨ f ,Kz⟩α

=

∫
C

Kα(z,w) f (w)dλα(w)

Ceci achève la preuve de ce corollaire.

Corollaire 2.3.7. Soient α > 0 et β un réel. On a :

∫
C

|eβzā|dλα(z) = e
β2 |a|2

4α

pour tout a ∈ C.

Preuve. Soit a ∈ C, de la définition du noyau reproduisant, on a :

Kα(a, a) =
∫
C

|Kα(a, z)|2dλα(z).

En remplaçant a par βa2α , on a le résultat.

Théorème 2.3.8. Pour tous α > 0 et 1 ≤ p ≤ +∞, le projecteur orthogonal Pα s’étend en un

opérateur borné de Lp
α vers F p

α. De plus, quel que soit f ∈ Lp
α, on a :

∥Pα f ∥p,α ≤ 2 ∥ f ∥p,α .
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Preuve.

Cas p = 1 : Soit f ∈ L1
α, en utilisant le théorème de Fubini et le Corollaire 2.3.7, on a :

∥Pα f ∥1,α =
α

2π

∫
C

|Pα f (z)|e−
α
2 |z|

2
dA(z)

=
α

2π

∫
C

∣∣∣∣∣απ
∫
C

f (w)eαzw−α|w|2dA(w)
∣∣∣∣∣ e− α2 |z|2dA(z)

≤
α2

2π2

∫
C

∫
C

| f (w)||eαzw|e−α|w|
2
e−
α
2 |z|

2
dA(w)dA(z)

=
α

π

∫
C

| f (w)|e−α|w|
2

(
α

2π

∫
C

|eαzw|e−
α
2 |z|

2
dA(z)

)
dA(w)

=
α

π

∫
C

| f (w)|e−α|w|
2

(∫
C

|eαzwdλ α
2
(z)

)
dA(w)

=
α

π

∫
C

| f (w)|e−α|w|
2
e
α
2 |w|

2
dA(w)

= 2 ∥ f ∥1,α .

Ce qui montre que Pα est borné de L1
α vers F1

α.

Cas p = +∞ : Soit f ∈ L∞α , soit z ∈ C. On a :

|Pα f (z)|e−
α
2 |z|

2
=

∣∣∣∣∣απ
∫
C

f (w)eαzw−α|w|2dA(w)
∣∣∣∣∣ e− α2 |z|2

≤
α

π

∫
C

| f (w)||eαzw|e−α|w|
2
e−
α
2 |z|

2
dA(w)

≤
α

π
∥ f ∥∞,α

∫
C

|eαzw|e−
α
2 |w|

2
e−
α
2 |z|

2
dA(w)

=
α

π
∥ f ∥∞,α

∫
C

e−
α
2 |z−w|2dA(w)

= 2 ∥ f ∥∞,α
α

2π

∫
C

e−
α
2 |ζ |

2
dA(ζ)

= 2 ∥ f ∥∞,α λ α2 (C)

= 2 ∥ f ∥∞,α .

Ce qui montre que Pα est borné de L∞α vers F∞α .

Cas 1 < p < +∞ : L’opérateur Pα peut encore s’écrire comme suit :

Pα f (z) =
∫
C

f (w)
2
p

eαzwe( pα
2 −α)|w|2dλ pα

2
(w).
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Considérons l’opérateur Qα défini sur Lp
α par :

Qα f (z) =
∫
C

|Kα(z,w)| f (w)dλα(w) =
∫
C

f (w)
2
p
|eαzw|e( pα

2 −α)|w|2dλ pα
2

(w).

Remarquons que, Qα est un opérateur intégral de noyau positif H(z,w) = 2
p |e
αzw|e( pα

2 −α)|w|2 . Nous

allons montrer que Qα vérifie les hypothèses du lemme de Schur (voir Théorème 1.2.10).

Soit q > 1 tel que 1
p +

1
q = 1. Considérons la fonction positive définie sur C par :

h(z) = e
α
2q |z|

2
.

Soit z ∈ C, en utilisant le Corollaire 2.3.7, on a :

∫
C

H(z,w)hq(w)dλ pα
2

(w) =
pα
2π

2
p

∫
C

|eαzw|e( pα
2 −α)|w|2e

α
2 |w|

2
e−

pα
2 |w|

2
dA(w)

=
α

π

∫
C

|eαzw|e−
α
2 |w|

2
dA(w)

= 2
∫
C

|eαzw|dλ α
2
(w)

= 2e
α
2 |z|

2
= 2hq(z).

En procédant de la même façon, pour tout w ∈ C, on a :

∫
C

H(z,w)hp(z)dλ pα
2

(z) = 2hp(w).

Puisque Lp
α = Lp(C, dλ pα

2
), alors d’après le lemme de Schur (Théorème1.2.10), Qα est un opé-

rateur borné de Lp(C, dλ pα
2

) vers Lp(C, dλ pα
2

) et sa norme vérifie :

∥Qα∥L(Lp
α) ≤ 2

1
p 2

1
q = 2.

Soit à présent f ∈ Lp
α, on a :

∥Pα f ∥pp,α ≤
pα
2π

∫
C

|Pα f (z)|pe−
pα
2 |z|

2
dA(z)

≤
pα
2π

∫
C

∣∣∣∣∣∫
C

f (w)|Kα(z,w)|dλα
∣∣∣∣∣p e−

pα
2 |z|

2
dA(z)

= ∥Qα f ∥pp,α

≤ (2 ∥ f ∥p,α)
p.
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D’où

∥Pα f ∥p,α ≤ 2 ∥ f ∥p,α .

Ce qui montre que Pα est borné de Lp
α vers F p

α.

Remarque 2.3.9. Le résultat dans le cas 1 < p < +∞ peut aussi être obtenu par le théorème

d’interpolation de Riesz-Thorin (Théorème 1.2.9).

2.4. Sous-espaces denses dans F p
α

Lemme 2.4.1. Soit α > 0, pour tout 0 < p < +∞, β ∈]0, α[, on a F2
β ⊂ F p

α et il existe C > 0

tel que pour tout f ∈ F2
β,

∥ f ∥p,α ≤ C ∥ f ∥2,β .

Preuve. Soient β ∈]0, α[, f ∈ F2
β et z ∈ C. D’après le Théorème 2.2.8, on a :

| f (z)| ≤ ∥ f ∥2,β e
β
2 |z|

2
.

Ainsi, en utilisant le fait que β < α, on a :

∥ f ∥pp,α =
pα
2π

∫
C

| f (z)|pe−
pα
2 |z|

2
dA(z)

≤
pα
2π
∥ f ∥p2,β

∫
C

e−
pα
2 |z|

2
e

pβ
2 |z|

2
dA(z)

=
pα
2π
∥ f ∥p2,β

∫
C

e−
p(α−β)

2 |z|2dA(z)

=
pα
2π
∥ f ∥p2,β

∫ 2π

0

∫ ∞

0
e−

p(α−β)
2 r2

rdrdθ

=
α

α − β
∥ f ∥p2,β .

D’où le résultat.

Proposition 2.4.2. Soient 0 < r < 1, α > 0 et 0 < p < +∞. Pour tout f ∈ F p
α, on considère la

fonction définie sur C par fr(z) = f (rz). Alors :

(a) ∥ fr − f ∥p,α →r→1−
0 .

(b) Il existe une suite {pn}n de polynômes telle que ∥pn − f ∥p,α →n→+∞
0 .
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Preuve.

(a) Puisque

fr(z) →
r→1−

f (z)

presque partout, alors montrer que ∥ fr − f ∥p,α →r→1−
0 revient à montrer que ∥ fr∥p,α →r→1−

∥ f ∥p,α.

Soit f ∈ F p
α, en faisant le changement de variables w = rz, on a :

∥ fr∥
p
p,α =

pα
2π

∫
C

| f (rz)|pe−
pα
2 |z|

2
dA(z)

=
pα

2πr2

∫
C

| f (w)|pe−
pα
2r2 |w|

2
dA(w)

=
pα

2πr2

∫
C

| f (w)|pe−
pα
2 |w|

2
e−

pα
2 ( 1

r2 −1)|w|2dA(w).

Puisque

e−
pα
2 ( 1

r2 −1)|w|2
≤ 1

pour tout w ∈ C et 0 < r < 1, alors

∥ fr∥
p
p,α ≤

pα
2πr2 ∥ f ∥

p
p,α .

On conclut d’après le Théorème de convergence dominée que : ∥ fr∥p,α →r→1−
∥ f ∥p,α.

(b) Soit f ∈ F p
α. Nous établirons que, pour tout 0 < r < 1, fr peut être approximée par sa

suite de polynômes de Taylor pour la topologie de la norme de F p
α. Fixons 0 < r < 1 et

β ∈]r2α, α[. En utilisant le Théorème 2.2.8 on montre aisément que fr ∈ F2
β et il existe

une constante positive C d’après le Lemme 2.4.1, telle que ∥g∥p,α ≤ C ∥g∥2,β , pour tout

g ∈ F2
β.

Si pn(z) =
∑n

k=0
( fr)(k)(0)

k! zk le n−ième polynôme de Taylor de fr, alors fr − pn ∈ F2
β et le

Théorème 2.2.8 donne,

∥ fr − pn∥p,α ≤ C ∥ fr − pn∥2,β →n→∞
0.

D’où (b) d’après (a).
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Théorème 2.4.3. Pour tous paramètres positifs α et γ, l’ensemble des fonctions de la forme

f (z) =
n∑

k=1

ckKγ(z,wk) =
n∑

k=1

ckeγzwk ,

n ∈ N∗,wk ∈ C, est dense dans F p
α.

Preuve. Puisque les wk sont arbitraires, on peut supposer que γ = α.

Établissons le résultat pour p = 2.

Nous allons utiliser le corollaire du théorème de Hahn-Banach (voir Théorème 1.3.18). Soit

h ∈ (F2
α)
′ = F2

α tel que pour tout w ∈ C on ait :

⟨h,Kw⟩α = 0.

Alors, par la propriété du noyau reproduisant, quel que soit w ∈ C, on a :

h(w) = ⟨h,Kw⟩α = 0.

D’où h ≡ 0 . Ce qui établit la densité pour p = 2.

Pour tout β ∈]0, α[, on sait que F2
β ⊂ F p

α et il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ F2
β,

∥ f ∥p,α ≤ C ∥ f ∥p,β .

Si f est un polynôme et {w1, · · · ,wn} sont des points de C, alors f −
∑n

k=1 ckKα(z,wk) ∈ F2
α et∥∥∥∥∥∥∥ f −

n∑
k=1

ckKα(z,wk)

∥∥∥∥∥∥∥
p,α

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥ f −
n∑

k=1

ckKα(z,wk)

∥∥∥∥∥∥∥
2,β

= C

∥∥∥∥∥∥∥ f −
n∑

k=1

ckKβ(z,
α

β
wk)

∥∥∥∥∥∥∥
2,β

,

car Kα(z,wk) = eαzwk = eβz ( αwk
β ) = Kβ(z, αβwk). Comme les fonctions de la forme z 7−→

∑n
k=1 ckKα(z, uk)

sont denses dans F2
β, alors, on conclut que tout polynôme peut être approché pour la topologie

de la norme de F p
α par des fonctions de la forme z 7−→

∑n
k=1 ckKα(z,wk). Puisque l’ensemble des

polynômes complexes est dense dans F p
α, on a le résultat voulu.

2.5. Dualité des espaces de Fock
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Théorème 2.5.1. Soient β > 0, 1 < p < +∞, et q > 1 tel que 1
p +

1
q = 1. Alors, le dual

topologique de F p
α s’identifie à Fq

β sous le crochet de dualité :

⟨ f , g⟩γ =
γ

π
lim
R→∞

∫
|z|<R

f (z)g(z)e−γ|z|
2
dA(z),

avec γ =
√
αβ.

Preuve. I) Montrons que Fq
β est inclus dans le dual topologique de F p

α.

Soit g ∈ Fq
β, considérons

F : F p
α −→ C

f 7−→ F( f ) = γ
π

lim
R→+∞

∫
|z|<R

f (z)g(z)e−γ|z|
2
dA(z).

Nous allons montrer que F est une forme linéaire continue sur K et conclure par densité que

c’est le cas pour F p
α. Soit a ∈ C, alors f (z) = eγzā ∈ K ⊂ F p

α. Par les propriétés des noyaux

Kγ(z,w) et Kα(z,w), on a d’une part :

g(a) = ⟨g,Kγ(·, a)⟩γ =
γ

π

∫
C

g(z)Kγ(a, z)e−γ|z|
2
dA(z)

=
γ

π

∫
C

g(z)eγaz̄e−γ|z|
2
dA(z)

=
γ

π

∫
C

f (z)g(z)e−γ|z|
2
dA(z). (2.2)

D’autre part, puisque γ =
√
αβ, on a :

g(a) = g
(√
α

β

γ

α
a
)
=

〈
g
(√
α

β
·

)
,Kα

(
·,
γ

α
a
)〉
α

=
α

π

∫
C

g
(√
α

β
z
)

eα(
γ
αa)z̄e−α|z|

2
dA(z)

=
α

π

∫
C

g
(√
α

β
z
)

f (z)e−α|z|
2
dA(z).

Ainsi, ∫
C

f (z)g(z)dλγ(z) =
α

π

∫
C

f (z)g
(√
α

β
z
)
e−α|z|

2
dA(z). (2.3)

Ceci montre que pour toute fonction f ∈ K ,

F( f ) =
α

π

∫
C

f (z)g
(√
α

β
z
)
e−α|z|

2
dA(z)
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=
α

π

∫
C

[
f (z)e−

α
2 |z|

2] [
ḡ
(√
α

β
z
)

e−
α
2 |z|

2

]
dA(z). (2.4)

De plus, dire que g ∈ Lq
β, est équivalent à dire que la fonction

φ(z) = g
(√
α

β
z
)
∈ Lq

α ,

et on a : ∥g∥q,β = ∥φ∥q,α.

En effet, en posant z =
√
α
β
w, on a dA(z) = α

β
dA(w) et

∥g∥qq,β =
qβ
2π

∫
C

|g(z)|qe−
qβ
2 |z|

2
dA(z)

=
qβ
2π

∫
C

∣∣∣∣∣∣g
(√
α

β
w
)∣∣∣∣∣∣q e−

qβ
2
α
β |w|

2 α

β
dA(w)

=
qα
2π

∫
C

∣∣∣∣∣∣g
(√
α

β
w
)∣∣∣∣∣∣q e−

qα
2 |w|

2
dA(w)

=
qα
2π

∫
C

|φ(w)|qe−
qα
2 |w|

2
dA(w) = ∥φ∥qq,α .

En appliquant l’inégalité de Hölder (1.1) à (2.4), on obtient :

|F( f )| ≤ C ∥ f ∥p,α ∥φ∥q,α = C ∥ f ∥p,α ∥g∥q,β , (2.5)

quel que soit f ∈ K . Ceci montre que F est une forme linéaire continue sur F p
α.

II) Montrons que le dual topologique de F p
α est inclus dans Fq

β.

Soit F : F p
α → C une forme linéaire continue. Soit z ∈ C, considérons la fonction g donnée par :

g(w) = F(eγzw).

Nous allons montrer que g ∈ Fq
β et que F( f ) = ⟨ f , g⟩γ pour tout f ∈ K .

Le fait que g soit entière découle du developpement en série entière de l’exponentielle complexe

et de la linéairité de F. Pour montrer que g ∈ Lq
β, nous allons établir que la fonction g(w)e−

β
2 |w|

2
∈

Lq(C, dA). Pour cela, considérons la fonctionnelle définie pour tout h ∈ Lp(C, dA) par

Φ(h) =
∫
C

h(w)g(w)e−
β
2 |w|

2
dA(w).
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Il suffit de montrer que Φ est une forme linéaire continue sur Lp(C, dA). Sans nuire à la gé-

néralité, nous supposons que h est à support compact dans C (densité des fonctions à support

compact dans Lp(C, dA)). Dans ce cas, l’intégrale

∫
C

h(w)eγzwe−
β
2 |w|

2
dA(w)

converge pour la topologie de la norme de F p
α et en posant w =

√
α
β
ζ, on a :

Φ(h) =
∫
C

h(w)F(eγzw)e−
β
2 |w|

2
dA(w)

= F
(
h(w)F(eγzw)e−

β
2 |w|

2
dA(w)

)
=
α

β
F

(
h
(√
α

β
ζ

)
eαzζe−

α
2 |w|

2
dA(w)

)
=
π

β
F(Pα(φ)),

où quel que soit ζ ∈ C,

φ(ζ) = h
(√
α

β
ζ

)
e
α
2 |ζ |

2
.

De plus, en posant w =
√
α
β
ζ, on a :

∥h∥pp =
∫
C

|h(w)|pdA(w)

=
α

β

∫
C

∣∣∣∣∣∣h
(√
α

β
ζ

)∣∣∣∣∣∣p dA(ζ)

=
α

β

∫
C

|φ(ζ)e−
α
2 |ζ |

2
|pdA(ζ)

=
2π
pβ
∥φ∥pp,α .

Puisque la projection Pα est bornée de Lp
α vers F p

α, et F est continue, on conclut que

|φ(h) ≤ C ∥F∥ ∥Pα(φ)∥p,α | ≤ C ∥Pα∥ ∥φ∥p,α ≤ C ∥h∥p .

Ceci montre que Φ est continue. On conclut que g ∈ Fq
β.

Finalement, si f (z) = eγzā pour un certain a ∈ C, alors comme dans (2.2) on a :

⟨ f , g⟩γ = g(a) = F( f ).
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Ceci combiné avec la densité de K dans F p
α achève la preuve du théorème.

Corollaire 2.5.2. La suite {kz}z∈C converge faiblement vers 0 dans F p
α lorsque z→ ∞.

Preuve. Soit β > 0, et γ tel que γ =
√
αβ, on sait que le dual topologique de F p

α s’identifie à Fq
β

avec 1
p +

1
q = 1, sous le crochet de dualité :

⟨ f , g⟩γ =
γ

π
lim
R→∞

∫
|z|<R

f (z)g(z)e−γ|z|
2
dA(z).

Soit f ∈ Fq
β, quel que soit z ∈ C, on a

|⟨ f , kz⟩γ| ≤ ∥ f ∥q,β ∥kz∥p,α = ∥ f ∥q,β .

Car pour tout z ∈ C, ∥kz∥p,α = 1. De plus, quel que soit |w| < R, on a :

| f (w)kz(w)e−γ|w|
2
| = | f (w)||eαzw− α2 |z|

2−γ|w|2 |

≤

(
sup
|w|<R
| f (w)|e−γ|w|

2

)
eα|z||w|−

α
2 |z|

2

= Ce−
α
2 |z|(|z|−2|w|) →

z→∞
0.

On conclut par le théorème de convergence dominée que

⟨ f , kz⟩γ →
z→∞

0.

Proposition 2.5.3. Pour tout f ∈ F p
α et pour tout z ∈ C, on a :

f (z) = ⟨ f ,Kz⟩α.

Preuve. Soit f ∈ F p
α. Nous avons établi dans le Théorème 2.4.3 ci-dessus que l’ensemble

K =

 m∑
j=1

a jKγ(·, z j) : m ∈ N∗, z j ∈ C et a j ∈ C, j = 1, 2, . . . ,m


est dense dans F p

α. Or :

K ⊂ F2
α ∩ F p

α ⊂ F p
α.
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Donc F2
α ∩ F p

α est dense dans F p
α. Ainsi, il existe une suite { fn}n d’éléments de F2

α ∩ F p
α qui

converge vers f dans F p
α lorsque n→ +∞.

Pour tout n ∈ N et pour tout z ∈ C, on a par la propriété du noyau reproduisant de F2
α :

fn(z) = ⟨ fn,Kz⟩α.

Soit z ∈ C, en utilisant le Théorème 2.2.8, on a :

| fn(z) − f (z)| ≤ ∥ fn − f ∥p,α e
α
2 |z|

2
→

n→∞
0.

D’où

∀ z ∈ C, fn(z) →
n→+∞

f (z).

De plus, quel que soit z ∈ C, on a :

|⟨ fn − f ,Kz⟩α| ≤ ∥ fn − f ∥p,α ∥Kz∥q,α →n→+∞
0,

avec 1
p +

1
q = 1. Ce qui montre que,

⟨ fn,Kz⟩α →
n→+∞

⟨ f ,Kz⟩α.

Il vient de l’unicité de la limite que, quel que soit z ∈ C,

f (z) = ⟨ f ,Kz⟩α.

2.6. Décomposition atomique
La décomposition atomique des espaces de Fock est un résultat fondamental et puissant

pour l’étude de ces espaces. Pour établir cela, nous avons besoin d’une notion très importante :

la notion de treillis, que nous définirons ci-dessous et dont l’existence vient du lemme de recou-

vrement de Besicovitch. Plus de détails sur cette notion peuvent être consultés au chapitre 4 de

[26], au chapitre 1 de [27] et dans [16].

Définition 2.6.1. Soit r > 0, on dit que la suite {z j}
∞
j=1 ⊂ C est un r−treillis si
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(a)
∞

∪
j=1

D(z j, r) = C ;

(b) Les disques euclidiens {D(z j,
r
4 )}∞j=1 sont deux à deux disjoints.

Des conditions (a) et (b), on déduit qu’il existe N ∈ N tel que pour tout z ∈ C, on ait :

1 ≤
∞∑
j=1

χD(z j,r)(z) ≤ N. (2.6)

Ceci signifie que chaque élément z ∈ C est contenu dans au plus N disques D(z j, r).

Propriété 2.6.2. Si 0 < r < 1 et {z j}
+∞
j=1 ⊂ C est un r−treillis, alors pour tout j, il existe un

sous ensemble mesurable D j tel que :

(a) D(z j,
r
4 ) ⊂ D j ⊂ D(z j, r) pour tout j ;

(b) D j ∩ Dk = ∅ si k , j ;

(c) D1 ∪ D2 ∪ · · · = C.

Preuve. Voir Lemme 4.11 dans [26].

Propriété 2.6.3. Soient µ une mesure de Borel positive sur C et {z j}
+∞
j=1 ⊂ C un r−treillis avec

0 < r < 1, alors pour tout f ∈ L1(C, dµ), on a :

∫
C

f (z)dµ(z) =
∞∑
j=1

∫
D j

f (z)dµ(z).

Si de plus f est mesurable positive alors la relation (2.6) nous permet d’avoir :

∫
C

f (z)dµ(z) =
∞∑
j=1

∫
D j

f (z)dµ(z) ≤ N
∫
C

f (z)dµ(z). (2.7)

En effet, on a :

∫
C

f (z)dµ(z) =
∞∑
j=1

∫
D j

f (z)dµ(z)

≤

∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

f (z)dµ(z)

=

∫
C

∞∑
j=1

χD(z j,r)(z) f (z)dµ(z)

≤ N
∫
C

f (z)dµ(z).
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Rappels 2.6.4. (Inégalité de Young)

Pour tous a ≥ 0 et b ≥ 0, on a :

ab ≤
a2

2ϵ
+ ϵ

b2

2
.

Nous aurons besoin des lemmes suivants pour établir le théorème principal sur la décompo-

sition atomique des fonctions dans les espaces de Fock.

Lemme 2.6.5. Pour tous 0 < r < 1 et x > 0, on a :

erx − 1 ≤ rex.

Preuve. Soient 0 < r < 1 et x > 0, alors pour tout k ≥ 1, rk ≤ r et on a :

erx =

+∞∑
k=0

(rx)k

k!
= 1 +

+∞∑
k=1

(rx)k

k!

≤ 1 + r(
+∞∑
k=1

(x)k

k!
) = 1 + r(ex − 1)

Puisque ex ≥ 1 pour tout x ≥ 0, on a :

erx − 1 ≤ r(ex − 1) ≤ rex.

Lemme 2.6.6. Soit {z j}
+∞
j=1 un r−treillis quelconque dans C. Pour tout nombre positif δ, il existe

une constante C > 0 telle que pour tout w ∈ C, on ait :

∞∑
j=1

e−δ|z j−w|2 ≤ C.

Preuve. Voir Lemme 1.12 dans [27].

Théorème 2.6.7. Soit 0 < p ≤ +∞. Alors, il existe une constante positive r0 telle que pour

tout r ∈]0, r0[, l’espace F p
α est exactement constitué des fonctions de la forme

f (z) =
+∞∑
k=1

λkkzk(z), (2.8)

avec {λk}
∞
k=1 ∈ lp et {zk}

+∞
k=1 un r−treillis. De plus, il existe une constante C telle que, pour tout
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f ∈ F p
α,

C−1 ∥ f ∥p,α ≤ inf ∥{λk}∥lp ≤ C ∥ f ∥p,α

où le inf est pris sur toutes les suites {λk}
+∞
k=1 ∈ lp donnant lieu à la décomposition (2.8).

Preuve. Soient r > 0 et {zk}
+∞
k=1 un r−treillis.

I) Montrons que
{∑+∞

k=1 λkkzk(z)
}
⊂ F p

α.

1. Si 0 < p ≤ 1 et f est donnée par (2.8) avec {λk}
+∞
k=1 ∈ lp, alors d’après l’inégalité de Hölder

(1.7), on a pour tout z ∈ C :

∣∣∣∣ f (z)e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣p =

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

λkkzk(z)e−
α
2 |z|

2

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤

+∞∑
k=1

|λk|
p|kzk(z)e−

α
2 |z|

2
|p.

En multipliant par pα
2π et intégrant sur C, on a :

pα
2π

∫
C

∣∣∣∣ f (z)e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣p dA(z) ≤

+∞∑
k=1

|λk|
p pα

2π

∫
C

|kzk(z)e−
α
2 |z|

2
|pdA(z)

=

+∞∑
k=1

|λk|
p
∥∥∥kzk

∥∥∥p

p,α

=

+∞∑
k=1

|λk|
p < +∞,

car
∥∥∥kzk

∥∥∥p

p,α
= 1.

D’où f ∈ F p
α et par la définition de la borne inférieure, on a :

∥ f ∥pp,α ≤ inf ∥{λk}∥
p
lp .

2. Si {λk} ∈ l∞ et f est donnée par (2.8), alors en utilisant le Lemme 2.6.6, on a :

| f (z)e−
α
2 |z|

2
| =

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

λkkzk(z)

∣∣∣∣∣∣∣ e− α2 |z|2
≤

+∞∑
k=1

|λk||kzk(z)|e−
α
2 |z|

2

≤ ∥{λk}∥∞

+∞∑
k=1

e−
α
2 |zk−z|2

≤ C ∥{λk}∥l∞ .
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D’où f ∈ F∞α et par la définition de la borne inférieure, on a :

∥ f ∥∞,α ≤ C inf ∥{λk}∥l∞ .

En interpolant entre p = 1 et p = +∞, on obtient le résultat pour p ∈]1,+∞[ et on conclut que,

pour tout p ∈]0,+∞] et {λk}
+∞
k=1 ∈ lp, la fonction f donnée par (2.8) appartient à F p

α et on a :

∥ f ∥pp,α ≤ C inf ∥{λk}∥
p
lp .

où C dépend de p, α, r et le inf est pris sur toutes les suites {λk}
+∞
k=1 ∈ lp donnant lieu à la décom-

position (2.8).

II) Nous établirons la seconde partie du théorème juste pour les 1 ≤ p ≤ +∞, puisque notre

travail est centré sur les espaces de Fock avec 1 ≤ p < +∞.

Nous supposons dans la suite que r ∈]0, 1[ et considérons l’opérateur linéaire Tr défini surH(C)

par :

Tr( f )(z) =
α

π

∞∑
j=1

eαzz̄ j−
α
2 |z j |

2
∫

D j

f (w)e−
α
2 |w|

2+αiIm(z jw)dA(w).

Où {D j} est la suite associée au r−treillis {λk}, donnée par la Propriété 2.6.2.

Nous établirons que Tr est un opérateur linéaire borné sur F p
α et nous estimerons ∥I − Tr∥, la

norme d’opérateur de I − Tr sur F p
α.

Posons Dr = I − Tr. Si f ∈ F p
α, alors d’après la Proposition 2.5.3,

f (z) = ⟨ f ,Kz⟩α

=

∫
C

f (w)ezwdλα(w)

=
α

π

∫
C

f (w)ezw−α|w|2dA(w)

=
α

π

∞∑
j=1

∫
D j

f (w)eαzw− α2 |w|
2−αiIm(z jw)e−

α
2 |w|

2+αiIm(z jw)dA(w).

Jl vient que,

Dr f (z) =
α

π

∞∑
j=1

∫
D j

f (w)H(z, z j,w)dA(w), (2.9)

avec

H(z, z j,w) = e−
α
2 |w|

2+αiIm(z jw)
[
eαzw− α2 |w|

2−αiIm(z jw) − eαzz̄ j−
α
2 |z j |

2]
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Estimons la norme de Dr sur F∞α et sur F1
α.

Soit f ∈ F∞α , d’après (2.9), on a :

|Dr f (z)|e−
α
2 |z|

2
≤
α

π

+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

| f (w)|e−
α
2 |z|

2
|H(z, z j,w)|dA(w)

≤
α

π
∥ f ∥∞,α

+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

e−
α
2 |z|

2
e
α
2 |w|

2
|H(z, z j,w)|dA(w)

≤
α

π
∥ f ∥∞,α Jr(z),

où

Jr(z) =
+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

e−
α
2 |z|

2
|eαzw− α2 |w|

2−αiIm(z jw) − eαzz̄ j−
α
2 |z j |

2
|dA(w).

Des calculs élémentaires sur les nombres complexes permettent d’obtenir d’une part :

αzw −
α

2
|w|2 − αiIm(z jw) −

α

2
|z|2 = −

α

2
|z − w|2 + αiIm(zw) − αiIm(z jw)

= −
α

2
|z − w|2 + αiIm((z − z j)w),

et d’autre part :

αzz̄ j −
α

2
|z j|

2 −
α

2
|z|2 = −

α

2
|z − z j|

2 + αiIm(zz j)

= −
α

2
|z − z j|

2 + αiIm((z − z j)z j) car Im(|z j|
2) = 0.

Ainsi, on a :

Jr(z) =
+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

∣∣∣∣e− α2 |z−w|2+αiIm((z−z j)w) − e−
α
2 |z−z j |

2+αiIm((z−z j)z j)
∣∣∣∣ dA(w)

=

+∞∑
j=1

e−
α
2 |z−z j |

2
∫

D(z j,r)

∣∣∣∣1 − e−
α
2 |z−w|2+ α2 |z−z j |

2+αiIm((z−z j)w)−αiIm((z−z j)z j)
∣∣∣∣ dA(w)

=

+∞∑
j=1

e−
α
2 |z−z j |

2
∫

D(z j,r)

∣∣∣∣1 − e−
α
2 |z−w|2+ α2 |z−z j |

2+αiIm((z−z j)(w−z j))
∣∣∣∣ dA(w)

Or

−
α

2
|z − w|2 +

α

2
|z − z j|

2 + αiIm((z − z j)(w − z j)) = −
α

2
|w|2 +

α

2
|z j|

2 + αRe(z(w − z j)) + αiIm(z − z j)(w − z j)

difo.solange@facsciences-uy1.cm 53 MASTER 2023-2024



= −
α

2
|w − z j|

2 + αRe(z − z j)(w − z j) + αiIm(z − z j)(w − z j)

= −
α

2
|w − z j|

2 + α(z − z j)(w − z j).

En posant par la suite u = w − z j, on a :

Jr(z) =
+∞∑
j=1

e−
α
2 |z−z j |

2
∫

D(z j,r)

∣∣∣∣1 − e−
α
2 |w−z j |

2+α(z−z j)(w−z j)
∣∣∣∣ dA(w)

=

+∞∑
j=1

e−
α
2 |z−z j |

2
∫
|u|<r

∣∣∣∣1 − e−
α
2 |u|

2+α(z−z j)u
∣∣∣∣ dA(u).

Nous rappelons que pour tout ζ ∈ C, on a :

|1 − eζ | =

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ζk

k!

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|ζ |k

k!
= e|ζ | − 1. (2.10)

Ainsi, pour tout |u| ≤ r, en utilisant (2.10), le Lemme 2.6.5, l’inégalité de Young ( pour ϵ = 2)

et le fait que 0 < r < 1, on a :

∣∣∣∣1 − e−
α
2 |u|

2+α(z−z j)u
∣∣∣∣ ≤ e|−

α
2 |u|

2+α(z−z j)u| − 1

≤ e
α
2 r2+α|z−z j |r − 1 ≤ e

α
2 r+α|z−z j |r − 1

≤ re
α
2+α|z−z j |

≤ re
α
2 eα(1+

|z−z j |
2

4 )

= re
3
2αe

α
4 |z−z j |

2
= Cre

α
4 |z−z j |

2
,

avec C = e
3
2α. Et par conséquent, en utilisant le Lemme 2.6.6, on a :

Jr(z) ≤ Cr
+∞∑
j=1

e−
α
2 |z−z j |

2
e
α
4 |z−z j |

2
∫
|u|<r

dA(u)

= Cr
+∞∑
j=1

e−
α
4 |z−z j |

2
πr2

= Cπr3
+∞∑
j=1

e−
α
4 |z−z j |

2

≤ Cr3 ≤ Cr.
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Ainsi,

|Dr f (z)|e−
α
2 |z|

2
≤
α

π
∥ f ∥∞,α Jr(z)

≤
Crα
π
∥ f ∥∞,α

= Cr ∥ f ∥∞,α .

avec C qui dépend uniquement de α.

D’où

∥Dr f ∥∞,α ≤ Cr ∥ f ∥∞,α .

Il ressort que la norme d’opérateur de Dr sur F∞α vérifie :

∥Dr∥F∞α −→F∞α ≤ Cr, 0 < r < 1. (2.11)

Estimons à présent la norme d’opérateur de Dr sur F1
α.

Soit f ∈ F1
α, de (2.9), on a :

|Dr f (z)| ≤
α

π

+∞∑
j=1

∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2
∣∣∣∣eαzz j−

α
2 |z j |

2
− eαzw− α2 |w|

2−αiIm(z jw)
∣∣∣∣ dA(w).

En multipliant cette inégalité par e−
α
2 |z|

2
et en intégrant sur C, on obtient en utilisant le Théorème

de Fubini (voir Théorème 1.1.11) :

∫
C

|Dr f (z)|e−
α
2 |z|

2
dA(z) ≤

α

π

+∞∑
j=1

∫
D j
| f (w)|e−

α
2 |w|

2
H(z j,w)dA(w),

où

H(z j,w) =
∫
C

e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣eαzz j−

α
2 |z j |

2
− eαzw− α2 |w|

2−αiIm(z jw)
∣∣∣∣ dA(z).

Par des calculs élémentaires sur des nombres complexes, on a :

αzz j −
α

2
|z j|

2 −
α

2
|z|2 = −

α

2
|z − z j|

2 + αiIm(zz j)

= −
α

2
|z − z j|

2 + αiIm((z − z j)z j) car Im(|z j|
2) = 0.
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et on a aussi

−
α

2
|z|2 + αzw −

α

2
|w|2 − αiIm(z jw) = −

α

2
|z − w|2 + αiIm(zw) − αiIm(z jw)

= −
α

2
|z − w|2 + αiIm ((z − z j)w)

Donc en faisant le changement de variables ζ = z − z j, on a :

H(z j,w) =
∫
C

∣∣∣∣e− α2 |z−z j |
2+αiIm((z−z j)z j) − e−

α
2 |z−w|2+αiIm((z−z j)w)

∣∣∣∣ dA(z)

=

∫
C

∣∣∣∣e− α2 |z−z j |
2
− e−

α
2 |z−w|2+αiIm(z−z j)(w−z j)

∣∣∣∣ dA(z)

=

∫
C

∣∣∣∣e− α2 |ζ |2 − e−
α
2 |ζ−(w−z j)|2+αiIm(ζ)(w−z j)

∣∣∣∣ dA(ζ)

=

∫
C

e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣1 − e−

α
2 |z−(w−z j)|2+αiIm(z)(w−z j)+ α2 |z|

2
∣∣∣∣ dA(z)

=

∫
C

e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣1 − e−

α
2 |w−z j |

2+αz(w−z j)
∣∣∣∣ dA(z).

En utilisant le théorème de Fubini, on a :

∫
C

|Dr f (z)|e−
α
2 |z|

2
dA(z) ≤

α

π

+∞∑
j=1

∫
D j
| f (w)|e−

α
2 |w|

2

(∫
C

e−
α
2 |z|

2
∣∣∣∣1 − e−

α
2 |w−z j |

2+αz(w−z j)
∣∣∣∣ dA(z)

)
dA(w)

=
α

π

∫
C

+∞∑
j=1

(∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2− α2 |z|
2
∣∣∣∣1 − e−

α
2 |w−z j |

2+αz(w−z j)
∣∣∣∣ dA(w)

)
dA(z).

Pour tout w ∈ D j ⊂ D(z j, r), on a |w − z j| < r et en utilisant le Lemme 2.6.5 et l’inégalité de

Young (voir Rappel 2.6.4) ( pour ϵ = 2), on a :

|1 − e−
α
2 |w−z j |

2+αz(w−z j)| ≤ e|−
α
2 |w−z j |

2+αz(w−z j)| − 1

≤ e
α
2 r2+α|z|r − 1 ≤ e

α
2 r+α|z|r − 1

≤ re
α
2+α|z|

≤ re
3α
2 +

α
4 |z|

2
= Cre

α
4 |z|

2
.

Donc

∥Dr f ∥1,α ≤ Cr
α

π

∫
C

+∞∑
j=1

∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2− α2 |z|
2
e
α
4 |z|

2
dA(w)dA(z)
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= Cr
α

π

∫
C

+∞∑
j=1

∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2
e−
α
4 |z|

2
dA(w)dA(z)

= Cr
α

π

+∞∑
j=1

∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2
dA(w)

∫
C

e−
α
4 |z|

2
dA(z).

Puisque ∫
C

e−
α
4 |z|

2
dA(z) =

4π
α
,

alors, on a d’après (2.7)

∥Dr f ∥1,α ≤ Cr
α

π

4π
α

+∞∑
j=1

∫
D j

| f (w)|e−
α
2 |w|

2
dA(w)

≤ 4CrN
∫
C

| f (w)|e−
α
2 |w|

2
dA(w)

≤ Cr ∥ f ∥1,α .

D’où

∥Dr∥F1
α−→F1

α
≤ Cr, 0 < r < 1. (2.12)

Pour r suffisamment petit, (2.11) et (2.12) deviennent :

∥Dr∥F1
α−→F1

α
< 1 et ∥Dr∥F∞α −→F∞α < 1.

On déduit du théorème d’interpolation de Riesz Thorin que pour 1 ≤ p ≤ +∞ :

∥Dr∥F p
α−→F p

α
< 1.

Ceci montre, d’après le Théorème 1.3.21 que pour un r suffisamment petit que nous notons r0,

l’opérateur Tr est inversible sur F p
α pour tout 1 ≤ p ≤ +∞. Dans ce cas, on a : pour tout f ∈ F p

α,

il existe g ∈ F p
α tel que f = Trg ou encore g = T−1

r f , et on obtient la décomposition :

f (z) = Trg(z) =
+∞∑
j=1

eαzz̄ j−
α
2 |z j |

2 α

π

∫
D j

g(w)e−
α
2 |w|

2+αiIm(z jw)dA(w),

c’est-à-dire que

f (z) =
+∞∑
j=1

kz j(z)λ j,
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avec

λ j =
α

π

∫
D j

g(w)e−
α
2 |w|

2+αiIm(z jw)dA(w). (2.13)

Montrons que pour tout g ∈ F p
α, la suite {λ j} donnée par (2.13) appartient à lp.

Soit g ∈ F p
α, en utilisant l’inégalité de Hölder (1.1) et (2.7), on a :

+∞∑
j=1

|λ j|
p =

+∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣απ
∫

D j

g(w)e−
α
2 |w|

2+αiIm(z jw)dA(w)

∣∣∣∣∣∣p
≤

+∞∑
j=1

αp

πp

∫
D j

|g(w)e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)(

∫
D j

dA(w))
p
q

≤

+∞∑
j=1

αp

πp

∫
D j

|g(w)e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)

(∫
D(z j,r)

dA(w)
) p

q

≤ C
+∞∑
j=1

∫
D j

|g(w)e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)

≤ N
pα
2π

∫
C

|g(w)e−
α
2 |w|

2
|pdA(w)

= C ∥g∥pp,α < +∞

Ceci achève la preuve du théorème dans le cas 1 ≤ p ≤ +∞.

Consulter le Théorème 2.34 dans [27] pour le cas 0 < p < 1.

Remarque 2.6.8. (Remarque très importante)

La constante r0 donnée par le Théorème 2.6.7 sera utilisée dans les prochains chapitres.
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⋆ ⋆ Chapitre Trois ⋆ ⋆

CARACTÉRISATION DES SYMBOLES

f POUR LESQUELS H f EST BORNE

(resp. COMPACT)

3.1. Introduction
L’étude des opérateurs de Hankel sur les espaces de Fock a été initiée par Berger et Coburn

dans [2] où ils ont étudié la compacité des opérateurs de Hankel induits par des symboles bor-

nés. Bauer dans [1] a caractérisé la continuité et la compacité des H f induits par les fonctions

réelles sur F2
1 . Plus tard dans [21], Perälä, Schuster et Virtanen ont étendu le résultat sur F p

α, avec

1 < p < +∞. Hu et Wang dans [14] ont obtenu des conditions équivalentes sur les fonctions f

à valeurs réelles pour lesquelles H f de F p
α vers Lq

α est borné (compact), pour 1 ≤ p, q < +∞.

Ensuite, Lv dans [18] a établi les propriétés de H f sur les espaces de Fock à poids F p
ϕ avec

1 ≤ p < +∞. Leur étude était restreinte aux symboles à valeurs réelles et pour ceux complexes,

ils donnaient des caractérisations équivalentes pour H f et H f̄ . Hu et Lv dans [13] ont caractérisé

les symboles complexes f pour lesquels H f est borné (compact) sur l’espace de Fock à poids

F p
ϕ avec 1 ≤ p < +∞.

Une question naturelle surgit donc suite à ces travaux : pour 1 ≤ p, q < +∞, comment carac-

tériser la continuité (resp. compacité) de H f de F p
α vers Lq

α induit par des symboles f à valeurs

complexes. L’objectif de ce chapitre est de répondre à cette question en nous appuyant sur les

travaux de E. Wang et Z. Xu dans [24].

3.2. Mesures (p, q)-Carleson

59



Rappels 3.2.1. Sauf mention contraire, Lp désignera Lp(C,BC, dA), où BC désigne la tribu de

Borel sur C et dA(z) = dxdy la mesure de Lebesgue sur C.

Nous rappelons (Voir Théorème 2.4.3) que pour tous paramètres positifs α et γ l’ensemble

K =

 m∑
j=1

a jKγ(·, z j) : m ∈ N∗, z j ∈ C et a j ∈ C, j = 1, 2, . . . ,m

 ,
est un sous-espace dense dans F p

α. Puisque les z j sont arbitraires, on posera en général γ = α.

Posons

Γ =
{
f mesurable dans C telle que : f kz ∈ ∪p≥1Lp

α, pour tout z ∈ C
}

(3.1)

Définition 3.2.2. Soit 0 < p, q < +∞ et soit µ une mesure de Borel sur C positive et finie.

1. On dit que µ est une mesure (p, q)-Carleson pour F p
α si l’opérateur Id : F p

α ↪→ Lq
α(dµ) est

borné. C’est-à-dire, il existe une constante C telle que pour tout f ∈ F p
α,

(∫
C

| f (z)e−
α
2 |z|

2
|qdµ(z)

) 1
q

≤ C ∥ f ∥p,α .

2. On dit que µ est une mesure (p, q)-Carleson évanescente pour F p
α si l’opérateur Id :

F p
α ↪→ Lq

α(dµ) est compact. C’est-à-dire pour toute suite borné { fk}k d’éléments de F p
α

qui converge vers 0 uniformément sur les sous-ensembles compacts de C, on a :

lim
k→∞

∫
C

| fk(z)e−
α
2 |z|

2
|qdµ(z) = 0.

Dans ce qui suit, nous rappelons deux importantes caractérisations des mesures de Carleson

établis par Xu et Lv dans [11].

Théorème 3.2.3. Soient 0 < p ≤ q < +∞ et µ une mesure de Borel positive sur C. Alors, on

a les assertions suivantes :

(A) µ est une mesure (p, q)-Carleson pour F p
α si et seulement si il existe (ou quelque soit)

r ∈]0, r0],

sup
z∈C
µ(D(z, r)) < +∞. (3.2)

De plus,

∥Id∥q
F p
α↪→Lq

α(dµ)
≃ sup

z∈C
µ(D(z, r)). (3.3)
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(B) µ est une mesure (p, q)-Carleson évanescente pour F p
α si et seulement s’il existe (ou quel

que soit) r ∈]0, r0] tel que,

lim
z→∞
µ(D(z, r)) = 0. (3.4)

Théorème 3.2.4. Soient 0 < q < p < +∞ et µ une mesure positive de Borel sur C. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(A) µ est une mesure (p, q)-Carleson pour F p
α ;

(B) µ est une mesure (p, q)-Carleson évanescente pour F p
α ;

(C) il existe (ou quel que soit) r ∈]0, r0] tel que,

µ(D(·, r)) ∈ L
p

p−q . (3.5)

De plus,

∥Id∥q
F p
α↪→Lq

α(dµ)
≃ ∥µ(D(·, r))∥

L
p

p−q
. (3.6)

3.3. Propriétés de H f de F p
α vers Lq

α pour 1 ≤ p, q < +∞

Définition 3.3.1. Soit 1 ≤ p, q < +∞. Étant donnée une fonction f ∈ Γ (voir 3.1), le grand

opérateur de Hankel (ou tout simplement l’opérateur de Hankel) induit par le symbole f est

densément défini de F p
α vers Lq

α par : quel que soit g ∈ K ⊂ F p
α, z ∈ C,

H f g(z) = (Id − Pα)( f g)(z)

=

∫
C

( f (z) − f (w))Kα(z,w)g(w)e−α|w|
2
dA(w),

où Id désigne l’opérateur identité sur Lp
α.

Dans cette section, nous caractériserons les symboles f à valeurs complexes pour lesquels

H f s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F p
α vers Lq

α. Pour cela, nous aurons besoin

d’une fonction auxiliaire Gq,r( f ), qui avait premièrement été introduite par Luecking dans [17].

Définition 3.3.2. Soient q ≥ 1 et r > 0. Pour f ∈ Lq
loc, on définit pour tout z ∈ C

Gq,r( f )(z) = inf


(

1
|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f − h|qdA

) 1
q

: h ∈ H(D(z, r))

 .
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Propriété 3.3.3. Soient z ∈ C, f ∈ Lq
loc, et w ∈ D(z, r

2 ), il existe C > 0, tel qu’on ait :

Gq, r2 ( f )(w) ≤ CGq,r( f )(z). (3.7)

Preuve. En effet, pour w ∈ D(z, r
2 ), on a D(w, r

2 ) ⊂ D(z, r). Ainsi, pour toute fonction h ∈

H(D(z, r)), on a h ∈ H(D(w, r
2 )) et

∫
D(w, r2 )

| f − h|qdA ≤
∫

D(z,r)
| f − h|qdA,

ce qui implique

1
|D(w, r

2 )|

∫
D(w, r2 )

| f − h|qdA ≤
1

|D(w, r
2 )|

∫
D(z,r)
| f − h|qdA.

D’où par la propriété de la borne inférieure, on a :

Gq
q, r2

( f )(w) ≤
1

|D(w, r
2 )|

∫
D(z,r)
| f − h|qdA =

|D(z, r)|
|D(w, r

2 )|
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f − h|qdA.

Et par suite, on a :

Gq
q, r2

( f )(w) ≤ 4Gq
q,r( f )(z).

En prenant C = 4
1
q on a le résultat.

Définition 3.3.4. Soit r > 0. On rappelle que l’opérateur moyenne locale Mr sur L1
loc est défini

par

Mr( f )(z) =
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)

f (w)dA(w) ,

pour tous f ∈ L1
loc et z ∈ C.

Remarque 3.3.5. Puisque la fonction nulle est une fonction holomorphe, alors pour tout f ∈

Lq
loc et pour tout, z ∈ C Gq,r( f )(z) ≤ Mr(| f |q)

1
q (z).

Propriété 3.3.6. Soit r > 0.

1. Pour f ∈ L1
loc ; telle que f soit holomorphe ; on a :

| f | ≤ Mr(| f |), presque partout dans C.
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2. Dans L∞, on a :

∥Mr( f )∥L∞ ≤ ∥ f ∥L∞ .

Preuve. Voir Corollaire 2.1.16 dans [9].

3.3.1. Caractérisation des symboles f pour lesquels H f de F p
α

vers Lq
α est borné (resp. compact) pour 1 ≤ p ≤ q < +∞

Dans cette sous section, nous établissons deux principaux théorèmes qui caractérisent les

symboles complexes f pour lesquels H f de F p
α vers Lq

α est borné (resp. compact) pour 1 ≤ p ≤

q < +∞.

Théorème 3.3.7. Soit 1 ≤ p ≤ q < +∞. Alors pour f ∈ Γ, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(A) H f : F p
α −→ Lq

α est borné ;

(B) il existe (ou quel que soit) r ∈]0, r0] , Gq,r( f ) ∈ L∞ ;

(C) f admet une décomposition f = f1 + f2, où f1 ∈ C
1(C) satisfait

∂ f1 ∈ L∞, (3.8)

et f2 a la propriété suivante : il existe (ou quel que soit) r > 0,

Mr(| f2|
q)

1
q ∈ L∞. (3.9)

De plus, ∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≃

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
≃

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞
. (3.10)

Pour établir la preuve de ce théorème, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.3.8. Soient r ∈]0, r0] et {z j}
∞
j=1 un r

2−treillis dans C. Pour tout j ≥ 1, il existe

h j ∈ H(D(z j, r)) telle que :

1
|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

| f − h j|
qdA ≤ Gq

q,r( f )(z j). (3.11)
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Preuve. Soit j ≥ 1, on a :

Gq,r( f )(z j) = inf


(

1
|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

| f − h|qdA
) 1

q

: h ∈ H(D(z j, r))


Ainsi, de la propriété de la borne inférieure, quel que soit k ≥ 1, il existe h j,k ∈ H(D(z j, r)) tel

que (
1

|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

| f − h j,k|
q dA

) 1
q

≤ Gq,r( f )(z j) +
1
k
. (3.12)

Montrons que {h j,k}k est une famille uniformément bornée dans D(z j, r).

Soit K un compact contenu dans D(z j, r) et soit z ∈ K. Puisque, quel que soit k ≥ 1, h j,k est

holomorphe, alors |h j,k|
q est sous-harmonique. Ainsi, pour tout ρ > 0 tel que D(z, ρ) ⊂ D(z j, r),

on a :

|h j,k(z)|q ≤
1

|D(z, ρ)|

∫
D(z,ρ)
|h j,k(w)|qdA(w)

≤ C(K)
1

|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

|h j,k(w) − f (w) + f (w)|qdA(w).

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Minkowski (1.3) et (3.12), on obtient :

|h j,k(z)| ≤ C(K)
(

1
|D(z j, r)|

) 1
q
(∫

D(z j,r)
|h j,k(w) − f (w)|qdA(w)

) 1
q

+

(∫
D(z j,r)

| f (w)|qdA(w)
) 1

q


≤ C(K)
[
Gq,r( f )(z j) +

1
k
+Gq,r( f )(z j)

]
≤ C(K)(2Gq,r( f )(z j) + 1).

Ce qui montre que {h j,k}k est une famille uniformément bornée dans D(z j, r), et par consé-

quent une famille normale. On peut ainsi en extraire une sous suite qui converge uniformément

sur les compacts de C contenu dans D(z j, r) vers une fonction h j ∈ H(D(z j, r)) lorsque k → +∞.

En appliquant le lemme de Fatou (Lemme1.2.12) à (3.12), on obtient :

1
|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

| f − h j|
qdA ≤ Gq

q,r( f )(z j).

Lemme 3.3.9. Soit 1 ≤ p ≤ q < +∞. Soit f ∈ Γ qui admet la décomposition f = f1 + f2. Si

on suppose que f1 satisfait (3.8) et f2 satisfait (3.9) comme au Théorème 3.3.7, alors :

difo.solange@facsciences-uy1.cm 64 MASTER 2023-2024



1. La mesure dµ = |∂ f1|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson pour F p

α et

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ≤ C
∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
. (3.13)

2. La mesure dν = | f2|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson pour F p

α et

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dν) ≤ C
∥∥∥∥Mr(| f2|

q)
1
q

∥∥∥∥
L∞
. (3.14)

Preuve. Soit r ∈]0, r0],

1. Soit z ∈ C, on a :

µ(D(z, r)) =
∫

D(z,r)
dµ =

∫
D(z,r)
|∂ f1|

qdA

≤

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥q

L∞

∫
D(z,r)

dA(w)

≤ πr2
0

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥q

L∞
.

D’où supz∈C µ(D(z, r)) ≤ πr2
0

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥q

L∞
< +∞. Il vient du Théorème 3.2.3 que dµ = |∂ f1|

qdA

est une mesure (p, q)−Carleson sur F p
α et

∥Id∥
q
F p
α↪→Lq

α(dµ)
≃ sup

z∈C
µ(D(z, r)) ≤ C

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥q

L∞
.

2. Soit z ∈ C, en utilisant la Propriété 3.3.6, on a :

ν(D(z, r)) =
∫

D(z,r)
dν(w) =

∫
D(z,r)
| f2|

q(w)dA(w)

≤

∫
D(z,r)

Mr(| f2|
q)(w)dA(w) =

∫
D(z,r)

[Mr(| f2|
q)

1
q (w)]qdA(w)

≤ πr2
0

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥q

L∞
.

D’où, supz∈C µ(D(z, r)) ≤ πr2
0

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥q

L∞
< ∞. Il vient du Théorème 3.2.3 que dν =

| f2|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson pour F p

α et

∥Id∥
q
F p
α↪→Lq

α(dν)
≃ sup

z∈C
µ(D(z, r)) ≤ C

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥q

L∞
.
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Lemme 3.3.10. (Proposition 1.4 dans [20])

Soit ϕ une fonction sous-harmonique telle que ∆ϕ soit une mesure double. La solution u de

l’équation ∂u = f de norme minimal dans L2(e−2ϕ) est telle que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞,∥∥∥ue−ϕ
∥∥∥

Lp(C)
<
∼

∥∥∥ f e−ϕρ
∥∥∥

Lp(C)
.

Preuve. (Preuve du Théorème 3.3.7)

Montrons que (A) ⇒ (B) . Soit r ∈]0, r0] fixé. Soit z ∈ C, on rappelle que pour tout w ∈ C, on

a :

|kz(w)|e−
α
2 |w|

2
= e−

α
2 |z−w|2 .

Ainsi, quel que soit w ∈ D(z, r), on a :

|kz(w)|e−
α
2 |w|

2
≥ e−

qα
2 r2
≥ e−

qα
2 r2

0 . (3.15)

Puisque la fonction kz est holomorphe et ne s’annule pas, alors Pα( f kz)
kz
∈ H(D(z, r)). En utilisant

(3.15) et la définition de la borne inférieure dans la Définition 3.3.2, on obtient :

∥∥∥H f kz

∥∥∥q

q,α
=

qα
2π

∫
C

| f kz(w) − Pα( f kz)(w)|qe−
qα
2 |w|

2
dA(w)

=
qα
2π

∫
C

∣∣∣∣∣ f (w) −
Pα( f kz)

kz

∣∣∣∣∣q |kz(w)|qe−
qα
2 |w|

2
dA(w)

≥
qα
2π

∫
D(z,r)

∣∣∣∣∣ f (w) −
Pα( f kz)

kz

∣∣∣∣∣q |kz(w)|qe−
qα
2 |w|

2
dA(w)

≥ C
∫

D(z,r)

∣∣∣∣∣ f (w) −
Pα( f kz)

kz

∣∣∣∣∣q dA(w)

≥ C|D(z, r)|Gq
q,r( f )(z)

= CGq
q,r( f )(z). (3.16)

De plus, comme ∥kz∥p,α = 1 et H f : F p
α −→ Lq

α est borné, alors

∥∥∥H f kz

∥∥∥q

q,α
≤

∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
∥kz∥

q
p,α =

∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
.

Par conséquent, Gq,r( f ) ∈ L∞ et

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
≤ C

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
. (3.17)

D’où (B).
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Montrons que (B) ⇒ (C). Soit r ∈]0, r0] tel que Gq,r( f ) ∈ L∞. Fixons {z j}
∞
j=1 un r

2−treillis

dans C et {ϕ j}
∞
j=1 une partition de l’unité (voir Théorème 1.3.13) subordonnée au recouvrement

{D(z j,
r
2 )}∞j=1 de C, telle que |∂ϕ j| ≤ C. (L’existence d’une telle partition de l’unité vient du

lemme d’Urysohn (Lemme 1.4.18 ) et la dernière propriété sur les dérivées partielles vient du

fait que les fonctions soient C∞ à support compact et uniformément bornées.)

En utilisant le Lemme 3.3.8, on construit une suite {h j} associée au r
2−treillis {z j}

∞
j=1, avec

h j ∈ D(z j, r) et vérifiant (3.11) . Définissons les fonctions f1 et f2 comme suit :

f1(z) =
+∞∑
j=1

h j(z)ϕ j(z) ∈ C∞(C)

et f2 = f − f1. Soit z ∈ C, posons Jz = { j : z ∈ D(z j,
r
2 )}. D’après (2.6),

|Jz| :=
+∞∑
j=1

χD(z j,
r
2 )(z) ≤ N. (3.18)

Si z ∈ D(z j,
r
2 )∩D(zk,

r
2 ), alors D(z, r

2 ) ⊂ D(z j, r) et D(z, r
2 ) ⊂ D(zk, r). Ainsi, la sous-harmonicité

de |h j − hk|
q donne :

|h j(z) − hk(z)|q ≤
1

|D(z, r
2 )|

∫
D(z, r2 )

|h j(w) − hk(w)|qdA(w)

=
1

|D(z, r
2 )|

∫
D(z, r2 )

|h j(w) − f (w) + f (w) − hk(w)|qdA(w).

En utilisant l’inégalité de Minkowski (1.3) et (3.11), on obtient :

|h j(z) − hk(z)| ≤ 4
1
q

( 1
|D(z j, r)|

) 1
q
(∫

D(z j,r)
|h j − f |qdA

) 1
q

+

(
1

|D(zk, r)|

) 1
q
(∫

D(zk ,r)
|hk − f |qdA

) 1
q


≤ C[Gq,r( f )(z j) +Gq,r( f )(zk)]. (3.19)

Si on suppose que 1 ∈ Jz, alors on a :

f1(z) =
+∞∑
j=1

h j(z)ϕ j(z)

=

+∞∑
j=1

(h j(z) − h1(z))ϕ j(z) +
+∞∑
j=1

h1(z)ϕ j(z)

= h1(z) +
+∞∑
j=1

(h j(z) − h1(z))ϕ j(z),
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car
∑+∞

j=1 ϕ j = 1.

Puisque quel que soit j, on a h j ∈ H(D(z j, r)) et supp ϕ j ⊂ D(z j,
r
2 ), alors

∂ f1(z) =
+∞∑
j=1

(h j(z) − h1(z))∂ϕ j(z).

D’où

|∂ f1(z)| ≤
+∞∑
j=1

|h j(z) − h1(z)||∂ϕ j(z)|

≤ C
∑
j∈Jz

|h j(z) − h1(z)|

Ainsi, de (3.19), on a :

|∂ f1(z)| ≤ C
∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j). (3.20)

En utilisant le fait que Gq,r( f ) ∈ L∞, (3.18) et (3.20) impliquent que

sup
z∈C
|∂ f1(z)| ≤ C

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
(3.21)

d’où (3.8).

Soit z ∈ C, puisque le disque D(z, r) ne rencontre qu’un nombre fini de disques D(z j,
r
2 ), alors

l’inégalité de Minkowski, le fait que supp ϕ j ⊂ D(z j,
r
2 ), 0 ≤ ϕ j ≤ 1 pour tout j, et le Lemme

3.3.8, donnent :

Mr(| f2|
q)

1
q (z) =

(
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f2|

qdA
) 1

q

=

(
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f − f1|

qdA
) 1

q

=

 1
|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f
∞∑
j=1

ϕ j −

∞∑
j=1

h jϕ j|
qdA


1
q

≤

+∞∑
j=1

(
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)
|( f − h j)ϕ j|

qdA
) 1

q

≤

+∞∑
j=1

 1
|D(z, r)|

∫
D(z,r)∩D(z j,

r
2 )
| f − h j|

qdA
 1

q

≤

(
1
4

) 1
q ∑

j∈Jz

Gq,r( f )(z j) (3.22)
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Ainsi,

Mr(| f2|
q)

1
q (z) ≤ C

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
(3.23)

car Gq,r( f ) ∈ L∞. D’où (3.9).

De plus, (3.21) et (3.23) impliquent que

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞
≤ C

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
. (3.24)

Montrons que (C)⇒ (A). Supposons que f admette la décomposition suivante : f = f1+ f2,

avec f1 qui satisfait (3.8) et f2 qui satisfait (3.9). Alors quel que soit g ∈ F p
α, nous pouvons

remarquer que H f1g est la solution canonique de l’équation ∂u = g∂ f1. En effet, pour g ∈ F p
α,

on a H f1g = f1g − Pα( f1g). Comme Pα( f1g), g ∈ H(C), alors ∂(H f1g) = g∂ f1. En appliquant la

Proposition 1.4 dans [20] avec ϕ(z) = α2 |z|
2, on a :

∥∥∥H f1g
∥∥∥

q,α
≤ C

∥∥∥∥g∂ f1

∥∥∥∥
q,α
. (3.25)

Soit g ∈ F p
α, en appliquant le Lemme 3.3.9, on a :

∥∥∥∥g∂ f1

∥∥∥∥
q,α
=

(qα
2π

) 1
q
(∫
C

|g(z)e−
α
2 |z|

2
|q|∂ f1|

qdA(z)
) 1

q

=

(qα
2π

) 1
q
(∫
C

|g(z)e−
α
2 |z|

2
|qdµ(z)

) 1
q

= ∥g∥Lq
α(dµ)

≤ ∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ∥g∥p,α

≤ C
∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
∥g∥p,α .

Ceci combiné à (3.25) donnent :

∥∥∥H f1g
∥∥∥

q,α
≤ C

∥∥∥∥g∂ f1

∥∥∥∥
q,α
≤ C

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
∥g∥p,α . (3.26)

Puisque l’opérateur Id − Pα : Lq
α −→ Fq

α est borné, en appliquant la deuxième partie du Lemme

3.3.9 pour f2, quel que soit g ∈ F p
α, on a :

∥∥∥H f2g
∥∥∥

q,α
= ∥(Id − Pα)( f2g)∥q,α

≤ C ∥ f2g∥q,α = C
(qα

2π

) 1
q
(∫
C

|ge−
α
2 |z|

2
|q| f2|

qdA(z)
) 1

q
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= C
(qα

2π

) 1
q
(∫
C

|ge−
α
2 |z|

2
|qdν(z)

) 1
q

= C ∥g∥Lq
α(dν)

≤ C ∥Id∥
q
F p
α↪→Lq

α(dν)
∥g∥p,α

≤ C
∥∥∥∥Mr(| f2|

q)
1
q

∥∥∥∥
L∞
∥g∥p,α ,

où dν(z) = | f2|
qdA(z).

D’où ∥∥∥H f2g
∥∥∥

q,α
≤ C

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞
∥g∥p,α . (3.27)

De (3.26) et (3.27), on a : quel que soit g ∈ F p
α

∥∥∥H f g
∥∥∥

q,α
=

∥∥∥H f1g + H f2g
∥∥∥

q,α
≤

∥∥∥H f1g
∥∥∥

q,α
+

∥∥∥H f2g
∥∥∥

q,α

≤ C
(∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞

)
∥g∥p,α .

Ce qui montre que H f : F p
α −→ Lq

α est borné et

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤ C

(∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞

)
. (3.28)

De plus, (3.17), (3.28) et (3.24) donnent :

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
≤ C

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤ C1

(∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞

)
≤ C2

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

L∞
.

D’où (3.10). Ce qui achève la preuve du théorème.

Théorème 3.3.11. Soit 1 ≤ p ≤ q < +∞. Alors pour f ∈ Γ, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(A) H f : F p
α −→ Lq

α est compact ;

(B) il existe (ou quel que soit) r ∈]0, r0] , limz→∞Gq,r( f )(z) = 0 ;

(C) f admet une décomposition f = f1 + f2, où f1 ∈ C
1(C) satisfait

lim
z→∞
|∂ f1(z)| = 0, (3.29)
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et il existe (ou quel que soit) r > 0, tel que

lim
z→∞

Mr(| f2|
q)

1
q (z) = 0 . (3.30)

Preuve. Montrons que (A) ⇒ (B). Supposons que H f : F p
α −→ Lq

α soit compact. En utilisant

(3.16) dans la preuve du Théorème 3.3.7, pour tout z ∈ C, on a : Gq,r( f )(z) ≤ C
∥∥∥H f kz

∥∥∥
q,α

.

D’après le Corollaire 2.5.2 {kz}z∈C est borné dans F p
α et y converge faiblement vers 0 lorsque

z→ ∞. La compacité de H f entraine que, limz→∞

∥∥∥H f kz

∥∥∥
q,α
= 0. Ainsi limz→∞Gq,r( f )(z) = 0.

D’où (A)⇒ (B).

Montrons que (B)⇒ (C). Supposons que (B) soit vraie. De (3.20) et (3.22), on a :

|∂ f1(z)| ≤ C
∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j)

et

Mr(| f2|
q)

1
q (z) ≤ C

∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j).

En faisant tendre z vers∞, on obtient (C).

Montrons que (C) ⇒ (A). Supposons que (C) soit vraie, alors (3.29) et (3.30) impliquent

que
∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
L∞
= 0 et

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
L∞
= 0. En posant dµ = |∂ f1|

qdA et dν = | f2|
qdA, on obtient en

procédant comme dans la preuve du Lemme 3.3.9 que, quel que soit r ∈]0, r0],

lim
z→∞
µ(D(z, r)) = 0

et

lim
z→∞
ν(D(z, r)) = 0.

Ce qui montre, d’après le Théorème 3.2.3, que dµ et dν sont des mesures (p, q)−Carleson éva-

nescentes pour F p
α.

Soit {gk}
∞
k=1 une suite bornée dans F p

α qui converge uniformément vers 0 sur les compacts de

C lorsque k → ∞. Alors, lorsque k → ∞, il vient de (3.25) et de la définition de mesure

(p, q)−Carleson évanescente que, ,

∥∥∥H f1(gk)
∥∥∥

q,α
≤ C

∥∥∥∥gk∂ f1

∥∥∥∥
q,α
= C ∥gk∥Lq

α(dµ) → 0,
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et ∥∥∥H f2(gk)
∥∥∥

q,α
≤ C ∥ f2gk∥q,α = C ∥gk∥Lq

α(dν) → 0.

Ceci conduit à :

lim
k→∞

∥∥∥H f (gk)
∥∥∥

q,α
= 0.

D’où H f : F p
α −→ Lq

α est compact. Ce qui achève la preuve du théorème.

3.3.2. Caractérisation des symboles f pour lesquels H f de F p
α

vers Lq
α est borné (resp. compact) pour 1 ≤ q < p < +∞

A présent, nous caractérisons les symboles à valeurs complexes pour lesquels les opérateurs

H f sont à la fois bornés et compacts de F p
α vers Lq

α, pour 1 ≤ q < p < +∞. Les inégalités de

Khinchine nous seront utiles pour établir ces résultats.

Définition 3.3.12. Pour k = 1, 2, · · ·, on définit la fonction de Rademacher rk sur R par :

r0(t) =

 1 si 0 ≤ t − [t] < 1
2

−1 si 1
2 ≤ t − [t] < 1

et rk(t) = r0(2kt), où [t] désigne la partie ent¨ière inférieure de t (c’est-à-dire le plus grand entier

inférieur ou égal à t).

Proposition 3.3.13. (Inégalités de Khinchine) Pour 0 < l < +∞, il existe des constantes

positives C1 et C2 dépendant de l uniquement, telles que pour tout m ≥ 1 et tous nombres

complexes b1, b2, · · · , bm, on ait :

C1

 m∑
k=1

|bk|
2


l
2

≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
m∑

k=1

bkrk(t)

∣∣∣∣∣∣∣
l

dt ≤ C2

 m∑
k=1

|bk|
2


l
2

(3.31)

Théorème 3.3.14. Soit 1 ≤ q < p < +∞. Posons 1
s =

1
q −

1
p > 0. Alors, pour f ∈ Γ, les

assertions suivantes sont équivalentes :

(A) H f : F p
α −→ Lq

α est borné ;

(B) H f : F p
α −→ Lq

α est compact ;

(C) il existe (ou quelque soit) r ∈ ]0, r0
2 ] , Gq,r( f ) ∈ Ls ;
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(D) f admet une décomposition f = f1 + f2, où f1 ∈ C
1(C) satisfait

∂ f1 ∈ Ls, (3.32)

et f2 a la propriété suivante : il existe (ou quel que soit) r > 0,

Mr(| f2|
q)

1
q ∈ Ls. (3.33)

En outre, pour tout r ∈ ]0, r0
2 ],

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≃

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

Ls . (3.34)

Pour établir la preuve de ce théorème, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.15. Soit 1 ≤ q < p < ∞ et soit f ∈ Γ admettant la décomposition f = f1 + f2. Si

on suppose que f1 satisfait (3.32) et f2 satisfait (3.33), alors :

(a) La mesure dµ = |∂ f1|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson (évanescente) pour F p

α et pour

tout r ∈]0, r0],

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ≤ C
∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
. (3.35)

(b) La mesure dν = | f2|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson (évanescente) pour F p

α et

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dν) ≤ C
∥∥∥∥Mr(| f2|

q)
1
q

∥∥∥∥
Ls
. (3.36)

Preuve. Soit r ∈]0, r0]. On rappelle que s = pq
p−q , et s

q =
p

p−q =
1

1− q
p
> 1.

(a) En utilisant l’inégalité de Hölder (1.1) et le théorème de Fubini (Théorème 1.1.11), on a :

∥µ(D(·, r))∥
p

p−q

L
p

p−q
=

∫
C

|µ(D(z, r))|
p

p−q dA(z) =
∫
C

[∫
D(z,r)
|∂ f1|

q(w)dA(w)
] p

p−q

dA(z)

≤

∫
C

[∫
D(z,r)
|∂ f1(w)|sdA(w)

] q
s

s
q
[∫

D(z,r)
dA(w)

](1− q
s ) s

q

dA(z)

= C
∫
C

∫
D(z,r)
|∂ f1(w)|sdA(w)dA(z) = C

∫
C

∫
C

χD(z,r)(w)|∂ f1(w)|sdA(w)dA(z)

= C
∫
C

|∂ f1(w)|s
[∫
C

χD(z,r)(w)dA(z)
]

dA(w)
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≤ C
∫
C

|∂ f1(w)|sdA(w). (3.37)

Ce qui montre que µ(D(., r)) ∈ L
p

p−q . On déduit du Théorème 3.2.4 et (3.37) que µ est une

mesure (p, q)−Carleson (évanescente) pour F p
α et

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ≃ ∥µ(D(·, r))∥
L

p
p−q
≤ C

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥q

Ls
.

(b) En utilisant le théorème de Fubini (Théorème 1.1.11) , on a :

∥ν(D(·, r))∥
p

p−q

L
p

p−q
=

∫
C

|ν(D(z, r))|
p

p−q dA(z) =
∫
C

[∫
D(z,r)
| f2(w)|qdA(w)

] p
p−q

dA(z)

=

∫
C

[
|D(z, r)|

1
|D(z, r)|

∫
D(z,r)
| f2|

q(w)dA(w)
] p

p−q

dA(z)

=

∫
C

|D(z, r)|
s
q
[
Mr(| f2|

q)(z)
] s

q dA(z)

= C
∫
C

[
Mr(| f2|

q)
1
q (z)

]s
dA(z). (3.38)

Ce qui montre que ν(D(., r)) ∈ L
p

p−q . On déduit du Théorème 3.2.4 et (3.38) que ν est une

mesure (p, q)−Carleson (évanescente) pour F p
α et

∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ≃ ∥ν(D(·, r))∥
L

p
p−q
≤ C

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥q

Ls
.

Preuve. (Preuve du Théorème 3.3.14) Puisque tout opérateur compact est borné, alors l’im-

plication (B)⇒ (A) est triviale. Nous montrerons les implications (A)⇒ (C)⇒ (D)⇒ (B).

Montrons que (A)⇒ (C). Soit r ∈]0, r0
2 ] fixé et {zk}

∞
k=1 un r−treillis. D’après le Lemme 2.6.6,

on sait que, quel que soit {λk} ∈ lp, la fonction définie sur C par :

gt(z) =
+∞∑
k=1

λkrk(t)kzk(z)

appartient à F p
α et ∥gt∥p,α ≤ C ∥{λk}∥lp . Le fait que H f soit borné implique

∥∥∥H f gt

∥∥∥
q,α
≤

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
∥gt∥p,α ≤ C

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
∥{λk}∥lp .
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Or ∥{λk}∥lp = ∥{|λk|
q}∥

1
q

l
p
q
. Donc

∥∥∥H f gt

∥∥∥
q,α
≤ C

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
∥{|λk|

q}∥
1
q

l
p
q
.

Les inégalités de Khinchine (3.31) nous permettent d’écrire

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

|λkrk(t)kzk(z)

∣∣∣∣∣∣∣
q

dt ≃

 ∞∑
k=1

|λk|
2|kzk(z)|2


q
2

car quel que soit k, |rk| = 1.

Puisque pour tout j

|λ j|
2|H f kz j |

2 ≤

+∞∑
k=1

|λk|
2|H f kzk |

2

et pour tous j ≥ 1 et z ∈ D(z j,
r
4 ),

|kz j(z)|qe−
qα
2 |z|

2
= e−

qα
2 |z−z j |

2
≥ e−

qα
128 r2

0 .

Alors on obtient, en appliquant le Théorème de Fubini (Théorème 1.1.11) et (2.7), que :

∫ 1

0

∥∥∥H f gt

∥∥∥q

q,α
dt =

∫ 1

0

qα
2π

∫
C

|H f gt(z)|qe−
qα
2 |z|

2
dA(z)dt

=
qα
2π

∫
C

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

λkrk(t)H f kzk(z)

∣∣∣∣∣∣∣
q

dt

 e−
qα
2 |z|

2
dA(z)

≥ C
∫
C

 +∞∑
k=1

|λk|
2|H f kzk |

2


q
2

e−
qα
2 |z|

2
dA(z)

≥ C
+∞∑
j=1

∫
D(z j,

r
4 )

 +∞∑
k=1

|λk|
2|H f kzk |

2


q
2

e−
qα
2 |z|

2
dA(z)

≥ C
+∞∑
j=1

∫
D(z j,

r
4 )

(
|λ j|

2|H f kz j |
2
) q

2 e−
qα
2 |z|

2
dA(z)

= C
+∞∑
j=1

|λ j|
q
∫

D(z j,
r
4 )
| f (z)kz j(z) − Pα( f kz j)(z)|qe−

qα
2 |z|

2
dA(z)

= C
+∞∑
j=1

|λ j|
q
∫

D(z j,
r
4 )

∣∣∣∣∣∣ f (z) −
Pα( f kz j)(z)

kz j(z)

∣∣∣∣∣∣q |kz j(z)|qe−
qα
2 |z|

2
dA(z)

≥ C
+∞∑
j=1

|λ j|
q
∫

D(z j,
r
4 )

∣∣∣∣∣∣ f (z) −
Pα( f kz j)(z)

kz j(z)

∣∣∣∣∣∣q dA(z)
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≥ C
+∞∑
j=1

|λ j|
q
[
Gq, r4 ( f )(z j)

]q
.

Ainsi,

+∞∑
j=1

|λ j|
q
[
Gq, r4 ( f )(z j)

]q
≤

∫ 1

0

∥∥∥H f gt

∥∥∥q

q,α
dt

≤ C
∫ 1

0

∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
∥{|λk|

q}∥
l

p
q

dt

= C
∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
∥{|λk|

q}∥
l

p
q
.

Et par conséquent, quel que soit {λk} ∈ lp, on a :

∑+∞
j=1 |λ j|

q
[
Gq, r4 ( f )(z j)

]q

∥{|λk|
q}∥

l
p
q

≤ C
∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
. (3.39)

Puisque p
q > 1 et q

p +
p−q

p = 1, alors d’après la Proposition 1.2.15, on a :

∥∥∥∥{|Gq, r4 ( f )(z j)|q
}

j

∥∥∥∥
l

p
p−q
=

 +∞∑
j=1

[
Gq, r4 ( f )(z j)

] qp
p−q


p−q

p

= sup
{a j} j∈l

p
q \{0}

∑+∞
j=1 |a j|

[
Gq, r4 ( f )(z j)

]q∥∥∥{a j} j

∥∥∥
l

p
q

≤ C
∥∥∥H f

∥∥∥q

F p
α−→Lq

α
,

où on a utilisé (3.39) avec {λ j = |a j|
1
q }.

D’où
+∞∑
j=1

[
Gq, r4 ( f )(z j)

]s
≤ C

∥∥∥H f

∥∥∥s

F p
α−→Lq

α
.

Car s = pq
p−q . Il est important de remarquer que cette majoration ne dépend pas de r.

Rappelons que d’après la Propriété 3.3.3, pour z ∈ C et w ∈ D(z, r), on a

Gq,r( f )(w) ≤ CGq,2r( f )(z).

On obtient ainsi :

∫
C

[
Gq,r( f )(z)

]s
dA(z) ≤

+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

[
Gq,r( f )(z)

]s
dA(z)
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≤ C
+∞∑
j=1

∫
D(z j,r)

[
Gq,2r( f )(z j)

]s
dA(z)

= C
+∞∑
j=1

[
Gq,2r( f )(z j)

]s

≤ C
∥∥∥H f

∥∥∥s

F p
α−→Lq

α
. (3.40)

Ce qui montre que Gq,r( f ) ∈ Ls.

Montrons que (C) ⇒ (D). Supposons qu’il existe r ∈]0, r0
2 ] tel que Gq,r( f ) ∈ Ls. Comme

dans la preuve du Théorème 3.3.7, définissons les fonctions f1 et f2 comme suit :

f1(z) =
+∞∑
j=1

h j(z)ϕ j(z) ∈ C∞(C) et f2 = f − f1,

où {ϕ j} est une partition de l’unité subordonnée au recouvrement {D(z j,
r
2 )} de C avec |∂ϕ j| ≤ C.

Soit j ≥ 1 fixé, quel que soit u ∈ C tel que z j ∈ D(u, r
2 ), d’après la Propriété 3.3.3 on a :

Gq,r( f )(z j) ≤ CGq,r( f )(u).

En prenant la moyenne sur D(z j,
r
2 ) des Gq,r( f )(u) avec u ∈ D(z j,

r
2 ) tel que z j ∈ D(u, r

2 ), on a :

Gq, r2 ( f )(z j) ≤
C

|D(z j,
r
2 )|

∫
D(z j,

r
2 )

Gq,r( f )(u)dA(u).

Puisque s > 1, en appliquant l’inégalité de Hölder (1.1), on a :

[
Gq, r2 ( f )(z j)

]s
≤

C
|D(z j,

r
2 )|

∫
D(z j,

r
2 )

[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u). (3.41)

Soit z ∈ C, en appliquant l’inégalité (1.6) à (3.20), on a :

|∂ f1(z)| ≤ C
∑
j∈Jz

Gq, r2 ( f )(z j)

≤ C

∑
j∈Jz

[
Gq, r2 ( f )(z j)

]s


1
s

|Jz|
1− 1

s .

Et (3.41) implique que :

|∂ f1(z)|s ≤ C
∑
j∈Jz

[
Gq, r2 ( f )(z j)

]s
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≤
C

|D(z j,
r
2 )|

∑
j∈Jz

∫
D(z j,

r
2 )

[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u)

≤
C

|D(z, r)|

∫
D(z,2r)

[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u).

Ceci est obtenu en observant que, puisque r ∈]0, r0
2 ] alors 2r ∈]0, r0] et pour z ∈ D(z j,

r
2 ), on a

D(z j,
r
2 ) ⊂ D(z, 2r). En intégrant cette inégalité sur C par rapport à la mesure de Lebesgue et en

appliquant le Théorème de Fubini (Théorème 1.1.11), on a :

∫
C

|∂ f1(z)|sdA(z) ≤
∫
C

C
|D(z, r)|

∫
D(z,2r)

[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u)dA(z)

= C
∫
C

∫
C

1
|D(z, r)|

χD(z,2r)(u)
[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u)dA(z)

= C
∫
C

[
Gq,r( f )(u)

]s
(∫
C

1
|D(z, r)|

χD(z,2r)(u)dA(z)
)

dA(u).

Or pour tout z, u ∈ C, χD(z,2r)(u) = χD(u,2r)(z). Donc
∫
C
χD(z,2r)(u)dA(z) =

∫
C
χD(u,2r)(z)dA(z) =

|D(u, 2r)|. Ainsi, ∫
C

|∂ f1(z)|sdA(z) ≤ C
∫
C

[
Gq,r( f )(u)

]s
dA(u). (3.42)

Ce qui montre que ∂ f1(z) ∈ Ls.

Soit z ∈ C, en appliquant (1.6) à (3.22 ) et en utilisant (3.41), on obtient :

Mr(| f2|
q)

1
q (z) ≤ C

∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j)

≤ C

∑
j∈Jz

[
Gq,r( f )(z j)

]s


1
s

≤ C

∑
j∈Jz

[
1

|D(z j, r)|

∫
D(z j,r)

[
Gq,2r( f )(u)

]s
dA(u)

]
1
s

≤ C
{

C
|D(z, r)|

∫
D(z,2r)

[
Gq,2r( f )(u)

]s
dA(u)

} 1
s

.

En intégrant cette inégalité sur C par rapport à la mesure de Lebesgue et en appliquant le théo-

rème de Fubini, comme avec ∂ f1 plus haut, on obtient :

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
Ls
≤ C

∥∥∥Gq,2r( f )
∥∥∥

Ls . (3.43)

Ce qui montre que Mr(| f2|
q)

1
q ∈ Ls. D’où (D).
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De plus, (3.42) et (3.43) impliquent que

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
Ls
≤ C

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

Ls . (3.44)

Montrons que (D) =⇒ (B). D’après le Lemme 3.3.15, la mesure dµ = |∂ f1|
qdA est une

mesure (p, q)−Carleson pour F p
α. Soit g ∈ K , en utilisant (3.25) et (3.35), on a :

∥∥∥H f1g
∥∥∥

q,α
≤ C

∥∥∥∥g∂ f1

∥∥∥∥
q,α
= C ∥g∥Lq

α(dµ) ≤ C ∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dµ) ∥g∥p,α

≤ C
∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
∥g∥p,α .

Par densité de K dans F p
α, on déduit que H f1 est borné de F p

α vers Lq
α avec

∥∥∥H f1

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤ C

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
. (3.45)

Puisque dµ est aussi une mesure (p, q)−Carleson évanescente alors l’injection Id : F p
α ↪→

Lq
α(dµ) est compacte. Ainsi, si {gk}

∞
k=1 est une suite bornée dans F p

α qui converge uniformément

vers 0 sur les compacts de C lorsque k → +∞, alors

∥∥∥H f1gk

∥∥∥
q,α
≤ C

∥∥∥∥gk∂ f1

∥∥∥∥
q,α
= C

(
|gk(z)|qe−

qα
2 |z|

2
dµ(z)

) 1
q
→

k→+∞
0.

Ce qui montre que H f1 : F p
α −→ Lq

α est compact.

De plus, la mesure dν = | f2|
qdA est une mesure (p, q)−Carleson (évanescente) pour F p

α

d’aprés le Lemme 3.3.15. En utilisant la continuité de l’injection Id : Lq
α ↪→ Fq

α, on obtient

grâce à (3.36) que pour tout g ∈ K ,

∥∥∥H f2g
∥∥∥

q,α
≤ C ∥ f2g∥q,α = C ∥g∥Lq

α(dν)

≤ C ∥Id∥F p
α↪→Lq

α(dν) ∥g∥p,α ≤ C
∥∥∥∥Mr(| f2|

q)
1
q

∥∥∥∥
Ls
∥g∥p,α .

Par densité de K dans F p
α, on déduit que H f2 est borné de F p

α vers Lq
α avec

∥∥∥H f2

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤ C

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
Ls
. (3.46)

La continuité de l’injection Id : Lq
α ↪→ Fq

α et la compacité de l’injection Id : F p
α ↪→ Lq

α(dν)

entraînent la compacité de H f2 de F p
α vers Lq

α.
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On conclut que H f de F p
α vers Lq

α est compact et (3.45) et (3.46) entraînent

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
Ls
. (3.47)

On déduit de (3.47), (3.44) et (3.40) que

∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
≤ C inf

{∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Ls
+

∥∥∥∥Mr(| f2|
q)

1
q

∥∥∥∥
Ls

}
≤ C

∥∥∥Gq,r( f )
∥∥∥

Ls ≤ C
∥∥∥H f

∥∥∥
F p
α−→Lq

α
.

D’où (3.34). Ce qui achève la preuve du théorème.
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⋆ ⋆ Chapitre Quatre ⋆ ⋆

CLASSES DE SCHATTEN DE H f DE F2
α

VERS L2
α

4.1. Introduction
Pour 1 ≤ p < +∞, Xia et Zheng dans [25] ont caractérisé les symboles f à valeurs réelles

pour lesquels H f est dans la classe de Schatten Sp. Plus tard, Isralowitz dans [15] a établit un

résultat similaire pour 0 < p < 1. Ensuite Hu et Lv dans [13] ont caractérisé les symboles f

à valeurs complexes pour lesquels H f défini sur F2
ϕ appartient à Sp pour 2 ≤ p < +∞. Suite à

ce travail, une question naturelle est donc de donner une caractérisation de ces symboles pour

0 < p < +∞. L’objectif de ce chapitre est de caractériser les symboles f à valeurs complexes

pour lesquels H f : F2
α −→ L2

α appartient à la classe de Schatten S p pour 1 ≤ p < +∞. Pour

y arriver, nous allons rappeler la définition des classes de Schatten et ses propriétés qui nous

seront utiles et nous caractériserons ces symboles en utilisant la fonction G2,r( f ) avec r ∈]0, r0]

et la décomposition atomique en nous appuyant sur les travaux de Erming Wang et Zhenghua

Xu dans [24] et les travaux de Z.J. Hu et X.F. Lv dans [13].

4.2. Résultats préliminaires
Soit X un espace de Hilbert séparable et ⟨, ⟩ le produit scalaire dans X.Les résultats énoncés

dans cette section et la section suivante viennent de [26] au Chapitre 1.

Définition 4.2.1. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et soit T : H1 → H2 un opérateur

linéaire. On appelle rang de T , noté par rang(T ), la dimension de T (H1).

Théorème 4.2.2. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et soit T ∈ L(H1,H2).

1) Si l’opérateur T est de rang fini, alors il est compact.
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2) L’opérateur T est compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateurs linéaires {Tn}

telles que limn→+∞ ∥Tn − T∥ = 0.

Définition 4.2.3. Soit T un opérateur compact sur X. Les valeurs singulières de T que nous

notons {λn}n sont les racines carrées des valeurs propres de l’opérateur auto-adjoint, positif et

compact T ∗T , où T ∗ désigne l’adjoint de T .

Théorème 4.2.4. Si T est un opérateur auto-adjoint compact, alors il existe une suite de

nombres réels {λn}n tendant vers 0 et une famille orthonormée {en}n de X telles que pour tout

x ∈ X,

T x =
+∞∑
n=0

λn⟨x, en⟩en.

Plus précisément, {λn}n est la suite des valeurs propres de T et {en}n est une base orthonormée

de X constituée des vecteurs propres de T .

Théorème 4.2.5. (Thérème de décomposition canonique d’un opérateur compact)

Soient X un espace de Hilbert séparable et T ∈ L(X) un opérateur compact. Alors il existe deux

familles orthonormées { fn}n et {gn}n telles que pour tout x ∈ X :

T x =
+∞∑
n=0

λn⟨ fn, x⟩gn,

où la somme ci-dessus est absolument convergente.

Preuve. Puisque T est compact, alors l’opérateur T ∗T est auto-adjoint et compact. D’après le

Théorème 1.3.42, il existe une base orthonormée { fn}n de X formée des vecteurs propres {λ2
n}n

de T ∗T . Posons gn =
T fn
λn

quel que soit λn , 0. Alors pour tout x ∈ X, on a : x =
∑+∞

n=0⟨ fn, x⟩ fn et

T x =
+∞∑
n=0

⟨ fn, x⟩T fn

=

+∞∑
n=0

λn⟨ fn, x⟩gn.

De plus, cette somme est absolument convergente puisque

+∞∑
n=0

|λn|
2|⟨ fn, x⟩|2 ≤ sup

n
λ2

n ∥x∥
2 .
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Montrons que {gn}n est une famille orthonormée. On a :

∥gn∥ =

∥∥∥∥∥∥T
(

fn

λn

)∥∥∥∥∥∥ = 1
λn
∥T fn∥

=
1
λn

√
⟨T fn,T fn⟩ =

1
λn

√
⟨T ∗T fn, fn⟩

=
1
λn

√
⟨λ2

n fn, fn⟩ = ∥ fn∥ = 1.

De plus, si n , m, on a :

⟨gn, gm⟩ =

〈
T

(
fn

λn

)
,T

(
fm

λm

)〉
=

1
λnλm

⟨T ∗T fn, fm⟩ =
1
λnλm

⟨λ2
n fn, fm⟩ =

λn

λm
⟨ fn, fm⟩ = 0.

Ceci achève la preuve.

4.3. Définitions et propriétés
Soit X un espace de Hilbert séparable.

Définition 4.3.1. Étant donné 0 < p < +∞, la p−ième classe de Schatten de X notée Sp(X) ou

simplement Sp désigne l’espace de tous les opérateurs compacts T dont les valeurs singulières

{λn}n appartiennent à lp. En d’autres termes,

Sp =

T ∈ L(X) compact et tel que

 +∞∑
n=1

|λn|
p


1
p

< +∞

 .
Théorème 4.3.2. Pour 0 < p < +∞, on a les résultats suivants :

1 Quel que soit 1 ≤ p < +∞, Sp est un espace de Banach muni de la norme définie par :

pour tout T ∈ Sp ,

∥T∥Sp
=

 +∞∑
n=1

|λn|
p


1
p

.

2 Les Sp sont des idéaux bilatéraux de L(X).

3 Quel que soit 1 ≤ p ≤ q < +∞, Sp ⊂ Sq.
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4 Pour 0 < p < 1, on a l’inégalité suivante

∥T + S ∥p
Sp
≤ ∥T∥p

Sp
+ ∥S ∥p

Sp
.

Définition 4.3.3. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et soit T : H1 → H2 un opérateur

linéaire borné. Les valeurs singulières de T , notés s j(T ), pour tout j ∈ N, sont définies par :

s j(T ) = inf{∥T − K∥ : K : H1 → H2, rang(K) ≤ j},

où rang(K) désigne le rang de K. L’opérateur T est compact si et seulement si la suite s j(T )→ 0.

Pour 0 < p < +∞, on dit qu’un opérateur compact T est dans la classe de Schatten Sp et on

écrit T ∈ Sp(H1,H2) si

∥T∥p
Sp
=

+∞∑
j=0

(s j(T ))p < +∞. (4.1)

L’expression (4.1) définit une norme sur Sp lorsque 1 ≤ p < +∞.

Remarque 4.3.4. La preuve l’équivalence entre la Définition 4.2.3 et la Définition 4.3.3 lorsque

H1 = H2 se trouve dans [26], Théorème 1.34.

Proposition 4.3.5. Supposons que A soit un opérateur surjectif et borné sur X et T un opéra-

teur linéaire quelconque sur X. Alors, A∗T A ∈ Sp si et seulement si T ∈ Sp.

Théorème 4.3.6. Si T ∈ Sp, 1 ≤ p < +∞, alors pour toute famille orthonormée {en}
+∞
n=1, on a :

+∞∑
n=1

|⟨Ten, en⟩|
p ≤ ∥T∥p

Sp
.

Définition 4.3.7. Soit φ ∈ L∞(C). Alors l’opérateur de multiplication Mφ : F2
α −→ L2

α est

donné par quel que soit f ∈ F2
α,

Mφ f (z) = φ(z) f (z).

L’opérateur Mφ est un opérateur linéaire borné sur F2
α.

Théorème 4.3.8. Si T est un opérateur compact sur X et p > 0, alors T ∈ Sp si et seulement

si T ∗T ∈ S p
2
. De plus, on a :

∥T∥p
Sp
= ∥T ∗T∥

p
2
S p

2

.

Preuve. Voir Théorème 1.26 dans [26].
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Théorème 4.3.9. Si T est un opérateur compact sur X et p ≥ 2, alors T ∈ Sp si et seulement

si quelle que soit la famille orthonormée {en}
+∞
n=1 de X,

+∞∑
n=1

∥Ten∥
p < +∞.

De plus,

∥T∥Sp
= sup


 +∞∑

n=1

∥Ten∥
p


1
p

: {en}n orthonormée

 .
Preuve. Voir Théorème 1.33 [26].

Définition 4.3.10. Soit φ ∈ L∞(C), on définit un opérateur linéaire Tφ : F2
α −→ F2

α par quel

que soit f ∈ F2
α,

Tφ( f ) = Pα(φ f ).

L’opérateur Tφ est appélé opérateur de Toeplitz sur F2
α de symbole φ. Il est clair que Tφ est un

opérateur linéaire borné sur F2
α.

Théorème 4.3.11. Soit φ ∈ L∞(C). Si p ≥ 1 et φ ∈ Lp(C, dA), alors Tφ ∈ Sp.

Preuve. Voir Lemme 6.30 [27].

4.4. Caractérisation des symboles f pour lesquels H f de F2
α

vers L2
α est dans la classe de Schatten Sp pour

1 ≤ p < +∞
Nous rappelons que pour 1 ≤ p < +∞, F p

α est séparable comme sous-espace de l’espace de

Banach Lp(C, dλ pα
2

).

Théorème 4.4.1. Soient f ∈ Γ et r ∈]0, r0], on suppose que le grand opérateur de Hankel

H f : F2
α −→ L2

α est compact. Pour tout 1 ≤ p < +∞, les assertions suivantes sont équivalentes :

(A) H f ∈ S p ;

(B) il existe un (ou quel que soit le) , r
2−treillis {zk}

+∞
k=1, {G2,r( f )(zk)}+∞k=1 ∈ lp ;

(C) f admet une décomposition f = f1 + f2, avec

Mr(| f2|
2)

1
2 ∈ Lp et ∂ f1 ∈ Lp.

difo.solange@facsciences-uy1.cm 85 MASTER 2023-2024



Preuve. Montrons (A) ⇒ (B). Supposons que H f ∈ Sp, alors H f est compact et les valeurs

singulières de H f forment une suite d’éléments de lp.

Soit {zk}
+∞
k=1 un r

2−treillis dans C. Considérons la base orthonormée de F2
α donnée par la Propo-

sition 2.3.1 et l’opérateur A défini sur F2
α par : pour tout k ≥ 0,

Aek = kzk . (4.2)

Soit f ∈ F2
α, alors f s’écrit sous la forme f =

∑+∞
k=1⟨ f , ek⟩αek. Ainsi,

A f =
+∞∑
k=1

⟨ f , ek⟩αAek =

+∞∑
k=1

⟨ f , ek⟩αkzk .

En se servant du Théorème 2.6.7 et du Théorème 1.3.11, on a :

∥A f ∥2,α =

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
k=1

⟨ f , ek⟩αkzk

∥∥∥∥∥∥∥
2,α

≤ ∥{⟨ f , ek⟩α}∥l2

=

 +∞∑
k=1

|⟨ f , ek⟩α|
2


1
2

= ∥ f ∥2,α .

Ceci montre que A est borné sur F2
α.

Considérons l’opérateur B défini sur F2
α par : quel que soit k ≥ 0,

B(ek) = CkχD(zk ,r)H f kzk , (4.3)

avec

Ck =

(∫
D(zk ,r)

|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

)− 1
2

.

On a :

∥B(ek)∥22,α =
α

π

∫
C

|B(ek)(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

=
α

π

∫
C

|CkχD(zk ,r)(w)H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

=
α

π
C2

k

∫
D(zk ,r)

|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

=
α

π
.

On peut aussi remarquer que B = CkχD(zk ,r)H f A. Ainsi, B est borné comme composée d’opéra-
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teurs bornés.

Puisque

⟨ f , g⟩α =
∫
C

f (z)g(z)dλα(z) =
α

π

∫
C

f (z)g(z)e−α|z|
2
dA(z),

alors :

+∞∑
k=1

(∫
D(zk ,r)

|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

) p
2

=

+∞∑
k=1

(∫
C

χD(zk ,r)|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

) p
2

=

+∞∑
k=1

(
Ck⟨H f kzk , χD(zk ,r)H f kzk⟩α

)p

=

+∞∑
k=1

(
⟨H f Aek,CkχD(zk ,r)H f kzk⟩α

)p

=

+∞∑
k=1

(
⟨H f A(ek), B(ek)⟩α

)p

=

+∞∑
k=1

(
⟨B∗H f A(ek), ek⟩α

)p
. (4.4)

Puisque B∗ et A sont bornés sur F2
α, H f ∈ Sp et Sp est un idéal bilatéral alors B∗H f A ∈ Sp.

Ainsi, d’après le Théorème 4.3.6,

+∞∑
k=1

(
⟨B∗H f A(ek), ek⟩α

)p
< +∞. (4.5)

Cependant, puisque pour z ∈ C et pour tout w ∈ D(z, r),

|kz(w)|2e−α|w|
2
= e−α|z−w|2 ≥ e−αr2

0 , (4.6)

on a :

∫
D(z,r)
|H f kz(w)|2e−α|w|

2
dA(w) =

∫
D(z,r)
| f (w)kz(w) − Pα( f kz)(w)|2e−α|w|

2
dA(w)

≥ C
∫

D(z,r)

∣∣∣∣∣ f (w) −
Pα( f kz)(w)

kz(w)

∣∣∣∣∣2 dA(w)

=
C

|D(z, r)|

∫
D(z,r)

∣∣∣∣∣ f (w) −
Pα( f kz)(w)

kz(w)

∣∣∣∣∣2 dA(w)

≥ CG2
2,r( f )(z). (4.7)
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Ainsi, (4.7) implique que pour tout k ≥ 1,

G2
2,r( f )(zk) ≤ C

∫
D(zk ,r)

|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w).

On déduit de (4.4) et (4.5) que

+∞∑
k=1

(G2,r( f )(zk))p ≤ C
+∞∑
k=1

(∫
D(zk ,r)

|H f kzk(w)|2e−α|w|
2
dA(w)

) p
2

< +∞.

D’où {G2,r( f )(zk)}+∞k=1 ∈ lp.

Montrons que (B)⇒ (C). Supposons qu’il existe un r
2−treillis {zk}

+∞
k=1 deC tel que {G2,r( f )(zk)}+∞k=1 ∈

lp. Comme dans le Théorème 3.3.7, définissons les fonctions f1 et f2 comme suit :

f1(z) =
+∞∑
j=1

h j(z)ϕ j(z) ∈ C∞(C) et f2 = f − f1.

Nous rappelons que pour z ∈ C, d’après (3.20) et (3.22) on a :

|∂ f1(z)| ≤ C
∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j) et Mr(| f2|
q)

1
q (z) ≤ C

∑
j∈Jz

Gq,r( f )(z j).

Soit j ≥ 1, d’après la Définition 2.6.1, l’ensemble K j = {k : D(z j,
r
2 ) ∩ D(zk,

r
2 ) , ∅} possède un

nombre fini d’éléments. Ainsi (3.20) et l’inégalité (1.6) donnent :

sup
z∈D(z j,

r
2 )
|∂ f1(z)| ≤ C

∑
k∈K j

G2,r( f )(zk) ≤ C

∑
k∈K j

Gp
2,r( f )(zk)


1
p

.

On obtient alors que :

∫
C

|∂ f1|
pdA(z) ≤

+∞∑
j=1

∫
D(z j,

r
2 )
|∂ f1|

pdA(z)

≤ C
+∞∑
j=1

 sup
z∈D(z j,

r
2 )
|∂ f1(z)|

p

≤ C
+∞∑
j=1

∑
k∈K j

Gp
2,r( f )(zk) ≤ C

+∞∑
j=1

Gp
2,r( f )(z j) < +∞.

Ceci montre que ∂ f1 ∈ Lp.
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De même, (3.22) et l’inégalité (1.6) donnent :

∫
C

[Mr(| f2|
2)

1
2 (z)]pdA(z) ≤

+∞∑
j=1

∫
D(z j,

r
2 )

[Mr(| f2|
2)

1
2 (z)]pdA(z)

≤ C
+∞∑
j=1

 sup
z∈D(z j,

r
2 )

Mr(| f2|
2)

1
2 (z)

p

≤ C
+∞∑
j=1

∑
k∈K j

G2,r( f )(zk)


p

≤ C
+∞∑
j=1

Gp
2,r( f )(z j) < +∞.

D’où Mr(| f2|
2)

1
2 ∈ Lp.

Montrons que (C)⇒ (A). Supposons que f se décompose sous la forme f = f1 + f2 avec

Mr(| f2|
2)

1
2 ∈ Lp et ∂ f1 ∈ Lp.

Montrons que f ∈ Sp.

Posons τ = ∂ f1 ou τ = f2. Alors pour tous φ, h ∈ F2
α, on a d’une part

⟨(Mτ)∗Mτh, φ⟩α = ⟨Mτh,Mτφ⟩α =
∫
C

Mτh(z)Mτφ(z)dλα(z)

=

∫
C

|τ(z)|2h(z)φ(z)dλα(z),

et d’autre part, en utilisant le théorème de Fubini et les propriétés du noyau reproduisant, on

obtient

⟨T |τ|2h, φ⟩α =
∫
C

T |τ|2h(z)φ(z)dλα(z)

=

∫
C

[∫
C

|τ|2(w)h(w)Kα(z,w)dλα(w)
]
φ(z)dλα(z)

=

∫
C

h(w)|τ|2(w)
[∫
C

Kα(z,w)φ(z)dλα(z)
]

dλα(w)

=

∫
C

h(w)|τ|2(w)
[∫
C

Kw(z)φ(z)dλα(z)
]

dλα(w)

=

∫
C

h(w)|τ|2(w)
[
⟨Kw, φ⟩α

]
dλα(w) =

∫
C

h(w)|τ|2(w)
[
⟨φ,Kw⟩α

]
dλα(w)

=

∫
C

|τ|2(w)h(w)φ(w)dλα(w).

D’où (Mτ)∗Mτ = T |τ|2 .
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En utilisant le Théorème 4.3.8, on a :

Mτ ∈ Sp ⇔ (Mτ)∗Mτ ∈ S p
2
⇔ T |τ|2 ∈ S p

2
.

De la condition τ ∈ Lp, on a |τ|2 ∈ L
p
2 . On déduit du Théorème 4.3.11 que, lorsque 2 ≤ p < +∞,

on a T |τ|2 ∈ S p
2
. D’où Mτ ∈ Sp.

Pour tout g ∈ F2
α, on a :

H f2g = (Id − Pα)( f2g) = (Id − Pα)(M f2g) = (Id − Pα) ◦ (M f2)(g).

Donc H f2 = (Id − Pα) ◦ M f2 . Il vient du Théorème 4.3.2 que H f2 et H f1 appartiennent à Sp et on

a :

∥∥∥H f2

∥∥∥
Sp
≤ ∥Id − Pα∥L2

α−→L2
α

∥∥∥M f2

∥∥∥
Sp

= C
∥∥∥M f2

∥∥∥
Sp
= C

∥∥∥T | f2 |2
∥∥∥ 1

2

L
p
2

≤ C
∥∥∥| f2|

2
∥∥∥ 1

2

S p
2

= C ∥ f2∥Lp . (4.8)

D’autre part, d’après (3.25), pour tout g ∈ F2
α, on a

∥∥∥H f1g
∥∥∥

2,α
≤ C

∥∥∥∥g∂ f1

∥∥∥∥
2,α
= C

∥∥∥M∂ f1g
∥∥∥

2,α
.

Ainsi, comme M∂ f1 ∈ Sp, alors H f1 ∈ Sp et en utilisant le Théorème 4.3.8 on obtient :

∥∥∥H f1

∥∥∥
Sp
≤ C

∥∥∥M∂ f1

∥∥∥
Sp
= C

∥∥∥T
|∂ f1 |2

∥∥∥ 1
2

S p
2

(4.9)

≤ C
∥∥∥∥|∂ f1|

2
∥∥∥∥ 1

2

L
p
2
= C

∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Lp
. (4.10)

Puisque pour 1 ≤ p < +∞ Sp est un espace de Banach, alors de (4.8) et (4.9), on a :

∥∥∥H f

∥∥∥
Sp
=

∥∥∥H f1 + H f2

∥∥∥
Sp
≤

∥∥∥H f1

∥∥∥
Sp
+

∥∥∥H f2

∥∥∥
Sp
≤ C

{∥∥∥∥∂ f1

∥∥∥∥
Lp
+ ∥ f2∥Lp

}
< +∞.

Ce qui achève la preuve du théorème.
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✠ CONCLUSION GÉNÉRALE ET
PERSPECTIVES ✠

L’objectif de ce mémoire était de nous introduire aux espaces de Fock, et à l’étude, des

symboles f à valeurs complexes, du grand opérateur de Hankel H f . On voulait caractériser les

symboles f pour lesquels H f s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F p
α(C) vers Lq

α(C)

pour 1 ≤ p, q < +∞ et obtenir la caractérisation des fonctions symboles f à valeurs complexes

pour lesquelles H f de F2
α(C) vers L2

α(C) est dans la classe de Schatten Sp, 1 ≤ p < +∞. Pour

y arriver, nous avons d’abord rappelé quelques définitions et résultats d’analyse qui nous ont

permis d’établir quelques propriétés essentielles des espaces de Fock F p
α(C). Par la suite, nous

avons rappelé des résultats importants sur les mesures (p, q)−Carleson (évanescentes) pour F p
α

qui nous ont servi dans la démonstration des grands théorèmes caractérisant les symboles f

à valeurs complexes pour lesquels H f s’étend en un opérateur borné (resp. compact) de F p
α(C)

vers Lq
α(C) pour 1 ≤ p, q < +∞. Et enfin, nous avons établi les propriétés des classes de Schatten

qui nous ont permis d’établir les caractérisations des fonctions symboles f à valeurs complexes

pour lesquelles H f de F2
α(C) vers L2

α(C) est dans la classe de Schatten Sp, 1 ≤ p < +∞. La

fonction auxiliaire Gq,r( f ) introduite pour la première fois par Luecking dans [17] et la décom-

position atomique des fonctions dans les espaces de Fock ont été des outils indispensables qui

nous ont permis d’atteindre notre objectif.

Toutefois, ce travail étant loin d’être terminé, on se propose dans un futur proche d’étudier

les grands opérateurs de Hankel et les opérateurs de Toeplitz sur les espaces de Fock à valeurs

vectorielles en mettant une emphase sur les applications en optimisation.
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