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RESUME 

Ce présent travail est consacré à  l’écoulement laminaire régulier sous 

pression d’un fluide Newtonien incompressible le long d’un canal horizontal à 

parois parallèles avec une paroi supérieure poreuse et une paroi inférieure 

imperméable. Le fluide est aspiré ou soufflé à travers la paroi poreuse, à une 

vitesse constante et uniforme, orthogonalement  aux parois. En même temps, un 

gradient de pression externe constant dans le temps est appliqué entre les deux 

extrémités du canal. Le but de ce travail est de déterminer et d’analyser les effets 

du gradient de pression externe sur l’écoulement, la vitesse d’injection ou de 

succion étant maintenue constante. La configuration bidimensionnelle de 

l’écoulement d’un fluide avec un champ de vitesse à divergence nulle permet 

l’existence d’une fonction de courant donnée par une seule équation 

différentielle ordinaire non linéaire qui remplace les équations de Navier-Stokes 

connue sous le nom de l’équation de Vorticité. Cette dernière équation est 

démontrée en appliquant une approche inhabituelle qui utilise le rotationnel de  

l’équation dans sa forme générale. A partir de l’hypothèse de solutions 

semblables, il est montré que l’équation de Vorticité conduit à un problème de 

valeur limite à deux points dont les solutions sont calculées à l’aide d’une 

méthode numérique de tir comprenant l’algorithme d’optimisation de Newton-

Raphson. Les compréhensions physiques de l’écoulement considéré sont 

dérivées des résultats obtenus : la fonction de courant par unité de longueur du 

canal, les lignes de courant, les composantes transversales et longitudinales du 

champ de vitesse de l’écoulement et la contrainte de cisaillement sur les deux 

parois. 

Mots clés : Ecoulement laminaire, paroi poreuse semi parallèle ; Equation 

de vorticité ; Méthode de solutions semblables ; Méthode numérique de tir ; 

Algorithme d’optimisation de Newton-Raphson ; Contraintes de cisaillement 

aux parois. 
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ABSTRACT 

This paper is devoted to the pressure-exerted steady laminar flow of an 

incompressible Newtonian fluid along a parallel-walled horizontal channel with 

a porous upper wall and an impermeable lower wall. The fluid is sucked or 

blown through the porous wall, at constant and uniform velocity, orthogonally to 

the wall. At the same time, an external pressure gradient constant in time is 

applied between the two ends of the channel. The aim of this work is to 

determine and analyze the effects of the external pressure gradient on the flow, 

the suction/blowing velocity being kept constant. The two-dimensional 

configuration of the flow with zero-divergence velocity field allows the 

existence of the stream function given by a single nonlinear partial differential 

equation which replaces the Navier-Stokes equations and is called the vorticity 

equation. This latter equation is demonstrated by applying an unusual approach 

which uses the vector momentum equation in its general form. From the 

similarity-solutions assumption, it is shown that the vorticity equation leads to a 

two-point boundary value problem whose solutions are computed by means of a 

numerical shooting technique including the Newton-Raphson optimization 

algorithm. Physical understandings of the flow under consideration are derived 

from the results obtained: stream function per unit length of the channel, 

streamlines, transverse and longitudinal components of the velocity field, wall 

shear stress at the two walls of the channel. 

Keywords: Laminar flows along semi porous parallel-walled channels; 

Vorticity equation; Similarity-solution method; Numerical shooting technique; 

Newton-Raphson optimization algorithm; Wall shear stress 
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Le fluide peut être considéré comme étant un milieu matériel sans rigidité 

et essentiellement déformable. Sur le plan microscopique, les fluides tout 

comme les solides sont constitués des molécules ordonnées dans une structure 

lacunaire, c’est-à-dire discontinue. Contrairement aux solides qui sont formés 

des molécules pouvant osciller et se maintenir en moyen à des distances peu 

variables les unes des autres. 

 Sur le plan macroscopique, les fluides sont constitués des particules 

matérielles. Une particule étant un ensemble de N molécules voisines, cet 

ensemble est suffisamment petit pour être supposé ponctuel et est suffisamment 

grand pour avoir un volume élémentaire dv. Physiquement, cet ensemble est 

caractérisé par le fait que les grandeurs physiques comme la température, la 

pression, la masse volumique et d’autres paramètres restent constant à l’intérieur 

d’une particule.  

Le transport de ses particules globalement d’un point à un autre constitue 

un écoulement. 

Un fluide est visqueux lorsqu’il possède la caractéristique de s’opposer à 

toute action qui tend à déformer un quelconque élément de volume d’un 

domaine (D) considéré de celui-ci. Dans ces conditions, les effets inertiels sont 

négligés. Il est caractérisé par une viscosité dynamique et une viscosité 

cinématique. Ces viscosités sont liées à la masse volumique. 

On reconnait aux fluides trois propriétés essentiels : ils sont continus, très 

déformables et visqueux. 

Un milieu matériel est dit continu lorsque toutes ses propriétés (champ de 

vitesse, contraintes et loi de comportement) sont des fonctions continues de 

l’espace et du temps. La définition des milieux continus implique de considérer 

les éléments de volume dv très grand à l’échelle moléculaire et très petit à 
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l’échelle macroscopique. En mécanique des fluides, un élément de volume dv

répondant à ces spécificités est appelé particule fluide. La température, la masse 

volumique sont uniformes sur dv à chaque instant. 

Les interactions entre molécules dans un fluide au repos sont caractérisées 

par les forces de pression, normales aux surfaces tandis que dans le fluide en 

mouvement ces interactions sont représentées par des forces tangentielles 

appelées forces de viscosité ou force de cisaillement et elles se traduisent par 

une résistance aux mouvements. 

Le mouvement d’un fluide est étudié dans l’espace physique qui est 

espace affine, euclidien de dimension 3 à un repère orthonormé qu’on suppose 

fixe et galiléen. Pour décrire le mouvement du fluide, on distingue deux points 

de vue : 

 Le point de vue d’Euler qui consiste à associer à chaque point de 

l’écoulement un observateur capable de permettre la détermination du champ de 

vitesse en ce point. Le point de vue de Lagrange qui consiste à considérer 

individuellement une particule fluide, à suivre dans son mouvement et à 

déterminer sa position. Ainsi, l’évolution de la position de la particule qui 

permet la description de l’écoulement. 

Le mouvement du fluide est dit permanent ou stationnaire si le champ de 

vitesse ne dépend pas explicitement du temps; il est dit non permanent ou 

instationnaire lorsqu’il n’est pas permanent, c’est-à-dire lorsqu’il n’y a pas 

dépendance explicite du champ de vitesses par rapport au temps. 

 La Mécanique des fluides est la partie de la physique qui étudie les 

écoulements des fluides tant au repos qu’en mouvement. L’écoulement des 

fluides visqueux et incompressible à l’intérieur des canaux, de différentes 

sections, est d’une importance, du fait qu’il est fréquemment rencontré dans 
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diverses applications. Mieux encore, ces écoulements s’avèrent indispensables 

dans les applications industrielles, biomédicales, notamment les transports 

d’huile et les produits pétroliers par pipeline. 

L’ingénierie dans son ensemble et dans plusieurs domaines, a rencontré 

des problèmes liés au développement notamment, la distribution de l’eau dans le 

ménage en zone urbaine  des villes et  l’irrigation des cultures. Nous savons que 

sans eau aucune vie n’est possible. C’est donc des  recherches archéologiques 

physiciens, mécaniciens et mathématiciens, par une motivation poussée qui ont 

montré que la prospérité  de la  civilisation préhistorique a été très déterminante 

dans la découverte, la construction et la  maintenance des systèmes de 

distributions  de l’eau. 

Alors la maîtrise de l’eau, comme l’air, a intéressé des hommes depuis la 

préhistoire, pour résoudre les problèmes d’irrigation et utiliser la force du vent 

pour propulser les bateaux. Cette branche de la physique concernée par les 

fluides (liquides, gaz et plasmas) est la mécanique des fluides, bien qu’elle 

constitue une extension de la mécanique rationnelle à une classe de milieux 

continus dont les déformations peuvent prendre des valeurs aussi grandes que 

l’on veut. Celle-ci fut largement employée pour des applications quotidiennes 

pour les problèmes de l’irrigation en agriculture, les canaux, les fontaines, etc. 

L’époque des années 6500 avant Jésus a été marquée par l’invention de 

certains instruments de mesures. Au niveau des crues, des zones marécageuses 

sont drainées et asséchées, les barrages et les digues pour être à l’abri de la 

menace des crues. Nous pouvons citer les travaux effectués  sur le Nil, le fleuve 

jaune et l’Euphrate ect.  

L’étude de la mécanique des fluides ainsi que celle de l’eau et de son 

comportement remontent au moins à l’époque Grèce antique avec le célèbre 
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savant Archimède (avant Jésus Christ), qui a été le véritable initiateur de la 

Mécanique des fluide, qui en prenant son bain découvrit le principe qui porte 

son nom et qui formula ainsi le principe qui est à l’origine de la statique des 

fluides notamment son principe éponyme. Dans cette même dynamique, Héron 

d’Alexandrie a poursuivi le travail de la statique des fluides en découvrant lui 

aussi un autre principe dont le principe de la pression et surtout du débit. 

Pendant l’antiquité tardive, certains travaux hydrauliques poursuivent et 

se confirment tels que les aqueducs, les systèmes de distribution 

d’assainissement de l’eau, des fontaines et des bains. Ces travaux deviennent 

perceptibles et continuent à être décrits au troisième siècle. Ces travaux 

continuent à être décrits au troisième siècle à Rome par Sextus Lulius Frontin, 

les techniques utilisées pour le transport de masse (l’eau, pétrole etc.), des 

affluents ont permis de  réorganiser le système des aqueducs comme la plupart 

des sciences. 

En Europe, la traduction des œuvres d’Archimède, d’Euclide et la 

publication par la maison d’édition Al-Jazari dans le livre des mécanismes 

ingénieux décrivant les machines  automatisées  et perfectionne l’horloge 

hydraulique ainsi que l’hydrostatique d’Archimède. 

Cependant l’utilisation des rouages des fluides s’est progressivement 

avancé et  développé au moyen âge avec satisfaction ; ensuite on note un 

développement harmonieux des pompes à piston ont été développé pour 

l’assèchement des mines. Les moulins à eau et  moulins à vent ont aussi eu une 

amélioration pour résoudre le grain. C’est donc cet ensemble de progrès 

successifs qui ont permis à l’humanité de réaliser les travaux sans utilisation de 

la puissance ou animal (vache, âne). Ces progrès scientifiques ont alors été 

considérés comme étant la base de la révolution industrielle.  
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En réalité, c’est au moyen âge que le système d’irrigation disparait 

progressivement et cette situation a provoqué l’effondrement de la population 

locale. La société romaine a utilisé ses applications pour la construction des 

canaux pour la distribution des eaux ; c’est au quinzième siècle que la 

Mécanique des fluides devient un des sujets préoccupants en Europe.  

En 1452 dans un village de Toscane est né un jeune homme doté d’une 

intelligente extraordinaire, le nommé  Léonard de Vinci,  qui analysa la 

mécanique de  pompe cardiaque avec description détaillée, la structure et le 

fonctionnement des valves du cœur. C’est encore lui, le premier concepteur d’un 

parachute, l’anémomètre (appareil qui mesure la vitesse du vent), et la pompe 

centrifuge ; il est encore à l’origine de la description des multiples types 

d’écoulements et de la fameuse  formule du principe de la conservation de 

masse ou principe de continuité. Il continua par la suite avec les fondements de 

la discipline et il introduira de nombreuses notions d’hydrodynamique telle que 

la notion de ligne de courant qui engendra la problématique de la résistance à 

l’écoulement. 

Plusieurs chercheurs ont continué à travailler pour développer le système 

fluidique et les machines, avec une amélioration scientifique et méthodes 

d’utilisation. En Europe on peut citer : Simon Steven, Galileo Galilée, Edme 

Mariotte et Evangelista Torricelli .Tour à tour, ils ont appliqué la mécanique des 

fluides en accentuant les recherches sur la distribution de la pression 

hydraulique. Ce travail a été intégré par le mathématicien Blaise Pascal; il donna 

le premier  exposé homogène et  ordonné de ces principes fondamentaux de 

l’hydrostatique. 

Le moine  Benedetto Castelli fut le premier à faire une  publication 

parlant l’état de continuité des fluides. En parallèle à la formulation des 
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équations de mouvement du solide, Isaac Newton a appliqué ses lois aux fluides 

et exploré l’inertie et la résistance des fluides et la viscosité, des jets libres dans 

son ouvrage intitulé « Livre II des principes mathématiques »qui traite les 

mouvements des corps en milieux résistants. Par ailleurs, Clifford Truesdell à 

son avis  les travaux de Newton ont donné naissance à deux autres disciplines, 

ne laisse aucun acquis scientifique substantiel. Cependant, Il faut attendre les 

travaux d’Alexis Claude Clairant et jean de Rond D’Alembert pour que 

commence à s’établir les lois  des fluides. Il faut souligner que ces travaux bien 

qu’ils soient de légers progrès sont venus donner une nouvelle impulsion dans le 

développement  bien que tout était focalisé sur le domaine technique ; mais cela 

a permis l’ouverture à plusieurs portes scientifiques pour l’évolution des temps 

modernes. 

L’application des outils mathématiques à la physique a permis à la 

mécanique des fluides de résoudre de nombreux problèmes ; mieux encore cela 

a permis  de définir les équations d’énergie et de quantité de mouvement qui 

servent beaucoup dans la résolution des problèmes de la Mécanique des fluides. 

Plusieurs travaux ont été repris durant les siècles suivants avec, en particulier les 

innovations de Pitot (rendement des machines hydrauliques, tube de Pitot) et 

Venturis (travaux hydrauliques, construction d’une tuyère à cônes divergents). 

C’est grâce au Suisse Daniel Bernoulli  qui vient concrétiser la recherche 

d’où le traité de Bernoulli ;c’est lui qui établit les lois appliquées aux fluides non 

visqueux en appliquant le principe de la conservation de l’énergie mécanique. 

Cependant dans une autre vision, Jean  d’Alembert utilisa le calcul différentiel et 

développa une idée sur la composante de la vitesse et d’accélération, 

l’expression différentielle de la continuité, c’est-à-dire le  paradoxe  de non 

résistance à l’avancement uniforme. Ainsi il exposa, les bases de 

l’hydrodynamique en présentant le principe de la pression interne d’un fluide, du 
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champ de vitesse et des dérivées parallèles appliquées aux fluides. Leonhard 

Euler vena lui aussi à son tour compléter plus tard l’analyse  d’Alembert sur la 

pression interne et les équations  dynamiques sur les fluides incompressibles. 

 En 1755 Euler publia ainsi le traité qui donne les équations aux 

dérivées partielles décrivant les fluides parfaits incompressibles. Cette 

progression accélérée et  accompagnée à celle analysée par les mathématiciens 

ont été en demeurant les mêmes personnes qui font des mathématiques dans 

divers domaines et qui analysent les problèmes sur les fluides incompressibles. 

Ce sont : 

Evangelista Torricelli expliqua les effets de la pression atmosphérique sur 

l’hydraulique en utilisant les lois de la similitude et invente le baromètre 

en1643. Henri Pitot introduit un instrument pour mesurer la vitesse du tube de 

Pitot et Bernoulli quant à lui utilise une approche mathématique des 

écoulements, ce qui le conduit au théorème de Bernoulli. A la même époque 

Jean d’Alembert introduit la notion de milieu continu et formalise divers 

problèmes dans son traité de la dynamique en 1743, dans cette lancée, Leonhard 

Euler et Louis Lagrange introduisent respectivement le calcul infinitésimal.  

Le milieu du vingtième siècle pourrait être considéré comme l’âge d’or 

des applications de la mécanique des fluides. Les théories existantes étaient 

adéquates pour les tâches manuelles et les propriétés et paramètres des fluides 

étaient bien définis. Tout ceci permit large développement dans les domaines de 

l’aéronautique, de la chimie, industrielle et du traitement des eaux ; chacun 

poussait la mécanique des fluides dans de nouvelles directions. A la fin du XXe 

siècle, la recherche et le travail étaient dominés par le développement des 

ordinateurs numériques. La capacité à résoudre des gros problèmes complexes 

tels que l’optimisation du design d’une pale de turbine a profité davantage à la 

société, que les développeurs de la mécanique des fluides du dix huitième siècle 
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n’auraient jamais pu imaginer. Ceci va permettre l’éclosion d’une nouvelle 

branche de la mécanique des fluides, la mécanique des fluides numérique. Elle 

est basée sur l’avènement de calculateurs toujours plus puissants mais aussi de 

méthodes mathématiques permettant le calcul numérique. 

Alors, l’historique de la mécanique des fluides nous a permis de faire un 

récapitulatif de ces chercheurs cités ci-dessus sur une source bibliographique 

représentée à la figure ci-dessous  
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Années 

Auteurs 
  

 
   

ARCHIMEDE -287 ;-212      
LEONARD DE 
VINCI 

1452-1519      

NEWTON   1643-1727    
PITOT   1695-1771    
BERNOUILLI    1700-1782   
EULER    1707-1783   
LAGRANGE    1736-1813   
LAPLACE    1749-1827   

DARCY     1803-1858  

HELMHOLTZ     1821-1894  
THOMSON 
(KELVIN) 

    1824-1907  

RAYLEIGH     1842-1919  
REYNOLDS     1842-1912  

NAVIER    1785-1836   
STOKES     1819-1903  
BOLTZMANN     1844-1906  

PECLET    1793-1857   
COUETTE     1858-1943  
POISEUILLE    1799-1869   
KOLMOGOROV      1903-1987 

TAYLOR     1886-1975  
BATCHELOR     1953  

PRANDTL     1875-1979  
KARMAN     1881-1963  
BERNARD     1874-1939  

Tableau 1 : Récapitulatif des savants en Mécanique des fluides avant l’année 

2000 

 

 

1500  1600  1800  1900  2000 1700 
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La Mécanique des fluides a fait l’objet de plusieurs applications dans la 

société antique et moderne. De nombreux métiers ont été développés grâce à 

l’amélioration des mécaniques des fluides. La société a retrouvé son équilibre 

grâce aux problèmes résolus par la mécanique des fluides ; elle s’applique alors 

sur plusieurs domaines à savoir : la Mécanique des fluides est considérée comme 

un sous ensemble de la mécanique des milieux continus, elle est basée et 

concerne l’étude des gaz et liquide en équilibre (repos) et en mouvement avec 

interaction de ces corps (gaz, liquide) avec les corps solides. Son importance et 

son efficacité s’explique par le fondement des théories qu’elle offre a de 

nombreuse discipline tels que l’aérodynamique, hydraulique, la météorologie et 

le plasma. 

De nombreux chercheurs physiciens et mécaniciens ont préparé le chemin 

pour que l’application soit une réalité effective et efficace dans la société. Les 

grands travaux publics (pont, chaussée, eau et foret) et les grandes entreprises de 

leur dimension de réalisation hydraulique, n’ont pas pu. C’est le même cas dans 

les constructions de l’ensemble des ouvrages et installations hydrauliques et 

aqueducs, les centrales hydrauliques, thermiques et nucléaires pour la mise en 

place de l’exploitation des grands périmètres, d’irrigation, d’instabilité dues à la 

cavitation dans les turbo machines hydrauliques. 

Le moyen âge marque l’époque des grandes réalisations de la mécanique 

des fluides notamment dans le cas de l’hydraulique, l’évolution au niveau de la 

construction des barrages, des aqueducs, des turbines hydrauliques de haute 

chute, les pompes alimentaires de chaudières. Depuis le temps des grecs, le rêve 

d’imiter les oiseaux fut la base des essais de vol qui perdura pendant les siècles. 

Il faudra attendre la fin du moyen-âge pour que les premières expériences 

concluantes voient le jour, en 1420 un modèle d’oiseau propulsé par fusée, qui 

fit un vol de 30 mètres. Ceci témoigne le renforcement de l’aérodynamique, elle 
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contribua à la construction des souffleries, le développement de l’automobile, 

mais également de la navigation ou du chemin de fer, aussi dans le cas de la 

balistique (trajectoire balistique des obus) et du domaine subsonique, 

supersonique et hypersonique. 

Aux temps modernes, le domaine des machines hydrauliques s’améliore 

de manière intensive. Les constructeurs ont également acquis une position 

privilégiée dans le cadre du développement des grandes pompes à volute en 

béton armé (notamment à l’occasion de la mise en œuvre des paliers nucléaires 

de 1000Mw et 1500Mw) et des turbines hydrauliques de grande puissance 2-1

.Dans le domaine des ensembles, les techniques d’optimisation présentées sont 

la plupart originales et fondées sur les outils d’analyse les plus récents. On aurait 

pu également citer des applications particulières intéressantes dans les secteurs 

tels que : propulsion navale, l’industrie nucléaire, chimique ou pétrolière. Le 

domaine de prédilection des méthodes de visualisation est resté longtemps celui 

des grandes souffleries utilisées pour les recherches en aéronautique. La 

démythification du laser et l’expansion rapide des méthodes informatiques de 

traitement d’images ont démocratisé ce type d’analyse, même si l’usage d’un 

laser de puissance moyenne demeure encore une opération relativement 

onéreuse et exigeante quelques connaissances en optique. 

A partir du moment présent, tout domaine industriel qui met en œuvre un 

écoulement liquide ou gazeux suffisamment transparent est théoriquement 

concerné, à condition toutefois que le phénomène étudié se déroule en 

atmosphère libre ou soit confiné dans une structure également transparente. Les 

exemples d’application abondent : 
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Circulation d’air dans les systèmes de climatisation et de chauffage ; 

Refroidissement aérodynamique ou liquide des machines électriques et 

thermiques ; 

Ecoulements internes dans les moteurs thermiques, de la chambre de 

combustion à l’échappement ; 

Ecoulements externes autour des véhicules terrestres (routiers et 

ferroviaires) ou aériens ; 

Ecoulements atmosphériques ou génie civil et environnement 

(comportement d’ouvrage au vent, dispersion de polluants). 

La variété extrême des domaines d’application se prête mal à un 

classement ; toutefois, un moyen simple de mettre un peu d’ordre dans ces listes 

d’exemple, concernant des disciplines aussi diversifiées, consiste à utiliser la 

nature du fluide et /ou le domaine de vitesse. 

La mécanique des fluides occupe une place centrale et essentielle dans la 

formation des mécaniciens et les ingénieurs. Elle est une discipline dont le statut 

a notamment évolué au cours des dernières décennies. Partie du statut simple de 

discipline de base pour l’hydraulique et l’aéronautique, la mécanique des fluides 

s’est avéré champ d’expériences fondamentales pour l’hydrodynamique 

physique, la physique non linéaire, les mathématiques appliquées, et 

naturellement la turbulence[3]. Elle est également une des disciplines qui sous-

tendent bon nombre d’évolutions technologiques dans la plupart des grands 

secteurs économiques : transport, énergie renouvelable, génie chimique, 

environnement, sécurité, aménagement du territoire, élaboration des matériaux, 

biomédical. Par ailleurs, elle joue tout aussi un rôle central dans le domaine des 

sciences de l’univers tels que : météorologie, climatologie, océanographie, 

planétologie, magnétisme naturel, cosmologie. 
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Une dernière particularité de la mécanique des fluides tient aux outils 

d’investigation que cette discipline a su développer, notamment les domaines de 

la métrologie et de la simulation numérique. Par exemple, il n’est pas rare 

d’autres domaines tels que la physique non linéaire, les plasmas, 

l’astrophysique, la chimie, etc. empruntent à la mécanique des fluides 

numériques les compétences algorithmiques qu’elle a développées.  

Constatant ce large spectre d’intervention, on ne s’étonnera pas que la 

mécanique des fluides soit aujourd’hui répartie sur plusieurs sections. Une 

section gère cependant une partie importante, en particulier les développements 

technologiques, et un certain nombre de sujets propres au cœur de la discipline y 

sont fortement présents. C’est le cas notamment de la turbulence, un problème 

clé d’importance fondamentale ; cette dernière y est étudiée dans les conditions 

significatives vis-à-vis des champs d’application. La turbulence développée qui 

fait également l’objet d’une attention soutenue, singulièrement dans des 

situations d’anisotropie (rotation, stratification, magnétisation,…). Cette 

meilleure connaissance des écoulements turbulents permet également de tester 

les différentes modélisations numériques de la turbulence par les diverses 

méthodes de dissipation, statique et/ou de sous-main. Il est évident que toute 

avancée dans la modélisation numérique de la turbulence en configuration réelle 

constitue un enjeu stratégique pour les applications industrielles actuelles et 

futures. Ceci nécessite des moyens de diagnostic et de simulation en adéquation 

avec des champs d’application, permettant d’accéder à une connaissance très 

fine de la structure des écoulements et des mécanismes mis en jeu. Ces aspects 

méthodologiques sont fortement présents dans d’autres domaines comme : 

L’aéro-acoustique ou acoustique non linéaire qui étudie la génération des 

ondes acoustique, dans les microsystèmes en particulier. 
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De nos jours, la mécanique des fluides est utilisée pour modéliser les 

contraintes des fluides sur certains systèmes tels que : l’étude du ballotement de 

gaz dans les containers des gazinières en fonction des vagues, ou encore l’effet 

de la houle sur la coque des bateaux, la réaction des berges et des digues 

soumises à une tempête, la circulation automobile ( gestion des feux 

rouges/verts grâce à un modèle continu de mécanique des fluides), celle-ci 

étudie l’écoulement d’air autour de la voiture sous le gros aileron, l’air se 

décolle de l’engin et crée un « trou d’air » donc une dépression qui aspire la 

voiture vers l’arrière, cette même présence d’un aileron créé présente des 

turbulences chargées de combler ce vide et de diminuer la trainée pour optimiser 

la vitesse. 

La mécanique des fluides est surtout combinée à d’autres secteurs, ce qui 

lui donne des champs d’application larges : avec la Chimie pour l’étude des 

procédés et de la combustion ; avec la Biologie pour la biomécanique des 

fluides ; avec mécanique et l’automatique ; dans le domaine énergétique, la 

mécanique des fluides met l’accent sur les écoulements dans les turbomachines 

et leur conception, constitue un secteur très important. 

La mécanique des fluides est complexe donc elle possède également 

beaucoup d’applications par contre dans le nucléaire, il y’a un réel effort mis sur 

la Mécanique des fluides pour optimiser le refroidissement du combustible, de 

plus, au vue des engagements environnementaux à tenir pour limiter la case 

écologique , la mécanique des fluides offre un secteur producteur d’énergie tel 

que : centrale thermique, nucléaire et hydraulique. 

La magnétohydrodynamique qui est l’un des domaines d’application de la 

mécanique des fluides intervient dans l’étude des gaz ionisés, ou plasmas 

(décharges électriques dans les gaz, confinement des plasmas par des champs 
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magnétiques destiné à la production contrôlée d’énergie par fusion 

thermonucléaire). Elle permet aussi de réaliser des prototypes de centrales 

convertissant directement de l’énergie thermique en énergie électrique 

(convertisseurs magnétohydrodynamiques). L’interaction entre un fluide et une 

structure prend dans un domaine une importance particulière de la biomécanique 

des fluides qui fait partie du domaine d’application. On peut mentionner 

également la mise aux systèmes biomimétiques inspirés du comportement des 

êtres vivants. On voit ici se développer de fructueuses interactions avec la 

physico-chimie. Mais aussi, cette biomécanique des fluides permet d’optimiser 

le mélange entre le sang et un anticoagulant [4]. 

Les domaines d’application sont larges, mais la problématique reste la 

même : comprendre l’écoulement des fluides et ces conséquences, la présence 

des nouvelles technologies joue un rôle important comme dans le cas de la 

simulation des écoulements. La mécanique des fluides étant au cœur de 

nombreux métiers en lien direct avec les défis sociétaux d’efficacité énergétique 

et de développement des énergies mais aussi ses réalisations avec d’autres 

disciplines de l’ingénieur telles que : 

La thermodynamique qui joue un rôle clef dans un bon nombre de 

processus en mécanique des fluides, par exemple pour l’écoulement des fluides 

compressibles ou pour le processus de travail dans les machines à fluide. 

Les principes de base du génie mécanique expliquant un bon nombre 

d’aspects en mécanique des fluides, par exemple le frottement, la conservation 

de l’énergie, l’impulsion ou le moment cinétique. La traversée des couches de 

matières, la capacité de stockage des sols et l’écoulement des canaux ouverts 

sont des thématiques du génie hydraulique. 
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Le présent travail est reparti comme suit : la première partie est consacrée 

à une étude bibliographique, la deuxième partie à l’énoncé du problème et à sa 

formulation mathématique. Dans la troisième partie, la méthode appliquée pour 

trouver une solution est expliquée en détail et les résultats obtenus sont présentés 

et discutés. 

 Des remarques finales sont données vers la fin où les principaux résultats 

sont résumés et quelques perspectives intéressantes sont présentées. 
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I-1 HISTORIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES EN RELATION 

AVEC LE PROBLEME A TRAITER 

I-1-1 Expérience de Reynolds 

Objets et résultats de l’étude : les résultats de cette étude ont un aspect à la 

fois pratique et philosophique. Sous leur aspect pratique, ils concernent la loi de 

la résistance au mouvement d’un liquide dans les conduites, qui apparaît sous 

une forme nouvelle, la loi pour toutes les vitesses et tous les diamètres étant 

représentés par une équation à deux termes. Dans leur aspect philosophique, ces 

résultats se rapportent aux principes fondamentaux du mouvement des fluides, 

dans le cas des conduites, de vérifier définitivement deux principes, à savoir que 

le caractère général du mouvement des fluides en contact avec des surfaces 

solides dépend du rapport entre une constante physique du fluide et le produit 

des dimensions linéaires de l’espace occupé par le fluide et de la vitesse.  

Il est même à l’origine des plus célèbres expériences de l’histoire de la 

mécanique des fluides : en 1883, l’ingénieur irlandais Osborne Reynolds publie 

ses résultats issus de visualisations par colorant injecté dans un liquide 

s’écoulant dans un tube comme l’illustre la figure 1.Un paramètre de contrôle 

permettant de prédire si un écoulement sera ‘laminaire’ ou ‘turbulent’. 

L’une des premières analyses de la transition du régime laminaire vers la 

turbulence est basée sur des observations d’écoulements dans une conduite 

cylindrique effectuées par O. Reynolds en 1883[3]. 
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Figure 2 : Représentation de l’expérience de Reynolds : à gauche l’écoulement 
laminaire, à droite l’écoulement turbulent d’après[3]. 

 

A partir de ces observations, les travaux de Reynolds ont alors permis de 

montrer que la transition du régime laminaire au régime turbulent (Figure2) 

n’est pas seulement conditionnée par le débit mais dépend d’un ensemble de 

paramètres qu’il convient de regrouper pour former une quantité sans dimension 

qu’on appelera « nombre de Reynolds ». 

 Ce nombre noté eR prend en compte la vitesse moyenne de l’écoulement 

V, le diamètre D de la conduite(ou tout autre paramètre de longueur 

caractérisant l’écoulement), ainsi que les propriétés intrinsèques du fluide 

(masse volumique  et viscosité ). 

Remarquons que compte tenu des dimensions de chacun des paramètres, 

on vérifiera facilement que le nombre de Reynolds est bien sans dimension. 
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Les valeurs limites  du nombre de Reynolds de 2000 et 3000 définissant 

les différents régimes d’écoulement sont celles que l’on adopte généralement, 

mais ces valeurs ne sont pas strictes. On peut trouver dans la littérature des 

valeurs différentes suivant les sources et auteurs. Pour la limite entre écoulement 

laminaire et écoulement intermédiaire, les valeurs sont assez proches : autour de 

2000-2100. En revanche, pour la limite entre écoulement intermédiaire et 

turbulent, des valeurs très différentes peuvent être indiquées : les valeurs de 

3000, 4000 ou 10000 sont souvent retrouvées. 

I-1-2 Expérience fondamentale de Couette 

On sait que dans un fluide immobile, les forces intérieures qui se 

manifestent sont des forces de pression, normales aux surfaces. Qu’en est-il dans 

un fluide en mouvement ? L’expérience de Couette nous apporte une réponse 

claire à cette question. 

L’expérience de couette utilise deux cylindres coaxiaux qui sont séparés 

par un mince espace annulaire rempli d’un liquide. Ils n’ont pas de liaison 

mécanique entre eux, et le cylindre intérieur est libre autour de son axe tel que le 

montre la  figure 4. L’expérience consiste à mettre le cylindre extérieur en 

rotation, à une vitesse constante  . Alors, on observe que le cylindre intérieur, 

initialement fixe, se met à tourner dans le même sens. 
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Figure 4: l’expérience de Couette entre deux cylindres coaxiaux. 

 

L’interprétation du phénomène est immédiate : la mise en mouvement du 

cylindre intérieur ne peut se faire que par l’intermédiaire du fluide situé dans 

l’espace annulaire. Ceci prouve que des forces tangentielles s’exercent au sein 

du fluide et sur les parois. En effet, les forces de pression, perpendiculaires aux 

surfaces, ne pourraient pas faire tourner le cylindre. Ces forces tangentielles sont 

appelées forces de viscosité, ou encore forces de cisaillement en raison de leur 

analogie avec les forces tangentielles rencontrées en mécanique des solides, et 

elles se traduisent par une résistance au mouvement. 

En fait, ce concept remonte à Newton, qui en a proposé la formulation 

mathématique, à partir d’observations faites en hydrodynamique. Mais 

l’expérience de Couette apporte la preuve formelle de l’existence des forces de 

viscosité. 
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Pour simplifier, nous raisonnerons maintenant comme si l’espace situé 

entre les deux cylindres était plan. L’une des parois se déplace donc 

parallèlement à l’autre avec une vitesse relative eU . 

Imaginons alors que le fluide est constitué (à l’image d’une pâte 

feuilletée) par une superposition de lames minces d’épaisseurdy, parallèles aux 

parois et animées de vitesses  différentes ; considérons ensuite à l’ordonnée y

deux lames en contact, dont les vitesses sont U et dUU  tel que le montre la 

figure 5. On peut admettre que cet écart de vitesse engendre un 

« frottement » entre les deux lames, et qu’un élément dS de la surface de contact 

est donc soumis à une force tangentielle dF (figure 5). Ce modèle n’est pas en 

contradiction avec la fin du paragraphe précédent, puisque les lames fluides sont 

supposées infiniment minces. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5: Ecoulement de Couette entre deux plaques parallèles. 

Ceci étant admis, il est raisonnable de supposer au moins en première 

approximation que dF est proportionnelle à la différence de vitesse entre les 

couches fluides ou, pour être plus précis, au gradient transversal de vitesse. 
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Arrêtons-nous un moment sur ce qu’il se passe au voisinage immédiat de 

la paroi. Même si l’observation directe est difficile, toutes les expériences 

conduisent à admettre que, pour la majorité des fluides, les molécules les plus 

proches de la paroi sont « accrochées » à celle-ci. C’est la propriété d’adhérence 

à la paroi,  autrement dit à l’interface fluide-paroi, la vitesse du fluide est égale à 

celle de la paroi, donc à zéro sur une paroi immobile. Ceci va un peu à 

l’encontre du sens commun, et la condition d’adhérence a fait l’objet de vifs 

désaccords entre physiciens au 19e siècle, avant de s’imposer finalement. 

Une conséquence de cette propriété est qu’il n’y a pas de frottement 

stricto sensu entre le fluide et la paroi mais, comme il a été dit plus haut, une 

résistance qui se repartit au sein du fluide, tout comme le glissement qui a lieu 

dans le fluide lui-même. Ceci explique par exemple pourquoi vous ne pouvez 

pas souffler toute la poussière déposée sur une surface lisse, et pourquoi il faut 

l’essuyer avec un chiffon. Pour la même raison, les bombes aérosols anti 

poussière que l’on trouve dans le commerce sont une pure fumisterie ! 

Revenons à présent sur la viscosité d’un fluide, qui est la propriété 

inverse de la fluidité, est la caractéristique de résistance au glissement ou à la 

déformation d’un fluide. Ces forces de résistance proviennent du fait que les 

couches des fluides en mouvement ne peuvent pas glisser indépendamment et 

librement les unes sur les autres. Ce qui donne naissance à des forces des 

frottements qui s’opposent directement à l’écoulement. Cette viscosité, dite 

dynamique s’exprime comme le quotient d’une masse par une vitesse, elle 

dépend de la température. Dans un liquide, elle est inversement proportionnelle 

à la température. Au contraire, elle augmente avec la température dans le cas 

d’une phase gazeuse. A ce propos, on doit insister spécialement sur la différence 

de comportement d’un liquide et d’un gaz, puisque la viscosité du liquide 

diminue quand la température notée T augmente (pensons aux huiles 
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alimentaires ou de lubrification) alors que la viscosité du gaz augmente avec la 

température (donc le gaz naturel circule mieux dans un gazoduc sibérien que 

dans un gazoduc saharien !). 

 On mesure la viscosité dynamique d’un fluide, généralement fluide 

newtonien, à l’aide d’un viscosimètre. On distingue plusieurs genres de 

viscosimètres comme le viscosimètre à tube capillaire et viscosimètre à chute de 

bille. Par exemple, avec un viscosimètre à tube capillaire on mesure le temps 

d’écoulement d’un liquide visqueux à travers un tube mince. Sachant ce temps 

est proportionnel à la viscosité on peut la calculer. On note aussi qu’il y’a 

d’autres appareils qui mesurent la viscosité comme le rhéomètre. Cet instrument 

mesure directement les contraintes et les taux de déformation. 

Dans l’expérience de Couette, la force totale pF exercée sur la paroi peut 

être évaluée en mesurant le couple nécessaire pour immobiliser le cylindre 

intérieur, d’où l’on déduit la valeur de la viscosité  . C’est le principe du 

viscosimètre de Couette. 

L’approximation du fluide parfait consiste à admettre   égale à 0 ; elle 

est parfois acceptable loin des parois. A noter qu’il ne faut pas confondre 

« fluide parfait » et « gaz parfait» : la viscosité du gaz parfait n’est pas nulle ! 

La viscosité ne se manifeste évidemment que s’il y a mouvement. En 

statique des fluides, il n’y a pas de différence entre  fluide parfait et  fluide 

visqueux.  Les variations de la viscosité cinématique en fonction de la 

température montrent les mêmes différences de comportement que pourμentre 

les liquides usuels et les gaz. 

Ajoutons que le cisaillement dans un fluide peut être raccroché à la 

notion de frottement, mais un frottement différent de celui qui s’exerce entre 
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deux surfaces solides. Il s’agit plutôt ici d’un frottement interne réparti dans 

toute l’épaisseur du fluide et associé (comme des expériences fines peuvent le 

montrer) à un gradient de vitesse entre les deux parois. 

I-2 ETAT DE L’ART 

Les travaux pionniers de Berman [6]  est le point de départ des études 

dues à de nombreux travaux consacrés aux écoulements laminaires d'un fluide 

incompressible dans le canal bidimensionnel à parois poreuses. Ces travaux 

peuvent être classés en deux groupes en fonction du type de géométrie du 

domaine dans lequel se trouve le fluide. Le premier groupe comprend les 

travaux relatifs aux écoulements dans des conduites circulaires, annulaires ou 

non, qui nécessitent l'utilisation de coordonnées cylindriques ou axisymétriques 

et le second groupe est celui des travaux consacrés aux écoulements dans des 

canaux pour lesquels des coordonnées cartésiennes sont appliquées. Dans le 

premier groupe de travaux, nous pouvons mentionner les travaux réalisés par 

Yuan et Finkelstein [7]. Pour  plus de détails, nous pouvons préciser que les 

solutions semblables en régime permanent pour un écoulement dans une 

conduite circulaire ont été étudiées pour la première fois dans [7]. 

Terrill et Thomas [8], ont prouvé que l’écoulement laminaire 

incompressible dans une conduite bidimensionnelle avec deux parois poreuses 

identiques a été discuté auparavant par plusieurs auteurs. Dans leur étude, le 

problème du transport de chaleur avec une variation discontinue de la 

température pariétale est résolu. On trouve que, pour de petits nombre de 

Reynolds de succion, le nombre de Nusselt limite Nu augmente linéairement 

avec le nombre de Reynolds de succion. En particulier l’injection diminue tandis 

que la succion augmente le nombre de Nusselt. La première analyse complète de 

ces solutions est présentée dans [8], leur objectif était de donner une analyse 

complète des solutions numériques et théoriques de ce problème. Il est démontré 
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que deux solutions existent pour toutes les valeurs d’injection ainsi que les 

solutions doubles pour la succion qui ont été notées par les chercheurs 

précédents. Des solutions analytiques sont dérivées pour une succion et une 

injection importantes ; pour une succion importante, une couche visqueuse 

apparaît à la paroi, tandis que pour une injection importante, une solution 

présente une couche visqueuse au centre du canal et l’autre ne présente aucune 

couche visqueuse. Des solutions analytiques approximatives sont également 

données pour petites valeurs de succion et d’injection.En ce qui concerne les 

écoulements  instationnaires, ceux qui ont lieu dans une conduite poreuse semi-

infinie avec un rayon variable en fonction du temps ont été étudiés par : 

Goto et Uchida [9], ils ont fait l’analyse qui  simule le champ 

d’écoulement par la combustion de la surface intérieure d’un grain cylindrique 

dans un moteur de fusée à poudre, dans lequel la surface de combustion régresse 

avec le temps. Une solution similaire exacte de la forme entièrement non 

linéaire des équations de Navier-Stokes est calculée numériquement. Les 

propriétés de l’écoulement sont représentées comme des fonctions du taux 

d’expansion et du paramètre d’injection. L’effet de la régression de la surface de 

combustion sur le champ d’écoulement dans la chambre de combustion d’un 

moteur à propergol solide est si faible qu’il peut être négligeable.  

Ceux qui se produisent entre deux disques poreux coaxiaux se déplaçant 

dans la direction axiale ont été étudiés numériquement par : 

Ghaffar et al. [10], dans leurs travaux ils ont utilisé une transformation  

pour réduire les équations aux dérivées partielles (EDP) en un ensemble 

d’équations différentielles ordinaires non-linéaires couplées. Les effets des 

paramètres physiques qui gouvernent les écoulements tels que le taux 

d’expansion de la paroi et la perméabilité du nombre de Reynolds sur la vitesse 

sont discutés en détail. 
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Les résultats d’une extension de la solution exacte de l’écoulement 

laminaire axisymétrique dans une conduite droite de section circulaire avec une 

paroi poreuse, sont donnés par R.M. Terrill [8]. 

Pour ceux causés par l’injection ou succion instationnaire dans la paroi 

d’une conduite circulaire poreuse ont été présentés dans les travaux de S. 

Tsangaris, D. Kondaxakis, et N. W. Vlachakis[11] .  Les cas du profil 

parabolique pulsé et de l’écoulement pulsé développé sont étudiés à titre 

d’exemple. L’écoulement pulsé dans les conduits poreux a de nombreuses 

applications dans l’ingénierie biomédicale et dans d’autres domaines 

d’ingénierie. 

W. H. H. Banks et M. B. Zaturska [12], ont utilisé la théorie des 

bifurcations pour l'analyse du comportement dynamique complet de 

l’écoulement à travers une conduite annulaire poreuse. Un paramètre non 

dimensionnel, , basé sur les rayons des parois d’une conduite  est défini et les 

équations avec  les conditions aux limites sont écrites de telle sorte qu’à 0 , 

elles coïncident avec le problème bidimensionnel analogue. Par intégration 

numérique, les propriétés significatives trouvées précédemment pour 0  sont 

poursuivies dans la région 10    correspondant à l’écoulement dans une 

conduite annulaire. Parmi les solutions stables, instables, périodiques, quasi-

périodiques et chaotiques trouvées lorsque 0 , seules des solutions stables, 

instables et périodiques ont été trouvées lorsque 0 . Le cas pour lequel la 

pression locale dans une conduite dépend de la vitesse d'injection ou succion est 

étudié par : 

B. Bernales et P. Haldenwang [13] qui dans leur article, ont analysé le 

problème d’une conduite à paroi poreuse, à savoir l’écoulement laminaire d’un 

fluide pur dans une conduite dont la paroi est composée d’un matériau poreux. 

Cette configuration s’inspire de certains systèmes d’irrigation ou de la 
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configuration de filtration à écoulement transversal (ou tangentiel) pour la 

séparation membranaire ou l’écoulement capillaire. Elle suppose que la fuite à 

travers la paroi (ou perméat) résulte de la différence de pression entre les deux 

côtés de la paroi de la conduite, et est ici modélisée par la loi de Starling-Darcy. 

La pression intérieure le long de la conduite se comporte en conséquence avec 

deux caractéristiques concurrentes : la chute de pression visqueuse en 

concurrence avec l’augmentation de pression due à la décélération de 

l’écoulement axial de la conduite. On sait depuis longtemps que ces deux 

caractéristiques se compensent à une valeur critique, du nombre de Reynolds 

transversal (basé sur le taux de la succion), cela correspond à la seule situation 

où la pression reste uniforme le long du canal. C’est le cas de l’écoulement avec 

une fuite uniforme connu sous le nom d’écoulement de Berman à une solution 

semblable due à Yuan et Finkelstein (1956) pour la configuration de la conduite. 

Le présent travail vise à étendre cette dernière étude à une fuite non uniforme 

dépendant linéairement de la pression locale. Tout d’abord, la solution de 

similitude est réexaminée. Son expansion dans une série leur permet de proposer 

une hiérarchie de nouvelles équations différentielles ordinaires (EDO), qui 

étendent à des  valeurs  petites ou modérées l’EDO linéaire proposée pour le cas 

limite par Regirer (1960) comme sous produit, ils proposent des solutions 

analytiques approximatives qui résolvent le problème d’une conduite poreuse 

avec une précision croissante dans le cas faiblement non-linéaire (WNL) ( c’est-

à-dire pour les valeurs petites et modérées). Enfin, la validité des EDO et des 

solutions WNL est vérifiée numériquement par rapport à des simulations 

d’écoulement dans l’approximation de Prandtl. 

M. Bouygues et al.[14] ont présenté une solution d'auto-semblable basée 

sur une étude asymptotique des équations de Navier-Stokes  pour un écoulement 

laminaire, incompressible et dépendant du temps qui se développe à l’intérieur 
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d’un canal possédant des parois perméables mobiles. Le cas considéré ici 

concerne un canal qui présente une injection ou une succion à travers deux 

parois poreuses opposées tout en subissant une expansion ou une contraction 

uniforme. Parmi les exemples d’application directe, on peut citer la modélisation 

des membranes pulsantes, le refroidissement  ou le chauffage d’air, la séparation 

des isotopes, la filtration, la fabrication du papier, l’irrigation et la régression des 

grains pendant la combustion des propergols solides. Pour commencer, la 

fonction de courant et l’équation de vorticité sont utilisées pour produire une 

équation aux dérivées partielles qui se prête à une transformation de similitude, 

le problème posé est réduit à la résolution d’une équation différentielle ordinaire 

non linéaire d’ordre quatre avec une variable de similitude h qui combine à la 

fois les dimensions spatiales et temporelles. Comme deux des quatre conditions 

initiales sont du type valeur limite, une méthode numérique dépend de deux 

suppositions initiales arbitrairement choisies. Afin d’atteindre la convergence, 

l’équation différentielle est d’abord transformée en une fonction de trois 

variables : les deux suppositions et h. Au départ, un algorithme numérique 

approprié est appliqué en résolvant l’ensemble résultant de douze équations 

différentielles ordinaires du premier ordre avec deux conditions initiales non 

spécifiées. En recherchant les deux suppositions initiales inconnues, la méthode 

du Jacobien inverse, qui converge rapidement, est appliquée de manière 

itérative. Les résultats numériques sont ensuite utilisés pour mieux comprendre 

le caractère de l’écoulement. La méthode numérique leur a permis d’étendre la 

gamme de solutions à des environnements physiques qui n’ont pas été pris en 

compte dans les études précédentes. En outre l’approche numérique élargit le 

champ d’application pour couvrir à la fois les cas de succion et d’injection se 

produisant avec un mouvement simultané des parois. 
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M. Siavashi et al. [15] ont réalisé une étude numérique sur l'écoulement 

de nanofluide  considéré comme un refroidissement par impact d'un dissipateur 

thermique poreux cylindrique. Le fluide de refroidissement s’écoule 

uniformément à travers la paroi poreuse sur le disque chaud. Les équations de 

conservation de masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie sous forme 

des équations différentielles partielles, en utilisant la méthode des solutions 

semblables ont été résolues numériquement. Les résultats sont également validés 

par comparaison avec ceux d’un code CFD commercial, avec une concordance 

acceptable. Dans cette étude, les effets des paramètres sans dimension sous la 

forme de caractéristiques du milieu poreux et de propriétés du fluide de 

refroidissement sur le profil de vitesse, le profil de température et le nombre de 

Nusselt moyen ont été examinés. Les résultats indiquent que l’ajout de 

nanoparticules, l’augmentation du rapport de conductivité thermique et la 

réduction du rapport d’aspect améliorent les performances thermiques du 

dissipateur thermique.  

M. G. Sobamowo et al. [16] ont étudié les diverses applications de 

l’écoulement  d’un thermo-magnéto-solutal entre deux disques parallèles noyées 

dans un milieu poreux , telles que celles qui sont évidentes dans les industries 

manufacturières, le traitement des polymères, la compression, la transmission de 

puissance, le système de lubrification, la transformation des aliments et le 

refroidissement, entre autres, nécessitent une étude approfondie des effets de 

divers paramètres sur les phénomènes d’écoulement. Dans la présente étude, les 

effets de la géométrie des nanoparticules, du glissement et des conditions de 

variations de température sur l’écoulement de compression thermo-magnéto-

solutal du nanofluide entre deux disques parallèles coaxiaux dans un milieu 

poreux sont étudiés, analysés et discutés. La méthode des solutions semblables 

est utilisée pour transformer les équations différentielles non –linéaire à des 
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équations à  différentielles ordinaires avec quatre conditions aux limites. La 

méthode de perturbation homotopique est utilisée pour résoudre les systèmes 

d’équations  différentielles ordinaires non-linéaires. Afin de vérifier la précision 

des solutions analytiques développées, les résultats de la méthode de 

perturbation de l’homotopie sont comparés aux résultats de la méthode 

numérique utilisant la méthode de tir couplée au Runge-Kutta du quatrième 

ordre, et de bons résultats sont établis. Grâce aux solutions analytiques 

approximatives, des études paramétriques ont été menées pour étudier les effets 

de la taille et de la forme des nanoparticules, du paramètre du mouvement 

brownien, du paramètre des nanoparticules, du paramètre de thermophorèse, du 

nombre de Hartmann, du nombre de Lewis et des paramètres du gradient de 

pression, du glissement et des conditions aux limites de variation de température 

sur le comportement thermo-solutal et hydromagnétique du nanofluide. Cette 

étude permettra d’améliorer et faire progresser la compréhension de la 

nanofluidique, notamment en ce qui concerne la conservation de l’énergie, la 

réduction des frottements et le micro-mélange d’échantillons biologiques. 

Dans les travaux de notre équipe de recherche publiés par N. R. Makon et 

al. [17], l'écoulement laminaire dans le plan polaire d’un fluide incompressible 

situé dans une conduite annulaire poreuse et entraîné par succion- injection au 

niveau des parois est étudié pour la première fois et l’existence et la 

détermination de cet écoulement pour un fluide incompressible situé entre deux 

cylindres coaxiaux sont considérés. Le fluide étant confiné entre les cylindres et 

ayant une vitesse axiale nulle, ils ont prouvé que l’écoulement a lieu dans le plan 

polaire avec conservation de la masse , si un écoulement entrant existe dans le 

même plan pour compenser la masse de fluide extorquée par succion. Ainsi, l’un 

des cylindres subit la succion et l’autre l’injection. Des conditions aux limites 

appropriées pour les deux cylindres sont alors trouvées. Le problème posé 
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dépend du nombre de Reynolds, du rapport d’entrefer de la conduite et de la 

densité des pores et du rapport de surface des pores. La méthode de résolution 

utilise la méthode de tir comprenant les algorithmes de Runge-Kutta et Newton-

Raphson. L’écoulement radial est trouvé comme une solution possible. Lorsque 

l’écoulement n’est pas radial, les figures des lignes de courant mettent en 

évidence une zone particulière dans laquelle le fluide est au repos, délimitée par 

deux lignes de courant singulières sur le cylindre aval. Le champ des vitesses de 

l’écoulement est déterminé. Les phénomènes physiques liés à l’écoulement sont 

déduits des résultats obtenus. 

G.C. Dash et K. L. Ojha [18], ont  traité  l’écoulement d’un fluide 

viscoélastique hydromagnétique entre deux plaques poreuses parallèles infinies 

horizontales avec un gradient de pression sinusoïdale  variable dans le temps  et 

un champ magnétique. La viscoélasticité est une approche efficace pour 

modéliser le mécanisme dissipatif. Voici quelques observations intéressantes : le 

gradient de pression oscillant à basse fréquence empêche le reflux, une réduction 

significative des frictions cutanées est observée en incorporant le canal dans un 

milieu poreux, et le champ magnétique et l’élasticité ralentissent l’écoulement 

du fluide. 

R. N. Barik et al. [19] ont fait une tentative, pour étudier l’effet de 

l’élasticité, de la succion/injection, de la matrice poreuse, du nombre de 

Reynolds de l’écoulement d’entrée sur l’écoulement d’un fluide viscoélastique 

(Walters) à travers une conduite poreuse. La nouveauté de l’étude  est de 

considérer l’ensemble du domaine d’écoulement sans l’approximation de la 

couche limite dans les équations gouvernantes vis-à-vis des solutions 

entièrement développées du champ de vitesse sont obtenues. En outre, ils ont 

examiné les écoulements visqueux et conducteurs comme des cas particuliers en 

omettant l’effet de l’élasticité et du champ magnétique. Il est intéressant de noter 
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que la propriété d’élasticité du fluide en présence d’une matrice poreuse et d’une 

succion réduit le frottement cutané sur la plaque, ce qui est un résultat 

souhaitable de la présente étude. 

L. Durlofsky et J. F. Brady [20] ont déterminé la stabilité spatiale d’une 

classe de solutions de similitude exactes des équations de Navier-Stokes dont la 

vitesse longitudinale est de la forme )(' yxf , où x  est la coordonnée de 

l’écoulement et )(' yf  est une fonction de la coordonnée transversale y  

seulement. Ces solutions de similitude correspondent à l’écoulement dans un 

canal ou un tube infiniment long dont la surface est uniformément poreuse ou se 

déplace avec une vitesse linéaire en x . De petites perturbations de la vitesse 

dans le sens de l’écoulement de la forme )(' ygx   sont supposées, ce qui 

donne lieu à un problème de valeurs propres pour  qui est résolu 

numériquement. Pour le problème de la paroi poreuse, il est montré que les 

solutions de similitude dans lesquelles )(' yf  est une fonction monotone de y  

sont spatialement stables, tandis que celles qui ne sont pas monotones sont 

spatialement instables. Pour le problème à paroi accélérateur, l’interprétation des 

résultats de stabilité n’est pas univoque et deux interprétations sont proposées. 

Dans une interprétation, les conclusions sont les mêmes que pour le problème 

poreux-les solutions monotones sont stables ; la seconde interprétation est plus 

restrictive en ce sens que certaines des solutions monotones et non monotones 

sont instables. 

G. Casalis et al. [21] ont traité des propriétés de stabilité d’un écoulement 

dans un canal planaire entraîné par l’injection d’air à travers des parois poreuses. 

Des études expérimentales ont été menées dans l’installation VELCA et une 

analyse théorique de la stabilité linéaire a été réalisée. Les effets non parallèles 

sont étudiés à l’aide de trois approches différentes de la stabilité. Ils semblent 
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être très importants pour cet écoulement particulier. Cette étude fournit en effet 

un exemple intéressant d’un mécanisme d’instabilité fortement lié à la 

composante verticale (habituellement négligeable) du flux moyen. Les résultats 

obtenus concordent finalement très bien avec les mesures en ce qui concerne la 

gamme de fréquences amplifiées et l’amplification des ondes d’instabilité dans 

le sens du courant. 

S. Ferro et G. Gnavi [22], ont analysé la stabilité spatiale des solutions  de 

similitude pour un fluide incompressible s’écoulant le long d’un canal aux 

parois poreuses et entraîné par une succion uniforme constante le long des 

parois. Ce travail étend les résultats de Durlofsky et Brady [Phys. Fluids 27, 

1068 (1984)] à une classe plus large de solutions de similitude, et examine la 

stabilité spatiale de perturbations de faible amplitude et de forme arbitraire, 

générées à l’entrée du canal. Il s’avère que les perturbations antisymétriques 

sont les meilleurs candidats pour déstabiliser les solutions. Les solutions 

asymétriques temporellement stables avec inversion du flux présentées par 

Zaturska, Drazin et Banks [Fluid Dyn. Res. 4,151 (1988)] se révèlent 

spatialement instables. Les solutions de similitude perturbées sont également 

comparées aux solutions entièrement bidimensionnelles obtenues avec un code 

de différences finies. Les résultats confirment l’importance des solutions de 

similitude de la validité de l’analyse de stabilité dans une région dont la distance 

au centre du canal est plus de trois fois la demi-largeur du canal. 

J. Griffond et G. Casalis [23], ont étudié la stabilité non parallèle de 

l’écoulement dit de Taylor induit par l’injection d’une paroi. Cet écoulement est 

instable en raison d’effets non parallèles qui n’ont pas encore été traités de 

manière rigoureuse. Seules des méthodes incohérentes ont été utilisées. Elles 

donnent de bons résultats par rapport aux expériences, mais elles souffrent d’un 

manque de justification et de la dépendance des résultats par rapport à la 
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formulation. La nécessité d’utiliser des méthodes incohérentes au lieu de 

l’approche d’Orr-Sommerfeld est justifiée dans le travail et une analyse 

asymptotique beaucoup plus rigoureuse est effectuée dans la limite des grandes 

distances dans le sens du courant. 

Pour terminer avec ce premier groupe de travaux, nous mentionnons le 

travail récemment publié par notre équipe de recherche : 

G. L. Mbogba et al. [24] qui est consacré à l'étude des effets d'un gradient 

de pression constant externe sur un écoulement laminaire stable à travers une 

conduite annulaire poreuse à paroi interne imperméable. Dans ce travail ils 

étudient un écoulement laminaire permanent pour un fluide incompressible situé 

dans une conduite annulaire semi-poreuse horizontale et soumis aux effets d’un 

gradient de pression constant appliqué entre les deux extrémités de la conduite. 

La paroi du cylindre extérieur subit une succion ou une injection, à une vitesse 

constante uniforme et orthogonale à la paroi, la paroi du cylindre interne étant 

alors imperméable. Le problème à étudier dépend ainsi de trois paramètres à 

savoir : le rapport de gap, le gradient de pression externe adimensionnel et le 

nombre de Reynolds ; avec les conditions aux limites appropriées pour les 

cylindres, définies à partir de la vitesse de succion ou d’injection et de la vitesse 

maximale de Hagen-Poiseuille. Ce problème est modélisé par les équations de 

Navier-Stokes donc les difficultés à trouver des solutions sont bien connues, car 

ces équations sont des équations aux dérivées partielles non linéaires où les 

champs de vitesses et de pression varient dans l’espace et dans le temps. 

L’équation de continuité issue de la conservation de la masse présente une 

contrainte qui doit être satisfaite compte tenu des conditions aux limites 

appliquées aux parois des deux cylindres. Ce problème peut être résolu 

directement par les algorithmes existants dans le domaine de la dynamique des 

fluides. Dans ce travail ils  ont appliqué la méthode des solutions semblables 
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pour ramener l’équation de vorticité qui est une équation aux dérivées partielles, 

en une équation différentielle ordinaire. Cette équation de vorticité, étant déduite 

des équations de Navier-Stokes dans le cadre des écoulements des fluides 

incompressibles. L’équation différentielle ordinaire obtenue est une équation 

différentielle d’ordre quatre qui est ensuite résolue à partir de la méthode de tir 

qui permet de transformer le problème à conditions aux limites en un problème à 

conditions initiales. En ce qui concerne le deuxième groupe de travaux, c'est-à-

dire les travaux consacrés aux écoulements le long des conduites rectangulaires 

poreuses, des recherches approfondies ont été effectuées et nous pouvons citer 

les articles publiés par Terrill [25] sur les bases analytiques de l'écoulement 

laminaire dans un canal uniformément poreux.  

W. A. Robinson [26] a effectué une simulation numérique pour 

déterminer l'existence de solutions multiples de l'écoulement laminaire dans un 

canal uniformément poreux avec succion aux deux parois. De nombreux auteurs 

ont trouvé de tels écoulements lorsqu’ils sont symétriques, stables et 

bidimensionnels, en supposant une forme de solution similaire due à Berman 

afin de réduire les équations de Navier-Stokes à une équation différentielle 

ordinaire non-linéaire. Il généralise leurs travaux  en considérant les 

écoulements asymétriques, les écoulements instables et les perturbations 

tridimensionnelles. En utilisant des calculs numériques, des expansions 

asymétriques adaptées pour les grandes valeurs du nombre de Reynolds, et la 

théorie des systèmes dynamiques, il trouve beaucoup plus de solutions exactes 

des équations de Navier-Stokes, il examine leur stabilité et il les interprète. 

 

M. B. Zaturska et al. [27] ont démontré que les études classiques sur les 

solutions stables, symétriques et bidimentionnelles de l'écoulement laminaire 

dans un canal poreux sont généralisées en considérant les écoulements 

asymétriques, les écoulements instationnaires. Ils ont traité théoriquement  
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l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible entraîné le long d’un canal 

par une succion uniforme et constante à travers des parois poreuses, parallèles et 

rigides. De nombreux auteurs ont trouvé de tels écoulements lorsqu’ils sont 

symétriques, stables et bidimensionnels, en supposant une forme de solution 

semblable due à Berman afin de réduire les équations de Navier-Stokes à une 

équation différentielle ordinaire non-linéaire. Il généralise leur travail en 

considérant les écoulements asymétriques, les écoulements instables et les 

perturbations tridimensionnelles. En utilisant des calculs numériques, des 

expansions asymétriques adaptées pour les grandes valeurs du nombre de 

Reynolds, et la théorie des systèmes dynamiques, il trouve beaucoup plus de 

solutions exactes des équations de Navier-Stokes, il examine leur stabilité et il 

les interprète. En particulier, il montre que la plupart des solutions stables 

trouvées précédemment sont instables aux  perturbations antisymétriques 

bidimentionnelles. Cela conduit à une bifurcation en fourche, à des solutions 

stables asymétriques, à une bifurcation de Hopf, à des solutions quasi-

périodiques stables, à un verrouillage de phase et à mesure que le nombre de 

Reynolds augmente. 

Cox [28] a étudié les perturbations tridimensionnelles, il considère 

l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible dans un canal à parois 

parallèles, sous l’effet d’une succion à vitesse uniforme et constante à travers les 

parois poreuses du canal. Une transformation de similitude réduit les équations 

de Navier-Stokes à une seule équation aux dérivées partielles (EDP) pour la 

fonction d’écoulement, avec des conditions aux limites en deux points. Ils 

discutent d’abord des bifurcations des solutions stables et montrent comment 

une bifurcation en fourche se déploie lorsqu’une symétrie du problème est 

brisée. Il décrit ensuite les solutions dépendantes du temps de l’EDP 

gouvernante, qu’il analyse ces solutions instables lorsqu’il y’a un taux élevé de 
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la succion à travers une paroi et que l’autre paroi est imperméable : il y’a un 

cycle limite composé d’une phase explosive de croissance inviscide et d’une 

lente décroissance visqueuse. La phase inviscide présente ‘‘ presque’’ une 

singularité à temps fini. Il examine si les solutions de l’EDP gouvernante, qui 

sont des solutions exactes des équations de Navier-Stokes, peuvent développer 

des singularités mathématiques en un temps fini. Lorsque les taux de la succion 

aux deux parois sont égaux, de sorte que le problème est symétrique, il y’a une 

transition abrupte vers le chaos, une ‘‘ explosion homocinétique’’, dans les 

solutions dépendant  du temps à mesure que le nombre de Reynolds augmente. Il 

dévoile cette transition en perturbant la symétrie et compare les intégrations 

numériques directes de l’EDP  gouvernante avec une théorie récente pour les 

systèmes dynamiques ‘‘ de type Lorenz’’. Le chaos se révèle très sensible à la 

rupture de symétrie. 

Halden Wang [29] a présenté les résultats pour l'écoulement laminaire  

dans un canal plan poreux bidimensionnel avec une pression locale dépendant  

de la vitesse de succion, il  a montré  que de longs conduits (ou tuyaux) 

composés de parois transpirantes (poreuses, par exemple) sont à la base de 

nombreux dispositifs industriels de séparation des espèces, tels que la filtration 

tangentielle ou le dessalement par membrane. Des configurations similaires 

peuvent également être impliquées dans les systèmes d’alimentation en fluides, 

comme l’irrigation ou les fluides biologiques dans les capillaires. Une fuite 

transversale (ou flux de perméat), dont la force est supposée dépendre 

linéairement de la pression locale (comme dans la loi de Sterling pour les 

capillaires), se produit à travers les parois perméables. Toutes les autres 

dépendances, comme la pression osmotique ou l’encrassement partiel dû à la 

polarisation de la concentration des espèces, sont négligées. Pour analyser ce 

problème ouvert il considère la situation la plus simple : l’écoulement laminaire 
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régulier dans un canal bidimensionnel composé de deux parois poreuses 

symétriques. Tout d’abord, l’analyse dimensionnelle nous aide à déterminer les  

paramètres pertinents. Il révise ensuite le problème de Berman qui considère un 

écoulement transversal uniforme (c’est-à-dire une fuite indépendante de la 

pression). Il développe la solution dans une série de tR , le nombre de Reynolds 

transversal.  Nous remarquons que cette série a une convergence rapide dans le 

domaine considéré de tR  (c’est-à-dire 0tR  (1)). 

Une méthode particulière de séparation des variables nous permet ensuite 

de dériver les équations de Navier-Stokes deux nouvelles équations 

différentielles ordinaires (ODE), qui correspondent  au premier et deuxième 

ordre dans le développement en tR . 

 

Dauenhauer et Majdalani [30] ont utilisé la méthode numérique de tir et  

décrit dans leur article une solution d’auto-similaire des équations de Navier-

Stokes pour un écoulement laminaire incompressible et dépendant du temps qui 

se développe à l’intérieur d’un canal possédant des parois perméables et 

mobiles. Le cas considéré ici concerne un canal qui présente une injection ou 

une succion à travers deux parois poreuses opposées tout en subissant une 

expansion ou une contraction uniforme. Parmi les exemples d’applications 

directe, on peut citer la modélisation des membranes pulsantes, le 

refroidissement ou le chauffage d’air, la séparation des isotopes, la filtration, la 

fabrication du papier, l’irrigation et régression des grains pendant la combustion 

des propergols solides. Pour commencer, la fonction de courant et l’équation de 

vorticité sont utilisées pour résoudre une équation aux dérivées partielles qui se 

prête à une transformation de similitude, le problème posé est réduit à la 

résolution d’une équation différentielle  d’ordre quatre  avec une variable de 

similitude   qui combine à la fois. 
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Mohyud-Din et al. [31].ont utilisé la méthode des perturbations 

d'homotopie (HPM), dans leurs travaux, ils ont développé la solution analytique 

des équations de Navier-Stokes pour un canal rectangulaire semi-infini avec des 

parois poreuses et uniformément en expansion ou en contraction en utilisant la 

méthode de perturbation homotopique (HPM). La solution en série du problème 

est obtenue. Quelques exemples ont été inclus. Les résultats ainsi obtenus sont 

comparés à la littérature existante et une amélioration remarquable conduit à un 

excellent accord avec les résultats numériques. 

Dans [32], le mouvement considéré est un écoulement instationnaire de 

nanofluide sous l'influence d’un flux magnétique uniforme. D’autres 

écoulements sont étudiés dans des milieux poreux délimités par des plaques 

parallèles, pour un fluide non-Newtonien du troisième degré avec source de 

chaleur interne, L’étude de Akinshilo [32-33], porte sur l’écoulement et le 

transfert de chaleur d’un nanofluide transporté dans un canal poreux en 

expansion ou en contraction sous un champ magnétique uniforme. L’influence 

du champ magnétique sur l’écoulement et le transfert de chaleur avec injection 

est étudiée. Le nanofluide est décrit par des équations non-linéaires couplées du 

quatrième ordre, analysées à l’aide de la méthode de perturbation de 

l’homotopie (HPM). Les solutions analytiques obtenues sont adaptées pour 

décrire l’effet de divers paramètres thermo-fluidiques tels que le nombre de 

Reynolds, le paramètre de Hartmann et l’indice de puissance de la température. 

Les résultats révèlent que l’augmentation du paramètre de Hartmann entraîne 

une augmentation de l’effet de friction du fluide de la peau, tandis que 

l’augmentation de l’indice de puissance de la température entraîne une 

augmentation de l’effet du nombre de Nusselt. La comparaison de la solution 

analytique obtenue avec les publications précédentes montre également une 

concordance satisfaisante. Cette étude donne un bon aperçu des applications 
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pratiques telles que la nanofluidique, la conservation de l’énergie, la réduction 

du frottement et la production d’énergie. 

Akinshilo et al. [33], dans leur article, l’écoulement régulier 

incompressible d’un fluide d’alginate de sodium (AS) non newtonien 

transportant des nanoparticules de cuivre (Cu) qui s’écoulent à l’intérieur de 

deux plaques parallèles verticales est étudié en utilisant le schéma analytique de 

perturbation de l’homotopie pour résoudre les équations ordinaires non linéaires 

couplées découlant de la mécanique du fluide. Les solutions analytiques 

développées sont utilisées pour étudier l’effet de l’écoulement du fluide et des 

paramètres de transfert de chaleur tels que la concentration de nanoparticules, le 

paramètre non newtonien et le paramètre de variation de la viscosité. Les 

résultats analytiques obtenus, comparés aux travaux existants dans la littérature, 

sont en accord satisfaisant. En outre, les résultats obtenus dans le cadre de la 

présente étude peuvent être utilisés pour une analyse plus approfondie du 

comportement de l’alginate de sodium dans des applications telles que la 

transformation des aliments et industries chimiques et pharmaceutiques. 

Taha Aziz et al. [34], ont étudié l’écoulement entièrement développé en 

fonction du temps d’un nanofluide incompressible, thermodynamiquement 

compatible et non newtonien de troisième degré. Le modèle classique de Stokes 

est considéré dans lequel l’écoulement est généré par le mouvement de la plaque 

dans son propre plan avec une vitesse impulsive. L’approche de la symétrie de 

Lie est utilisée pour convertir l’équation différentielle partielle non-linéaire en 

différentes équations différentielles ordinaires linéaires et non linéaires. Les 

équations différentielles ordinaires réduites sont ensuite résolues à l’aide de la 

méthode de compatibilité et de la méthode des groupes généralisés. Les 

solutions exactes pour l’équation modèle sont déduites sous la forme de 

fonctions exponentielles fermées qui ne sont pas disponibles dans la littérature 
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auparavant. En outre, ils ont également dérivé les lois de conservation associées 

au modèle directeur. Enfin, les caractéristiques physiques des paramètres 

pertinents sont discutées en détail à l’aide de plusieurs graphiques. 

 Ce deuxième groupe des travaux se termine par les recherches 

expérimentales et numériques réalisées dans [34] pour un écoulement de 

nanofluide et de fluide hybride à travers les conduites poreuses. 

Selon Z. Alhajaj et al. [35], l’amélioration et le stockage de la chaleur 

deviennent des sujets d’ingénierie importants liés aux énergies renouvelables. 

Différentes classes de fluides ont été proposées et divers types de matériaux à 

changement de phase ont été utilisés pour le stockage de l’énergie. Les 

nanofluide, qui se composent de nanoparticules métalliques dans des liquides 

tels que l’eau, ont récemment fait l’objet d’une grande attention. Certaines 

exagérations concernant la conductivité de ces fluides ont conduit les chercheurs 

à mener des études plus approfondies sur les propriétés physiques de cette 

nouvelle classe de fluides. Dans cet article, ils ont tenté de mener une expérience 

détaillée visant à étudier la qualité de l’amélioration de la chaleur que l’on peut 

attendre de cette classe de fluides. L’expérience, qui consistait en la convection 

forcée d’un nanofluide composé d’Al203 dans l’eau, a démontré que 

l’amélioration de la chaleur peut être obtenue dans la plage de 6%, quelle que 

soit la concentration de nanoparticules dans l’eau. La dynamique des fluides 

computationnelle était en bon accord avec les données expérimentales. Les 

études ont révélé qu’il existe une concentration optimale de nanofluide qui 

permet d’obtenir l’amélioration la plus élevée du transfert de chaleur. Lorsque la 

concentration de nanoparticules augmente au-delà de la concentration optimale, 

il n’y a plus d’amélioration significative du transfert de chaleur. En outre, la 

perte de charge augmente avec la concentration en nanoparticules. Un nouveau 

fluide hybride composé d’oxyde d’aluminium et d’oxyde de cuivre dans l’eau a 
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révélé une amélioration supplémentaire, mais une nouvelle augmentation de la 

perte de charge. Il est donc conclu que le fluide hybride est un choix alternatif si 

l’on a besoin d’extraire de la chaleur au détriment de la perte de charge. 

Il existe des travaux qui ont été étudiés simultanément concernant les 

écoulements laminaires dans des conduites poreuses et les écoulements 

laminaires dans des tubes poreux. A cet égard, nous pouvons citer les travaux 

réalisés par Brady, Wang, Oxarango, Schmitz et Quintard. Plus précisément, 

nous mentionnons que le développement spatial du profil de vitesse d'entrée 

dans un canal et tube poreux est étudié dans. 

J.F Brady [36], a étudié l’effet du rayonnement thermique sur un milieu 

poreux sous l’approximation de l’épaisseur optique en utilisant la méthode du 

schéma de Newton à partir des séries de Taylor implémentées numériquement 

sur MATLAB. Les profils de vitesse et de température sont étudiés pour 

différents paramètres physiques tels que le terme poreux P , le rayonnement F  et 

le nombre de Grashof thermique aG . Les résultats montrent que le paramètre 

poreux augmente avec la vitesse, tandis que la tendance s’inverse avec le 

rayonnement thermique et le nombre Grashof thermique dans l’approximation 

de l’épaisseur optique. Le débit augmente de manière asymétrique en raison de 

la conduction. 

C.Y. Wang [37] , a développé une revue complète des méthodes 

permettant de rechercher des solutions exactes des  équations de Navier-Stokes 

en régime permanent pour les écoulements le long des canaux et des tubes 

poreux. Il a montré que les solutions exactes des équations de Navier-Stokes 

pour les écoulements stables sont caractérisées, en résumant les résultats des 

recherches analytiques récentes. L’accent est mis sur la valeur de ces solutions 

en tant que descriptions des phénomènes d’écoulement de base et en tant que 

contrôle de la précision des méthodes approximatives. Les écoulements 
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parallèles et concentriques, les écoulements de Beltrami généralisés (cas 

planaires et asymétriques) et les solutions de similitude pour les écoulements 

radiaux, les écoulements dans des disques en rotation, les écoulements en 

stagnation, les frontières poreuses, les frontières en translation, les écoulements 

à parois étirées sont examinés. 

L. Oxarango et al. [38] la non-uniformité de la vitesse de succion ou 

d'injection dans les canaux ou les tubes est prise en compte par un modèle 

unidimensionnel pour décrire l’écoulement laminaire. Ils ont proposé un modèle 

unidimensionnel pour déterminer l’écoulement laminaire d’un fluide dans un 

canal poreux avec aspiration ou injection à la paroi. L’approche est basée sur 

l’intégration des équations de Navier-Stokes en utilisant les solutions 

analytiques pour les champs de vitesse et de pression locaux bidimensionnels 

obtenus à partir des développements asymptotiques à faible nombre de Reynolds 

de filtration proposés par Berman et Yuan et Finkelstein. On remarque que le 

modèle unidimensionnel qui en résulte préserve l’ensemble des propriétés de 

l’écoulement, en particulier les termes inertiels qui peuvent affecter les 

conditions de succion de la paroi et la distribution spatiale de la couche  de 

particules du fluide en croissance à la paroi rencontrée dans les processus de 

filtration. Le modèle est validé dans le cas d’un canal poreux unique de section 

rectangulaire ou circulaire avec une succion de paroi uniforme ou variable. Le 

modèle est ensuite appliqué à un système multi canal bidimensionnel composé 

d’un grand nombre de canaux d’entrée et de sortie adjacents reliés par un milieu 

poreux filtrant. Il est démontré que l’effet des conditions aux limites non 

uniformes et l’influence des caractéristiques géométriques hétérogènes sur 

l’hétérogénéité de la structure de l’écoulement des fluides peuvent être étudiés à 

l’aide d’un tel modèle. 
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J.F. Brady et A. Acrivos [39], ont étudié le développement spatial du 

profil de vitesse d’entrée dans un canal et  dans un tube uniformément poreux. 

Pour les tubes très longs par rapport à leur rayon, il est montré qu’au-delà d’un 

nombre de Reynolds critique de 2,3, le profil de vitesse d’entrée ne se 

décompose pas nécessairement en un profil de similitude entièrement développé 

pour un tube infini. Au contraire, la structure de l’écoulement dans l’ensemble 

du tube est influencée par le profil d’entrée. Cette perte de validité de la solution 

de similitude est due au fait que le tube est de longueur finie et que le profil 

d’entrée n’est  pas de la forme de similitude. La longueur réelle du tube est 

cependant sans importance. Des résultats analogues sont obtenus pour 

l’écoulement dans un canal poreux, avec un nombre de Reynolds critique 

d’environ 6. 

Ils ont aussi présenté une solution exacte des équations de Navier-Stokes 

pour l’écoulement dans un canal ou un tube avec une vitesse de surface 

accélérée. Au moyen d’une transformation de similitude, les équations du 

mouvement sont réduites à une seule équation différentielle ordinaire pour la 

fonction de similitude qui est résolue numériquement. Pour l’écoulement 

bidimensionnel dans un canal, une solution unique existe lorsque le nombre de 

Reynolds R est inférieur à 310. Lorsque R dépasse 310, deux solutions 

supplémentaires apparaissent et forment une branche fermée reliant deux états 

asymptotiques différents à R  infini. La structure à grand R  des solutions 

consiste en un noyau de fluide inviscide et une couche limite mince O )1( R

adjacente à la paroi mobile. Des techniques d’expansion asymptotique 

appropriée sont utilisées pour construire des séries asymptotiques qui sont 

cohérentes avec chacune des solutions numériques pour l’écoulement 

axisymétrique non tourbillonnant dans un tube, cependant, la solution est tout à 

fait différente. Pour 10 [ sdot ] 14725  R , il existe deux solutions qui forment 

une branche fermée. Au-delà de 10 [ sdot ] 25 , il n’existe pas de solutions de 
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similitude dans l’intervalle 10 [ sdot ] 14725 R .Une fois que R dépasse 147, 

des solutions multiples réapparaissent, formant deux branches fermées qui 

relient quatre états asymptotiques différents à R infini. La possibilité d’un 

écoulement axisymétrique avec tourbillon est envisagée, et les deux ensembles 

de solutions tourbillonnaires existent pour tous les 0R . Ces solutions, 

cependant, n’évoluent pas à partir de l’écart 0R et ne bifurquent pas à partir 

des solutions non tourbillonnaires à toute valeur finie de R . 

Pour les écoulements ci-dessus mentionnés, certains d'entre eux ont été 

consacrés aux  parois mobiles de canaux ou de tubes [19,20, 36-40]. Pour ce 

type d'écoulements, il est important de mentionner la grande aide apportée par 

les travaux de Brady et de Activos [39] et ceux de Uchida et Aoki [40], qui ont 

été réalisés pour des parois imperméables et ont montré comment traiter les 

parois accélératrices dans la direction longitudinale.  

S. Uchida et H. Aoki [40], un vaisseau sanguin fermé à une extrémité par 

une valve est modélisé par un tuyau circulaire semi-infini dont une extrémité est 

fermée par une membrane compliante idéalisée. Les écoulements instationnaires 

produits par une contraction ou une dilatation unique de la paroi sont calculés en 

obtenant une solution de l’équation de Navier-Stokes qui est similaire en ce qui 

concerne la distance axiale par rapport à l’extrémité fermée. Quelques schémas 

d’écoulement typiques pour des tuyaux en contraction et en expansion sont 

calculés. On constate que dans l’écoulement dû à une paroi en contraction, les 

effets de la viscosité sont confinés à une couche limite attachée à la paroi qui 

devient plus mince pour des nombres de Reynolds critique. Le gradient de 

pression le long de l’axe est favorable pour les tuyaux en contraction et 

défavorable pour les tuyaux en expansion, sauf pour la plage des nombres de 

Reynolds inférieurs. 
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Ces traitements continuent à être appliqués de nos jours pour les frontières 

poreuses .Il est important de souligner que, dans tous ces travaux cités au-dessus 

de [6-40], l'écoulement laminaire stable exercé par la pression le long du canal 

poreux n'a pas encore été étudié, ni dans nos précédentes publications ni dans les 

autres qui ont été mentionnées dans ce mémoire. Cela constitue notre motivation 

pour ce présent mémoire. Cette motivation est renforcée par le fait que le 

problème à résoudre dans ce travail présente de nombreuses applications 

industrielles, notamment dans les processus d'ingénierie thermique pour lesquels 

un gradient de pression longitudinal constant fourni par une pompe est 

généralement superposé au processus de la succion ou d'injection de fluide sur 

les parois. Le présent mémoire examine les effets d'un gradient de pression 

externe sur un écoulement laminaire stable d'un fluide Newtonien 

incompressible le long d'un canal horizontal parallèle avec une paroi supérieure 

poreuse et une paroi inférieure imperméable. La pression externe constante 

appliquée entre les extrémités du canal se détériore. Dans le même temps, le 

fluide est aspiré ou soufflé à travers la paroi poreuse, à une vitesse constante et 

uniforme, orthogonalement à la paroi. Deux paramètres doivent être pris en 

compte: le gradient de pression externe et le nombre de Reynolds étant des 

nombres sans dimension construits à partir de la somme de la vitesse maximale 

d'écoulement plan de couette .L'objectif de ce travail est de déterminer et 

d'analyser les effets du gradient de pression externe sur l'écoulement laminaire 

stable considéré, la vitesse de succion ou d’injection étant maintenue constante. 

Pour résoudre le problème à l'étude, nous allons montrer comment les équations 

de Navier-Stokes sont réduites à l'unique équation de la vorticité, satisfaite par la 

fonction de courant dont l'existence est due à la configuration bidimensionnelle, 

une divergence nulle. Au lieu de résoudre l'équation du transport de  vorticité en 

utilisant les algorithmes du calcul de la Dynamique d'un fluide (CFD), nous 

choisissons la méthode de la solution de semblable. Cette méthode recherche des 



 Chapitre I : Revue de la littérature 

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  51 
Université de Yaoundé I 

solutions exactes, connues  pour les équations de Navier-Stokes et sont alors 

préférables dans la configuration dite à deux dimensions, à celles données par le 

CFD. Comme on le voit dans ce travail, la méthode de la solution semblable 

conduit à une équation différentielle ordinaire non linéaire  d’ordre quatre 

connue sous le nom de l’équation de Proudman-Johnson [40] , 

Proudman-Johnson [41] ,a analysé le développement, selon les équations 

de Navier-Stokes, de l’écoulement bidimensionnel au voisinage du point de 

stagnation arrière sur un cylindre qui est mis en mouvement impulsivement avec 

une vitesse constante. L’écoulement local est idéalisé dans la mesure où la 

frontière cylindrique est considérée comme un plan infini délimitant un domaine 

semi-infini de fluide. Le champ de vitesse est considéré comme une fonction 

linéaire de la coordonnée mesurée parallèlement à la frontière, et l’écoulement 

initial est considérée comme la forme irrotationnelle (unique) d’un tel champ, à 

savoir un écoulement inviscide s’éloignant d’un point de stagnation. Par la suite, 

cet écoulement irrotationnel est maintenu comme condition limite extérieure à 

une grande distance de la frontière. Il est suggéré qu’en dehors d’une couche 

visqueuse sur la frontière, l’écoulement asymptotique pour les temps longs est 

décrit par une solution de similitude de la forme inviscide de l’équation 

directrice, avec une échelle de longueur normale à la frontière qui augmente 

exponentiellement avec le temps. Cette solution inviscide a une vitesse de 

glissement constante le long de la frontière qui est égale mais opposée à celle de 

l’écoulement initial, de sorte que l’écoulement dans la couche visqueuse devient 

en fin de compte l’écoulement de stagnation bien connu vers une frontière. Cette 

suggestion est étayée par une solution numérique du problème de la valeur 

initiale. 

L’algorithme de Newton-Raphson sont appliqués : à l’issue de la 

procédure de calcul, on retrouve certaines caractéristiques de l’écoulement en 
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fonction du gradient de pression externe sans dimension, notamment la fonction 

de courant par unité de longueur du canal, les profils des composantes du champ 

de vitesse d’écoulement, les contraintes de cisaillement sur les deux parois du 

canal. Les compréhensions physiques de l’écoulement sont dérivées des résultats 

obtenus. L’intérêt principal de ce travail est de fournir des potentielles pistes de 

recherche au problème considéré dans le futur. A cet égard, le travail effectué 

dans ce mémoire représente une étape préliminaire pour des investigations 

ultérieures dans lesquelles il serait intéressant d’examiner l’influence de divers 

nombres de Reynolds, afin de saisir d’autres informations physiques sur la 

richesse profonde de la structure de l’écoulement étudié. 

H. Schlichting [42] a effectué une analyse pour étudier l’effet de 

l’écoulement de la couche limite laminaire hydrodynamique et le transfert de la 

chaleur d’un fluide poussiéreux sur une surface d’étirement instable en présence 

d’une source/puits de chaleur non uniforme. Les caractéristiques du transfert de 

chaleur sont examinées pour deux types différents de conditions limites, à savoir 

1) Une température de paroi variable et 2) un flux de chaleur variable. Les 

équations aux dérivées partielles sont transformées en un système d’équations 

différentielles ordinaires. Ces équations sont résolues numériquement en 

appliquant la méthode de RKF-45. Les effets de divers paramètres physiques 

tels que le paramètre d’interaction avec la poussière, la densité numérique, le 

nombre de Prandtl, le nombre d’Eckert, le paramètre source/puits de chaleur 

et le paramètre d’instabilité sur les  profils de vitesse et de température sont 

étudiés. 

 En résumé, l’étude des écoulements des fluides dans les canaux aux parois 

poreuses est d’actualité à cause des innombrables applications qui en résultent 

dans le domaine industriel. On peut citer entre autres le processus d’amélioration 

des systèmes de filtrations d’air, l’optimisation des processus de lubrification et 



 Chapitre I : Revue de la littérature 

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  53 
Université de Yaoundé I 

de refroidissement ou protection thermique des  plaques par ablation, la 

sublimation de surface, la régression de grain solide (comme dans le cas de la 

combustion dans les moteurs de fusée). En mécanique des fluides, tout problème 

devrait pouvoir être résolu à partir des équations classiques tirées des principes 

de conservation complétées par l’équation d’état du fluide. Théoriquement la 

solution est déterminée si l’on ajoute des conditions aux limites et les conditions 

initiales. Ces conditions aux limites sont en général définies par des surfaces 

solides immobiles ou en mouvement, qui limitent l’espace occupé par le fluide, 

par des surfaces libres sur lesquelles règnent des pressions constantes et par des 

champs de vitesses. Quant aux conditions initiales, elles expriment l’instant de 

départ pour l’étude du mouvement du fluide. Les systèmes d’équations obtenus 

sont souvent trop complexes pour pouvoir être résolu par des calculs surtout si 

l’écoulement est turbulent, d’ailleurs, on ne sait pas trouver des solutions. Cette 

difficulté vient de ce que ces équations ne sont pas linéaires. Cependant, pour les 

écoulements laminaires, où les conditions aux limites sont particulièrement 

simples, il est possible de trouver une solution. Il s’agit dans ce travail d’étudier  

l’écoulement laminaire sous pression d’un fluide incompressible le long d’un 

canal semi-poreux à parois horizontales et parallèles.  

Généralement dans la nature, l’écoulement d’un fluide se fait suivant trois 

dimensions ; ce qui est souvent une source de difficulté pour les mécaniciens de 

fluide. C’est ainsi que la géométrie des canaux plans est théoriquement souvent 

exploitée pour modéliser les écoulements, car celle-ci permet le passage des 

écoulements en 3D trop complexes aux écoulements en 2D plus pratiques. 

L’écoulement plan de Couette est un exemple illustratif. L’avantage qu’offre la 

géométrie d’un canal plan a été aussi exploité pour la première fois en 1953 par 

Berman [6], mais en utilisant les parois poreuses. Partant des équations de 

Navier-Stokes en 2D, celui-ci réalisa que la composante normale de la vitesse 

devrait être indépendante de variable x (direction de l’écoulement) ce qui lui a 
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permis de réduire les équations de Navier-Stokes en une équation différentielle 

ordinaire non-linéaire d’ordre 4. Et l’écoulement était ensuite contrôlé grâce à 

un paramètre de contrôle R (Reynolds d’injection), ces travaux étaient fondés 

sur la vitesse normale d’injection V et de la mi-hauteur entre les deux plaques h. 

Ensuite, de nombreux travaux sur les écoulements dans des canaux poreux ont 

suivis. Parmi lesquels, on peut citer les travaux de Terrill [8] qui a fait une 

extension sur les faibles valeurs de R de Berman. Proudman [40], quant à lui a 

examiné le cas grandes valeurs de R en utilisant une approche d’intégrale. Ceux-

ci ont été suivis par les travaux de Taylor et Yuan [7]. 

La mise en équation, la détermination des conditions aux limites et la 

méthodologie de résolution de ces équations feront alors l’objet du chapitre II. 
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II-1 ENONCÉ DU PROBLÈME 

Considérons un fluide newtonien incompressible ayant une densité 

volumique de masse et une viscosité cinématique, situé dans un canal 

horizontal à parois parallèles, la paroi supérieure du canal étant poreuse et la 

paroi inférieure imperméable. 

 Le système de coordonnées cartésiennes  zyx ,,  est adopté avec les 

vecteurs unitaires respectifs  zyx eee ,,  de sorte que le sens de l’écoulement est 

orienté suivant l’axe  Ox , symétrique par rapport aux deux parois horizontales 

du canal, l'axe des y  est ascendant et perpendiculaire aux parois. )2( mZ  est la 

largeur du canal et ses deux parois sont situées en et  hy  hy  , et ont la 

même longueur L telle que Lx 0 . D'un point de vue pratique, le canal est 

donc supposé être semi-infini de telle sorte qu'aucun écoulement longitudinal 

n'existe à l'extrémité fermée 0x .La longueur L  du canal est supposée être très 

grande par rapport à sa hauteur )2( hy  .  

En outre, pour obtenir une configuration bidimensionnelle de 

l’écoulement, le rapport de la largeur )2( mZ  sur la hauteur )2( h  du canal est 

suffisamment grand pour que la direction )(OZ  n’ait aucune influence sur 

l’écoulement considéré. Ainsi, les particules de fluide se déplacent dans le plan 

 yx,  et l’écoulement se répète de manière identique tout le long de l’axe )(OZ . 

La paroi supérieure poreuse subit une injection ou une succion de fluide 

avec une vitesse constante et uniforme, orthogonalement à la paroi du canal 

supérieur, comme le montre la figure 6. Un gradient de pression externe 

  LPPL 0  constant dans le temps est appliqué entre les deux extrémités du 

canal. Seul le cas d’un gradient de pression favorable est étudié dans ce travail. 

Le gradient de pression externe est qualifié de favorable lorsque sa valeur 

numérique et celle de la vitesse de succion ou d’injection sont de même signe: 
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cela se traduit lorsque le gradient de pression externe est négatif pour l'injection, 

et positif pour la succion. 

Ceci nous permet de ressortir le dispositif du problème, présenté à la 

figure ci-dessous. 
           

 y U         
       

           
       W h   

         
         
 O        
            x 
        h    
 

      W    
            

      L      
           

 P0           PL 
 

Figure6:  Canal horizontal parallèle ayant une paroi supérieure poreuse et une 
paroi inférieure imperméable. 

 

Le canal contient l’écoulement laminaire d’un fluide qui est aspiré à une 

vitesse constante et uniforme U  orthogonalement à la paroi poreuse. W  

représente la vitesse maximale de l’écoulement plan de Couette que peut offrir 

le gradient de pression. Cette vitesse est l’échelle  de la  vitesse longitudinale. 

Les forces de masse n’ont pas d’effets sur l’écoulement étudié et le champ 

de vitesse V  a pour composantes longitudinale et transversale  

( yx VV , ) respectivement.  
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Dans son ensemble, la mécanique des fluides est gouvernée par trois 

principes fondamentaux: le principe de conservation de la masse, le principe de 

conservation de la quantité de mouvement et le principe de conservation de 

l’énergie. Du fait que notre étude ne s’intéresse qu’à l’aspect dynamique, on se 

limite donc aux principes de conservation de la masse et conservation de la 

quantité de mouvement, afin d’établir les équations d’hydrodynamiques encore 

appelées les équations de Navier-Stokes. 

II-2  CONSERVATION DE LA MASSE 

Les équations d’hydrodynamiques expriment le principe de  conservation 

de la masse à travers l’équation de continuité. 

II-2-1 Taux de dilatation volumique 

Soit dv  le volume occupé par la particule de fluide à l’instant t , 

'dv  le volume occupé par la particule de fluide à l’instant dtt   

 zyxD ,,  : la vitesse de déformation à l’instant t , 

 ',',' zyxD  : la vitesse de déformation à l’instant dtt  . 

Par définition; le Jacobien J est donné par: 

 
 
 zyxD

zyxD

dv

dv
J

,,

',',''
 ,                                                                            (2.1) 

L’équation (2.1) peut encore s’écrire suivante: 
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or kjiOM zyx   , kjiOM '''' zyx   et dtVMM '  ,                                                
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 en introduisant O par la relation de Chasles il vient : dtVOMMO  '                      

ou encore  dtVMOOM '  avec kjiV wvu   .                                                                

On a donc : 

  
x

u
dtudtx

xx

x












1
'

                                                                
(2.3a) 
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,                                                                   (2.3b) 
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,                                            (2.3c) 
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Il vient que : 
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(2.4) 

Le calcul du déterminant nous permet d’obtenir: 
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En négligeant tous les termes de degré 2  et 3  on obtient : 
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 

dvdiv
dt

dvd
V  [41]                                                                              (2.6) 

L’équation (2.6) est le taux de dilatation volumique relative de la particule 

fluide se trouvant en ce point à cet instant. 

II-2-2  Enoncé du principe de conservation de la masse 

Formulé pour la première fois, par Léonard De Vinci, ensuite par Héron 

[41], le principe de conservation de la masse stipule l’énoncé suivant : quelque 

soit le domaine (D) de fluide limité par une surface fermée (S), ne contenant 

aucune source ni puits de masse, et entièrement contenu dans le fluide, la masse 

de fluide contenue dans (D) reste constante quand on suit le domaine (D) dans 

son mouvement.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 7 : Domaine de fluide  D  délimité par une surface  S  

 

II-2-3  Equation de continuité. 

Soit v le volume de fluide contenu dans le domaine ( D ) et soit dv le 

volume élémentaire pris autour d’une particule de fluide contenu dans ( D ) à 

 D  

1t  

2t   3t  

1m  

2m   3m  

mmmm  321  

 D  
 D  

 S  
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l’instant t . Le principe de conservation de la  masse nous permet d’écrire: 

ctem   

Pour une particule de fluide de masse dm  contenue dans ( D ), la masse 

totale du fluide dans le domaine ( D ) est donnée par la relation suivante : 

 
D

dmm                                                                                            (2.7) 

En tenant compte du fait que dvdm  , on obtient la relation suivante : 

  dvtMm
D ,                                                                                 (2.8) 

où   désigne la masse volumique du fluide. 

D’après le principe de conservation de la masse, la masse reste constante 

au cours du temps. Ce qui conduit à l’équation suivante: 

   
D

dv
dt

d

dt

dm
0                                                                          (2.9) 

 
 

0 dt

dvd
dv

dt

d

D


                                                                    (2.10) 

Lorsqu’on utilise la dérivée lagrangienne définie par : 

 V.grad




tdt

d
,                                                                               (2.11) 

en tenant compte de l’expression donnant la relation entre la divergence 

du vecteur vitesse et le taux de dilatation volumique obtenu à (2.6), l’équation 

(2.10) 

devient : 
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V
                                                (2.12) 
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Cette équation devant être vérifiée pour tout domaine [41] et permet 

d’obtenir la relation suivante : 

 
     0,

,





VtMdiv
t

tM 
                                                              (2.13) 

où    gradVVV . divdiv  

l’équation (2.13) est appelée équation de continuité. Elle traduit la 

conservation de la masse. 

 Si on considère un écoulement de fluide avec un débit entrant et un débit 

sortant, la masse de fluide contenue dans le domaine ( D ) donne une autre forme 

à l’équation de continuité. La figure ci-dessous montre le domaine ( D ) de fluide 

évoluant dans le temps avec les débits entrant et sortant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 8: Conservation de la masse avec débit entrant et sortant. 

 

Puisque la masse ctem   , on a : 

 0
dt

dm
                                                                                                 (2.14) 

m(t)  
Dme

dms 

(D) 
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L’équation de conservation de la masse avec débit entrant et sortant 

s’écrit : 

 se dmdmdm                                                                                    (2.15) 

En dérivant dm  par rapport à t la relation )15.2(  devient: 

 
dt

dm

dt

dm

dt

dm se                                                                                   (2.16) 

L’équation (2.16) peut encore se mettre sous la forme : 

 se QQ
dt

dm
                                                                                         (2.17) 

avec 
dt

dm
Q e

e   et 
dt

dm
Q s

s   où eQ  et sQ  représentent respectivement les débits 

de masse entrant et sortant. 

En  substituant la relation suivante : 

  
    

DD

dvdmm  ,                                                                     (2.18) 

dans celle de (2.17) on aboutit à : 

  
 

.se
D

QQdv
dt

d







                                                                  (2.19) 

La  différentiation de la relation )19.2( permet d’écrire: 

 
se

D

QQ
dt

dvd
dv

dt

d







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                                                 (2.20) 

La relation ( 20.2 ) peut aussi se mettre sous la forme : 
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En définissant respectivement les débits de masse entrant et sortant par 

unité de masse du fluide, on a : 

 
D

ee dvqQ   et 
 

dvqQ
D

ss                                                                (2.22) 

Où eq et sq sont respectivement les débits de masse entrant et sortant par 

unité de masse du fluide. En remplaçant (2.22) dans la relation (2.21) il vient : 

  
 

 
  





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 

D
se

D

dvqqdvdiv
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d
.

V                                     (2.23) 

La relation ci-dessus étant vraie quelque soit le domaine du fluide, on 

obtient l’équation de continuité avec débits entrant et sortant : 

    .se qqdiv
dt

d
 

V                                                                 (2.24)  

La relation (2.24) est appelé équation locale de conservation de la masse 

avec un débit entrant et sortant par unité de masse du fluide. Pour une masse 

volumique variable  tM ,  , celle-ci peut se mettre sous la forme : 

 
 V.grad





tdt

d
                                                                           (2.25) 

Cette expression peut encore s’écrire sous la forme : 

 VgradVV divdiv   .)(                                                                (2.26) 

en injectant ces expressions dans l’équation ( 24.2 ) puis en simplifiant 

membre à membre de l’égalité, celle-ci nous permet de trouver une autre forme 

locale de l’équation de conservation de la masse avec des débits entrant et 

sortant : 

    .se qqdiv
t



 

V                                                                 (2.27) 
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La contrainte incontournable lors de la détermination du champ de vitesse 

de l’écoulement est l’équation de conservation de la masse écrite pour les flux 

entrant et sortant sous la forme (2.27) où eq  et sq représentent les débits de 

masse par unité de masse de fluide des flux entrant et sortant respectivement, 

avec 0eq et . 0sq  

II-2-4 Cas particulier de l’équation de continuité : Fluide incompressible 

Un fluide est dit incompressible lorsque la masse volumique ne varie pas 

en fonction de la pression. Les liquides (eau, huile, etc.) et les gaz à faible 

vitesse peuvent être considérés comme des fluides incompressibles. 

Partant de l’équation d’état du fluide : 

 0),( Tp                                                                                           (2.28) 

En tenant compte de l’incompressibilité du fluide la relation (2.28) 

devient   )(T   et lorsque le fluide est incompressible en transformation 

isotherme  

( cteT  ), la masse volumique varie très faiblement avec la pression ainsi 

cte 0  : 

 0



t


 et 0grad                                                                            (2.29) 

Par conséquent la dérivée totale de la masse volumique est nulle : 

 0. 



 
gradV

tdt

d
                                                                      (2.30) 

Lorsqu’il y’a compensation entre un débit entrant par unité de masse et un 

débit sortant par unité de masse c’est-à-dire se qq  , on dit alors que le flux est 

conservatif, alors l’équation (2.27) devient : 
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0Vdiv                                                                                               (2.31) 

L’équation (2.31)  peut s’écrire en coordonnées cartésiennes suivant la 

relation : 

 .0








y

V

x

V
div yxV                                                                         (2.32) 

Où xV  et yV
 
représentent respectivement les composantes longitudinale et 

transversale du champ de vitesse du fluide incompressible.  

Cette relation peut encore s’écrire sous la forme : 

 
y

V

x

V yx









                                                                                        (2.33) 

Ce qui explique réellement l’existence d’une fonction de courant  dans 

le plan cartésien qui est défini par la relation. 

 
y

Vx 





  et  
x

Vy 





                                                                     (2.34) 

Les relations (2.34)  montrent  aussi que la fonction ),( yx  est invariante 

sur toute ligne tangente en tout point au vecteur vitesse, que l’on appelle ligne 

de courant, puisque, sur une telle ligne, les variations des coordonnées entre 

deux points voisins, dx et dy, vérifient : 

 
yx V

dy

V

dx
 , car 0XV  d                                                                    (2.35) 

 avec 









dy

dx
dX , ou encore 0d . 

Cette grandeur  yx, , définie à une constante additive près par les 

relations (2.34), est appelée fonction de courant. 
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II-3  CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT 

II-3-1 Forces de pression 

La pression est la force normale exercée sur une surface unitaire : 

 







 ds

dF
p

ds 0
lim                                                                                       (2.36) 

où : 

 dS  : surface élémentaire autour d’un point dans le fluide. 

 dF  : force élémentaire appliquée à la surface dS . 

Il s’agit d’une propriété qui dépend du point considéré, elle peut donc être 

différente d’un point à l’autre dans le fluide [42]. 

 

 

 

   

 

 

Figure 9: Notion de pression.  
 

II-3-2  Forces de contact 

On appelle force de contact sur une portion de fluide )(D  limitée par une 

surface fermée )(S , la force exercée par le fluide extérieur sur le fluide intérieur 

à )(D  et qui s’applique sur la surface )(S  à raison de dST sur l’élément de  

Surface dS  telle que : dSMd  )(TF  , où F  et )(MT  sont respectivement la 

force de contact sur dS et la tension ou contrainte au point M .  

dF  

dS 
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On peut alors dire que le caractère déformable d’un fluide est du à 

l’existence en son sein du champ de contrainte )(MT . 

La figure ci-dessous illustre une particule fluide )(D  sur laquelle est 

appliquée la force dST  sur l’élément de surface dS . La contrainte T  contient 

une composante normale ou contrainte normale à dS  et une composante 

parallèle ou composante tangentielle à dS  (ou contrainte de glissement, ou 

contrainte de cisaillement) et est égale à : fn TTT  . 

 

 

 

 

 

 

Figure 10: Portion de fluide )(D  délimitée par une surface )(S  
 

II-3-3  Tenseur des contraintes 

 Pour les fluides étudiés dans notre travail, on  vérifie les deux propriétés 

suivantes : 

Propriété1: la distribution des contraintes )(MT , en tout point M  du  fluide, est 

totalement déterminée dès que l’on connait les contraintes qui s’exercent sur les 

trois éléments de surface formant un trièdre trirectangle ayant pour origine le 

point M . 

Soit en M la surface Sd orientée sur laquelle s’applique la contrainte )(MT  ; 

soient 1Sd , 2Sd  et 3Sd  trois éléments de surface trirectangle ayant idS  pour 

normale in  telle que : 

 321 SSSS dddd  .                                                                         (2.36) 

dF

(D) 

(S) 

(dS) 
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      M  

 

 

 

 

 

Figure 11 : Représentation  de la surface orientée Sd  

 

1Sd , 2Sd et 3Sd  sont les trois projections de l’élément de surface normale 

Sd suivant les axes du repère. 

On pose que kσ est la contrainte sur l’élément de surface de normale kn . 

On montre après développement que : 

     k

k

k nMσMT  
3

1



 .                                                                        (2.37) 

Dans une base orthonormée directe )( jx 3,2,1j  la jième  composante 

jT  de la contrainte Test donnée par : 

𝑛ଵሬሬሬሬ⃗  

𝑑𝑠ଷሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑛ଶሬሬሬሬ⃗  

𝑛ଷሬሬሬሬ⃗  

𝑑𝑠ଶሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑑𝑠ଵሬሬሬሬሬሬ⃗  
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   k

k j

jkjj

j

j nMT  
 
















3

1

3

1

3

1

xx  ,                                                      (2.38) 

Comme la base est orthonormée, la jième composante jT au point M sont 

les composantes d’un vecteur de second ordre appelé tenseur de contrainte noté 

 . kj  est la contrainte dirigée suivant l’axe jx  et appliquée sur l’élément de 

surface perpendiculaire à kn . 

Propriété2: si l’on considère maintenant un petit parallélipipède rectangle bâti 

sur le point M  et aux arrêts parallèles aux axes de coordonnées et qu’on exprime 

l’équilibre des moments des forces appliquées, on trouve que le tenseur des 

contraintes   est symétrique, c’est-à-dire jiij   . 

On démontre que la contrainte T sur un élément de surface pris autour du 

point M  du fluide est liée à la normale unitaire n de cet élément de surface par 

la relation suivante: 

 nT ,                                                                                                (2.39) 

dans laquelle   est le tenseur d’ordre 2 des contraintes. La composante 

jk  de ce tenseur s’interprète comme la contrainte suivant l’axe jx  sur une 

surface de normale kn . 

Pour kj  , la composante jj  est appelée contrainte normale et pour

kj  , la  composante jk  est appelée contrainte tangentielle. 
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II-3-4 Loi de comportement d’un fluide Newtonien 

a) Hypothèses  de Stokes (Fluide de Stokes) 

Rappelons qu’un fluide newtonien est un fluide de Stokes vérifiant 

l’hypothèse de Newton à savoir:  

 H1 :le tenseur des contraintes est une fonction continue du tenseur des 

taux de déformations et de l’état thermodynamique local (pression, température) 

du fluide, il est indépendant du temps de la translation et de la rotation de 

l’élément de fluide local. 

 H2 : le fluide est entièrement dénué d’élasticité, c’est-à-dire il ne possède 

aucune mémoire du passé.  

 H3 : le fluide est dit homogène : un même état des contraintes conduit à 

un même état des déformations quel que soit le point considéré dans le fluide. 

Le tenseur des contraintes ne dépend pas explicitement des coordonnées locales. 

 H4 : le fluide est isotrope c’est-à-dire les relations entre contraintes et 

déformations n’ont pas de direction privilégiée dans le fluide. 

La combinaison des hypothèses H1, H2, H3 et H4 nous permet d’écrire que : 

 klijij f    où ijf  est une fonction dépendant de la pression et de la 

température locale. 

 

b) Principe de symétrie : 

Selon le principe entre les causes (contraintes) et effets (taux de 

déformation), les taux de déformation ont en plus d’autres symétries éventuelles, 

toutes les symétriques que possèdent les contraintes. Par conséquent, les plans 

principaux et les directions principales du tenseur   des contraintes sont 

confondus avec ceux du tenseur    (taux de déformation). 
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c) Hypothèse de Newton 

Les contraintes sont les contraintes linéaires des taux de déformations c’est-

à-dire une composante quelconque ij  du tenseur   est associée linéairement à 

toutes les composantes kl  du tenseur   : 

 
 


3

1

3

1k l

klijklijij a   ,                                                        (2.40) 

où ijkl  est un tenseur d’ordre quatre qui contient 43  composantes. 

On appelle fluide Newtonien tout fluide de Stokes vérifiant l’hypothèse de 

Newton. Les fluides usuels que l’on rencontre dans la nature (liquide, gaz) sont 

Newtoniens. En utilisant l’hypothèse d’isotropie du fluide on a : 

     jkjkjk cbcdiva   V ,                                                        (2.41) 

où jk  est le symbole de Kronecker. 

La relation précédente étant valable pour toutes les valeurs d’indices j  et 

k  nous pouvons écrire que : 

     cbIcdiva  V .                                                                 (2.42) 

c  représente la viscosité de dilatation   du fluide ; et on montre 

expérimentalement à partir de l’expérience de Couette que le terme )( cb   

s’identifie à 2  où  est la viscosité dynamique du fluide. 

Dans le cas particulier où le fluide est en équilibre au repos, il n’y a pas de 

mouvement c’est-à-dire il n’existe aucune déformation partout dans le fluide. 

On a alors 0V   cela entraîne l’annulation des termes Vdiv  et jk
 
de la relation 

(2.41). 

 

Nous obtenons donc jkjk a  . Ceci permet d’écrire jT  sous la forme 

jkijj annaT   . Ainsi Tprend la forme : 



 Chapitre II : Matériels et Méthodes  

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  73 
Université de Yaoundé I 

 nT a .                                                                                                (2.43) 

Lorsqu’un fluide est en équilibre au repos, il existe une seule contrainte en 

tout point du fluide : c’est la pression p  telle que nT p . Par identification 

avec la relation, (2.43) on obtient pa  , alors nous aboutissons finalement à la 

relation : 

   ijijij divp  2 V .                                                            (2.44) 

 

d) Forme finale  de la loi de contraintes 

La viscosité d’un fluide est la propriété qui exprime sa résistance à une 

force tangentielle de frottement. Son effet se manifeste principalement au 

voisinage des parois. Dans le cas d’un fluide Newtonien en mouvement, la 

relation entre la contrainte de cisaillement,  , et le gradient de vitesse est 

linéaire ( direction de l’axe des y  est perpendiculaire et la vitesse de 

l’écoulement, V , est parallèle à la paroi) [43] : 

 
dy

dV                                                                                                                                      (2.45) 

L’expression de la viscosité cinématique est : 

 

                                                                                                    (2.46) 

Où : 

   : viscosité dynamique ; en ).( 2msN . 

   : la viscosité cinématique ; en )( 2 sm .  : contrainte de cisaillement ; 

en )( 2mN . 
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II-3-5  Equations de Navier-Stokes 

a) Enoncé du principe de conservation des quantités de mouvement 

Ce principe stipule que, quel que soit le domaine ( D ) de fluide que l’on 

suit dans son mouvement, la dérivée par rapport au temps du torseur des 

quantités de mouvement dans un référentiel galiléen est égale au torseur des 

forces extérieures appliquées au fluide contenu dans le domaine )(D . Cet 

énoncé entraîne l’égalité entre les résultantes générales et l’égalité entre les 

moments résultants ; la deuxième égalité n’apporte aucune information 

supplémentaire sur la détermination du champ des vitesses. 

b) Equation de Cauchy 

En exploitant l’énoncé de conservation de la quantité de mouvement, nous 

obtenons : 

 extdt

dC
F .                                                                                  (2.47) 

Où C  représente le torseur des quantités de mouvement dont la dérivée 

par rapport au temps équivaut  encore à l’égalité entre les moments résultants : 

 dSdv
D

ext   nFR                                                      (2.48) 

Dans cette relation, dvF  est la force de masse qui s’applique sur une 

particule de fluide de masse ; dm  les forces de masse qui sont proportionnelles à 

la masse et qui sont dues à l’existence d’un ou plusieurs champs de forces dans 

le domaine où se trouve le fluide. 

 dSdvdv
dt

d

D D

nF
V     .                                    (2.49) 

En utilisant le théorème d’Ostrogradsky on a : 

 dvdivds
DS   n .                                                            (2.50) 
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La relation ( 49.2 ) devient alors : 

  
DDD

dvdivdvdv
dt

d  F
V

,                                (2.51) 

soit :  

  dvdivdv
dt

d

D D     F
V

.                                       (2.52) 

Le domaine ( D ) pouvant être quelconque et arbitrairement choisi dans le 

fluide en mouvement, on aboutit à l’équation locale de la quantité de 

mouvement 

  div
dt

d
 F

V
                                                                     (2.53) 

Cette relation obtenue ci-dessus peut aussi se mettre sous forme d’une 

notation indicielle suivante : 

 
j

ij
i

i

x
f

dt

dV







 .                                                                    (2.54) 

L’équation )54.2(  est appelé relation de Cauchy. Cette relation est valable 

quelque soit le fluide, qu’il soit newtonien ou pas. 

 

c) Cas du fluide Newtonien 

Pour tout fluide newtonien, la relation (2.44) ci-dessus se met sous la forme 

tensorielle : 

    2 Idivp V .                                                                  (2.55) 

Dans la suite de notre travail, nous allons utiliser la relation suivante : 

   fAAfdivAfdiv grad. ,                                                                (2.56) 

où f  est une fonction scalaire et A  un tenseur d’ordre 2 . On en déduit que : 
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      2 Idivpdivdiv V                                                     (2.57a) 

     










  VVVgradgrad gradgraddivdivpdiv

t
             (2.57b) 

En remplaçant la relation )57.2( b  dans les équations de Cauchy, on obtient les 

nouvelles équations données par : 

 
 

  










 







 



VVVgrad

gradFVV
V

gradgraddivdiv

pgrad
t

t


 .
                                           (2.58) 

L’équation )58.2( s’appelle équation de Navier-Stokes.  

Lorsque   et   sont des constantes on peut écrire : 

    VgradVgrad divdiv                                                                (2.59a) 

   

















  VVVV graddivgraddivgradgraddiv

tt
 ,             (2.59b) 

or,   VV graddiv  et VgradV divgraddiv
t







 , alors l’équations de 

Navier-Stokes devient : 

     VgradVgradFVgradV
V







 

  divp

t
. .         (2.60) 

Ces équations mettent en évidence les forces suivantes appliquées à l’unité de 

volume du fluide : 







 



VgradV
V

.
t

 , F , p grad et   



  VVV gradgraddivdivgrad

t
  

respectivement les forces d’inertie, de masse, de pression et de viscosité. 
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Pour les fluides incompressibles en transformation isotherme ou de faibles 

variations de masse volumique ; 0Vdiv  et de plus   et  sont constants liés 

par une relation   . Les équations suivantes qui sont les équations de 

Navier-Stokes pour les fluides incompressibles se réduisent : 

   VgradFVgradV
V





 

  p

t
. .                                        (2.61) 

II-4 EQUATION DE TRANSPORT DE LA VORTICITE 

II-4-1 Définition de la vorticité 

a) Circulations 
 On considère un contour fermé C  dans un écoulement. La 

circulation le long de C  est alors l’intégrale le long de C  de la vitesse 

tangente à C . En notant ld un vecteur tangent à C  en un point M de C , 

de norme petite dl , la circulation vaut 

 
C

dv l.                                                                                    (2.62) 

b) Vorticité 

 La vorticité est définie comme le rotationnel de la vitesse : 

vω . Elle est reliée à la circulation par le théorème du rotationnel : 

 Sωl ddv
SC

..                                                                    (2.63) 

où S est une surface s’appuyant sur C , et Sd un vecteur normal à S de 

norme dS proportionnelle à un petit élément de surface. 
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Figure 12 : Schéma d’un tube de vorticité s’appuyant sur un contour C.   

Les parois sont tangentes au vecteur vorticité ; le flux de vorticité à travers S  et 

 est donc identique. 

c) Tube de vorticité 
Une ligne de vorticité est définie de façon analogue à une ligne de courant : c’est 

à un instant donné une courbe qui est tangente en tout point à la vorticité locale ( 

son équation est donnée en D2  par yx dydx   ). Un tube de vorticité 

s’appuyant sur un contour fermé C  est composé de l’ensemble des lignes de 

vorticité passant par C (figure 1). 

Pour un contour fermé quelconque sur les parois du tube de vorticité, délimitant 

une surface  , on peut utiliser l’égalité (2.63) pour la surface composée de 

 et des parois du tube. On trouve alors que le flux de vorticité à travers 
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 est égal à celui à travers S , et à la circulation le long de C . On a donc 

finalement que dans un tube de vorticité : 

- La circulation le long d’un contour fermé sur les parois est 

indépendante du contour. 

- Le flux de vorticité à travers une surface interceptant le tube est 

indépendant de cette surface. 

II-4-2 Forme équivalente de l’équation de Navier-Stokes pour le fluide 

incompressible 

Dans la relation )61.2(  obtenue ci-dessus le premier terme de gauche (forces 

d’inertie) peut se mettre sous la forme suivante : 

   



 



 VgradV
VV

.
tdt

d                                                                (2.64) 

Le terme de non-linéarité  VgradV.  dans le membre de droite de l’équation 

)64.2(  peut se mettre sous la forme : 

   VrotV
V

gradVgradV 









2
.

2

                                                 (2.65a) 

 





















 VrotV
V

grad
VV

2

2

tdt

d  .                                         (2.65b) 

 En insérant les relations )64.2(  et )65.2( a  dans l’équation )61.2( , on 

obtient une nouvelle forme appropriée de l’équation de Navier-Stokes quelque 

soit le système de coordonnées : 

 VgradFVrotV
V

grad
V












 


p

t

1

2

2

.                           (2.66) 
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 Si on néglige l’action du poids F en supposant que le mouvement du 

fluide a lieu dans un canal horizontal au poids alors les forces de masse 

s’annulent  et  la relation )66.2(  devient : 

 VgradVrotV
V

grad
V












 


p

t

1

2

2

.                              (2.67) 

 Ces équations de Navier-Stokes peuvent être détaillées dans plusieurs 

systèmes de coordonnées pour un champ de vitesse V . Mais dans le cas de notre 

travail, l’utilisation du plan cartésien permet de visualiser et d’analyser la 

distribution du champ de vitesse et du gradient de pression externe  favorable, de 

comparer les résultats expérimentaux et numériques, ainsi que d’étudier les 

performances de la paroi poreuse. Cela facilite la compréhension des 

interactions entre le fluide et la paroi poreuse, et contribue à l’optimisation du 

système d’écoulement laminaire.  

 L’étude des écoulements réels (visqueux) est gouvernée par les équations 

dites équations de Navier-Stokes, données  par la relation )67.2( . En pratique, la 

solution analytique de cette équation est impossible. Généralement, on utilise 

des hypothèses de base et on fait recours aux méthodes numériques  

(différences finies, volumes finis, éléments finis, méthode de tir,…etc). Dans 

toutes les situations, les forces de frottements, ou la viscosité n’est plus 

négligeable (fluide réel), ce qui fait la différence avec un fluide parfait. 

 Compte tenu de la géométrie de notre dispositif, la troisième composante 

du champ de vitesse zzV e  est négligée donc, la projection de l’équation de 

Navier-Stokes sur les deux axes, aboutie au système d’équations en coordonnées 

cartésiennes où les composantes du champ de vitesse sont ),( yx VV

respectivement : 



 Chapitre II : Matériels et Méthodes  

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  81 
Université de Yaoundé I 

 






























2

2

2

21

y

V

x

V

x

p

y

V
V

x

V
V

t

V xxx
y

x
x

x 


                          (2.68a) 

 



































2

2

2

2
1

y

V

x

V

y

p

y

V
V

x

V
V

t

V yyy
y

y
x

y 


                         (2.68b) 

II-4 -3 Equation  de vorticité. 

Pour obtenir cette équation nous allons utiliser deux approches : 

La première approche consiste à utiliser des dérivées partielles sur les équations 

de Navier-Stokes établies et détaillées ci-dessus en coordonnées cartésiennes et 

la seconde approche est basée sur l’utilisation des identités vectorielles sur les 

équations de Navier-Stokes du fluide newtonien et visqueux. 

 

a) Première approche 

Considérons un écoulement plan de fluide isochore. Le problème posé se 

situant dans le plan cartésien ),,( yxO , les équations de Navier-Stokes déjà 

établies précédemment aux relations )68.2( a  et )68.2( b  prennent les nouvelles 

formes suivantes : 

 xx
x V

x

p
V

t

V







 


1

.gradV                                                       (2.69a) 

 yy
y V

y

p
V

t

V












1

.gradV                                                      (2.69b) 

Les propriétés mathématiques sur le gradient et le laplacien  nous 

permettent d’écrire :  

 
y

V
V

x

V
VV x

y
x

xx 






gradV. ,
y

V
V

x

V
VV y

y
y

xy 







gradV.             (2.70a) 
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 2

2

2

2

y

V

x

V
V xx

x 






 ,
2

2

2

2

y

V

x

V
V yy

y 







                                            (2.70b) 

A l’évidence, un moyen simple d’éliminer la pression est de dériver la 

première équation par rapport à y , de dériver la seconde par rapport à x , et de 

soustraire celle-ci de la première, ce qui donne : 

 

 












































xy

xy
xy

V
y

V
x

V
y

V
xy

V

x

V

t



gradVgradV .).(

                          

(2.71) 

Les opérateurs (.)  et  peuvent être permutés dans le second membre. En 

outre, en développant les termes de la relation )71.2( , on montre que : 

 
































VgradVgradV
y

V

x

V
divV

y
V

x
xy

xy ).().(                      (2.72) 

En remplaçant la relation )72.2(  par son expression dans la relation (2.71) 

il vient : 

 
























































y

V

x

V

y

V

x

V
div

y

V

x

V

t
xyxyxy V                  (2.73) 

On reconnaît dans la grandeur entre parenthèses la composante suivant ke  du 

vecteur tourbillon 






























y

V

x

V
xy

0

0

2 rotVΩ                                                (2.74) 

Cette composante est appelée vorticité de l’écoulement, et désignée par ω

(sans indice) : 
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 k
xy

y

V

x

V
eΩω 














   2                                                                   (2.75) 

En remplaçant l’équation )75.2(  dans la relation )73.2( , ce qui donne 

l’équation de vorticité sous la forme : 

 ωVω
ω



 ).(div

t
                                                                         (2.76) 

En tenant compte des propriétés de la divergence on a : 

 VωgradωVωV divdiv  .)( .                                                             (2.77) 

Compte tenu de ce que 0Vdiv , car le fluide est supposé incompressible 

en transformation isotherme pour de faibles variations de masse volumique et de 

ce que  rotV
ω

tt 






 est identiquement nul pour un écoulement permanent, on 

obtient : 

 ωωgradV  .                                                                                   (2.78) 

L’équation )78.2(  se présente donc comme un bilan local de vorticité 

(dérivé du bilan de quantité de mouvement) avec un terme source qui s’identifie 

à un mécanisme de diffusion visqueuse, et elle porte le nom de l’équation de 

vorticité. 

 Les forces de pression n’apparaissent plus directement en tant que telles, 

mais elles ont été intégrées dans les autres paramètres du mouvement. 

Par contre, cette astuce ne marche pas avec les écoulements 

tridimensionnels: on peut toujours éliminer la pression dans les équations de 

Navier-Stokes prises deux par deux, mais on se retrouve avec des termes qui 

contiennent les trois composantes de la vitesse et qui n’apportent guère de 

simplification. 
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L’opération effectuée au paragraphe précédent a permis de s’affranchir de la 

pression, et simultanément de réduire les équations dynamiques en une seule 

équation. 

 

b) Deuxième approche 

Pour utiliser cette approche de résolution, nous signalons que le problème est 

régi par l’équation de la quantité de mouvement vectorielle présentée déjà ci-

dessus et définie par : 

   VgradVVgrad
V



 


p

t

1
                                                   (2.79) 

Les forces de masse sont négligeables car on suppose que le mouvement 

du fluide a lieu dans une direction horizontale. 

  Dans le système de coordonnées cartésiennes on a : 

   VrotV
V

gradVVgrad 









2

2

.                                                   (2.80) 

En égalisant les relations )79.2(  et )80.2( , on obtient: 

 VgradVrotV
V

grad
V












 


p

t

1

2

2

                               (2.81) 

Où V  représente le vecteur vitesse, p  la pression, t  le temps,   

l’opérateur laplacien, rotV le rotationnel du champ de vitesse V ,   la viscosité 

cinématique du fluide. 

En appliquant le rotationnel dans les deux membres de l’équation )81.2( il 

vient: 
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)(
1

)(
2

)(
2

Vrotgradrot

VrotVrot
V

gradrotrotV




































p

t
                              (2.82) 

Pour l’obtention de l’équation de vorticité on effectue les calculs de 

chaque terme de la relation )82.2( . 

Compte tenu du fait que l’écoulement est permanent c’est-à-dire que le 

champ de vitesse ne dépend pas explicitement du temps, on écrit:  

 

 0)( 













rotV
V

rot
tt

                                                                    (2.83) 

Pour la suite, nous appliquons les propriétés mathématiques sur les 

opérateurs. On a alors : 

 0
2

2


















 V
gradrot                                                                             (2.84) 

   0 
1

 
1









 pp gradrotgradrot


                                              (2.85) 

Pour obtenir le troisième terme du membre de gauche de l’équation 

)82.2( ; on pose ωrotV   et on décompose )( ωVrot   en utilisant la relation 

vectorielle générale suivante valable pour des champs de vecteurs Aet B  

quelconques : 

 BAABBgradAAgradBBArot divdiv  ).().()( [42]             (2.86) 

Compte tenu de ce que 0Vdiv , car le fluide est supposé 

incompressible, et de  ce que )(rotVω divdiv   est identiquement nul pour tout 

champ de vecteur, on obtient : 

  ωgradVVωgradωVrot .)()(                                                   (2.87) 
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Evaluons maintenant le dernier terme ω  en utilisant l’identité 

vectorielle : 

 AAgradrotArot  )()( div                                                             (2.88) 

On obtient : 

 rotωrotVrotVgradV  )()(div                                               (2.89) 

En prenant le rotationnel des deux membres, l’équation ci-dessus devient  

  )()( ωgradωVrot div                                                      (2.90) 

Lorsque   est constant,  les coefficients de viscosités   et   sont aussi 

constants. 

On obtient l’expression suivante : 

 ωVrot   )( .                                                                                 (2.91) 

En remplaçant les relations )83.2( , )84.2( , )85.2(  et )91.2(  déjà trouvées 

pour chacun des termes dans l’équation )82.2( ;on obtient finalement une 

équation appelée équation de vorticité donnée par la relation : 

 ωω Vgrad )(                                                                              (2.92a) 

 )()( rotVrotVVgrad                                                                  (2.92b) 

En se servant de l’équation de vorticité )92.2( a  obtenue ci-dessus, son 

membre de gauche s’écrit : 

  kyx y
V

x
V eωVgrad 
















 ,                                                        (2.93) 

et celui de droite devient : 

 k
yx

eω 















2

2

2

2                                                                        (2.94) 

En égalisant les deux relations )93.2( et )94.2(  il vient : 

 

 






















2

2

2

2

yxy
V

x
V yx


                                                         (2.95) 
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or  
y

Vx 





 et 
x

Vy 





, 

En remplaçant xV  et yV  
par leurs expressions qui les lient à  , il vient : 

 




























2

2

2

2

yxyxxy


,                                                    (2.96) 

en se référant de la relation  66.2 : 

 k
xy

y

V

x

V
erotVω 














 ,                                                                (2.97) 

En remplaçant xV  et yV  par leurs expressions qui les lient à  , il vient : 

 kyx
erotV 














 2

2

2

2 
                                                                    (2.98) 

Lorsque l’on pose 22222 yx  , l’équation )98.2( devient : 

 kerotV )( 2  ,                                                                              (2.99) 

En injectant la relation )97.2(  dans la relation )96.2(  on aboutit à : 

        




























  2

2

2
2

2

2
22

yxyxxy
,                (2.100) 

avec : 

 





















2

2

2
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 



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



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

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



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2

2

2

2

2

2

2
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yxyy


                                                         (2.101c) 

La relation )100.2(  est l’équation du transport de  vorticité de 

l’écoulement laminaire en régime permanent d’un fluide incompressible dans le 

plan. 
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II-5 FORME ADIMENSIONNELLE DE L’EQUATION DE VORTICITE 

II-5-1 Forme classique 

L’équation  du transport de vorticité obtenue à la relation )100.2(  ci-

dessus dépend de plusieurs groupements de variables, il faut l’adimensionnaliser 

pour ressortir les paramètres de contrôle. Rappelons que le but de 

l’adimensionnalisation est de rendre plus commode la modélisation d’une part, 

d’autre part d’effectuer une similitude des nombres sans dimensions entre 

l’écoulement industriel et l’analyse expérimentale de l’écoulement dans le canal 

à paroi supérieure poreuse. Ceci a trois intérêts majeurs : 

- les équations obtenues sont simplifiées ; 

- les équations calculées étant normalisées, ce qui permet de mieux 

maitriser les erreurs numériques ; 

- la solution calculée pour un jeu de nombres caractéristiques est valable 

pour tous les systèmes naturels ayant le même jeu de nombres 

caractéristiques : c’est le principe de similitude. 

Si le fluide subit le processus d’injection ou de la succion uniquement, la 

vitesse de référence d’injection ou de la succion sera notée U, comme 

couramment réalisée. Dans le cas de ce travail, le gradient de pression externe 

imposé entre les deux extrémités du canal peut causer le mouvement de fluide si 

le processus d’injection ou de la succion n’existe pas. Ainsi, l’écoulement étudié 

est effectué par deux effets conducteurs qui sont l’injection ou la succion sur la 

paroi poreuse du canal et le gradient de pression externe appliqué aux deux 

extrémités de la conduite. Par conséquent la vitesse de référence est définie 

comme étant la somme des vitesses fournies par chaque effet conducteur ; nous 

avons alors: 

 WUVref  ,                                                                                    (2.102) 
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où     2
0

12 hLPPvW L    est la vitesse maximale de l’écoulement de 

Couette sous la pression exercée qui existerait seule en l'absence du processus de 

la succion ou d’injection. 

L’intérêt de la manière de définir la vitesse de référence comme faite dans 

)102.2(  est de créer la possibilité de prendre en compte les effets du gradient de 

pression externe en introduisant dans la formulation des conditions aux limites 

le paramètre   qui joue le rôle du gradient de pression sans dimension si la 

vitesse U  de la succion ou de l’injection reste constante. 

Dans ces conditions, la variation du gradient de pression externe est la 

même que la variation de   et UW est le rapport de vitesse comparant les 

ordres de grandeur des vitesses longitudinales et transversales dans le canal.  

Malgré la définition de  sous forme de ratio de vitesse, ce paramètre peut 

être considéré comme le gradient de pression externe sans dimension  14  car sa 

définition en termes de gradient de pression   LPPL 0  peut être écrite comme 

suit: 

  UhLPPL
21

0 2                                                                  (2.103) 

Dans tout ce qui suit, pour alléger l’écriture, les grandeurs 

adimensionnelles seront notées sans astérisque. 

Les variables sans dimensions s’écrivent donc : 

 
h

x
 , 

h

y
 , 

hV
F

ref


 , 

ref

x

V

V
u  , 

ref

y

V

V
v                                     (2.104) 

où :   est le paramètre adimensionnel défini sur la direction x , 

  est le paramètre adimensionnel défini sur la direction y , 
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F  est la fonction de courant adimensionnelle,  

u  et   désignent les composantes longitudinale et transversale 

adimensionnelles du champ de vitesse respectivement. 

Les relations )104.2(  nous permettent d’établir les  expressions des variables 

adimensionnelles suivantes : 

 
xx 







 




.                                                                                   (2.105a) 

or :  

 








hx

1
,                                                                                    (2.105b) 
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



















hxhx
                                                     (2.105c) 

On a : hFVref , ce qui nous permet d’écrire les relations suivantes : 

 








 F

hVref                                                                                  (2.106a) 

 
2

2

2

2









 F

hVref                                                                              (2.106b) 

 








 F

V
x ref                                                                                    (2.106c) 

 2

2

2

2









 F

h

V

x
ref                                                                         (2.106d) 

 Par analogie avec la relation )106.2( d  nous avons: 
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






 F

h

V

y
ref                                                                                  (2.107) 

 L’addition et factorisation des relations )106.2( d   et )107.2(  nous 

donnent : 

 








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

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

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2
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h

V
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ref  ,                                           (2.108) 

avec  












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

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2

2
2

h

V
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ref                                                  

 En introduisant les grandeurs adimensionnelles définies ci-dessus, la 

forme  classique de l’équation de vorticité devient: 
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(2.109) 

En multipliant la relation ci-dessus par  22
refVh , et en simplifiant 

membre à membre, il vient : 
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(2.110) 

On obtient finalement : 
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(2.111) 

Avec   hVR refe  le nombre de Reynolds. 

II-5-2 Forme  adaptée au problème à résoudre 

La relation )111.2(  est la forme classique de l’équation adimensionnelle 

du transport de vorticité. Elle peut ainsi être généralisée sur la forme : 

 F
R

F
F

F
F

e

2222 1















                                            
(2.112) 

Afin de pouvoir résoudre l’équation différentielle obtenue à la relation

)112.2( , nous avons choisi d’utiliser la méthode des solutions semblables car 

elle est mieux adaptée à la géométrie et aux certaines  hypothèses utilisées dans 

notre travail. 

II-6 METHODE DES SOLUTIONS SEMBLABLES 

II-6-1 Hypothèse de Berman [ 6 ] 

 L’hypothèse sur les solutions semblables exige que  la composante 

transversale du champ de vitesse   est indépendante de la coordonnée   définie 

sur la direction x . Cette hypothèse a été envisagée pour la première fois par 

Berman. Elle reste valable dans le cas de notre travail  car la hauteur  h  du canal 

ne varie pas dans le sens de la bande et la succion ou l’injection de fluide à 

travers le canal est effectuée uniformément sur toute la paroi poreuse. 



 Chapitre II : Matériels et Méthodes  

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  93 
Université de Yaoundé I 

II-6-2 Application au problème à résoudre : équation de Proudman 

Nous considérons l'expression sans dimension de la vitesse transversale 

donnée par la relation     Fv .En intégrant cette équation et en tenant 

compte du fait que 0F  pour 0 , on obtient la relation suivante : 

     ,F , avec v                                                              (2.113) 

Où   désigne la fonction de courant de l’écoulement permanent par unité 

de longueur du canal. 

En dérivant la relation )113.2(  par rapport à on a : 

   


1

F

                                                                                    (2.114) 

Calculons chacun des termes de l’équation )112.2( , on a : 

 2

2

2

2
2

 







FF

F                                                                            (2.115a) 

  2
2

2






 F

,                                                                                     (2.115b) 

   11 

 

F

                                                                                (2.115c) 

Calculons encore la dérivée seconde de l’équation de l’équation )115.2( c  

, on a : 

 0
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2


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
F

.                                                                                          (2.116a) 
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  2
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
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
F

F                                                                            (2.116b) 

En dérivant )116( b  par rapport à  , on a : 

  22 






F
                                                                                    

(2.117) 

En remplaçant ces termes dans l’équation adimensionnelle  du transport 

de vorticité )112.2(  et en la simplifiant par  , on obtient : 

    
       






















2

22

2

222
21 1










eR
                              (2.118a) 

        4321 1 
eR

                                                                     (2.118b) 

L’équation différentielle ordinaire non-linéaire satisfaisant   est appelée 

l'équation de Proudman-Johnson [40]. 

On pose alors :    dd1 ,   222  dd ,  

  
  333  dd , 

  434  dd ,                                            (2.119)  

A l'état actuel de la même manière que la méthode de la solution 

semblable permet de réduire les équations d'écoulement stables ( 2.112)  à une 

seule équation différentielle ordinaire non-linéaire d'ordre 4 . 

         02134   ee RR                                                            (2.120) 

La relation ( 2.120)  est une équation différentielle ordinaire non linéaire 

d’ordre quatre vérifiée par la fonction de courant par unité de longueur   en 
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fonction de la variable . Alors le problème posé à l’équation )120.2(  nécessite 

des conditions aux limites et celles-ci sont données sur les interne et externe. 

II-6-3  Conditions aux limites 

Les conditions aux limites pour les fluides visqueux dépendent des 

propriétés du fluide, de la géométrie de l’écoulement et des conditions 

environnementales : 

 - les conditions d’adhérence pour les fluides visqueux sont des conditions 

qui décrivent le comportement des fluides visqueux en contact avec une surface 

solide. Ces conditions sont importantes pour comprendre comment les fluides se 

déplacent dans les conduites, les canaux et les tuyaux, ainsi que pour 

comprendre les phénomènes de frottement et de traînée. 

‐ Les conditions d’adhérence exigent que la vitesse du fluide à la surface 

d’une paroi solide est égale à la vitesse de la paroi elle-même. En d’autres 

termes, le fluide adhère à la surface solide et se déplace avec elle. Cette 

condition est connue sous le nom de condition de non-glissement. 

‐ Elle est basée sur l’hypothèse que la viscosité du fluide est suffisamment 

élevée pour que les forces de frottement entre le fluide et la surface solide soient 

importantes. 

Les équations de Navier-Stokes  (équations )68.2( a  et )68.2( b ) sont 

remplacées par une seule équation différentielle )120.2(  avec   qui est la 

fonction de courant par unité de longueur, les conditions aux limites sont alors 

nécessaires. Elles sont dictées par la considération sur la conservation de la 

masse développée dans la section 12 II . En introduisant le paramètre a  

pour prendre en compte les deux orientations possibles que prendrait 

l’écoulement, on obtient alors les conditions aux limites suivantes : 
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

 pour hy                                      (2.121a) 
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

 et aU
y

Vy 






 pour hy                                    (2.121b) 

( 1a  pour la succion ou 1a  pour l'injection) 

Avec U  représentant la valeur absolue de la vitesse de succion ou de l’injection 

(voir figure 6 ): 

L’adimensionnalisation des conditions aux limites par les variables 

adimensionnelles mentionnées ci-dessus, donne : 
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u

auF
, 1                  (2.122b) 

Afin de pouvoir résoudre l’équation  différentielle )120.2( , il est 

important de fixer les conditions aux limites. On a alors : 

   01   et 0  pour  1                                                          (2.123a) 

   01  , et   11   a  pour 1                                             (2.123b) 

En utilisant la fonction de courant par unité de longueur   du canal 

calculé à partir de )120.2( , )123.2( a  et )123.2( b , les composantes 

longitudinales et transversales sans dimensions  vu,  du champ de vitesse sont 

déduites en appliquant les formules : 

  1u  et                                                                                (2.124) 
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La contrainte de cisaillement étant faite sans dimension par ,hVref la 

contrainte de cisaillement sans dimension est la quantité    vu

pour les parois inférieures et supérieures, nous obtenons les formules suivantes 

pour la contrainte de cisaillement pariétal par unité de longueur du canal en  

fonction de  : 

       ll  12                                                            (2.123a) 

       uu  12                                                             (2.123b) 

Les trajectoires des particules de fluide ou les lignes de courant sont 

définies par la relation: C  où C  est une constante dont la valeur est 

déterminée à partir des coordonnées  kk  ,  d'au moins un point à laquelle les 

lignes sont passées. Pour la simplicité, ce point peut être choisi pour être situé 

sur la paroi poreuse  1 . Les deux orientations du flux sont étudiées en 

fonction de la valeur de a ( 1a  pour injection et 1a  pour la succion). Le 

coefficient  1a  correspond aux lignes de courant qui commencent par 

injection du point à la paroi  1, kk   poreuse et le cas 1a  est l'orientation 

opposée, c'est la configuration pour laquelle les lignes finissent au point 

 1, kk   de la paroi poreuse par succion. Pour l'injection et la succion on 

obtient ensuite dans le plan cartésien   , , les équations de lignes de courant 

écrites sous la forme : 

     1k   avec 0                                                             (2.126) 

Le problème étant ainsi bien posé car le nombre de conditions aux limites 

est égale au degré de l’équation, l’utilisation des méthodes numériques est alors 

bien adaptée. 
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L’équation )120.2(  donnée par :        2134  ee RR  , est notre 

équation à résoudre, avec les conditions aux limites données par les relations 

)123.2( a  et )123.2( b  suivantes :   01   et 0  pour 1  ;   01   et 

  11   a pour 1 . Le problème obtenu est un problème aux limites en 

deux points avec deux conditions aux limites en chaque point. Pour résoudre 

numériquement l’équation de notre problème, plusieurs méthodes peuvent être 

appliquées notamment : la méthode spectrale, la méthode spectrale, la méthode 

des moindres carrées, la méthode de collocation, la méthode de Galerkin, et la 

méthode de tir.  

Nous allons utiliser la méthode de tir [34] parce qu’elle nous donne 

l’opportunité d’appliquer l’algorithme de Runge-Kutta qui fournit à la fois la 

fonction inconnue f et ses dérivées, qui interviennent dans l’expression du 

champ de vitesse et les contraintes pariétales. 

II-7 METHODES NUMERIQUES 

II-7-1 Méthode de tir 

La méthode de tir consiste à transformer le problème aux limites en deux 

points, en un problème à conditions initiales. 

Pour résoudre ce problème de valeur limite à deux points posé par 

l’équation ( 2.120) avec les relations ( 2.123a)  et (2.123b) , nous adoptons les 

trois étapes de structure  de la méthode de tir suivantes: 

- Le problème à résoudre est transformé en un problème à conditions initiales 

qui consiste à conserver la même équation différentielle  ordinaire et à introduire 

deux conditions arbitrairement choisies pour les dérivées seconde et troisième 

manquantes 1u  et 2u  à la frontière de départ 1 , afin d'obtenir une fonction 

inconnue  f ,telle que: 



 Chapitre II : Matériels et Méthodes  

 

Doctorat/PhD 2024 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’hydraulique 
GAZAMBETI Yvon  99 
Université de Yaoundé I 

        4321 1
f

R
ffff

e

 , pour ൐ 1                                               (2.127) 

Les nouvelles conditions initiales sont dictées alors : 

   01 f  , 0f ,  
1

2 uf   ,  
2

3 uf   , pour 1                              (2.128) 

 

II-7-2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre 

Pour toutes valeurs considérées 21 et  uu , le problème à conditions initiales 

ci-dessus est résolu en utilisant l'algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre [42]. 

Pour cela, nous allons adopter 101valeurs discrétisées pour le paramètre 

couvrant tout son intervalle [ 1 ,1 ] et formant 100  intervalles de même pas 

210.2  . Les paramètres 1u  et 2u  sont ensuite mis à jour et ajustés afin 

d'obtenir les valeurs 
1u  et 

2u  qui sont les valeurs optimales pour lesquelles f  

satisfait les conditions requises pour   à la frontière finale 1 . 

Lorsque ces valeurs optimales sont atteintes avec une bonne précision, la 

solution calculée f est identique à la solution souhaitée . 

La procédure de mise à jour est effectuée par l'algorithme d'optimisation de 

Newton-Raphson [41]. 

II-7-3 Méthode de Newton-Raphson 

 Cette algorithme consiste à définir un vecteur  21, DDD  dont les 

composantes permettent de calculer la distance à laquelle les valeurs de la 

fonction f sont satisfaites à la borne supérieure 1 . 

On a alors : 

      01, 1
211  fuuD                                                                 (2.129a) 
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        11
212 11,   afuuD                                              (2.129b) 

De ce fait, cherchons à minimiser la fonction coût définie comme suit : 

   2
2

2
1

2
21, DDuuJ  D                                                                   (2.130) 

Dans le but de minimiser la fonction coût J, c’est-à-dire 1 D  et 2D , on 

démarre avec un couple initiale  021,uu  puis on applique l’algorithme 

d’optimisation basé sur la méthode de descente par gradient ou une autre 

méthode d’optimisation comme cela a été fait dans des travaux publiés 

antérieurement par notre équipe de recherche [24]. Dans ce travail, la procédure 

itérative d’optimisation sur la borne supérieure est effectuée par l’algorithme de 

Newton-Raphson et cela se passe par le calcul de la matrice Jacobienne M . 

Partant d’un couple  21,uu  et de l’écart  21, uu   tel que le couple

 2211 , uuuu    donne les valeurs minimales respectives de 1D  et 2D .   

1u et 2u , on a : En utilisant le développement limité de Taylor à l’ordre 1 de 

1D et 2D  autour de 

     2
2

1
1

1

1
21122111 ,, u

u

D
u

u

D
uuDuuuuD  






















                (2.131a) 

     2
2

1
1

1

1
21222111 ,, u

u

D
u

u

D
uuDuuuuD  






















               (2.131b) 

On désire avoir 1D  et 2D , pour cela on pose : 

   0, 22111  uuuuD   et   0, 22112  uuuuD                   (2.132)

 Pour le choix de 1u  et 2u  ; on a alors : 
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  2112
2

1
1

1

1 ,uuDu
u

D
u

u

D





















                                                  (2.133a) 

  2122
2

2
1

1

2 ,uuDu
u

D
u

u

D





















                                                 (2.133b) 

Les relations )133.2( a  et )133.2( b  obtenues ci-dessus peuvent encore se 

mettre sous la forme matricielle suivante :  

   , 
2

1

2

1



















D

D

u

u
M




                                                                        (2.134) 

Où  M  représente une matrice Jacobienne construite à partir de 1D  et 2D  telle 

que : 

  
































2

2

1

2

2

1

1

1

u

D

u

D
u

D

u

D

M                                                                          (2.135) 

Posons : 

 
1

1
1,1 u

D
M




  ,  
2

1
2,1 u

D
M




                                                                 (2.136a) 

 
1

2
1,2 u

D
M




  , 
2

2
2,2 u

D
M





                                                             

(2.136b) 

   
   qq

q

D

D

u

u
M 


















2

1

2

1




                                                                
(2.136c) 

 
   

   
 q

q
qq

D

D
M

u

u

u

u

























 


2

11

2

1
1

2

1

                                            
(2.136d) 
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   qqq

u

u

u

u

u

u




























2

1

2

1
1

2

1




                                                              (2.136e) 

Dans la relation ci-dessus, q  représente l’indice d’itération. Ainsi, les 

calculs des composantes de la matrice Jacobienne )2,1;2,1(,  jiM ji  nous 

amènent à chercher les fonctions 
1u

f




et 
2u

f




, pour cela on pose : 

    ,111
,1 








 f
uu

D
M

jj
j

 
pour  j=1, 2,                                    (2.137a) 

    ,122
,2 








 f
uu

D
M

jj
j

 
pour 2,1j                                    (2.137b) 

Ceci conduit à définir deux fonctions jp 
dépendant de   et paramétrées 

par :  21,uu   

 
j

j u

f
p




  et 
j

j u

f
q




  pour 2,1j                                                    (2.138) 

En admettant que : 

     11
111





















jp
u

f
f

u
                                               (2.139a) 

     11
122





















jq
u

f
f

u
                                              (2.139b) 

  1

11
j

j p
p

u

ff

u


































                                                   (2.139c) 

  1

22
j

j q
q

u

ff

u



































                                               (2.139d) 
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 Les composantes de la matrice Jacobienne de jiM ,  sont alors 

données par: 

  11,1  jpM  ;  12,1  jqM                                                   (2.140a) 

   11
1,2  jpM  ;   11

2,2  jqM                                               (2.140b) 

 Par conséquent, le calcul de ijM
 
nécessite de connaître jp  et jq et leurs 

dérivées premières 
i
jp  et 

i
jq  à la borne finale 1 . Pour obtenir ces valeurs, 

nous différentions les équations )127.2(   par rapport à 1u , on a : 

           4

1

3

1

21

1

1
f

uR
ff

u
ff

u e 










                                         (2.141a) 

 

             

     4

1

3

1

1

32

1

11

1

2

1
f

uR
f

u
f

f
u

ff
u

ff
u

f

e 


















                                 (2.141b) 

 De même, on applique la différenciation à la relation )127.2(  par rapport à 

2u , on a :  

           4

2

3

2

21

2

1
f

uR
ff

u
ff

u e 










                                       (2.142a) 

 

             

     4

2

3

2

2

32

2

11

2

2

1
f

uR
f

u
f

f
u

ff
u

ff
u

f

e 


















                                (2.142b) 

 En évaluant les dérivées liant jp et jq  à f par rapport à , on a : 
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 

 1

11

1

j
j p

d

dp

u

f

d

d

u

f

















                                                         (2.143a) 

 
 

 2
2

2

1
2

2

1

2

j
j p

d

pd

u

f

d

d

u

f

















                                                    (2.143b) 

 
 

 3
3

3

1
3

3

1

3

j
j p

d

pd

u

f

d

d

u

f

















                                                     (2.143c)  

 
 

 4
4

4

1
4

4

1

4

j
j p

d

pd

u

f

d

d

u

f

















                                                    (2.143d) 

 De manière analogue avec q , on a aussi : 

 
 

 1

2

1

j
j q

d

dq

u

f






                                                                              (2.144a) 

 
 

 2
2

2

2

2

j
j q

d

qd

u

f






                                                                          (2.144b) 

 
 

 3
3

3

2

3

j
j q

d

qd

u

f






                                                                           (2.144c) 

 
 

 4
4

4

2

4

j
j q

d

qd

u

f






                                                                          (2.144d) 

 En remplaçant les relation )144.2( a , )144.2( b  , )144.2( c  et )144.2( d  

trouvées dans la relation )144.2( b , il vient : 

 
        

        0312

2134





jeje

jejej

pfRpfR

pfRpfRp




                                                     (2.145) 

De même avec q , on a aussi : 
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        

        0312

2134





jeje

jejej

qfRqfR

qfRqfRq




                                                      (2.146) 

 Alors, les relations )144.2(  et )146.2(  sont appelées les équations de 

perturbation vérifiées par jp et jq . Pour cela on dérive les relations  114.2  par 

rapport à 1u  en 1  on a : 

   01 f ,   01
1




u

f
                                                                     (2.147) 

En tenant compte de l’expression de jp  posée )( 1ufp j  , la relation 

)147.2(  devient : 

   01 jp                                                                                          (2.148) 

De même on continue à opérer ces dérivées pour obtenir les conditions 

aux limites définies par jp , on a : 

      ,0111 
d

df
f      011

1















 d

dp

d

f

u
j                      (2.149a) 

 

    1
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

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pd

d

fd

u
j                               (2.149c) 

Pour les conditions aux limites à valeur initiale vérifiée par jq , on dérive 

la relation )128.2(  par rapport à 2u  en 1 , on a : 
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   01 f ,   01
2




u

f
                                                                     (2.148) 

Compte tenu de l’expression de jq  posée )( 2ufq j  , la relation 

(2.148) se réduit : 

   01 jq                                                                                           (2.149) 

Dans la même progression comme la relation utilisée par jp , les autres 

conditions s’obtiennent alors : 

      0111 
d

df
f ,     011

2














 d

dq

d

df

u
j                     (2.151a) 
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




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qd

d

fd

u
j                          (2.151c) 

Alors les fonctions jp  et jq sont des solutions du problème linéaire de 

valeur initiale donnée par la même équation différentielle ordinaire yp j  ou 

yq j  : 

 
          

        0312

2134





yfRyfR

yfRyfRy

ee

ee




                                                    (2.152) 

Les conditions aux limites à valeur initiale sont alors résumées par: 

 0jp , 01 jp , 12 jp , 03 jp  à 1                                 (2.153a) 

 0jq , 01 jq , 02 jq , 13 jq  à 1                                         (2.153b) 
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où :    
d

dp
p j

j 1 ,  
2

2
2

d

pd
p j

j  ,   
3

3
3

d

pd
p j

j  ,  
d

dq
q j

j 1 ,  

 
2

2
2

d

qd
q j

j  , et  
3

3
3

d

qd
q j

j   

En somme, il a été question pour nous de déterminer les équations 

pouvant conduire à la résolution du problème posé dans ce mémoire. A cet effet, 

à partir des équations de Navier-Stokes, nous avons déterminé l’équation de 

vorticité ainsi que ses conditions aux limites. Le problème obtenu alors est un 

problème aux limites en deux points. Pour le résoudre nous avons fait recours à 

la méthode de tir car cette méthode a largement été utilisée en génie mécanique 

et en mathématiques appliquées. La méthode de tir nous a permis de transformer 

le problème aux limites en deux points en un problème aux limites à condition 

initiale. Dans cette méthode, les algorithmes de Runge-Kutta et d’optimisation 

de Newton-Raphson ont été appliqués pour la résolution du problème posé. Il 

nous reste à présenter les résultats obtenus de la méthode de tir. 
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III.1 REMARQUES PRELIMINAIRES 

Le but de ce travail étant d’étudier les effets du gradient de pression 

externe sur l’écoulement étudié, les calculs sont effectués pour différentes 

valeurs du gradient de pression externe constant sans dimension  , et pour un 

nombre de Reynolds eR  maintenu constant. 

Nous avons attribué au nombre de Reynolds une valeur fixe 2eR , afin 

d’éviter de mener les études portant sur les divers comportements dynamiques 

pouvant conduire aux solutions multiples des équations de Navier-Stokes, 

prédits par Robinson [25] lorsque le nombre de Reynolds dépasse la valeur 

critique 165,12eR , pour l’écoulement le long d’un canal uniformément poreux 

avec une succion aux deux parois. 

Pour les exigences de convergence des algorithmes de Runge-Kutta et 

Newton-Raphson, 101valeurs discrétisées sont adoptées pour le paramètre  , 

formant 100 intervalles de même longueur 02,0 . Le critère d’arrêt que 

nous avons appliqué pour la procédure d’optimisation de Newton-Raphson 

permet de réduire la fonction coût J définie dans le chapitre II  à la valeur 

minimale 2510mJ . Cela prouve la haute précision qu’offre  la méthode de tir 

que nous avons utilisée, l’objectif étant de réduire J  à zéro. 

Les résultats obtenus sont interprétés et tracés à l’aide du logiciel Matlab. 

Ces résultats sont discutés en considérant les divers grandeurs physiques 

suivants :la fonction de courant par unité de longueur du canal, les lignes de 

courant, les composantes transversales et longitudinales du champ de vitesse de 

l’écoulement, et la contrainte de cisaillement sur les deux parois. 
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III-2 VALIDATION DU CODE NUMERIQUE UTILISE [17]  

Dans ce sous chapitre nous montrons d’abord la validation du code de 

calcul que nous avons utilisé. Ensuite nous allons présenter les résultats que 

nous avons obtenus pour les divers grandeurs de l’écoulement : la fonction de 

courant par unité de longueur du canal, les lignes de courant, les composantes 

transversales et longitudinales du champ de vitesse de l’écoulement et la 

contrainte de cisaillement sur les deux parois.  

 A cet égard, considérons l’équation différentielle linéaire d’ordre quatre 

et ses conditions aux limites définies par : 

 0)()(2)( )2()4(  xyxyxy                                                                  (3.1) 

1)1( y  , 1)1()1( y , 0)1( y , 0)1()1( y ,                                            (3.2) 

avec  4

4
)4( )(

dx

yd
xy  , 2

2
)2( )(

dx

yd
xy    et  11  x .

 

III-2-1 Solution analytique 

L’équation )1.3(  a pour équation caractéristique : 

 . 012 24  rr                                                                                      (3.3) 

Cette relation ci-dessus prend la forme factorisée suivante : 

 0)1( 2 r                                                                                            (3.4) 

Les solutions de l’équation (3.4) obtenues sont 1  et 1 et la solution 

générale pour l’équation (3.1) se présente sous la forme : 

 . )exp()()exp()()( 4321 xxCCxxCCxy                                       (3.5) 
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En utilisant les conditions aux limites données à la relation )2.3( , on 

obtient alors un système de quatre équations à quatre inconnues : 

 
















022

0

2

32
2

1

432
2

1
2

4
2

3
2

1

4
2

3
2

21

CCeC

CCCeCe

eCeCeC

eCeCeCC

,                                                                   (3.6) 

où )1exp(e , )2exp(2 e  ; 1C , 2C , 3C  et 4C  étant des constantes à 

déterminer. 

La résolution de ce système )6.3(  par la méthode de Cramer nous permet 

d’obtenir les constantes suivantes : 

 
 ,

118

3
48

5

1 



ee

ee
C                                                                               (3.7a) 
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48

5

2 
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
ee

ee
C                                                                                 (3.7b) 

 
118

5
48

37

3 



ee

ee
C                                                                                  

(3.7c) 

 
118

8
48

3

4 


ee

e
C                                                                                 (3.7d) 

III-2-2 Application de la méthode de tir 

 Pour débuter, nous transformons d’abord l’équation différentielle d’ordre 

quatre ci-dessous en une équation différentielle d’ordre 1. 

 ,0)()(2)( )2()4(  xyxyxy                                                                 (3.9) 
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  . 0)1( , 0)1( ,1)1( , 1)1( )1()1(  yyyy                                        (3.10) 

Pour cela,  on écrit:  

 )3(
4

)2(
3

)1(
21   ,   ,  , yyyyyyyy  .                                                                (3.11) 

En remplaçant les relations )11.3(  dans l’équation )1.3(  , on obtient: 

 , 0)()(2)( 13
)1(

4  xyxyxy                                                                 (3.12) 

Pour transformer l’équation différentielle )12.3( qui est un problème à 

valeurs aux limites en deux points, en un problème à conditions initiales, il faut 

donc pour cela ajouter deux autres conditions supplémentaires sur la borne 

1x  afin que le problème soit bien posé. Ainsi on introduit deux valeurs a  et 

b  pour remplacer les conditions initiales manquantes, on obtient : 

 0)()(2)( 13
)1(

4  xyxyxy                                                                  (3.13) 

 . )1(  , )1(  ,1)1(  , 1)1( 4321 byayyy                                (3.14) 

 L’objectif est de trouver les valeurs  aa et  bb pour lesquelles les 

conditions à la borne finale 1x  imposées sont verifiées. A cet effet, une 

technique d’optimisation est nécessaire à la borne finale 1x .  On cherche à 

trouver les équations de perturbation ainsi que leurs conditions à valeur initiale 

comme à la technique utilisée au chapitre précédent aux relations )115.2(  et 

)116.2( , pour cela, la relation )13.3(  est différencie par 1u
 
et puis par 2u

respectivement on a 

. 0
)()(

2
)(

1

1

1

3

1

)1(
4 













u

xy

u

xy

u

xy

                                                         
(3.15)              

Dans la même lancée avec 2u , on obtient: 
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. 0
)()(

2
2

1

2

3

2

)1(
4 


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







u

xy

u

xy

u

y

                               
(3.16) 

En posant  121111 )quy et  puy(  alors il vient les équations de 

perturbation verifiées par p et q suivantes: 

02 13
)1(

4  ppp                                                                                      (3.17a) 

02 13
)1(

4  qqq                                                                                         (3.17b) 

 Les conditions à valeur initiale s’obtiennent en utilisant la méthode la 

relation )90.2( a  comme au chapitre précédent: 

1  à  0p  , 1p , 0p  , 0 4321  xp                                                       (3.18a) 

1  à  1q  , 0q , 0q  , 0 4321  xq                                                     (3.18b) 
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III.2.3 Comparaison des résultats 

 
Figure 13: Courbes comparatives des solutions analytiques et numériques 

 

Les solutions analytiques et numériques montrent les parfaits accords 

entre elles. Les courbes tracées en noir représentent les solutions analytiques et 

celles en bleu des solutions numériques comme montre la figure ci-dessous. 

L’évolution de la solution analytique en y  présente la même allure, la même 

similitude que celle de la solution numérique et ces solutions sont représentées 

en cercle et en barre respectivement.  

De même, les solutions analytique et numérique de la première dérivée 

)1(y  présentent aussi la même allure et similitude et rencontrant celles de y  en 

0x  représentées en étoile et tiret de 6  respectivement. Alors que les courbes 

en square et trait interrompu sont celles de la solution analytique et de la 
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solution numérique de la deuxième dérivée )2(y  respectivement et présentent la 

même allure et similitude et rencontrent celles de y  en un point de 3.0x . 

Quand aux courbes de la troisième dérivée )2(y  en losange et en daemon des 

solutions analytique et numérique respectivement et qui présentent la même 

allure et similitude et rencontrent y en 3.0x  et )1(y   en 8.0x  . 

A l’aide du code de calcul numérique validé ci-dessus, nous traçons les 

différentes courbes ci-dessous dans le cas de la succion et d’injection. Les 

résultats obtenus sont discutés en tenant compte des divers grandeurs de 

l’écoulement qui sont : la fonction de courant par unité de longueur du canal, les 

lignes de courant, les composantes transversales et longitudinales du champ de 

vitesse de l’écoulement, et la contrainte de cisaillement sur les deux parois. 
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III-3 FONCTION DE COURANT PAR UNITE DE LONGUEUR DU 

CANAL 

 A partir de la méthode numérique utilisée basée sur la méthode de tir 

expliquée au chapitre II , les valeurs de la fonction de courant  par unité de 

longueur du canal ont été calculées. Ces valeurs sont tracées en fonction de la 

position de toute couche de fluide ; pour la succion )(a et l’injection )(b  et pour 

différentes valeurs du gradient de pression  externe sans dimension   : 

 

Figure 14a : Fonction de courant par unité de longueur du canal pour 
différentes  valeurs du gradient de pression externe sans dimension, tracée pour 
la succion )(a . 
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Figure 14b : Fonction de courant par unité de longueur du canal pour 
différentes  valeurs du gradient de pression externe sans dimension, tracée pour 
l’injection )(b . 
 

 

Les figure 14  )(a  et )(b  ci-dessus montrent les valeurs de la fonction de 

courant   par unité de longueur du canal, tracées pour la succion )(a  et 

l’injection )(b , en fonction de toute position   de la couche de fluide, pour 

différentes valeurs du gradient de pression externe sans dimension. On remarque 

que les valeurs de   pour la succion sont symétriques par rapport à l’axe central 

du canal, à celles obtenues pour l’injection. Comme on le voit sur ces figures, le 

signe de   dépend de l’orientation de l’écoulement 
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On constate que les valeurs de   sont négatives pour la succion alors que 

celles obtenues pour l’injection sont positives. Du point de vue physique, cela 

signifie que l’écoulement est irréversible dans le fluide. Ceci est dû au fait que la 

quantité cc  0  qui représente le débit massique du fluide circulant entre 

l’axe central du canal défini par l’équation 00    et toute autre ligne de 

courant c )( , est positive pour la succion et négative pour l’injection, car le 

vecteur unitaire normal au plan supérieure poreux est orienté vers l’extérieur du 

canal. Pour une valeur donnée du gradient de pression externe sans dimension 

, les valeurs absolues de   augmentent lorsque  augmente à partir de la paroi 

inférieure )1(  , comme on le voit sur les figures 14  : )(a  et )(b . 

  En examinant simultanément les figures 14  )(a  et )(b  on observe que   

ne change pas de signe lorsque le fluide change de direction, selon que le fluide 

soit aspiré ou injecté dans le canal. Cela mène à la conclusion selon laquelle il 

n’y a pas d’écoulement du fluide dans le sens inverse si la fonction de courant 

par unité de longueur du canal change de signe pour un gradient de pression 

externe constant donné. Par ailleurs, lorsque le signe de la fonction de courant 

par unité de la longueur du canal reste inchangé, cela confirme qu’aucun 

écoulement dans le sens inverse ne se produit dans le canal. 

D’après les figures ci-dessus, on observe également que les valeurs 

absolues de   diminuent lorsque   augmente, pour une position   donnée par 

rapport à la couche de fluide, aussi bien pour la succion que pour l’injection. 

Cela signifie que les lignes de courant dans les deux cas sont identiques. 

III-4 TRAJECTOIRE DES PARTICULES DE FLUIDE OU LIGNES DE 

COURANT 

Avec la formule     1k  pour différentes valeurs de   prises sur 

la paroi supérieure poreuse 1  et définissant le point de départ de la ligne de 
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courant dans le cas de l’injection ou son point d’arrivée dans le cas de la 

succion, nous avons tracé pour 1  la configuration des lignes de courant de 

l’écoulement suivante : 

 

Figure 15: Configuration des lignes de courant pour la succion et l’injection, 
tracée pour 1 . 
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III-5 COMPOSANTES TRANSVERSALE ET LONGITUDINALE DU 

CHAMP DE VITESSE 

a) Composante transversale du champ de vitesse 

En exploitant encore la fonction de courant par unité de longueur, nous trouvons 

la composante transversale du champ de vitesse   dans le fluide donnée par la 

relation suivante :    . Cette formule nous a permis de tracer  les figures 16  

)(a  et )(b  suivants : 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Figure 16a: Profil de la composante transversale de la vitesse d’écoulement 
pour différentes valeurs du gradient de pression externe sans dimension  , tracé 
pour la succion )(a   
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Figure 16b: Profil de la composante transversale de la vitesse d’écoulement 
pour différentes valeurs du gradient de pression externe sans dimension , tracé 
pour l’injection )(b . 
 

Le signe de   est confirmé par les figures 16  : )(a  et )(b , c’est-à-dire 

que   est positif pour la succion et négatif pour l’injection. Les figures 16 : )(a  

et )(b  montrent qu’il n’y a pas de couche de fluide dans le canal, dont la vitesse 

transversale dépasse la vitesse de la succion ou d’injection, contrairement à 

l’écoulement laminaire sous pression à travers une conduite annulaire semi-

poreuse étudié dans  23 . 

Le processus de la succion extrait toute particule de fluide en contact avec 
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particule de fluide plus profonde et dont la vitesse transversale augmente alors. 

Les autres couches de fluide sont également remplacées par celles qui sont plus 

profondes et dont la vitesse transversale augmente. Ainsi, avec l’augmentation 

de la distance de la paroi imperméable dans la direction transversale, le 

processus de succion provoque une augmentation de la quantité de mouvement 

transversale dans le fluide. Ceci donne l’explication physique des graphiques 

présents à la figure 16 )(a  qui montrent que la vitesse transversale augmente 

lorsque   augmente à partir de sa plus petite valeur 1 , pour une valeur 

donnée du gradient de pression externe. 

Dans le cas de l’injection, en raison de la conservation de la masse, les 

particules de fluide injectées à partir de la paroi poreuse sortent en remplaçant 

les particules plus profondes ayant une vitesse transversale plus faible. Dans le 

reste de l’écoulement, les couches de fluide remplaçant alors celles qui sont 

profondes et dont la vitesse transversale est plus faible. Ainsi, au fur et à mesure 

que la distance transversale augmente entre la paroi poreuse et la paroi 

imperméable, le processus d’injection provoque une diminution de la quantité de 

mouvement transversal dans le fluide. On comprend alors la raison physique qui 

explique que la valeur absolue de la vitesse transversale diminue pour une 

distance croissante de la paroi poreuse, le gradient de pression externe étant 

maintenu constant, comme le montre la figure 16 )(b . 

b) Composante longitudinale du champ de vitesse 

A partir de la fonction de courant par unité de longueur, nous avons obtenu la 

composante longitudinale du champ de vitesse u  dans le fluide donnée par la 

relation suivante :  1u .  

Cette relation nous a permis de tracer les figures )17( a  et )17( b  : 
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Figure 17a : Profil de la composante longitudinale de la vitesse d’écoulement 
pour différente valeurs du gradient de pression externe sans dimension  , tracé 
pour  l’injection . 
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Figure 17b : Profil de la composante longitudinale de la vitesse d’écoulement 
pour différente valeurs du gradient de pression externe sans dimension  , tracé 
pour  la succion . 
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0u  de l’état sans glissement, lorsque   commence à diminuer, à partir de la 

paroi supérieure, comme on peut le voir sur les graphiques des  figures 17  )(a  

et )(b . Au fur et à mesure que   continue de diminuer, la diminution de u  

devrait être monotone s’il n’y avait pas une autre condition de non-glissement à 

satisfaire par u  au niveau de la paroi inférieure. 

Ainsi, après avoir augmenté, les valeurs absolues de u  présentent un 

maximum puis commencent à diminuer au-delà de ce maximum et jusqu’à la 

valeur 0, comme on le voit tracer sur les figures 17  : )(a  et )(b . Sur ces figures, 

on observe que ce maximum dépend du gradient de pression externe sans 

dimension   et qu’il diminue lorsque   augmente. On observe également que 

les profiles de la vitesse longitudinale par unité de longueur du canal sont 

symétriques par rapport à l’axe médian du canal, contrairement aux résultats que 

nous avons obtenues pour la conduite annulaire semi-poreuse dans la Réf. 23. 

De plus les figures 16  et 17  )(a  et )(b  mettent en évidence un phénomène 

intéressant qui se traduit par le fait que les valeurs absolues de   et u  diminuent 

simultanément lorsque   augmente. 

La raison de cette perspicacité physique est la suivante : lorsque le 

gradient de pression externe sans dimension   augmente à partir de la valeur 0, 

la force de pression agissant sur les deux extrémités du canal augmente 

également et le fluide subit un gain de vitesse qui devrait augmenter la vitesse 

absolue de la succion ou d’injection. Pour maintenir cette vitesse constante, le 

fluide, grâce à sa viscosité, crée des contraintes de cisaillement de frottement 

agissant sur les couches de fluide. Ces forces de frottement supplémentaires sont 

plus intenses que les forces d’inertie provenant du gain de vitesse fourni par 

l’augmentation du gradient de pression externe imposé entre les deux extrémités 

du canal. 
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Par conséquent, les particules fluides ayant la vitesse la plus lente 

augmentent en nombre et en masse et les valeurs absolues des vitesses 

transversales et longitudinales diminuent pour toute couche fluide, comme le 

montrent les figures 16  et 17  : )(a  et )(b . A l’aide de l’argument précédent, on 

comprend pourquoi le débit massique de l’écoulement diminue lorsque   

augmente, comme on le voit dans les tracés de la fonction de courant présentés 

sur les figures 14  : )(a  et )(b . Les figures 17  )(a  et )(b  peuvent être exploitées 

pour obtenir des indications physiques relatives à l’épaisseur des couches limites 

au voisinage des parois inférieures et supérieures du canal. 

A cet effet, il est utile d’indiquer que, la vitesse transversale sans 

dimension   étant indépendante de la coordonnée   dans le sens du courant, la 

quantité  paroiu   qui est la valeur absolue de la pente du tracé de u  

fonction de  , évaluée aux deux parois, est proportionnelle à la contrainte de 

cisaillement de la paroi et à l’ordre de grandeur u , où   est l’épaisseur de la 

couche limite. La valeur absolue de ces pentes étant égale pour une valeur 

donnée du gradient de pression externe sans dimension   comme on le voit sur 

les figures 17 : )(a  et )(b , on en conclut que l’épaisseur des couches limites 

ainsi que les effets de la viscosité, au voisinage des deux parois, sont égaux pour 

un   donné. Lorsque   augmente à partir de sa plus petite valeur 0, la quantité 

 paroiu   diminue. Cela signifie que, pour la succion comme pour 

l’injection, l’intensité des effets de la viscosité aux deux parois diminue et que 

l’épaisseur des couches limites au voisinage des parois du canal augmente, 

lorsque   augmente. 
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III-6 CONTRAINTE DE CISAILLEMENT SUR LES DEUX PAROIS DU 

CANAL 

 Les valeurs de la contrainte de cisaillement aux parois inférieures et 

supérieures du canal sont calculées à partir des formules suivantes : 

   )()1(2
ll   et    )()1(2

uu  . Cette formule 

nous a permis de tracer les figures )18( a et )18( b  : 

  

 
Figure 18a : Contrainte de cisaillement pour les deux parois du canal en 
fonction du gradient de pression externe sans dimension  , tracée pour la  
succion )(a   
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Figure 18b : Contrainte de cisaillement pour les deux parois du canal en 
fonction du gradient de pression externe sans dimension  , tracée pour 
l’injection )(b  . 

Ces valeurs sont représentées sur les figure 18 : )(a  et )(b  en fonction du 

gradient de pression externe, pour la succion et l’injection respectivement. 

  Les figures 18 : )(a  et )(b  montrent que les valeurs absolues de la 

contrainte de cisaillement de paroi pour les deux parois du canal diminuent 

lorsque le gradient de pression externe augmente à partir de sa plus petite valeur 

0. On en conclut que l’épaisseur des couches limites au voisinage des deux 

parois augmente lorsque    augmente, aussi bien pour la succion que pour 

l’injection. Ceci confirme les résultats obtenus pour les couches limites dans la 

section 3.III .   

(b) 
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Les résultats ci-dessus pour la contrainte de cisaillement de paroi ont déjà 

été obtenus dans le cas d’un écoulement laminaire sous-pression à travers une 

conduite annulaire semi-poreux [22]. Contrairement à l’écoulement sous 

pression dans un tube annulaire semi-poreux pour lequel les valeurs de la 

contrainte de cisaillement à la paroi du cylindre intérieur ne sont pas 

symétriques à celles déduite pour le cylindre extérieur lorsque le gradient de 

pression externe   varie  23 , l’écoulement sous- pression étudié présente, pour 

la succion comme pour l’injection, des contraintes de cisaillement aux deux 

parois du canal qui sont symétriques pour toute valeur de  sauf au voisinage de 

sa plus petite valeur 0, comme le montre la figure 18 : )(a  et )(b . 
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Notre motivation pour mener le présent travail est venue en constatant que 

les écoulements le long de canaux poreux et soumis à un gradient de pression 

externe n’ont pas encore été étudiés, malgré les nombreuses recherches déjà 

effectuées sur les écoulements laminaires le long des canaux poreux. Ce travail 

est consacré à un écoulement laminaire stable soumis à un gradient de pression 

le long d’un canal semi-poreux horizontal à parois parallèles ayant une paroi 

inférieure imperméable. Le but de ce travail est d’étudier, à nombre de Reynolds 

fixe, les effets d’un gradient de pression externe constant imposé aux extrémités 

du canal, sur l’écoulement laminaire considéré, la vitesse de succion ou 

d’injection étant maintenue constante.  

Notre motivation aussi est renforcée par le fait que le problème considéré 

a de nombreuses applications dans les procédés d’ingénierie des fluides 

thermiques tels que ceux dans lesquels un gradient de pression externe fourni 

par une pompe est généralement superposé au processus de la succion ou 

d’injection du fluide aux parois délimitant l’écoulement. L’intérêt principal de 

cette thèse est de fournir des directions des recherches potentielles dans le future 

pour le problème étudié. A cet égard, ce travail effectué représente une étape 

préliminaire pour des recherches ultérieures dans lesquelles il serait intéressant 

d’examiner l’influence du nombre de Reynolds, afin d’obtenir des informations 

physiques supplémentaires sur la richesse profonde de la structure de 

l’écoulement étudié. Les principales conclusions de ce travail peuvent être 

résumées comme suit. 

‐ Le nombre de Reynolds de l’écoulement est défini comme suit: 

)4( 0
3 LPPhUhR Le   ;  il est construit à partir de la somme de la 

vitesse absolue de la succion ou d’injection u  et de la vitesse maximale 

d’écoulement plan de Couette W  fournie par le gradient de pression externe 

constant. 
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‐ En maintenant u  et h  constants, le gradient de pression externe sans 

dimension imposé entre les deux extrémités du canal est donnée par: 

)4( 21
0 huLPPL    

‐ Grâce à l’action de ce gradient de pression externe favorable, aucun 

écoulement inverse ne se produit dans le canal semi-poreux. 

‐ Il n’y a pas de couche de fluide dont la vitesse transversale dépasse la 

vitesse de la succion ou d’injection, contrairement aux résultats obtenus 

par notre équipe de recherche pour l’écoulement laminaire sous-pression 

dans un tube annulaire semi-poreux. 

‐ Contrairement à leurs résultats où la vitesse axiale ne présente aucune 

symétrie, le profil de la vitesse longitudinale dans le canal est symétrique 

par rapport à l’axe central du canal, pour toute valeur du gradient de 

pression externe.  

‐ Lorsque   augmente à partir de sa plus petite valeur0, le fluide subit un 

gain de quantité de mouvement qui devrait faire augmenter la valeur 

absolue de la vitesse de succion ou d’injection. Pour maintenir cette 

vitesse constante, le fluide, à l’aide de sa viscosité, crée des contraintes de 

frottements agissant sur les couches fluides. Ces forces de frottement 

supplémentaires sont plus intenses que les forces d’inertie provenant de 

l’apport de la quantité de mouvement fourni pour  l’augmentation de  . 

‐ Au fur et à mesure que   augmente, les particules fluides ayant  la vitesse 

la plus faible augmentent donc en nombre et en masses. 

‐ Lorsque les valeurs de   augmentent, les composantes transversales et 

longitudinales de la vitesse d’écoulement diminuent pour toute couche de 

fluide. 

‐ Comme dans le cas d’un écoulement laminaire sous pression dans une 

conduite annulaire semi-poreux, la contrainte de cisaillement de la paroi 
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en valeur absolue diminue lorsque le gradient de pression externe 

augmente à partir de sa plus petite valeur 0. 

‐ Contrairement à l’écoulement sous pression dans un tube annulaire semi-

poreux pour lequel les valeurs de la contrainte de cisaillement de paroi 

pour le cylindre intérieur ne sont pas symétriques à celles déduite pour le 

cylindre extérieur, l’écoulement sous pression étudié présente, pour la 

succion comme pour l’injection, des contraintes de cisaillement aux deux 

parois du canal qui sont symétriques pour toute valeur de   sauf au 

voisinage de sa plus petite valeur 0. 

‐ Pour une valeur donnée de  , l’épaisseur des couches limites et 

l’intensité des effets de viscosité, au voisinage des deux parois, sont 

presque égales, tant pour la succion que pour l’injection. 

‐ Lorsque   augmente à partir de sa plus petite valeur 0, l’épaisseur des 

couches limites au voisinage des deux parois du canal diminue, aussi bien 

pour la succion que pour l’injection. 
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Abstract: This paper is devoted to the pressure-exerted
steady laminar flow of an incompressible Newtonian fluid
along a parallel-walled horizontal channel with a porous
upper wall and an impermeable lower wall. The fluid is
sucked or blown through the porous wall, at constant and
uniform velocity, orthogonally to the wall. At the same
time, an external pressure gradient constant in time is
applied between the two ends of the channel. The aim
of this work is to determine and analyze the effects of the
externalpressuregradientontheflow, thesuction/blowing
velocity being kept constant. The two-dimensional con-
figuration of the flow with zero-divergence velocity field
allows theexistenceof thestreamfunctiongivenbyasingle
nonlinear partial differential equation which replaces
the Navier–Stokes equations and is called the vorticity
equation. This latter equation is demonstrated by applying
an unusual approach which uses the vector momentum
equation in its general form. From the similarity-solutions
assumption, it is shown that the vorticity equation leads
to a two-point boundary value problem whose solutions
are computed bymeans of a numerical shooting technique
including the Newton–Raphson optimization algorithm.
Physical understandings of the flow under consideration
are derived from the results obtained.
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1 Introduction
The seminal work of Berman [1] is the starting point
for many works devoted to incompressible laminar flows
in porous boundaries for the so-called two-dimensional
configuration which has extensively been investigated.
These works can be classified in two groups according to
the type of geometry of the domain in which the fluid is
located. The first group contains works relating to flows in
circular conducts whether annular or not, which require
the use of cylindrical or axisymmetric coordinates and the
second group is that of works devoted to flows in channels
for which Cartesian coordinates are applied.

In the first group of works, we can mention the
papers achieved by Yuan and Finkelstein [2], Terrill and
Thomas [3], Goto and Uchida [4], Ghaffar, Ali and Ashraf
[5], Tsangaris, Kondaxakis and Vlachakis [6], Banks and
Zaturska [7], Galowin, Fletcher and Desantis [8], Bernales
and Haldenwang [9], Bouyges et al. [10], Siavashi, Rasam
and Izadi [11], Sobamowo, Akinshilo and Yinusa [12]
and the recently published works of our research team
[13, 14]. Withmore details, we can precise that steady-state
similarity solutions for a flow in a circular pipe have
been investigated for the first time in [2] and the first
complete analysis of these solutions is presented in [3].
About unsteady flows, those taking place in a semi-infinite
porous pipe with time-varying radius have been investi-
gated in [4], those occurring between two coaxial porous
disks moving in the axial direction have been studied
in [5], and the results for those caused by unsteady
suction–injection in the wall of a circular pipe have
been presented in [6]. In Ref. [7], the theory of bifur-
cations has been used for the analysis of the complete
dynamical behavior of the flow through a porous annular
pipe. The case for which the local pressure in a pipe
depends on the suction–injection velocity is investigated

https://doi.org/10.1515/zna-2022-0009
mailto:elkanaderbeau@yahoo.fr
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[8, 9]. An asymptotically based self-similarity solution of
the Navier–Stokes equations is presented in [10] for a
porous tube with a non-circular cross-section. The flow
of nanofluid is considered as impingement cooling of a
cylindrical porous heat sink [11], or as thermo-magneto-
solutal between two parallel disks embedded in a porous
medium [12]. In the work of our research team reported in
[13], the polar-plane laminar flow is investigated for the
first time and the existence and determination of that flow
for an incompressible fluid located between two coaxial
cylinders are considered. To end with this first group
of works, we mention our recently published work [14]
which is devoted to the study of the effects of an external
constant pressure gradient on a steady laminar flow
through a porous annular pipe with inner impermeable
wall.

About the second group of works, that is, papers
devoted to flows along porous rectangular channels,
extensive researchhasbeendoneandwecancite theworks
published by Terrill [15], Robinson [16], Zaturska, Drazin
and Banks [17], Cox [18], Haldenwang [19], Dauenhauer
and Majdalani [20], Mohyud-Din, Yıldırım, and Sezer [21],
Akinshilo [22, 23], Akinshilo, Olofinkua, and Olaye [24],
Taha Aziz, Aziz, and Khalique [25], and Alhajaj, Bayomy
andZiadSaghir [26].Moreprecisely,wemention that inRef.
[15], the analytical bases of the laminar flow in a uniformly
porous channel are presented. A numerical investigation
is performed in [16] to determine the existence of multiple
solutions for the laminar flow in a uniformly porous
channel with suction at both walls. Classical studies on
steady, symmetric and two-dimensional solutions of the
laminar flow in porous channel are generalized by consid-
ering asymmetric flows [17, 18], unsteady flows [17] and
three dimensional perturbations [18]. The results for the
laminar flow in a two-dimensional porous plane channel
with local pressure depending on the suction velocity are
presented in [19]. Numerical shooting technique [20] and
homotopy perturbation method (HPM) [21, 22] are applied
to study the flow in a porous contracting or expanding
channel. In [22], the motion considered is an unsteady
flow of nanofluid under the influence of uniformmagnetic
flux. Other flows are studied in porous media bounded
by parallel plates, for a non-Newtonian third grade fluid
with internal heat source [23], for sodium alginate con-
veying copper nanoparticles [24], and for a Stokes flow
of nanofluid [25]. This second group of works ends by
the experimental and numerical investigations done in
[26] for a flow of nanofluid and hybrid fluid in porous
channels.

There are papers which simultaneously investigate
laminar flows in porous channels and laminar flows
in porous tubes. In this regard, we can cite the works
achieved by Brady [27], Wang [28], Oxarango, Schmitz
and Quintard [29]. More precisely, we mention that the
spatial development of the inlet velocity profile in a porous
channel and tube is studied in [27]. Comprehensive review
of methods to seek exact solutions of the steady-state
Navier–Stokes equations for flows along porous channels
and tubes is developed in [28]. Non uniformity of the
suction or injection velocity in channels or tubes is taken
into account by a one-dimensional model to describe the
laminar flow in [29].

For the aforementioned flows, some of them have
been devoted to moving walls of channels or tubes
[4, 5, 20–22]. For this kind of flows, it is important to
mention the great help provided by the work of Brady and
Acrivos [30] and that of Uchida and Aoki [31], which have
been done for impermeable walls, and have shown how to
treat accelerating walls in the longitudinal direction [30]
and in transverse direction [31]. These treatments continue
to be applied nowadays for porous boundaries.

It is important to point out that, in all the works
cited above [1–31], the pressure-exerted steady laminar
flow along porous channels has not yet been investigated,
neither in our previous works nor in the others that
have been mentioned, or in those referred to in these
papers. This constitutes our motivation for the present
investigation. This motivation is reinforced by the fact that
the problem to be solved in this paper has many industrial
applications, notably in thermal engineering processes for
which a constant longitudinal pressure gradient provided
by a pump is usually superimposed to the fluid suction
or injection process at the walls of the porous channel
containing the flow.

The present paper investigates the effects of an exter-
nal pressure gradient on a steady laminar flow of an
incompressible Newtonian fluid along a parallel-walled
horizontal channel with a porous upper wall and an
impermeable lower wall. The external pressure gradient
constant in time is applied between the two ends of the
channel. At the same time, the fluid is sucked or blown
through the porous wall, at constant and uniform velocity,
orthogonally to the wall.

Two parameters are to be taken into consideration:
the dimensionless external pressure gradient and the
Reynolds number constructed from the sum of the suc-
tion–injection velocity and the maximum plane-Couette-
flow velocity. The purpose of this paper is to determine
and analyze the effects of the external pressure gradient on



Y. Gazambeti et al.: Pressure-exerted steady laminar flow | 677

the steady laminar flow considered, the suction/injection
velocity being kept constant.

To solve the problem under consideration, this paper
shows how the Navier–Stokes equations are reduced
to the single vorticity equation [32], satisfied by the
stream function whose existence is due to the two-
dimensional configuration of the incompressible flow,
having a zero-divergence velocity field which is justified
by the equality between the incoming andoutcomingmass
rates.

Instead of solving the vorticity equation by using
the computational fluid dynamics (CFD) algorithms,
we choose the similarity-solution method. This method
seeks solutions which are known to be exact for the
Navier–Stokes equations, and are then preferable in the
so-called two-dimensional configuration, to those given
by the CFD despite the increasing precision of the CFD
algorithms.

As it will be seen in this paper, the similarity-solution
method leads to a fourth-order nonlinear ordinary differ-
ential equation which is the Proudman–Johnson equation
[33], solved by means of a numerical shooting technique
[34] in which the Runge–Kutta and Newton–Raphson
algorithms [34] are applied. At the end of the calculation
procedure, some characteristics of the flow are found as
function of the dimensionless external pressure gradient,
notably the stream function per unit length of the chan-
nel, the profiles of the components of the flow velocity
field, and thewall shear stress at bothwalls of the channel.
Physical understandings of the flow are derived from the
results obtained.

The main interest of this study is to provide potential
research directions in the future for the problem under
consideration. In this regard, the work done in this paper
representsapreliminarystep for subsequent investigations
in which it would be interesting to examine the influence
of various Reynolds numbers, in order to capture further
physical insights of the deep richness of the structure of
the flow under study.

The present paper is organized as follows. The next
section is devoted to the statement of the problem and
its mathematical formulation. In Section 3, the method
applied to find solution is explained in detail. The
results obtained are presented and discussed in Section 4.
Concluding remarks are given in the last section where
the main findings are summarized and some interesting
outlooks are presented.

2 Statement of the problem and
mathematical formulation

2.1 Statement of the problem
Consider an incompressible Newtonian fluid having con-
stant density 𝜌 and constant kinematic viscosity 𝜈, located
in a rectangular space formed by a horizontal parallel-
walledchannel, theupperwall of thechannelbeingporous
andthe lowerone impermeable.TheCartesian-coordinates
system (x, y, z) is adopted with the respective unit vec-
tors (ex, ey, ez), such that the x-axis is the streamwise
median axis of the channel, the y-axis is ascending and
perpendicular to the walls, the origin of the coordinates
system being located on the x-axis at the head-end of the
channel (x = 0). The two walls of the channel are located
at y = −h and y = h, and have same length L such that
0 ≤ x ≤ L. From the practical point of view, the channel is
then supposed to be semi-infinite such that no streamwise
flow exists at the closed end x = 0. The length L of the
channel is supposed to be very great compared to its height
(2h). In addition, to have a two-dimensional configuration
for the flow, the channel has a large aspect ratio, that is,
the width of the channel defined to be its dimension (2zm)
along the z direction is great compared to its height (2h).

The upper porous wall undergoes suction or injection
at constant and uniform velocity, orthogonally to the
wall, as seen in Figure 1. An external pressure gradient
(PL − P0)∕L constant in time is applied between the two
ends of the channel. Only the case of favorable pressure

Figure 1: Horizontal parallel-walled channel having a porous upper
wall and impermeable lower wall. The channel contains the laminar
flow with the fluid sucked at constant and uniform velocity U.W
represents the maximum velocity of the plane Couette flow which is
the order of magnitude of longitudinal velocities.
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gradient is investigated in this paper. The external pressure
gradient is qualified to be favorable when its algebraic
value and the algebraic value of the suction/injection
velocity have same sign: this occurs when the external
pressure gradient is negative for injection, or positive for
suction.

The effects of the body forces are negligible and the
flow is assumed to be two-dimensional and can then be
studied in the Cartesian plane (x, y), with dimensional
longitudinal and transverse components (Vx,Vy) of the
velocity field V. This hypothesis holds because of two
reasons. First, the suction or injection of fluid is operated
with a velocity having zero z-component, and being
uniform over the whole porous wall, that is, in particular
in the z direction. Second, the channel has a sufficiently
large aspect ratio of width (2zm) to height (2h) such
that the z-direction has no influence on the flow under
consideration. So, the fluid particles move in the xy-plane,
and the flow repeats identically to itself in any translation
along the z-axis.

2.2 Derivation of the stream function
formulation

The unavoidable constraintwhendetermining the velocity
field of the flow is the equation of conservation of mass
written for incoming and outcoming flows in the form
[13, 35, 36]:

𝜕𝜌

𝜕t + div (𝜌V) = 𝜌
(||qi||− ||qo||

)
, (1)

where qi and qo represent the mass rates per unit fluid
mass of the incoming and outcoming flows, respectively,
with qi ≤ 0 and qo ≥ 0. For an incompressible fluid, (1)
gives:

divV = ||qi||− ||qo|| . (2)

As it can be seen from Figure 1, and as encountered in
environmental or industrial flows that are not emptying
processes, the incoming and outcoming mass rates are
usually equal, such that (2) gives a zero-divergencevelocity
field:

divV = 0⋅ (3)

This important relation is desired in all the works
devoted to the motion of any isothermal incompressible
fluid. Although it is automatically applied sometimes,
it requires, as seen, to check that the incoming and
outcoming flows have equal mass rates in the apparatus
investigated [13, 14].

Due to the two-dimensional configuration of the
channel, relation (3) justifies the existence of the stream

function 𝜓 whose definition is given by the following
relations:

Vx =
𝜕𝜓

𝜕y andVy = −𝜕𝜓
𝜕x , (4)

so that the conservation of mass is automatically satisfied
without knowing beforehand the velocity field.

2.3 Dimensionless vorticity equation and
dimensionless external pressure
gradient

On the other hand, with p denoting the pressure, t the
time, CurlV the rotational of the velocity field V, 𝚫 the
vector Laplacian, and x representing the vector product,
let us write the vector momentum equation [13, 14, 35, 36]:

𝜕V
𝜕t + grad

(
V2

2

)
+ CurlV xV = − 1

𝜌
grad p+ 𝜈ΔV. (5)

Taking the rotational of (1), one obtains the equation
of transport of vorticity named vorticity equation [35]:

𝜕

𝜕tCurlV+ Curl (CurlV xV) = 𝜈 Curl (ΔV). (6)

Since 𝜓 exists, relation (6) can be expressed in terms
of 𝜓 by using the well-known relation deduced from (4):

CurlV = −(∇2
𝜓)ez, with: ∇2

𝜓 = 𝜕2𝜓∕𝜕x2 + 𝜕2𝜓∕𝜕y2.
(7)

For this purpose, we have initiated calculations to
obtain the following two formulas valid in Cartesian
coordinates, by using (7) and the well-known relation
ΔV = −Curl(CurlV) valid when (3) is applied:

Curl(CurlV xV) = −
(
𝜕𝜓

𝜕y
𝜕

𝜕x∇
2
𝜓 − 𝜕𝜓

𝜕x
𝜕

𝜕y∇
2
𝜓

)
ez,
(8a)

Curl(ΔV) = −∇2(∇2
𝜓)ez⋅ (8b)

Taking into account (8a) and (8b), one then obtains
from (6), the steady-state vorticity equation [32]:

𝜕𝜓

𝜕y
𝜕

𝜕x∇
2
𝜓 − 𝜕𝜓

𝜕x
𝜕

𝜕y∇
2
𝜓 = 𝜈∇2∇2

𝜓 . (9)

As it can be seen from Figure 1, the boundary condi-
tions needed for (9) are as follows, withU representing the
absolute value of the suction or injection velocity:

Vx =
𝜕𝜓

𝜕y = 0 andVy = −𝜕𝜓
𝜕x = 0, at y = −h, (10a)

Vx =
𝜕𝜓

𝜕y = 0 andVy = −𝜕𝜓
𝜕x = aU, at y = h, (10b)

(a = 1 for suction or a = −1 for injection).
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Let us find the dimensionless form of the vorticity
equation and the correspondingboundary conditions.One
then needs to define the reference velocity denoted byV ref .
If the flow was driven by the suction/injection process
only, the reference velocity would be defined through the
suction/injection velocity U, as commonly done. In the
case of this paper, the external pressure gradient imposed
between the two ends of the channel can drive the flow if
the suction/injection process does not exist. So, the flow
under study is conducted by two drivers, and the reference
velocity is then defined by using the sum of the velocities
provided by each driver. Therefore, we have:

Vref = U + |W| , (11)

where W = −(2𝜌𝜈)−1
(||PL − P0||∕L

)
h2 is the maximum

velocity of the pressure-exerted plane Couette flow which
would exist alone in the absence of the suction or injection
process.

Introducing the dimensionless quantities 𝜉 = x∕h,
𝜂 = y∕h, u = Vx∕V ref , 𝜐 = Vy∕V ref , F = 𝜓∕(V refh), we find
that the dimensionless vorticity equation and its boundary
conditions are written as:

𝜕F
𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝜉
∇2F − 𝜕F

𝜕𝜉

𝜕

𝜕𝜂
∇2F = 1

Re∇
2∇2F, (12)

u = 0 and 𝜐 = 0, at 𝜂 = −1, (13a)

u = 0 and 𝜐 = a(1+ 𝛼)−1, at 𝜂 = 1, (13b)

where Re = (V refh)∕𝜈 is the Reynolds number, and 𝛼 =
|W|∕U is the velocity ratio comparing the orders of
magnitude of the longitudinal and transverse velocities
in the channel.

Despite the definition of 𝛼 as a velocity ratio, this
parameter can be regarded as the dimensionless external
pressure gradient [14] because its definition in terms of the
pressure gradient (PL − P0)∕L can be written as:

𝛼 = ||PL − P0|| L−1∕(2𝜌𝜈h−2U). (14)

The advantage of the way for defining the reference
velocity as done in (11) is to create the opportunity to take
into account the effects of the external pressure gradient by
introducing in the formulationof theboundary conditions,
the parameter 𝛼 which plays the role of the dimensionless
pressure gradient if the suction/injection velocityU is kept
constant, as seen in (14). Under these conditions, varying
the external pressure gradient is the same as varying 𝛼.

3 Method of solution

3.1 Calculation of the stream function per
unit length using the shooting technique

All parameters being dimensionless, we assume the
similarity-solution hypothesis which states that the trans-
verse velocity component 𝜐 is independent of the stream-
wise coordinate 𝜉 defined along the x-direction. This
hypothesis was considered by Berman [1] for the first time.
It holds because the height h of the channel does not vary
in the streamwise direction and the injection-suction of
fluid through the channel is operated uniformly over the
whole porous wall.

Considering the dimensionless expression 𝜐(𝜂) =
−𝜕F∕𝜕𝜉 coming from the definition of 𝜓 given in (3),
one then obtains by integrating and by setting F = 0 at
𝜉 = 0:

F(𝜉, 𝜂) = 𝜉𝜙(𝜂), with𝜙 = −𝜐. (15)

According to relation (15), 𝜙 is called the stream
function per unit length of the channel. Using the result
obtained in (15), (12) gives the followingnonlinear ordinary
differential equation satisfied by 𝜙 and called the Proud-
man–Johnson equation [33]:

𝜙
(1)
𝜙
(2) − 𝜙𝜙(3) = 1

Re𝜙
(4)
, (16)

with the boundary conditions:

𝜙
(1) = 0 and𝜙 = 0, at 𝜂 = −1, (17a)

𝜙
(1) = 0 and𝜙 = −a(1+ 𝛼)−1, at 𝜂 = 1, (17b)

where 𝜙(k) represents the derivative dk𝜙∕d𝜂k. As it is
seen, the similarity-solution method enables to reduce
the steady-flow Navier–Stokes Eqs. (3) and (5) to a single
fourth-order nonlinear ordinary differential equation with
two boundary conditions at each wall.

To solve this two-point boundary value problem, we
use the numerical shooting technique [34]. This technique
is structured in three steps.

Step 1: The problem to be solved is transformed to an
initial boundary value problemwhich involves to keep the
same ordinary differential equation and to introduce two
conditions freely chosen for the missing second and third
derivatives u1 and u2 at the starting border 𝜂 = −1, in order
to obtain an unknown function f (𝜂) such that:

f (1) f (2) − f f (3) = 1
Re f

(4)
, for 𝜂 > −1, (18a)
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f (1) = 0, f = 0, f (2) = u1, f (3) = u2, at 𝜂 = −1.
(18b)

Step 2: For any guest values (u1, u2), the above
initial value problem is solved by using the fourth-order
Runge–Kutta algorithm [34].

Step 3: The parameters (u1, u2) are then updated and
adjusted in order to obtain the values (u∗1 , u∗2 ) which are the
optimal values for which f match conditions required for
𝜙 at the ending border 𝜂 = 1. When these optimal values
are reached with good accuracy, the computed solution f
is identical to the desired solution 𝜙.

For the purpose of step 3, a procedure of numerical
optimization is conducted at the ending border 𝜂 = 1. A
quadratic cost function J = D2

1 + D2
2 is then defined from a

discrepancy vector D whose components (D1,D2) measure
how far the computed solution f is from satisfying the
required conditions at the border 𝜂 = 1. This gives:

D1(u1, u2) = f (1)(𝜂 = 1)− 0, (19a)

D2(u1, u2) = f (𝜂 = 1)− (−a(1+ 𝛼)−1). (19b)

The ultimate aim being to reduce D1 and D2 to the
minimum, one initializes the calculation procedure by a
starting guess (u1, u2)0 andmay apply the gradient-descent
algorithm [37, 38] or other optimization technique as done
in the previously published works of our research team
[39–42]. In this paper, the update procedure is performed
by the Newton–Raphson optimization algorithm [13, 14,
34, 43] and involves the computation of the Jacobean
matrix [M] according to the following relation in which
q represents the iteration index:

(
u1
u2

)(q+1)

=
(
u1
u2

)(q)

−
(
[M](q)

)−1
(
D1

D2

)(q)

, (20)

and the components of the matrix [M] are defined by:Mi,j
= 𝜕Di∕𝜕uj (with i, j = 1, 2). The method used for calculat-
ing the componentsMi,j is detailed in the Appendix.

3.2 Derivation of the streamlines
The trajectories of the fluid particles or streamlines are
defined by the relation:𝜓 = Cwhere C is a constant whose
value is determined from the coordinates (𝜉k, 𝜂k) of at least
one point at which the streamlines passes. For simplicity,
this point can be chosen to be located on the porous wall
(𝜂 = 1).

The two orientations of the flow are investigated
according to the value of a (a = −1 for injection, and
a = 1 for suction). The case a = −1 corresponds to the

streamlines which begin by injection from the point
(𝜉k, 𝜂k = 1) at the porous wall, and the case a = 1 is the
oppositeorientation, that is the configuration forwhich the
streamlines end at the point (𝜉k, 𝜂k = 1) of the porous wall
bysuction.Forboth injectionandsuction,one thenobtains
in the Cartesian plane (𝜉, 𝜂), the equations of streamlines
written in the form:

𝜉 = 𝜉k𝜙(1)∕𝜙(𝜂), with 𝜉 ≥ 0. (21)

3.3 Computation of the components of the
velocity field and wall shear stresses

Using the stream function per unit length𝜙 of the channel
computed from (16), (17a) and (17b), the dimensionless
longitudinal and transverse components (u, 𝜐) of the
velocity field are deduced by applying the formulas:

u = 𝜉𝜙(1) and 𝜐 = −𝜙. (22)

The shear stress being made dimensionless by
𝜌𝜈V ref∕h, the dimensionless shear stress is the quantity
𝜌𝜈(𝜕u∕𝜕𝜂 + 𝜕𝜐∕𝜕𝜉). For the lower and upper walls, we
obtain the following formulas for the wall shear stress per
unit length of the channel as function of 𝛼:

𝜏l∕𝜉 = 𝜙(2)(𝜂 = −1) = 𝜏l(𝛼)∕𝜉 (lowerwall), (23a)

𝜏u∕𝜉 = 𝜙(2)(𝜂 = 1) = 𝜏u(𝛼)∕𝜉 (upperwall). (23b)

4 Results and discussion

4.1 Preliminary remarks
Since the purpose of this paper is to investigate the effects
of the external pressure gradient on the flow under study,
computations are performed for various values of the
dimensionless form of this parameter denoted by 𝛼, the
Reynolds number being kept constant with Re = 2.

We choose the value Re = 2 in order not to work with
various dynamical behaviors due to multiple solutions
of the Navier–Stokes equations, predicted by Robinson
[16] when the Reynolds number exceeds the critical value
Re = 12.165, for the flow along a uniformly porous channel
with suction at both walls.

To achieve convergence of the Runge–Kutta and
Newton–Raphson algorithms, we have adopted for the
discretization of 𝜂, 100 intervals having same length
Δ𝜂 = 0.02. The stop criterion that we have applied for
the Newton–Raphson optimization procedure enables to
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reduce the cost function J to the minimum Jmin ≈ 10−25.
This proves the high accuracy of the shooting technique
we have utilized, the objective being to reduce J to
zero. Physical understandings derived from the results
are discussed by considering the following aspects of the
flow: the stream function per unit length of the pipe, the
streamlines, the transverse and longitudinal components
of the flow velocity field, and the wall shear stress for the
two walls.

4.2 Stream function per unit length of the
channel

Figure 2a and b shows the values of the stream function 𝜙
per unit length of the channel, plotted for both suction and

(a)

(b)

Figure 2: Stream function per unit length of the channel for various
values of the dimensionless external pressure gradient, plotted for
(a) suction and (b) injection.

injection, as function of any position 𝜂 of the fluid layer,
for various values of the dimensionless external pressure
gradient. We notice that the values of 𝜙 for suction are
symmetrical to those obtained for the injection.

As seen in these figures, the sign of 𝜙 depends on
the flow orientation. More precisely, the values of 𝜙 for
the suction are negative whereas those obtained for the
injection are positive. This is due to the fact that the
quantity𝜙0 − 𝜙C = −𝜙C which represents themass rate of
fluidflowingbetween the lowerwall of the channel defined
by the equation 𝜙 = 𝜙0 = 0 and any other streamline
𝜙(𝜂) = 𝜙C, is positive for the suction and negative for the
injection, because the unit vector normal to the porous
upper plane is oriented towards the outside of the channel.
The above argument explains why, for a given value of the
dimensionless external pressure gradient 𝛼, the absolute
values of 𝜙 increases as 𝜂 increases from the lower wall
(𝜂 = −1), as seen in Figure 2a andb. In addition, the sign of
𝜙 being unchanged for any plot obtained for a fixed value
of 𝛼, for both suction and injection, one can conclude that
no reverse flow occurs in the channel.

From the above figures, one also observes that the
absolute values of 𝜙 decreases as 𝛼 increases, for a given
position 𝜂 of the fluid layer, for both suction and injection.
The physical reason which explains this behaviour will be
developed in Section 4.4.

4.3 Streamlines
Figure 3 shows a pattern of streamlines of the flow plotted
for 𝛼 = 1.0, by applying (21) for various values of 𝜉k taken
on the porous upper wall 𝜂 = 1 and defining the beginning

Figure 3: The pattern of streamlines for both suction and injection,
plotted for 𝛼 = 1.
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point of the streamline in the case of injection or its ending
point in the case of suction. The values of𝜙 for the suction
being symmetrical with respect to the median axis of the
channel, to those obtained for the injection, relation (21)
explains why the pattern of streamlines presented are
the same for both suction and injection. This pattern is
similar to that presented in our recently published work
in which we have investigated the effects of the external
pressure gradient on the laminar flow through a semi
porous annular pipe [14].

As seen in Figure 3, the streamlines presented confirm
that no reverse flow occurs in the channel. From the
physical point of view, this leads to conclusion that the
dragging action of any fluid layer exerted on fluid particles
is favorable to the effects of the external pressure gradient
imposed between the two ends of the channel.

4.4 Transverse and longitudinal
components of the velocity field

Calculations performed by means of the numerical shoot-
ing technique give the dimensionless transverse and lon-
gitudinal velocities 𝜐 and u of the flow by applying relation
(22). The values of 𝜐 obtained are plotted in Figure 4a and b
and those of u are presented in Figure 5a and b, for the
suction and injection, respectively. Depending on whether
the porous upper wall undergoes suction of injection, the
sign of 𝜐 is confirmed by Figure 4a and b, that is 𝜐 is
positive for the suction and negative for the injection.
Figure 5a and b also confirm the sign of uwhich is negative
for the suction and positive for the injection, according
to the sign of the external pressure gradient that we
need to be favorable. Figure 4a and b show that there is
no fluid layer in the channel, whose transverse velocity
exceeds the velocity of suction or injection, contrarily to
the pressure-exerted laminar flow through a semi-porous
annular pipe investigated in [14].

Thesuctionprocessextortsanyfluidparticle incontact
with the porous wall and replaces it, by conservation of
mass, by another fluid particle which is deeper and whose
transverse velocity then increases. The remaining fluid
layers are also replaced with those which are deeper and
whose transverse velocity increases. So, with increasing
distance from the impermeable wall in the transverse
direction, the suction process causes an increase of
transverse momentum in the fluid. This gives the physical
explanation of theplots presented in Figure 4awhich show
that the transverse velocity increases as 𝜂 increases from
its smallest value 𝜂 = −1, for a given value of the external
pressure gradient.

(a)

(b)

Figure 4: Profile of the transverse component of the flow velocity for
various values of the dimensionless external pressure gradient 𝛼,
plotted for (a) suction and (b) injection.

In the case of the injection, because of the conserva-
tion of mass, the fluid particles injected from the porous
walldriveoutandreplace thedeeperparticleshaving lower
transverse velocity. In the rest of the flow, the fluid layers
then replace those which are deeper andwhose transverse
velocity is lower. So, as the transverse distance increases
from the porouswall to the impermeable one, the injection
process causes a diminishing of transverse momentum in
the fluid. One then understands the physical reasonwhich
explains why the absolute value of the transverse velocity
decreases for increasing distance from the porouswall, the
external pressure gradient being kept constant, as seen in
Figure 4b.

For a given value of the dimensionless external
pressure gradient, the simultaneous behaviors of 𝜐 and
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(a)

(b)

Figure 5: Profile of the longitudinal component of the flow velocity
for various values of the dimensionless external pressure gradient
𝛼, plotted for (a) suction and (b) injection.

u shown by the plots which are presented in Figures 4 and
5 can be explained as follows. Due to the no-slip condition
which imposes 𝜐 = 0 at the lower impermeable wall
𝜂 = −1, the absolute values of 𝜐 monotonically decrease
from the value 1 to the value 0 as 𝜂 varies from the upper
wall to the lower one, as seen plotted in Figure 4a and b.
While the absolute values of 𝜐 decrease, the conservation
of mass causes the increase of the absolute value of u from
the no-slip-condition value u = 0, as 𝜂 begins to decrease
from the upper wall, as seen plotted in Figure 5a and b.
As 𝜂 continues to decrease, the decrease of |u| should be
monotonically if there was not another no-slip condition
to be satisfied by u at the lower wall. So, after having
increased, the absolute values of u exhibit a maximum
and then begin to decrease beyond this maximum and

until the value 0, as seen plotted in Figure 5a and b. From
these figures, one observes that this maximum depends
on the dimensionless external pressure gradient 𝛼 and it
decreasesas𝛼 increases.Onealsoobserves that theprofiles
of the longitudinal velocity per unit length of the channel
are symmetrical with respect to the median axis of the
channel contrarily to the results we have obtained for the
semi porous annular pipe in Ref. [14].

Moreover, Figures 4 and 5 highlight an interesting
phenomenon which is captured by the fact that the
absolute values of 𝜐 and u simultaneously decrease as
𝛼 increases. The reason of this physical insight is as
follows. As the dimensionless external pressure gradient
𝛼 increases from the value 0, the pressure force acting on
the two ends of the channel also increases and the fluid
undergoes a gain of momentum which should increase
the absolute velocity of suction or injection. To keep this
velocity constant, the fluid by the aid of its viscosity
creates an antagonist frictional shearing stress acting on
fluid layers. These additional frictional forces are more
intense than the inertial forces coming from the gain of
momentum provided by the increasing of the external
pressure gradient imposed between the two ends of the
channel. Therefore, thefluidparticleswith slowest velocity
increase in number and mass and the absolute values of
the transverse and longitudinal velocities decrease for any
fluid layer, as seen plotted in Figures 4 and 5. By the aid of
the preceding argument, one understands why the mass
rate of the flow decreases as 𝛼 increases, as seen in the
plots of the stream function presented in Figure 2a and b.

Figure 5a and b can be exploited to obtain physical
insights related to the thickness of the boundary layers at
the vicinity of the lower and upper walls of the channel. In
this regard, it is useful to indicate that, the dimensionless
transverse velocity 𝜐 being independent on the streamwise
coordinate 𝜉, the quantity ||(𝜕u∕𝜕𝜂)wall|| which is the abso-
lute valueof the slopeof theplot ofuas functionof𝜂, evalu-
atedat the twowalls, isproportional to thewall shear stress
and has the order of magnitude U∕𝛿, where 𝛿 is the thick-
ness of the boundary-layer considered. The absolute value
of these slopes being equal for a given value of the dimen-
sionless external pressure gradient 𝛼 as seen in Figure 5a
and b, one concludes that the thickness of the boundary
layers aswell as the effects of the viscosity, at the vicinity of
the two walls, are equal for a given 𝛼. As 𝛼 increases from
its smallest value 0, the quantity ||(𝜕u∕𝜕𝜂)wall|| decreases.
This means that, for both suction and injection, the
intensity of the viscosity effects at both walls diminishes
and the thickness of the boundary layers at the vicinity
of the walls of the channel increases, as 𝛼 increases.
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4.5 Wall shear stress at the two walls of the
channel

The values of the wall shear stress at the lower and upper
walls of the channel are computed from the formulas given
in relations (23a) and (23b).

These values are plotted in Figure 6a and b as function
of the external pressure gradient, for the suction and
injection, respectively. Figure 6a and b shows that the
absolute values of the wall shear stress for the two walls
of the channel decrease as the external pressure gradient
increases from its smallest value 0. One concludes that
the thickness of the boundary layers at the vicinity of
the two walls increases as 𝛼 increases, for both suction
and injection. This confirms the results obtained for the
boundary layers in Section 4.4. The above results for the

(a)

(b)

Figure 6: Wall shear stress for the two walls of the channel as
function of the dimensionless external pressure gradient 𝛼, plotted
for (a) suction and (b) injection.

wall shear stress were already obtained in the pressure-
exerted laminar flow through a semi porous annular
pipe [14].

Unlike the pressure-exerted flow through a semi
porous annular pipe for which the values of the wall
shear stress for the inner cylinder are not symmetrical
to those derived for the outer cylinder as the external
pressure gradient 𝛼 varies [14], the pressure-exerted flow
under study exhibits, for both suction and injection, the
shear stresses at the two walls of the channel which are
symmetrical for any value of 𝛼 except at the vicinity of its
smallest value 0, as seen in Figure 6a and b.

5 Concluding remarks
Our motivation for conducting the present work came by
noting that flows along porous channels and subjected
to an external pressure-gradient have not yet been inves-
tigated, despite the extensive research already done on
laminar flows along porous channels.

This paper is devoted to a pressure-exerted steady
laminar flow along a porous horizontal parallel-walled
channel having a lower impermeable wall. The aim of
this work is to investigate at fixed Reynolds number, the
effects of a constant external pressure gradient imposed at
the ends of the channel, on the laminar flow considered,
the suction/injection velocity being kept constant. Our
motivation is reinforced by the fact that the problem con-
sideredhasmanyapplications in thermalfluidengineering
processes such as those in which an external pressure
gradient provided by a pump is usually superimposed
to the suction/injection process of the fluid at the walls
bounding the flow.

The main interest of this study is to provide potential
research directions in the future for the problem studied.
In this regard, the work done in this paper represents a
preliminary step for subsequent investigations in which
it would be interesting to examine the influence of the
Reynolds number, in order to capture further physical
insights of the deep richness of the structure of the flow
investigated.

Themain findings of the present workmay be summa-
rized as follows.
– The Reynolds number of the flow is defined as:

Re =
(
Uh+ h3 ||PL − P0||∕4𝜌𝜈L

)
∕𝜈. It is constructed

fromthesumof theabsolute suction/injectionvelocity
U and the maximum plane-Couette-flow velocity W
provided by the constant external pressure gradient.
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– KeepingU and h constant, the dimensionless external
pressure gradient imposed between the two ends of
the channel is given by: 𝛼 = ||PL − P0|| L−1∕(4𝜌𝜈U∕h2).

– Due to the action of that favorable external pressure
gradient, no reverse flow occurs in the semi porous
channel.

– There is no fluid layer whose transverse velocity
exceeds the suction/injection velocity, contrarily to
the results we have obtained for the pressure-exerted
laminar flow in a semi porous annular pipe.

– Unlike these results in which the axial velocity does
not exhibit any symmetry, the profile of the longitudi-
nal velocity in the channel is symmetrical with respect
to the median axis of the channel, for any value of the
external pressure gradient.

– As 𝛼 increases from its smallest value 0, the fluid
undergoesagainofmomentumwhichshould increase
the absolute velocity of suction or injection. To keep
this velocity constant, the fluid by the aid of its
viscosity creates an antagonist frictional shearing
stressactingonfluid layers.Theseadditional frictional
forces aremore intense than the inertial forces coming
from the gain of momentum provided by the increase
of 𝛼.

– As𝛼 increases, the fluid particleswith slowest velocity
increase in number and mass.

– With increasing 𝛼 values, the transverse and longitu-
dinal components of the flowvelocity decrease for any
fluid layer.

– As in thepressure-exerted laminarflow througha semi
porous annular pipe, the wall shear stress in absolute
value decreases as the external pressure gradient
increases from its smallest value 0.

– Unlike the pressure-exerted flow through a semi
porous annular pipe for which the values of the
wall shear stress for the inner cylinder are not
symmetrical to those derived for the outer cylinder,
the pressure-exerted flow under study exhibits, for
both suction and injection, the shear stresses at the
two walls of the channel which are symmetrical for
any value of 𝛼 except at the vicinity of its smallest
value 0.

– For a given value of 𝛼, the thickness of the boundary
layers and the intensity of the viscosity effects, at the
vicinity of the two walls, are nearly equal, for both
suction and injection.

– As 𝛼 increases from its smallest value 0, the thickness
of the boundary layers at the vicinity of the two
walls of the channel increases, for both suction and
injection.
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Appendix: Derivation of the
components of the Jacobean matrix
[M]
In this appendix, we explain in detail the method for
calculating the components Mi,j of the Jacobean matrix
[M] introduced in (20). From (19a) and (19b), it is found
that:

M1, j =
𝜕D1
𝜕uj

= 𝜕

𝜕uj

(
f (1)(𝜂 = 1)

)
, for j = 1, 2, (A1a)

M2, j =
𝜕D2
𝜕uj

= 𝜕

𝜕uj

(
f (𝜂 = 1)

)
, for j = 1, 2. (A1b)

This leads to define two functions pj depending on
𝜂 and parameterized by (u1, u2):

pj = 𝜕 f∕𝜕uj, for j = 1, 2. (A2)

Assuming that:

𝜕(d f∕d𝜂)∕𝜕uj = d(𝜕 f∕𝜕uj)∕d𝜂 = p(1)j , for j = 1, 2, (A3a)

𝜕( f (𝜂 = 1))∕𝜕uj = (𝜕 f∕𝜕uj)(𝜂 = 1) = pj(𝜂 = 1),

for j = 1, 2, (A3b)

one finds the results:

M1,1 = p(1)1 (𝜂 = 1); M1,2 = p(1)2 (𝜂 = 1); (A4a)

M2,1 = p1(𝜂 = 1); M2,2 = p2(𝜂 = 1). (A4b)

So, relations (A4a) and (A4b) reveal that the Mi,j
quantities are given as the values at the ending border
𝜂 = 1, of the functions pj (j = 1, 2) and their first derivatives
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p(1)j . To get these values, one needs to derive the equation
governing pj with the corresponding conditions. For that,
we differentiate (18a) and (18b) with respect to uj and then
apply the assumptions (A3a) and (A3b). This gives the
initial boundary value problem stated as the fourth-order
linear ordinary differential equation whose coefficients
depend on f :

p(4)j + Re f (𝜂)p(3)j − Re f (1)(𝜂)p(2)j − Re f (2)(𝜂)p(1)j
+ Re f (3)(𝜂)pj = 0,

(A5)

with the initial value condition:

pj = 0, p(1)j = 0, p(2)j = 𝛿1( j) and p(3)j = 𝛿2( j),

at 𝜂 = −1(for j = 1, 2),
(A6)

where 𝛿N(j) represents the kronecker delta considered
for given N = 1, 2 and defined for any j = 1, 2 as follows:
𝛿N(j) = 1 or 0, if j = N or j ≠ N, respectively. Solving
(A5) with (A6) by using the fourth-order Runge–Kutta
algorithm, one finds the needed values of p1, p2, p(1)1 and
p(1)2 at the ending point 𝜂 = 1.
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