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3.2.3 Stabilité des équilibres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Faculté des Sciences
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de Yaoundé I.
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Abstract

Hybridization between schistosome under laboratory conditions has been shown to result in heterosis

(higher fecundity, faster maturation time, wider intermediate host spectrum), having important impli-

cations on disease prevalence, pathology and treatment. This thesis addresses the synergistic interaction

between two parental strains of schistosomiasis and their hybrid strain using a deterministic model, which

incorporates many of the essential biological and epidemiological features of the disease. Our analysis in

the first part of the thesis reveals that the basic reproduction number of the model plays an important

role in order to control the disease. In the first part of the thesis, the main focus is to study the effects

of the hybrid strain on the dynamics of the mathematical model. According to this, we have studied the

dynamics of many sub-models of the full model. The sub-model with only one parental strain and the

hybrid strain ; the sub-model with two parental strains without hybrid strain and the sub-model with

only one parental strain and hybrid strain. Mathematical analysis of these sub-models and the full model

indicate that the basic reproduction number of each model play an important role in elimination of the

disease. More precisely, we can observe that in presence of two type of snails, hybrid strain has more im-

pact on more virulent infected snail by hybrid. Moreover, organize awareness campaigns for knowledge of

schistosomiasis and water snail-killing are the effective way to control the transmission of schistosomiasis.

We also formulate a delayed mathematical model to describe transmission dynamics of Schistoso-

miasis. Notably, we take into account the developmental times (or prepatent periods) of the different

stages of schistosoma, and consider that the numbers of definitive hosts population (i.e. human) and the

intermediate snails are not constants in a community. We consider that there is treatment of water in

order to kill snails and cercaria.

We compute de basic reproduction number R0 and establish the existence of the equilibria of the

model. The disease free equilibrium is globally asymptotically stable when R0 ≤ 1. When R0 > 1,

the disease free equilibrium is unstable, there exists a unique endemic equilibrium which is globally

asymptoticaly stable. The impact of the delays on the dynamics of the model is also investigated. The

stability of both disease free equilibrium and endemic equilibrium can be destabilized.

Numerical simulations support our analytical results, and particularly the conclusion that kill snail
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in the water is effective to control the transmission of schistosomiasis.
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Résumé

Il a été démontré que l’hybridation entre schistosomes dans des conditions en laboratoire entrâıne

une hétérosis (fécondité plus élevée, temps de maturation plus rapide, spectre d’hôtes intermédiaire plus

large), ayant des implications importantes sur la prévalence de la maladie, la pathologie et le traitement.

Cette thèse aborde l’interaction synergique entre deux parents souches de schistosomiase et leur souche

hybride utilisant un modèle déterministe, qui incorpore un grand nombre des caractéristiques biologiques

et épidémiologiques essentielles de la maladie. Notre analyse dans la première partie de la thèse révèle

que le nombre de reproduction de base du modèle joue un rôle important dans le contrôle de la maladie.

Dans la première partie de la thèse, l’objectif principal est d’étudier les effets de la souche hybride sur

la dynamique du modèle mathématique. C’est ainsi que nous avons étudié la dynamique de nombreux

sous-modèles du modèle complet. Le sous-modèle avec une seule souche parentale et la souche hybride ;

le sous-modèle avec deux souches parentales sans souche hybride et le sous-modèle avec une seule souche

parentale et la souche hybride. L’analyse mathématique de ces sous-modèles et du modèle complet indique

que le nombre de reproduction de base de chaque modèle joue un rôle important dans l’élimination de la

maladie. Plus précisément, on peut observer qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride

a plus d’impact sur les escargots infectés et plus virulents par hybride. De plus, le fait d’organiser les

campagnes de sensibilisation pour la connaissance de la schistosomiase, ainsi que l’extraction des escargots

et des cercaires de l’eau sont un moyen efficace de lutte contre la transmission de la schistosomiase.

Nous formulons également un modèle mathématique retardé pour décrire la dynamique de transmis-

sion de la schistosomiase. Notamment, nous prenons en compte les temps de développement des différents

stades du schistosome, et considérons que les effectifs des populations d’hôtes humains définitifs et des

escargots (hôtes intermédiaires) ne sont pas constants. Nous considérons qu’il existe un traitement de

l’eau capable de néttoyer les escargots et les cercaires dans l’eau.

Nous calculons le nombre de reproduction de base R0 et établissons l’existence des équilibres du

modèle. L’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable lorsque R0 ≤ 1. Lorsque

R0 > 1, l’équilibre sans maladie est instable, il existe un unique équilibre endémique qui est globalement

asymptotiquement stable. L’impact des retards sur la dynamique du modèle est également étudié. La
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stabilité de l’équilibre sans maladie et de l’équilibre endémique peut être déstabilisée par l’introduction

du retard. Il apparait une bifurcation de Hopf dégénérée car sans apparition de cycle limite.

Les simulations numériques soutiennent nos résultats analytiques, et en particulier la conclusion que

l’extraction des escargots et des cercaires de l’eau est efficace pour contrôler la transmission de la schis-

tosomiase.

Mots clés : Schistosomiase, Souche hybride, Systèmes dynamiques, Contrôle Optimal, retards, Bi-

furcation.
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Introduction générale

On considère un processus ou un phénomène dont on veut rendre compte. Nous entendons par là

un objet réel, non formalisé. On peut par exemple s’intéresser à son fonctionnement ou bien à son

évolution dans le temps. On établit à partir de diverses données, en faisant un certain nombre d’hy-

pothèses, un certain nombre d’expressions mathématiques qui constituent le modèle. Le processus qui

consiste à construire les équations en relation avec le comportement dynamique du phénomène s’appelle

Modélisation Mathématique.

On attend du modèle qu’il puisse permettre de décrire et de prédire le comportement du système

lorsque ce dernier est soumis à des influences externes. On doit pouvoir raisonner, calculer et tirer des

conclusions à partir du modèle qui s’avèreront vraies pour le système réel.

Un système complexe est un ensemble constitué d’un grand nombre d’entités en interaction qui

empêchent l’observateur de prévoir sa rétroaction, son comportement ou évolution par le calcul.

Lorsque l’on veut modéliser un système, on conçoit un certain nombre de règles d’évolution, puis l’on

simule le système en itérant ces règles jusqu’à obtenir un résultat structuré. Un système est dit complexe

si le résultat final n’est pas prédictible directement en connaissant les règles.

Le terme modèle synthétise les deux sens symétriques et opposés de la notion de ressemblance,

d’imitation, de représentation. En effet, il est utilisé pour désigner :

1. Soit un objet réel dont on va chercher à donner une représentation, que l’on va chercher à imiter

(exemple : le � modèle � du peintre, le � modèle � que constitue le mâıtre pour le disciple).

2. Soit un concept ou objet considéré comme représentatif d’un autre (exemple : le � modèle réduit

� ou maquette, le � modèle � du scientifique), déjà existant ou que l’on va s’efforcer de construire.

Un modèle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer les outils,

les techniques et les théories mathématiques. En mathématiques appliquées, et en pratique en chimie, en

physique, en informatique, en météorologie ou en sciences de la vie et de la terre, le modèle mathématique

permet d’analyser des phénomènes réels et de prévoir des résultats à partir de l’application d’une ou

plusieurs théories à un niveau d’approximation donné.
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La schistosomiase ou bilharziose est une maladie parasitaire invalidante dont les conséquences sont

graves pour le développement socio-économique des zones tropicales et subtropicales. En termes de

fréquence de l’infection, elle constitue le risque principal de morbidité dans les régions rurales et demeure

un risque majeur dans les pays en développement. La maladie est connue depuis les temps pharaoniques.

Mais ce n’est qu’en 1851, à l’hôpital Kasr El Aini du Caire, que les vers furent découverts par un jeune

pathologiste allemand, Theodor Bilharz, d’où le nom de bilharziose, parfois employé pour désigner cette

maladie. La schistosomiase est endémique dans au moins 74 pays tropicaux en développement exposés

au risque d’infection. Environ 600 mil- lions de personnes dans le monde sont directement exposées aux

risques d’infection. Parmi celles-ci, on estime à 200 millions le nombre de personnes infectées, composant

un ”volant épidémiologique” important. L’état d’extrême pauvreté, la méconnaissance des risques encou-

rus, l’insuffisance ou l’absence de moyens d’assainissement et les conditions d’hygiène déplorables dans

lesquelles ces populations évoluent quotidiennement, favorisent les risques d’infection. La schistosomiase

affecte surtout les adultes travaillant dans les zones rurales, soit dans l’agriculture soit dans le secteur

de la pêche en eau douce, mais dans de nombreuses régions, les enfants, entre 10 et 14 ans, sont souvent

infectés. La schistosomiase urinaire touche environ 66 millions d’enfants, répartis dans près de 54 pays.

Au Ghana, par exemple, dans certains villages autour du lac Volta - le plus grand lac artificiel du monde

- plus de 90% des enfants sont infectés. Au Cameroun, le lac municipal en pleine ville de Yaoundé est

un foyer d’infection. Les mouvements de population, dans des régions instables, les réfugiés, et l’urba-

nisation rapide favorisent la transmission de la maladie. Résumons les principaux faits concernant la

Schistosomiase.

— La schistosomiase est une maladie chronique provoquée par des vers parasites.

— Les victimes sont infectées dans le cadre d’activités agricoles, domestiques, professionnelles ou

récréatives courantes, comportant des expositions à une eau contaminée.

— Le manque d’hygiène et certaines habitudes de jeu des enfants d’âge scolaire, telles que la natation

ou la pêche dans des eaux infestées rendent ces enfants particulièrement vulnérables à l’infection.

— La lutte contre la schistosomiase se concentre sur la réduction du nombre de malades au moyen de

traitements périodiques à grande échelle des populations par du praziquantel ; une démarche plus

globale, incluant l’apport d’eau potable et d’un assainissement approprié ainsi que la lutte contre

les gastéropodes, devrait aussi faire régresser la transmission.

— On estimait en 2016 qu’au moins 206, 5 millions de personnes avaient besoin d’un traitement

préventif contre la schistosomiase. Plus de 88 millions d’entre elles ont été traitées. Plus de 88

millions de personnes ont été traitées contre la schistosomiase en 2016.

La stratégie de l’OMS s’organise autour d’un ensemble d’actions conjointes qui comprennent en par-
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ticulier :

— L’éducation sanitaire,

— L’approvisionnement en eau potable et l’aménagement,

— Le diagnostic et le traitement,

— L’aménagement de l’environnement,

— La lutte contre les mollusques, hôtes-intermédiaires.

Les objectifs de l’Organisation Mondiale de la Santé (OMS) sont donc de :

— Dialoguer avec les populations sur l’utilité des actions entreprises,

— Intégrer les activités au développement des communautés,

— Pérenniser l’effort,

— Harmoniser les actions intersectorielles sur le terrain.

La mobilisation de tous est une nécessité qui implique au plan national, une prise de conscience au

plus haut niveau politique, une étroite collaboration entre les ministères concernés et une acceptation

des méthodes utilisées localement. Au plan international, un engagement durable et un partenariat entre

organismes privés, publics et non-gouvernementaux.

Un modèle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer les outils,

les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la traduction des résultats

mathématiques obtenus en prédictions ou opérations dans le monde réel. Les modèles mathématiques

peuvent être utilisés pour anticiper des événements ou des situations, comme prévoir le temps avec la

météo, estimer les prix potentiels des actifs financiers avec les modèles d’évaluation en finance, ou prévenir

les épidémies. On parle de modèles prédictifs, dans lesquels des variables connues, dites � explicatives �,

vont être utilisées pour déterminer des variables inconnues, dites � à expliquer �.

Une partie de l’épidémiologie s’intéresse à l’étude de la propagation de la maladie dans une population.

L’outil mathématique intervient pour modéliser l’évolution de la maladie et permettre d’effectuer des

prévisions, mais aussi d’analyser les causes et d’aider à la prévention (santé publique).

L’épidémie actuelle de coronavirus remet l’épidémiologie au premier plan. Une partie de cette disci-

pline consiste à modéliser l’évolution de l’épidémie grâce à des outils mathématiques. Ces outils peuvent

consister en un système d’équations aux dérivées partielles, de la théorie des graphes, des probabilités ou

encore la science des données.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur la modélisation de la dynamique de transmission de la Schis-

tosomiase, avec des objectifs variés. C’est le cas de Gao et co-auteurs qui ont travaillé sur l’intensité

de transmission du Schistosome japonicum mesurée par le taux de reproduction de base à partir du

modèle de Barbour modifié [152, 150, 149, 153, 156]. Plusieurs travaux ont également été réalisés dans la
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sous région Afrique centrale, notamment les travaux de Tchuem Tchuente et ses co-auteurs, entre autres

sur l’interaction de Schistosoma haematobium et S. guineensis au Cameroun[61] ; les perspectives pour

l’élimination de la schistosomiase et des helminthiases transmises par le sol : Explorer les tendances des

maladies au fil du temps dans les lacs du cratère de Barombi, Sud-Ouest du Cameroun[15] ; une étude

pilote utilisant des enregistreurs de données du système de positionnement mondial portable pour com-

parer les niveaux de contact avec l’eau : infection à Schistosoma haematobium chez des enfants d’âge

préscolaire (AFPC) et leurs mères à Barombi Kotto, Cameroun[16].

D’après les travaux de thèse de doctorat de Julien Kincaid Smith à l’Université de Perpignan en

2018[?], nous avons plusieurs informations concernant l’hybridation. Le groupe S. haematobium (Lawton

et al. 2011) qui est le plus diversifié, incluant 3 espèces infectant l’homme (S. haematobium, S. interca-

latum et S. guineensis) et six (6) espèces infectant les animaux (S. bovis, S. curassoni, S. kisumuensis, S.

leiperi, S. margrebowiei et S. matthei), principalement des ruminants et/ou des rongeurs. Les phénomènes

d’hybridation sont relativement fréquents entre les espèces de schistosomes (voir (Léger & Webster 2016)

pour synthèse) même si peu de données donnent un aperçu global de l’occurrence d’un tel phénomène

sur le terrain. De nombreux hybrides naturels ont cependant été observés entre différentes espèces, et la

fréquence de leur identification chez l’Homme ne fait qu’augmenter. Des hybrides ont été identifiés chez

des schistosomes infectant l’homme (S. haematobium x S. intercalatum (Southgate et al. 1976 ; Burchard

& Kern 1985), S. haematobium x S. mansoni (Huyse et al. 2013),S. haematobium x S. guineensis (Webs-

ter et al. 2005 ; Moné et al. 2012). D’autres hybrides ont été identifiés au sein d’espèces de schistosomes

infectant les animaux S. bovis x S. curassoni (Webster et al. 2013 ; Rollinson et al. 1990). Puis, plus

préoccupant en matière de transmission, des hybrides ont été identifiés entre des espèces de schistosomes

infectant les humains et les animaux (S. mansoni x S. rodhaini(Morgan et al. 2003 ; Steinauer et al. 2008),

S. haematobium x S. bovis (Moné et al. 2015 ; Webster et al. 2013 ; Huyse et al. 2009 ; Bremond et al.

1993), S. haematobium x S. mattheei (Pitchford 1961),S. haematobium x S. curassoni (Webster et al.

2013).

L’hybridation entre espèces de schistosomes d’animaux et d’humains, comme c’est le cas en Corse

et au Sénégal, est particulièrement préoccupante car elle augmente potentiellement le risque d’hôtes

réservoirs et de transmission zoonotique de la maladie. De façon intéressante, le groupe haematobium est

fréquemment incriminé dans les phénomènes d’hybridation, en particulier l’espèce S. haematobium (voir

(Leger & Webster 2016) pour synthèse). Les analyses moléculaires menées sur l’hybride identifié en Corse

(Boissier et al. 2016), indique une origine Sénégalaise du parasite hybride (Nord Sénégal). Une précédente

étude amontréque 88% des patients infectés (335 individus analysés dont 81% contaminés) contenaient

des hybrides entre S. haematobium x S. bovis, démontrant que ces hybrides sont bien établis et largement
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distribués au Sénégal. Ils sont d’ailleurs probablement présents dans de nombreux autres pays africains

notamment au Bénin, au Niger et au Mali (Webster et al. 2013 ; Huyse et al. 2009 ; Moné et al. 2015 ;

Brémond et al. 1993).Des investigations supplémentaires récemment menées au laboratoire suggèrent que

ces hybrides sont également présents dans d’autres pays africains et notamment en Côte d’Ivoire et au

Cameroun. Le tableau suivant présente les hybrides naturels détectés au sein des schistosomes.

Tableau 1 : Les hybrides entre schistosomes d’humains
S. haematobium S. intercalatum Cameroun, Gabon Southgate 1976 ; Burchard and Kern 1985)
S. haematobium S. mansoni Sénégal, Cote d’Ivoire T. Huyse et al. 2013 ; Le Govic

Yohann et al. 2018, articleen révision
S. haematobium S. guineensis Cameron and Bénin B.L. Webster et al. 2005 ; Hélène

Moné et al. 2012

Tableau 2 : Les hybrides entre schistosomes d’animaux
S. bovis S. curassoni Sénégal, Mali Bonnie L. Webster et al. 2013 ; D.

Rollinson et al. 1990

Tableau 3 : Les hybrides entre schistosomes d’humains et d’animaux
S. mansoni S. rodhaini Kenya, Tanzanie Morgan et al. 2003 ; Steinauer et al. 2008

S. haematobium S. bovis Sénégal, Niger, Benin Moné et al. 2015 ;
Bonnie L. Webster et al. 2013 ; Tine Huyse et al.

2009 ;Brémond et al. 1993
S. haematobium S. mattheei Afrique du Sud Pitchford 1961
S. haematobium S. curassoni Sénégal Bonnie L. Webster et al. 2013

L’hybridation a des conséquences sur l’interaction mollusque/parasite. Au niveau des hôtes

intermédiaires, les parasites purs sont en général capables d’infecter seulement un nombre restreint de

mollusques. L’hybridation permet de rompre cette spécificité d’hôte. Le parasite devient alors capable

d’infecter les hôtes naturels des deux parents (B. L. Webster & Southgate 2003 ; Huyse et al. 2009 ; D. Rol-

linson et al. 1997). Par exemple il a été montré expérimentalement que tandis que S. haematobium infecte

seulement Bulinus truncatus et S. intercalatum infecte uniquement Bulinus forskalii, leurs descendants

hybrides ont la capacité d’infecter les deux espèces de mollusque (B L Webster & Southgate 2003). Cette

augmentation du spectre d’hôtes a également été mise en évidence sur le terrain pour des hybrides entre

S. haematobium et S. bovis (Huyse et al. 2009). Dans cette étude les auteurs montrent que S. haemato-

bium n’est normalement pas compatible avec la souche sympatrique de B. truncatus présente dans cette

région du Sénégal. En revanche il utilise B. globosus pour sa transmission dans cette région du Sénégal

(D. Rollinson et al. 1997). L’hybride entre S. haematobium et S. bovis quant à lui est capable d’infecter

à la fois B. globosus et B. truncatus (Huyse et al. 2009).En plus de cet élargissement du spectre d’hôte

intermédiaire, l’hybridation peut conférer une meilleure infectivité au parasite. Ceci a été également été

montré expérimentalement pour des hybrides entre S. haematobium x S. guineensis (B. L. Webster &

Southgate 2003)et pour S. haematobium x S. mattheei(Wright & Ross 1980 ; Taylor 1970).Dans le cas

des S. haematobium x S. guineensis, les miracidia hybrides étaient capables d’infecter 77% de B. trunca-

tuscontre 32% pour le parasite pur S. haematobium. De plus le temps de développement des larves au
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Département de Mathématiques
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sein du mollusque (phase prépatente) était plus court (25 jours) par rapport aux parents purs (35 ou 50

jours pour S. intercalatum ou S. haematobium, respectivement) (B. L. Webster & Southgate 2003).

L’hybridation a des conséquences sur l’interaction vertébré/parasite. Les traits d’histoire

de vie des schistosomes hybrides sont aussi modifiés en ce qui concerne l’interaction du parasite avec

l’hôte vertébré. Les hybrides présentent en général une infectivité plus grande, et un potentiel reproductif

plus élevé au sein de l’hôte. Ce gain dans la transmission du parasite a été mis en évidence pour des

hybrides F1 issus du croisement entre S. haematobium et S. mattheei, mais aussi pour des hybrides entre

S. haematobium et S. intercalatum (Li et al. 1996 ; Webster et al. 2013 ; Southgate et al. 1976 ; Wright

et al. 2012 ; B. L. Webster & Southgate 2003).Dans certains cas des parasites normalement inféodés à

l’homme comme S. haematobium deviennent capable d’infecter des animaux.Par exemple les hybrides S.

haematobium x S. mattheei sont capables d’infecter expérimentalement des moutons(Tchuem Tchuenté,

Southgate, Jourdane, et al. 1997)et ont potentiellement été retrouvés sur le terrain chez des bovins (De

Bont et al. 1994). À l’inverse des schistosomes normalement inféodés aux animaux (S. curassoni x S.

bovis) sont capables d’infecter naturellement les humains (Léger et al. 2016). Ceci met en évidence le

potentiel zoonotique et le risque d’animaux réservoirs pour de tels hybrides.

L’hybridation a des conséquences sur la transmission et le contrôle de la maladie. L’en-

semble des modifications phénotypiques induites par l’hybridation peuvent avoir des implications sérieuses

en termes de santé humaine et de contrôle de la maladie. Elles peuvent altérer aussi bien le diagnostic

parasitologique que le traitement des populations. L’hybridation peut modifier la morphologie des œufs

produits par les parasites mais aussi leur lieu d’excrétion menant à une discordance entre la symptoma-

tologie et le diagnostic parasitologique. En effet dans le cas de l’hybride entre S. haematobium et S. bovis

des œufs ont été identifiés à la fois dans les fèces et l’urine des patients (Huyse et al. 2009). Quoiqu’il

en soit l’excrétion spécifique ou combinée des œufs de parasites hybrides au niveau des fèces et/ou de

l’urine doit être prise en compte dans les pays endémiques afin d’améliorer le diagnostic qui se focalise

habituellement uniquement sur une des formes de la maladie.

Des travaux existent en littérature sur la modélisation de la Schistosomiase, notamment l’hybridation.

C’est ainsi que Morand S et ses co-auteurs ont publié un modèle pour expliquer le remplacement de

Schistosoma intercalatum par Schistosoma haematobium et l’hybride S. intercalatum x S. haematobium

dans les zones de sympatrie[4].

Nous comptons dans cette thèse, en partant des modèles existants, construire des modèles mathématique

afin de mettre en évidence les principales caractéristique de l’hybridation au sein des schistosomes. Nous

pensons qu’une bonne compréhension de ce phénomène permettrait d’accroitre la lutte contre cette ma-

ladie. Notre travail est organisé autour du plan suivant :
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— Le premier chapitre concerne la biologie de la schistosomiase et l’évolution dans la littérature, de la

modélisation mathématique de cette maladie. Il s’agit principalement de bien ressortir les étapes

importantes dans l’évolution de l’infection à la schistosomiase. Le cycle de vie du schistosome

comprend plusieurs stades : schistosomule (stade larvaire), schistosome adulte, œuf, miracidium

nageant librement, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome adulte dépendent

des hôtes définitifs, et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son seul et

unique hôte intermédiaire, les escargots. Le schistosomule hôte définitif et le schistosome adulte

peuvent être des humains ou des animaux comme la vache, le bœuf, etc.

— Le second chapitre concerne les outils mathématiques préliminaires. Il s’agit de revenir sur les

grands résultats devant être utilisés pour modéliser ou pour analyser les différents modèles obtenus.

L’analyse mathématique comprend deux phases, à savoir l’étude analytique et les simulations

numériques. Ces outils sont principalement ceux des systèmes dynamiques continus avec et sans

retard.

— Le troisième chapitre traite de la dynamique de la schistosomiase humaine avec Miracidium hybride

et Cercacae. Il s’agit de la formulation du modèle, de l’analyse mathématique et de l’analyse des

résultats obtenus. Le modèle obtenu dans ce chapitre est original. Il s’agit du premier modèle

regroupant en son sein toutes les différentes souches. La difficulté principale pour ce type de

modèle est que le nombre d’équation est élevé, rendant difficile l’analyse mathématique. Nous

parvenons tout de même à obtenir des résultats originaux en ce qui concerne l’hybridation. Le

control de l’accès à l’eau est très important.

— Le quatrième chapitre traite du modèle retardé. Pas moins de 5 retards peuvent être introduits

dans le modèle du chapitre précédent, afin de mieux prendre en compte certains phénomènes

biologiques. En effet, le précédent modèle suppose l’instantanéité pour plusieurs phénomènes bio-

logiques observés. L’introduction de ces retards rend le modèle difficile mathématiquement. Il

suscite l’émergence d’une bifurcation de Hopf sans apparition de cycle limite. Il s’agit donc d’une

bifurcation de Hopf dégénérée.
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Faculté des Sciences
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Département de Mathématiques
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Chapitre 1

Biologie de la Schistosomiase-
Evolution de la modélisation
mathématique

La schistosomiase, ou bilharziose, est une maladie parasitaire provoquée par des trématodes du genre

Schistosoma. Les larves du parasite, libérés par des gastéropodes d’eau douce, pénètrent dans la peau

d’une personne lorsqu’elle est en contact avec une eau infestée[2].

La schistosomiase est une parasitose chronique provoquée par des vers (trématodes) du genre Schis-

tosoma. Au moins 206,5 millions de personnes avaient besoin d’un traitement en 2016. Le traitement

préventif, qui devrait se répéter sur un certain nombre d’années, permettra de réduire et de prévenir la

morbidité. La transmission de la schistosomiase est avérée dans 78 pays. Cependant, la chimiothérapie

préventive pour la schistosomiase, où les gens et les communautés sont ciblés pour un traitement à grande

échelle, est seulement nécessaire dans 52 pays d’endémie modérée à forte transmission[2].

1.1 Infection et transmission

L’infection se produit lorsque les larves du parasite, libérées par des gastéropodes d’eau douce,

pénètrent dans la peau d’une personne lorsqu’elle est en contact avec une eau infestée.

La transmission se produit quand les gens souffrant de schistosomiase contaminent les sources d’eau

douce avec leurs excréments.

Dans l’organisme, les larves se développent et passent au stade du schistosome adulte. Ces parasites

vivent dans les vaisseaux sanguins, dans lesquels les femelles pondent leurs œufs. Certains des œufs sortent

de l’organisme par les matières fécales ou l’urine et le cycle de vie parasitaire se poursuit. D’autres sont

piégés dans les tissus de l’organisme, provoquant une réaction immunitaire et des lésions évolutives dans

les organes[2].
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CHAPITRE 1. BIOLOGIE DE LA SCHISTOSOMIASE- EVOLUTION DE
LA MODÉLISATION MATHÉMATIQUE

1.2 Epidémiologie

La zone de prévalence de la schistosomiase se situe dans les régions tropicales et subtropicales, no-

tamment dans les communautés démunies qui n’ont pas accès à une eau de boisson salubre et à un

assainissement satisfaisant. On estime qu’au moins 92% des personnes qui ont besoin d’un traitement

contre la schistosomiase habitent en Afrique.

Il existe 2 formes principales de schistosomiase : intestinale et urogénitale, provoquées par 5 espèces

principalement[2].

Table 1 : Espèces parasitaires et répartition géographique de la schistosomiase
Formes Espèces Répartitions géographiques

Schistosomiase intestinale Schistosoma mansoni Afrique, Moyen-Orient,
Caräıbes, Brésil, Venezuela, Suriname

Schistosoma japonicum Chine, Indonésie, Philippines
Schistosoma mekongi Plusieurs districts du Cambodge et

de la République démocratique populaire lao.
Schistosoma intercalatum Zones des forêts tropicales

et S. guineansis espèce voisine humides en Afrique centrale
Schistosomiase urogénitale Schistosoma haematobium Afrique, Moyen-Orient, Corse (France)

La schistosomiase touche plus particulièrement les populations pauvres d’agriculteurs et de pêcheurs.

Lorsque les femmes accomplissent leurs tâches domestiques dans de l’eau infestée, lavage du linge par

exemple, elles sont également exposées au risque. Le manque d’hygiène et les jeux rendent les enfants

particulièrement vulnérables.

L’exode rural et les déplacements de réfugiés introduisent la maladie dans de nouvelles régions. La

croissance démographique, allant de pair avec une augmentation des besoins en énergie et en eau, est

souvent à l’origine de programmes de développement et de modifications de l’environnement qui renforcent

la transmission.

Avec le développement de l’écotourisme et des voyages hors des sentiers battus, un nombre croissant

de touristes contractent la schistosomiase. On peut alors observer des infections aiguës sévères et des

problèmes inhabituels pouvant aller jusqu’à une paralysie.

On considère aussi que la schistosomiase urogénitale est un facteur de risque pour le VIH, en particulier

chez la femme.

1.3 Symptômes

Ils sont causés par la réaction de l’organisme aux œufs, pas par le parasite en lui-même.

La schistosomiase intestinale peut provoquer des douleurs abdominales, de la diarrhée et l’apparition

de sang dans les selles. L’hépatomégalie est courante dans les cas avancés et s’associe fréquemment à une

accumulation de liquide dans la cavité péritonéale et à une hypertension dans les vaisseaux sanguins de
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Département de Mathématiques
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1.4. DIAGNOSTIC

l’abdomen. Dans ce cas, il arrive d’observer aussi une splénomégalie.

L’hématurie (sang dans les urines) est le signe classique de la schistosomiase urogénitale. On observe

couramment une fibrose de la vessie et de l’urètre, ainsi que des lésions rénales dans les cas avancés.

Le cancer de la vessie est aussi une complication possible à un stade tardif. La femme peut présenter

des lésions génitales, des saignements du vagin, des douleurs pendant les rapports sexuels et des nodules

dans la vulve. Chez l’homme, la schistosomiase urogénitale peut provoquer une pathologie des vésicules

séminales, de la prostate et d’autres organes. La maladie peut avoir des conséquences irréversibles à long

terme, comme la stérilité[2].

Les effets économiques et sanitaires de la schistosomiase sont considérables et cette maladie handicape

plus qu’elle ne tue. Chez l’enfant, elle peut causer une anémie, un retard de croissance, une diminution

des capacités d’apprentissage mais, avec le traitement, ces effets sont en général réversibles. Dans sa forme

chronique, elle peut nuire à la capacité d’un adulte de travailler et, dans certains cas, entrâıner le décès.

Le nombre de décès qui lui sont imputables est difficile à estimer en raison des pathologies cachées telles

que les insuffisances hépatiques et rénales et les cancers de la vessie.

Les estimations de la mortalité due à la schistosomiase doivent être évaluées car elles sont comprises

1 entre 10 100 et 200 000 par an au niveau mondial. En 2000, l’OMS estimait le nombre annuel de décès

2 à 200 000 dans le monde. La mortalité a dû considérablement baissé grâce à l’effet de l’extension à

grande échelle des campagnes de chimioprévention au cours de la dernière décennie[2].

1.4 Diagnostic

Il est posé par la détection des œufs dans les selles ou les urines. Des antigènes présents dans les

échantillons de selles ou d’urines sont également des indicateurs de l’infection.

Pour la schistosomiase urogénitale, une technique de filtration avec des filtres en nylon, papier ou

polycarbonate est la norme. Les enfants porteurs de S. haematobium ont presque toujours une micro-

hématurie détectable au moyen de bandelettes réactives.

En cas de schistosomiase intestinale, on met en évidence les œufs dans les échantillons de matières

fécales au moyen de feuilles de cellophane enduites de glycérine colorée au bleu de méthylène et de lames

de verre (technique de Kato-Katz).

Pour les personnes venant de zones exemptes de l’endémie ou de faible transmission, les techniques

sérologiques et immunologiques peuvent s’avérer utiles pour mettre en évidence une exposition à l’infection

et la nécessité de procéder à des analyses plus poussées et de traiter[2].
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CHAPITRE 1. BIOLOGIE DE LA SCHISTOSOMIASE- EVOLUTION DE
LA MODÉLISATION MATHÉMATIQUE

1.5 Prévention et lutte

La lutte contre la schistosomiase repose sur le traitement à grande échelle des groupes de population

à risque, l’accès à l’eau potable , l’amélioration de l’assainissement, l’éducation sanitaire et la lutte contre

les gastéropodes.

L’OMS axe sa stratégie de lutte sur la réduction de la morbidité au moyen de traitements réguliers

et ciblés au praziquantel, ce qui implique de traiter périodiquementet à large échelle toutes les personnes

appartenant aux groupes exposés au risque de schistosomiase. Dans quelques pays où la transmission est

faible, il faut viser l’interruption de la transmission.

Les groupes ciblés sont les suivants :

— Les enfants d’âge scolaire dans les zones d’endémie ;

— Les adultes exposés au risque dans les zones d’endémie, par exemple les femmes enceintes et

celles qui allaitent, les personnes ayant des activités impliquant un contact avec des eaux infestées,

comme les pêcheurs, les agriculteurs, ceux qui font des travaux d’irrigation, et les femmes, amenées

par leurs tâches domestiques à être en contact avec des eaux infestées ;

— L’ensemble de la population des communautés en zone d’endémie.

La fréquence du traitement est déterminée par la prévalence de l’infection chez les enfants d’âge

scolaire. Dans les zones de forte transmission, les traitements devront avoir lieu tous les ans pendant

plusieurs années. Le suivi est indispensable pour déterminer l’impact des mesures de lutte.

Le but est de réduire la morbidité et d’enrayer la transmission : les traitements réguliers des popu-

lations à risque guérissent les symptômes bénins et évitent aux sujets infectés de développer la maladie

jusqu’à un stade chronique, tardif et sévère. La lutte contre la schistosomiase s’est néanmoins heurtée à

un obstacle majeur, l’accès limité au praziquantel. Les données pour 2016 montrent que 34, 4% des per-

sonnes ayant besoin du traitement ont été couvertes à l’échelle mondiale, la proportion d’enfants d’âge

scolaire ayant besoin de la chimiothérapie préventive pour la schistosomiase qui ont été traités n’étant

que de 51, 6%[2].

Le praziquantel est le seul médicament disponible contre toutes les formes de schistosomiase. Il est

efficace, sûr et ne coûte pas cher. Même si des réinfections sont possibles après le traitement, le risque de

développer une forme grave est diminué, voire annulé lorsque le traitement est initié dans l’enfance.

Ces 40 dernières années, le praziquantel a été utilisé avec succès pour lutter contre la schistosomiase en

Arabie saoudite, au Brésil, au Cambodge, en Chine, en Égypte, Jordanie, Maurice, République islamique

d’Iran et Oman. La transmission semble avoir été interrompue au Maroc. La transmission est actuellement

évaluée dans plusieurs pays.
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1.6. EVOLUTION DE LA MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DE LA
SCHISTOSOMIASE

Au Burkina Faso, Ghana, Niger, Rwanda, Sierra Leone et au Yémen, il a été possible d’étendre le

traitement de la schistosomiase au niveau national et d’avoir un impact sur la maladie en quelques années.

Une évaluation de l’état de la transmission est en cours dans plusieurs pays.

Depuis 10 ans, les campagnes de traitement ont pris de l’ampleur dans plusieurs pays d’Afrique

subsaharienne où les populations sont à risque.

1.6 Evolution de la modélisation mathématique de la Schisto-
somiase

La schistosomiase est une maladie parasitaire aiguë et chronique causée par des douves sanguines (vers

trématodes) du genre Schistosoma. Les estimations montrent qu’au moins 229 millions de personnes ont

eu besoin d’un traitement préventif en 2018 et que 4400 à 200000 personnes en meurent chaque année.

[207, 208]. La maladie se trouve le plus souvent en Afrique, en Asie et en Amérique du Sud [209]. Environ

700 millions de personnes, dans plus de 70 pays, vivent dans des zones où la maladie est courante [207, 210]

Dans les pays tropicaux, la schistosomiase est répertoriée comme une maladie tropicale négligée [212],

mais vient juste après le paludisme parmi les maladies parasitaires ayant le plus grand impact économique

[211].

Les humains rencontrent des larves du parasite Schistosoma lorsqu’ils pénètrent dans l’eau contaminée

en se baignant, en jouant, en nageant, en se lavant, en pêchant ou en marchant dans l’eau [213, 214, 216].

Les individus infectés libèrent des œufs de Schistosoma dans l’eau via leur matière fécale ou leur urine

[217]. Après l’éclosion des larves de ces œufs, les larves infectent un type très spécifique d’escargot d’eau

douce. Par exemple, chez S. haematobium et S. intercalatum, il s’agit d’escargots du genre Bulinus, chez

S. mansoni c’est Biomphalaria, et chez S. japonicum c’est Oncomelania [218]. Les larves de Schistosoma

subissent la phase suivante de leur cycle de vie chez ces escargots, passant leur temps à se reproduire et

à se développer. Une fois cette étape terminée, le parasite quitte l’escargot et pénètre dans la colonne

d’eau. Le parasite peut vivre dans l’eau pendant seulement 48 heures sans hôte mammifère. Une fois

qu’un hôte a été trouvé, le ver pénètre dans ses vaisseaux sanguins. Pendant plusieurs semaines, le ver

reste dans les vaisseaux, poursuivant son développement jusqu’à sa phase adulte. Lorsque la maturité est

atteinte, l’accouplement a lieu et les œufs sont produits. Les œufs pénètrent dans la vessie / l’intestin

et sont excrétés dans l’urine et les matières fécales et le processus se répète. Si les œufs ne sont pas

excrétés, ils peuvent s’enraciner dans les tissus corporels et causer divers problèmes tels que des réactions

immunitaires et des organes. dommage.

De nombreux pays s’emploient à éradiquer la maladie. L’Organisation mondiale de la santé (OMS)

encourage ces efforts. Dans certains cas, l’urbanisation, la pollution et la destruction consécutive de
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l’habitat des escargots ont réduit l’exposition, avec une diminution subséquente des nouvelles infections.

Le praziquantel est utilisé pour la prévention chez les populations à haut risque vivant dans des zones

où la maladie est courante [219]. Les Centers for Disease Control and Prevention conseillent d’éviter de

boire ou d’entrer en contact avec de l’eau contaminée dans les zones où la schistosomiase est courante

[221].

L’évolution et l’impact de l’hybridation introgressive sont maintenant bien reconnus chez les plantes

et certaines espèces animales, bien que les exemples provenant d’organismes parasites restent rares ([230]

- [232]). L’hybridation (c’est-à-dire le croisement entre deux espèces) et l’introgression (c’est-à-dire l’in-

troduction de gènes uniques ou de régions chromosomiques d’une espèce dans celle d’une autre par

rétrocroisement répété d’un hybride interspécifique avec l’une de ses espèces parentes) chez les parasites

et les pathogènes peuvent avoir un impact majeur sur l’hôte et l’épidémiologie et l’évolution de la maladie

[237]. L’acquisition de nouveaux gènes peut affecter la virulence, la résistance, la pathologie et l’utilisa-

tion de l’hôte et éventuellement conduire à l’évolution et à l’émergence de nouveaux organismes parasites

et de nouvelles maladies ([220, 231, 233]). Aujourd’hui, dans un monde en mutation, l’hybridation des

parasites est un problème de santé publique émergent alors que la répartition géographique des humains,

des animaux domestiques et de la faune est en train de changer et que de nouveaux agents infectieux

et combinaisons d’agents infectieux peuvent se produire plus fréquemment, y compris ceux impliquant

des co-infections par des parasites provenant de différentes lignées ou espèces au sein d’hôtes individuels

([215, 234, 235, 236, 240]).

D’après certaines des premières publications scientifiques sur les schistosomes, des preuves de croi-

sements et d’hybridations potentiels entre différentes espèces de schistosomes ont été rapportées [237].

Ces premières identifications étaient principalement basées sur des observations phénotypiques d’œufs.

Par exemple, Alves en 1948 a signalé un potentiel S. haematobium. hybrides mattheei parmi les cas de

schistosomiase urogénitale humaine en Rhodésie du Sud, Zimbabwe [238]. Cette observation a été suivie

de plusieurs autres proposant l’existence des mêmes hybrides se produisant au Zimbabwe et en Afrique

du Sud ([241] - [243]), ainsi que d’autres appariements hybrides potentiels, principalement entre S. hae-

matobium et S . guineensis au Cameroun ([244], [245]). Notez que les nouveaux hybrides peuvent avoir

des impacts majeurs sur l’hôte, l’épidémiologie et l’évolution de la maladie, ce qui nécessite des stratégies

de contrôle supplémentaires dans les zones où les deux espèces parentales se chevauchent.

Plusieurs travaux ont été réalisés par Tchuem Tchuente et son équipe, au Cameroun et ailleurs sur la

schistosomiase[100, 99, ?, ?, 96, 93, 94, 92, 90, 89, 85, 77, 78, 76]. Des modèles mathématiques ([222] -

[228], etc.) ont été utilisés pour étudier la transmission et le contrôle de la schistosomiase depuis le premier

modèle qui a été donné en 1965 par MacDonald dans [229]. Ce modèle étudie la dynamique des infections
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à helminthes, avec une référence particulière aux schistosomes. Le modèle de MacDonald se compose

de deux équations différentielles dans deux variables d’état qui correspondent à la charge parasitaire

moyenne chez les hôtes définitifs et à la prévalence de l’infection chez les escargots. Barbour, A.D. en

1996 fait une modélisation de la transmission de la schistosomiase : un point de vue introductif[223]. Par

la suite, Chiyaka, E.T. et Garira, W. ont en 2009 proposé une analyse mathématique de la dynamique

de transmission de la schistosomiase chez les hôtes humain et escargot[227]. Yang, H.M. a proposé en

2003 une comparaison entre la modélisation de la transmission de la schistosomiase en tenant compte

de l’immunité acquise et du modèle de contact structuré selon l’âge avec l’eau infestée [225]. Qi, L.X.

et Cui, J. en 2012 propose une modélisation de la schistosomiase sur les ı̂lots de Nanjing[228]. Shujing

Gao, Yujiang Liu, Youquan Luo et Dehui Xie étudient en 2011 les problèmes de contrôle d’un modèle

mathématique pour la dynamique de transmission de la schistosomiase[258]. Ce travail de Gao et al. va

vraiment faire l’objet d’une attention particulière dans la littérature de modélisation de la schistosomiase.

Plusieurs équipes de recherche vont s’y intéresser afin de poursuivre les objectifs visés. L’introduction du

retard dans les modèles de dynamique de la schistosomiase a débutée en 2008 avec C. Castillo-Chavez,

Z. Feng et D. Xu qui ont publié un modèle de schistosomiase avec structure d’accouplement et retard

temporel[247]. Plus récemment, Chunxiao Ding, Nana Tao, Yun Sun et Yuanguo Zhu ont publié en 2016 et

en 2019 des travaux sur l’effet des retards sur la dynamique de transmission de la schistosomiase[256, 257].

La nouveauté de ce travail est de considérer un modèle mathématique de transmission de la schistoso-

miase qui prend en compte la présence de deux souches parentales et leur souche hybride. Notre objectif

est d’évaluer l’impact de la souche hybride sur la dynamique de la maladie. À notre connaissance, ce

travail est le premier qui modélise la schistosomiase avec l’interaction des souches parentales et de la

souche hybride.
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Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA
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Faculté des Sciences
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Chapitre 2

Outils mathématiques préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résultats mathématiques utilisés lors d’analyse d’un

modèle. Après avoir énoncé quelques théorèmes de stabilité au sens de Lyapunov, nous parlerons de la

modélisation compartimentale. Ce chapitre s’achèvera par la présentation de la méthode de Van Den

Driessche pour le calcul du taux de reproduction de base.

2.1 Généralités sur les équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme

ẋ = f(t, x), (2.1)

où ẋ désigne suivant la tradition, la dérivée de x par rapport au temps
d

dt
. Le second membre est une

fonction f continue de R×Rn vers Rn. La variable t représente le temps et x s’appelle l’Etat du système.

Très souvent, on obtient une famille de solutions. Et si on fixe un point x0 et un temps t0 tels que

x(t0) = x0, la solution devient unique. Une telle condition est appelée condition initiale.

La donnée d’une équation différentielle et d’une condition initiale s’appelle un problème de Cauchy

ou encore un problème de valeur initiale.

{
ẋ = f(t, x),
x(t0) = x0.

(2.2)

Une équation différentielle est donc en fait un algorithme donné par la fonction f qui permet de

calculer un vecteur de Rn, donné par la formule f(t, x) si l’on se donne t et x.

Définition 1 (Equations différentielles autonomes)

Lorsque la fonction f qui définit l’équation différentielle ne dépend pas du temps t, on dit que l’équation

différentielle est autonome.
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CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES PRÉLIMINAIRES

2.1.1 Théorème d’existence et d’unicité

On va énoncer deux résultats classiques. Le premier est un résultat d’existence et d’unicité. Le se-

cond est un résultat d’existence seulement. Dans tout ce paragraphe, la fonction f qui définit l’équation

différentielle est définie sur un ouvert D de R× Rn.

Définition 2 (Fonction localement Lipschitzienne)

On dit qu’une fonction f : (t, x) ∈ R × Rn 7−→ f(t, x) est localement lipschizienne en x si pour tout

(t0, x0) ∈ R×Rn, il existe un scalaire L et un voisinage V de (t0, x0) tel que pour tout t, x et y vérifiant

(t, x) ∈ V et (t, y) ∈ V , on ait

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖. (2.3)

Remarque 1 : Cette définition ne dépend pas du choix de la norme.

Théorème 1 (Théorème de Cauchy Lipschitz)

On considère l’équation différentielle ordinaire donnée par (2.1). Si f est localement lipschitzienne en

x, et si (t0, x0) appartient à D, alors, il existe un plus grand intervalle I =]α(t0,x0), ω(t0,x0)[, avec t0 ∈ I

dans lequel il existe une solution ϕ de (2.1), satisfaisant la condition ϕ(t0) = x0. Une telle solution est

unique. Cette solution s’appelle solution maximale pour la condition initiale donnée par (t0, x0).

Proposition 1 : Si la fonction f est C1 en x et continue par rapport à t, alors f est globalement

Lipschitzienne.

Proposition 2 : Si la fonction est globalement Lipschizienne, c’est-à-dire que l’inégalité (2.3) est vérifiée

sur R× Rn, alors la solution du problème de Cauchy est définie pour tout t ∈ R.

2.1.2 Stabilité et point d’équilibre

On considère maintenant le cas des systèmes autonomes.

Désignons par D un ouvert de Rn et f : D ⊂ Rn −→ Rn une fonction continue. On considère l’équation

différentielle autonome

ẋ = f(x), (2.4)

ayant pour solution x(t). Nous supposons que f est localement lipschitzienne pour que x(t) soit déterminée

de façon unique par la condition initiale x(0) = x0. Désignons cette solution par x(t, x0).

Définition 3 (Point d’équilibre)

Un point x̄ est appelé point d’équilibre, ou point critique, ou encore point singulier pour le systçme

(2.4) si on a
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f(x̄) = 0.

Remarque 2 : Dans ce cas, nous avons x(t, x̄) = x̄.

Définition 4 (Stabilité)

On dit que x̄, point d’équilibre du système (2.4) est stable (au sens de Lyapunov) si pour tout voisinage

U de x̄, il existe un voisinage V de x̄ tel que pour tout y ∈ V et pour tout t ≥ 0 on ait

x(t, y) ∈ U .

Dans le cas contraire, on dit que x̄ est instable.

Définition 5 (Attractivité)

On dit qu’un point d’équilibre x̄ est attractif sur un ouvert V si pour tout y ∈ V , on a

lim
t→+∞

x(t, y) = x̄.

Définition 6 (Stabilité asymptotique)

On dit que x̄ est asymptotiquement stable (localement) s’il est stable et s’il existe un ouvert V pour

lequel il est attractif.

Remarque 3 : L’attractivité n’implique pas la stabilité. Cependant, c’est vrai pour les systèmes linéaires

ẋ = Ax.

Définition 7 : Soit x̄ un point d’équilibre de (2.4). Si f est de classe C1, on appelle système linéarisé

de (2.4) en x̄ le système linéaire

ẋ = Df(x̄)(x),

où Df(x̄) est la dérivée de f en x̄.

Nous admettons le théorème suivant qui est un théorème très important en système dynamique.

Théorème 2 (De linéarisation de Poincaré-Lyapunov)

On considère le système (2.4) où f est de classe C1 et x̄ un point d’équilibre.

1. Si Df(x̄) a toutes ses valeurs propres avec une partie réelle strictement négative alors x̄ est asymp-

totiquement stable.

2. Si Df(x̄) a (au moins) une valeur propre à partie réelle strictement positive alors x̄ est instable.
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Département de Mathématiques
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CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES PRÉLIMINAIRES

Dans ce qui suit, nous allons énoncer quelques théorèmes très souvent utilisés, pour prouver la stabilité

d’un point d’équilibre. L’usage de ces théorèmes nécessite la construction d’une fonction particulière

appelée fonction de Lyapunov. Les définitions suivantes nous seront utiles pour énoncer les théorèmes sur

la stabilité au sens de Lyapunov.

Sans nuire à la généralité, nous supposons dans ce qui suit que l’origine x̄ = 0 est point d’équilibre de

(2.4).

Définition 8 (fonction définie positive)

Une fonction scalaire V continument différentiable est dite définie positive dans une région Ω autour

de l’origine si

1. V(0)=0,

2. V (x) > 0 ∀x ∈ Ω r { 0 }.

Remarque 4 : Si la condition (2) de la définition 8 précédente est remplacée par V (x) ≥ 0 alors la

fonction est dite définie semi-positive.

Théorème 3 (Stabilité locale)

L’état d’équilibre x̄ = 0 est stable si il existe une fonction continument dérivable V telle que

1. V est définie positive,

2. V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ω r { 0 },

où V̇ (x) est la dérivée de l’application t 7−→ V (x(t)) et Ω est une région autour de l’origine. Si de plus,

la condition (2) est remplacée par V̇ (x) < 0, alors l’état d’équilibre est asymptotiquement stable.

Définition 9 : Une fonction V satisfaisant aux hypothèses du théorème 3 est appelée fonction de Lya-

punov.

Remarque 5 : La construction d’une fonction de Lyapunov n’est donc pas une tâche facile. Généralement,

on cherche une fonction définie positive dont on teste la décroissance autour du point d’équilibre. Dans la

littérature, plusieurs méthodes (méthode du gradient variable, méthode de Krasovskii,...) ont été proposées

ces dernières décennies. Elles permettent d’orienter un utilisateur dans la construction d’une fonction de

Lyapunov pour un système donné.

Théorème 4 (Stabilité globale)

L’état d’équilibre x̄ = 0 est globalement asymptotiquement stable ou tout simplement globalement

stable si il existe une fonction continument dérivable V telle que :
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1. V est définie positive,

2. V̇ (x) < 0 ∀x ∈ Ω r { 0 },

3. V̇ (x)→ −∞ quand ‖x‖ → ∞.

Théorème 5 (LaSalle)

Si V est une fonction de Lyapunov, alors le plus grand ensemble invariant contenu dans

L = {x | V̇ (x) = 0}

est un ensemble attractif.

Si L = {x0}, alors x0 est asymptotiquement stable.

Définition 10 (Ensemble invariant)

Une partie A de D est dite positivement invariante si et seulement si pour tout t ≥ 0, on a x(t, A) ⊂ A.

Remarque 6 : Une partie invariante piège donc les trajectoires. Si une trajectoire rentre dans A, elle

n’en ressort plus. Comme exemple, la trajectoire d’un point d’équilibre est confondue avec ce point, c’est

donc un ensemble invariant. Le théorème suivant est très souvent utilisé pour prouver qu’un ensemble

est positivement invariant. Il est connu sous le nom de théorème de la barrière.

Théorème 6 (Théorème de la barrière)

On considère le système (2.4). Soit H : Rn −→ R une fonction différentiable. Pour a ∈ R, on pose :

H−1(a) = {x ∈ Rn : H(x) = a} et G = {x ∈ Rn : H(x) ≤ a}.

On suppose que

• ∀x ∈ H−1(a), le gradient ∇H(x) 6= 0,

• le produit scalaire
〈
f(x) : | : ∇H(x)

〉
≤ 0 ∀x ∈ H−1(a),

alors l’ensemble G est positivement invariant pour (2.4).

Définition 11 (Le rayon spectral)

Le rayon spectral d’une matrice A carrée, noté ρ(A), est défini de la manière suivante :

ρ(A) = max |λi|,

où les λi sont les valeurs propres de A.

Les résultats qui suivent sont généralement utilisés pour prouver la décroissance d’une fonction can-

didate comme fonction de Lyapunov.
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CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES PRÉLIMINAIRES

2.1.3 Relation entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique

Pour établir l’inégalité arithmético-géométrique, nous nous servons des définitions et résultats qui

suivent :

Définition 12 (fonction convexe, fonction concave)

Une fonction f : I ⊂ R→ R est dite convexe lorsque

∀(x, y) ∈ I2, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

La fonction f sera dite concave si −f est convexe.

Théorème 7 (inégalité de JENSEN)

Soient f une fonction convexe, (x1, ..., xd) une famille de réels appartenant à l’intervalle de définition

de f et (λ1, ..., λd) une famille de réels de l’intervalle [0, 1] tel que :
d∑
i=1

λi = 1. Alors, on a

f

(
d∑
i=1

λixi

)
≤

d∑
i=1

λif(xi).

Remarque 7 : La preuve de ce théorème se fait par récurrence sur d.

Lemme 1 (inégalité arithmético-géométrique)

Soient x1, ..., xd des nombres réels positifs. Alors, on a

d
√
x1...xd ≤

x1 + ...+ xd
d

.

Preuve : La fonction x 7→ ln(x) étant concave, en posant λi = 1
d , : i = 1, ..., d dans le théorème 7,

on obtient

− ln

(
1

d

d∑
i=1

xi

)
≤ −1

d

d∑
i=1

ln(xi).

Ceci nous conduit à

ln

(
1

d

d∑
i=1

xi

)
≥ ln

[(
d∏
i=1

xi

) 1
d

]
.

La fonction x 7→ ln(x) étant croissante, on a le résultat cherché.

Remarque 8 : Notons que dans le lemme ci-dessus, l’égalité n’a lieu que si x1 = ... = xd. Toutefois, ce

lemme admet une conséquence immédiate que nous énonçons ci-après.

Corollaire 1 : Soient x1, ..., xd des nombres réels positifs tel que leur produit soit égal à 1. Alors,

d− x1 − ...− xd ≤ 0. L’égalité n’ayant lieu que si x1 = ... = xd.
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2.2. MODÉLISATION COMPARTIMENTALE

2.2 Modélisation compartimentale

Les mathématiques permettent de mieux comprendre un phénomène en le décrivant à l’aide d’équations

et de fonctions. Ces équations forment le ” modèle ” de ce phénomène qui peut ainsi être étudié grâce

aux propriétés mathématiques de ces équations et fonctions. Aujourd’hui la puissance des ordinateurs

permet de traiter informatiquement ces modèles ; on peut ainsi, par des simulations, prédire et prévenir

ces phénomènes. L’objectif d’un modèle est donc de comprendre le phénomène examiné puis d’agir sur le

système de façon optimale. D’une façon générale, il existe deux types de modélisation : la modélisation

basée sur des lois, qu’elles relèvent des mathématiques, de la physique, etc., et la modélisation dite

” compartimentale ”. Ce qui va nous intéresser dans la suite est la modélisation compartimentale en

Èpidémiologie.

2.2.1 Modélisation compartimentale en épidémiologie

Beaucoup de modèles en épidémiologie, écologie et bien d’autres domaines sont issus de bilan de masse.

Le résultat est que ces systèmes peuvent engendrer des systèmes d’équations différentielles ordinaires

appelés systèmes compartimentaux.

Les systèmes compartimentaux ont été définis d’abord en physiologie pour décrire les systèmes pour

lesquels il y avait des flots de matières entre des unités appelées compartiments. Ils apparaissent naturel-

lement dans bien d’autres disciplines telle que l’épidémiologie.

Un compartiment peut être vu comme une case dont les éléments ont les mêmes propriétés. Par là,

on veut dire que ce qui est contenu dans un compartiment est homogène. Par exemple, dans l’étude

d’une maladie, on peut désigner par compartiment un ensemble d’individus étant à un même stade de la

maladie. Dans un modèle compartimental, chaque système est influencé par les autres. Le cas d’un modèle

épidémiologique SEIL est donné ci-dessous dans la figure (2.1). L’équation fondamentale du système est

Figure 2.1 – Diagramme compartimental d’un modèle SEIL.

définie par un taux de variation (la dérivée) que l’on cherche à expliciter.

La classe des individus susceptibles est S. Le taux de variation Ṡ des individus susceptibles du système
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Département de Mathématiques
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CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES PRÉLIMINAIRES

2.1, ”gagne” un taux “′′ + Λ“′′ d’individus sains par recrutement, pert −βS(I + δL)“′′ individus sains

suite à leur infection par les malades I et L, pert également “′′−µS“′′ individus susceptible par mortalité

naturelle.

En laissant s’écouler un temps ∆t, on obtient l’équation

S(t+ ∆t) = S(t) + Λ∆t− β S I ∆t− β δ S L∆t− µS∆t,

qui se met ensuite sous la forme

S(t+ ∆t)− S(t)

∆t
= Λ− β S I − β δ S L− µS.

En passant à la limite dans cette équation lorsque ∆t tend vars 0, on obtient l’équation

dS(t)

dt
= Λ− β S(t) I(t)− β δ S(t)L(t)− µS(t). (2.5)

En faisant la même chose pour les infectées E, on obtient l’équation

dE(t)

dt
= β(1− p)S(t) I(t) + β(1− p)δ S(t)L(t) + r2 I(t)− [µ+ k(1− r1)]E(t). (2.6)

En faisant la même chose pour les malades I suivis dans un centre, on obtient l’équation

dI(t)

dt
= βpS(t) I(t) + βpδ S(t)L(t) + k(1− r1)E(t) + γL(t)− [µ+ d1 + φ(1− r2) + r2]I(t). (2.7)

En faisant la même chose pour les infectées L, on obtient l’équation

dL(t)

dt
= φ(1− r2)I(t)− (µ+ d2 + γ)L(t). (2.8)

Tout ceci permet donc d’avoir le système d’équations différentielles ordinaires suivant :



dS(t)

dt
= Λ− β S(t) I(t)− β δ S(t)L(t)− µS(t),

Ė = β(1− p)S(I + δL) + r2I − [µ+ k(1− r1)]E,

İ = βpS(I + δL) + k(1− r1)E + γL− [µ+ d1 + φ(1− r2) + r2]I,

L̇ = φ(1− r2)I − (µ+ d2 + γ)L.

(2.9)

On constate donc que dans le processus de modélisation, on peut obtenir :

1. Les flots de matières dans un compartiment provenant de l’extérieur du système ;

2. Les sorties d’un compartiment vers un autre compartiment du système ;

3. Les sorties d’un compartiment vers l’extérieur du système.
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34 Doctorat PhD
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2.2. MODÉLISATION COMPARTIMENTALE

2.2.2 Calcul du taux de reproduction de base <0

Plusieurs modèles épidémiologiques ont un point d’équilibre non endémique ou point d’équilibre sans

maladie très souvent noté DFE (Disease Free Equilibrium). Ce point d’équilibre se calcule en supposant

qu’il n’y a pas de maladie dans la population. Ces modèles admettent généralement au moins un paramètre

de seuil noté <0, connu sous le nom de taux de reproduction de base. Il s’agit du nombre moyen de

nouveaux cas d’infections créés par un malade dans une population complètement saine, durant toute sa

maladie. Il est supposé mesurer la façon dont la maladie se répand. Dans la littérature, très souvent, on

prouve que si <0 < 1, le DFE est asymptotiquement stable et la maladie est contrôlable. Par contre, si

<0 ≥ 1, le DFE est instable, la maladie persiste au sein de la population et peut devenir endémique si

rien n’est fait. D’où l’intérêt de pouvoir calculer ce paramètre de seuil.

La méthode de Odo Diekmann et Hans (J. A. P.) Heesterbeek

La procédure consiste à calculer l’équilibre sans maladie du modèle. Puis calculer la matrice jacobienne

à l’équilibre endémique. Exprimer la condition de stabilité de la matrice jacobienne et mettre cette

condition sous la forme R0 ≤ 1. On peut donc en déduire le taux de reproduction de base R0.

La méthode de P. Van Den Driessche et James Watmough

Dans cette ce qui suit, nous présenterons la méthode de P. Van Den Driessche et James Watmough

pour le calcul du taux de reproduction de base des modèles compartimentaux. Cette méthode est la plus

récente. Il existe également la méthode de Dieckman et Heesterbeek, et même une méthode biologique

pour calculer ce paramètre de seuil.

Considérons une population dont les individus sont distincts par leur âge, comportement, position

ou état de maladie, mais peuvent être groupés dans n compartiments homogènes. On désigne par x =

(x1, ..., xn)T l’état du système et par xi le nombre (ou la concentration) d’individus dans le compartiment

i. Ensuite, on ordonne les compartiments pour que les m premiers correspondent aux compartiments

des individus infectés (latents, infectieux, ...). Les n − m derniers compartiments correspondent aux

compartiments des individus libres de l’infection. Soit Fi(x) la vitesse d’apparition des nouveaux cas

d’infection dans le compartiment i. On note V +
i la vitesse de transfert des individus dans le compartiment

i par tout autre moyen et V −i la vitesse de transfert des individus hors du compartiment i. On obtient la

relation suivante :

ẋi = fi(x) = Fi(x) + V +
i − V

−
i , i = 1, ..., n (2.10)

Notons que si PDFE est le point d’équilibre sans maladie, alors on a (PDFE)i = 0 pour i = 1, ...,m. Pour

des raisons biologiques, les fonctions Fi(x), V +
i et V −i doivent vérifier les propriétés suivantes.

1. x ≥ 0, Fi(x) ≥ 0, V +
i ≥ 0 et V −i ≥ 0.
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35 Doctorat PhD
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CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES PRÉLIMINAIRES

2. Si xi = 0, alors V −i = 0. Cette condition signifie tout simplement que rien ne peut sortir d’un

compartiment vide.

3. Fi(x) = 0 pour i > m. Cette condition provient du fait qu’il n’y a pas de nouveaux cas d’infection

dans les compartiments non infectés.

4. Si PDFE est un état sans maladie, alors Fi(PDFE) = 0 et V +
i = 0 pour i = 1, ...,m.

Quand il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie. Donc on reste sans infection.

Les conditions énumérées ci-dessus nous conduisent au lemme suivant :

Lemme 2 : Si x0 est le point d’équilibre non endémique pour le système (2.10) et fi(x) satisfaisant les

conditions 1 à 4, alors les matrices jacobiennes DF(x0) et DV(x0)
(
Vi = V−i − V

+
i

)
peuvent s’écrire en

blocs comme suit :

DF(x0) =

(
F 0
0 0

)
DV(x0) =

(
V 0
J3 J4

)

où F et V sont des matrices m×m définies par

F =

[
∂Fi
∂xj

(x0)

]
et V =

[
∂Vi
∂xj

(x0)

]
avec 1 ≤ i, j ≤ m.

De plus, on a : F ≥ 0 et V est inversible.

Proposition 3 : On appelle taux de reproduction de base le rayon spectral de la matrice de la prochaine

génération FV −1.

<0 = ρ(FV −1).

2.3 Systèmes dynamiques à retard

2.3.1 Définitions

Soit C ([a, b],Rn) l’espace de Banach des fonctions continues définies sur [a, b] et à valeurs dans Rn.

Nous munissons cet espace de la topologie de convergence uniforme de sorte que pour φ ∈ C ([a, b],Rn),

la norme de φ est définie par ||φ|| = sup
a≤θ≤b

|φ(θ)|. En général, on considère [a, b] = [−r, 0], où r est une

constante positive et l’espace devient C ([−r, 0],Rn).

Définition 13 : Soientt Ω une partie de R×C et f : Ω −→ Rn une fonction donnée. On appelle équation

différentielle à retard ou équation différentielle fonctionnelle à retard sur Ω, la relation ẋ(t) = f(t, xt).

Remarque 9 : Pour σ ∈ R, A ≥ 0, x ∈ C ([σ − r, σ +A],Rn) et t ∈ [σ, σ +A], on obtient xt ∈ C tel que

xt(θ) = x(t+ θ), avec θ ∈ [−r,0 ].
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2.3. SYSTÈMES DYNAMIQUES À RETARD

Remarque 10 : Le nombre r est le retard. Ceci nous fait comprendre que le cas r = 0 correspond au

cas des équations différentielles ordinaires. A l’instant t = 0, la fonction xt nécessite la connaissance

des valeurs x(t) sur l’intervalle de temps [−r, 0]. Donc, une condition initiale doit être précisée. Si la

condition initiale à l’instant t0 d’une équation différentielle ordinaire est un point x(t0), celle d’une

équation différentielle à retard est une fonction appartenant à l’espace C : xt0 , φ ∈ C.

L’équation ẋ(t) = f(t, xt) est linéaire lorsque f(t, xt) = L(t, xt) + h(t), avec L(t, xt) linéaire en xt,

linéaire homogène lorsque h(t) = 0, linéaire non homogène si h(t) 6= 0.

On dit que l’équation ẋ(t) = f(t, xt) est autonome si f(t, xt) = g(xt), où g est indépendante de t ;

sinon on dit qu’elle est non autonome.

L’équation ẋ(t) = f(t, xt) inclut la forme suivante :

ẋ(t) = f(t, xt, x(t− τ1), x(t− τ2), · · · , x(t− τp)),

avec 0 ≤ τi ≤ r, avec i = 1, 2, · · · , p.

2.3.2 Existence et unicité

Théorème 8 : (Existence). Pour l’équation ẋ(t) = f(t, xt), on suppose que Ω est un ouvert de R× C et

que f : Ω −→ Rn est continue sur Ω. Si (t0, φ) ∈ Ω, alors il existe au moins une solution de l’équation

ẋ(t) = f(t, xt) passant par (t0, φ).

Définition 14 : On dit que la fonction f = f(t, ϕ) est lipschitzienne par rapport à ϕ sur un compact K

de R× C s’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (t, ϕi) ∈ K, i = 1, 2, on a

|f(t, ϕ1)− f(t, ϕ2)| ≤ k |ϕ1 − ϕ2| .

Théorème 9 : (Unicité). Pour l’équation ẋ(t) = f(t, xt), on suppose que Ω est un ouvert de R × C et

que f : Ω −→ Rn est continue sur Ω et qu’elle est lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable sur

tout ensemble compact de Ω. Si (t0, ϕ) ∈ Ω, alors il existe une unique solution de ẋ(t) = f(t, xt) passant

par (t0, ϕ).

2.3.3 Stabilité

L’analyse de la stabilité est facilitée lorsque nous avons à faire à une solution constante ou à une

solution nulle. Cependant, il peut arriver que l’équation dotx(t) = f(t, xt) n’admette pas de solution

nulle ou que l’on s’intéresse plutôt à une solution autre x̄ que la solution nulle. On fait une translation

en posant y(t) = x(t)− x̄(t) afin de retomber sur la solution nulle.
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Département de Mathématiques
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Département de Mathématiques
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Définition 15 : On dit que la solution nulle de l’équation dotx(t) = f(t, xt) est stable au sens de Lya-

punov en t0 > α si pour tout ε > 0, il existe δ = δ(t0, ε) > 0 tel que pour tout φ ∈ C et vérifiant |φ| ≤ δ,

la solution x = x(., t0, φ) de l’équation dotx(t) = f(t, xt) existe pour tout t ≥ t0 − r et satisfait l’inégalité

suivante : |x(t)| < ε pour tout t ≥ t0 − r.

Sinon, on dira que la solution nulle est instable au sens de Lyapunov en t0 > α.

La solution nulle de l’équation dotx(t) = f(t, xt) est uniformément stable si elle est stable au sens de

Lyapunov en tout t0 > α et le nombre δ est indépendant de t0 (δ = δ(ε) ne dépend que de ε).

La solution nulle de dotx(t) = f(t, xt) est asymptotiquement stable si en plus de la stabilité, il existe

δ0 > 0 tel que |φ| ≤ δ0 −→ lim
t−→+∞

x(t) = 0.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de la
dynamique de la schistosomiase
humaine avec Miracidium hybride et
Cercacae

Il a été démontré que l’hybridation entre schistosomes dans des conditions de laboratoire entrâıne

une hétérosis (fécondité plus élevée, temps de maturation plus rapide, spectre d’hôtes intermédiaire plus

large), ayant des implications importantes sur la prévalence de la maladie, la pathologie et le traitement.

Cet article traite de l’interaction synergique entre deux souches parentales de schistosomiase et leur souche

hybride en utilisant un modèle déterministe, qui incorpore plusieurs des caractéristiques biologiques et

épidémiologiques essentielles de la maladie. Notre analyse révèle que le nombre de reproduction de base du

modèle joue un rôle important pour l’éradication de la maladie. Des simulations numériques soutiennent

nos conclusions analytiques impliquent que tuer les escargots dans l’eau est efficace pour contrôler la

transmission de la schistosomiase

3.1 Formulation du modèle sans retard

Dans cette section, nous formulons principalement un modèle mathématique pour décrire la dynamique

de transmission de la schistosomiase avec les espèces parentales et la souche hybride. Selon la transmission

de Schistosoma, nous supposons que la population totale d’humains, Nh(t), est divisée en huit sous-

classes épidémiologiques qui sont sensibles S(t), humains infectés par l’espèce parentale a, Ia(t), humains

infectés avec une espèce parentale b, Ib(t), humains infectés avec une espèce hybride h, Ih(t), humains

infectés avec des espèces a et b, Iab(t), humains infectés par les espèces a et h, Iah(t), humains infectés

par les espèces b et h, Ibh(t) et les humains infectés avec les espèces a, b et h, Iabh(t). De même, il

existe deux espèces d’escargots a et b avec une population totale notée respectivement Na(t) et Nb(t).
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Chaque espèce d’escargot est divisée en trois sous-classes épidémiologiques. Escargots sensibles d’espèce

parentale a, escargots d’espèce parentale a infectés par des miracidies d’espèces parentales a et escargots

d’espèces parentales a infectés par des miracidies d’espèces hybrides de tailles notées Sa(t), Isa(t) et

Isah(t) respectivement. Escargots sensibles d’espèce parentale b, escargots d’espèce parentale b infectés

par des miracidies d’espèces parentales b, escargots d’espèces parentales b infectés par des miracidies

d’espèces hybrides de tailles notées Sb(t), Isb(t) et Isbh(t) respectivement. Nous utilisons Ma(t), Mb(t)

et Mh(t) pour désigner la densité spatiale moyenne des miracidies de l’espèce parentale a, miracidies de

l’espèce parentale b et miracidia de l’espèce hybride h respectivement. De plus, Ca(t), Cb(t) et Ch(t) sont

respectivement la densité spatiale moyenne des cercaires de l’espèce parentale a, cercaires de l’espèce

parentale b et cercaires d’espèces hybrides h. La population totale de miracidium et de cercaria est

respectivement Nm(t) et Nc(t).

Nous supposons que le taux de recrutement des humains sensibles, des escargots d’espèce a et des

escargots d’espèce b est respectivement Λ, Λa et Λb. Pour être infecté, un humain doit être en contact

avec une cercaire. Ainsi, les taux de contact de transmission des cercaires d’espèce a, b et h à l’homme

sensible sont respectivement γa, γb et γh . Les taux de transmission des miracidies d’espèces a, b, h aux

escargots sensibles sont respectivement λa, λb et λh. Le taux de mortalité naturelle des humains est µ,

pour les miracidies d’espèces a, b, h sont respectivement µma, µmb, µmh, pour les cercaires d’espèce a,

b, h, le taux de mortalité naturelle est noté µca, µcb, µch et pour les escargots d’espèces a et b sont

respectivement mua et mub respectivement. Plusieurs stratégies de contrôle efficaces, telles que le

traitement de la toxicomanie, l’amélioration de l’assainissement et l’éducation sanitaire, les stratégies

intégrées sont considérées ici. Donc, le taux de traitement des humains infectés de type k. ηk est le taux

de mortalité d’un humain infecté de type k induit par une maladie et ωk est le taux d’éclosion de miracidia

à partir d’œufs excrétés par un humain infecté de type k. Le paramètre p représente la proportion de

miracidies hybrides infectant les escargots d’espèce a tandis que pa et pb sont respectivement la proportion

d’œufs des espèces a et b excrétés par un humain infecté ab. Les proportions d’oeufs des espèces a, b

excrétés par un humain infecté abh sont respectivement ra et rb. qa est la proportion d’œufs de l’espèce

a excrétés par un humain infecté ah et qb est la proportion d’œufs de l’espèce b excrétés par un humain

infecté bh. Les escargots infectés k produisent des cercaires au taux βk et leur taux de mortalité par

maladie est δ. Il y a un traitement de l’eau pour tuer les escargots et les cercaires. dans le modèle, θ

est le taux de mortalité des escargots induite par le traitement de l’eau et le paramètre ρ est le taux de

mortalité des cercaires induite par le traitement de l’eau.

Le modèle est décrit par le système d’équations différentielles ordinaires suivant :
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Faculté des Sciences
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3.1. FORMULATION DU MODÈLE SANS RETARD



Ṡ = Λ− µS − (γa Ca + γb Cb + γh Ch)S + αaIa + αbIb
+αhIh + αabIab + αahIah + αbhIbh + αabhIabh,

İa = γaCaS − (γbCb + γhCh)Ia − (µ+ ηa + αa)Ia,

İb = γbCbS − (γaCa + γhCh)Ib − (µ+ ηb + αb)Ib,

İh = γhChS − (γaCa + γbCb)Ih − (µ+ ηh + αh)Ih,

İab = γbCbIa + γaCaIb − γhChIab − (µ+ ηab + αab)Iab,

İah = γhChIa + γaCaIh − γbCbIah − (µ+ ηah + αah)Iah,

İbh = γhChIb + γbCbIh − γaCaIbh − (µ+ ηbh + αbh)Ibh,

İabh = γhChIab + γbCbIah + γaCaIbh − (µ+ ηabh + αabh)Iabh,

(3.1)



Ṁa = ωaIa + paωabIab + qaωahIah + raωabhIabh − µmaMa,

Ṁb = ωbIb + pbωabIab + qbωbhIbh + rbωabhIabh − µmbMb,

Ṁh = ωhIh + (1− pa − pb)ωabIab + (1− qa)ωahIah + (1− qb)ωbhIbh
+(1− ra − rb)ωabhIabh − µmhMh,

(3.2)



Ṡa = Λa − λaMaSa − pλhMhSa − (µa + θa)Sa,

İsa = λaMaSa − (µa + θa + δsa)Isa,

İsah = pλhMhSa − (µa + θa + δsah)Isah,

Ṡb = Λb − λbMbSb − (1− p)λhMhSb − (µb + θb)Sb,

İsb = λbMbSb − (µb + θb + δsb)Isb,

İsbh = (1− p)λhMhSb − (µb + θb + δsbh)Isbh,

(3.3)


Ċa = βaIsa − (µca + ρa)Ca,

Ċb = βbIsb − (µcb + ρb)Cb,

Ċh = βahIsah + βbhIsbh − (µch + ρh)Ch,

(3.4)

Puisque le modèle (4.1) - (3.4) surveille les populations, toutes les variables et paramètres du modèle

sont non négatifs. On fixe D = R20
+ = {x = (x1, ..., x20) ∈ R20 : xi ≥ 0, i = 1, ..., 20}. Soit f : R20 → R20

représente le côté droit du système (4.1) - (3.4). La fonction f est continue et continuellement différentiable

sur R20. Ainsi, selon [262, Théorème III.10.VI], pour toute condition initiale une solution unique existe,

au moins localement. Le champ vectoriel défini par f est soit tangentiel, soit dirigé vers l’intérieur sur

∂D. Par conséquent, pour toute condition initiale dans D la solution de (4.1) - (3.4) reste dans D pour

son intervalle maximal d’existence [262, Théorème III.10.XVI].
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3.2 Analyse mathématique des sous modèles

Avant d’analyser le modèle complet (4.1) - (3.4), il est instructif de mieux comprendre la dynamique

des modèles avec une seule souche parentale, avec seulement la souche hybride, avec deux souches paren-

tales sans hybride et le sous-modèle avec une seule souche parentale et une souche hybride.

3.2.1 Le modèle avec une seule chaine parentale

Le modèle avec une seule souche parentale est obtenu lorsque Ih = 0, Iab = 0, Iah = 0, Ibh = 0,

Iabh = 0, Mh = 0, Isah = 0, Isbh = 0, Ch = 0. De plus, sans nuire à la généralité, si la souche considérée

est a, on a Ib = 0, Mb = 0, Sb = 0, Isb = 0 et Cb = 0. Donc, si k est a ou b, le sous-modèle où il n’y a

que la souche parentale k est donné par l’ensemble des équations différentielles ordinaires non linéaires :

Ṡ = Λ− µS − γk CkS + αkIk

İk = γkCkS − (µ+ ηk + αk)Ik,

Ṁk = ωkIk − µmkMk − uλkMk,

Ṡk = Λk − λkMkSk − (µk + θk)Sk,

İsk = λkMkSk − (µk + θk + δsk)Isk,

Ċk = βkIsk − (µck + ρk)Ck − vγkCk,

(3.5)

Soit

D(k) =

{
V ∈ R7

+ : S + Ik ≤
Λ

µ
,Mk ≤

Λωk
µmkµ

, Sk + Isk ≤
Λk

µk + θk
, Ck ≤

βkΛk
µck(µk + θk)

}
,

where µ(1k) = µ+ ηk +αk, µ(2k) = µmk, µ(3k) = µk + θk + δsk et µ(4k) = µck + ρk. Nous pouvons prouver

que la région D(k) qui est l’espace de phase du modèle est positivement invariant.

3.2.2 Taux de reproduction de base et équilibres

Le nombre de reproduction de base, noté R0, est le nombre attendu de cas secondaires produits,

dans une population complètement sensible, par un individu infectieux typique [205]. Si R0 < 1, alors,

en moyenne, un individu infecté produit moins d’un nouvel individu infecté au cours de sa période in-

fectieuse, et l’infection ne peut pas se développer. À l’inverse, si R0 > 1, alors chaque individu infecté

produit en moyenne plus d’une nouvelle infection et la maladie peut envahir la population. Ce seuil est

obtenu à l’équilibre sans maladie (DFE). Le DFE est obtenu en posant Ik = 0 dans toutes les équations

du système modèle (3.5) à l’équilibre. Ainsi, quand Ik = 0, on a E
(k)
0 = (S∗, Ik

∗,Mk
∗, Sk

∗, Isk
∗, Ck

∗) =(
S0, 0, 0, S0

k, 0, 0
)
. Nous utilisons la méthode de van den Driessche [206] pour calculer le nombre de

reproduction de base. En utilisant les notations de van den Driessche et Watmough [206], pour le
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

système (3.5), les dérivées de Fk et Vk à l’équilibre sans maladie est donné respectivement par : Fk =
0 0 0 γkS

0

ωa 0 0 0
0 λkS

0
k 0 0

0 0 βk 0

 and Vk =


µ(1k) 0 0 0

0 µ(2k) 0 0
0 0 µ(3k) 0
0 0 0 µ(4k)

.

Le taux de reproduction de base R(k)
0 , est le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération

FkV
−1
k . Ainsi, pour le système (3.5) nous obtenons :

(R
(k)
0 )4 =

βkγkωkλkS
0S0

k

µ(1k)µ(2k)µ(3k)µ(4k)
(3.6)

D’après le théorème de Van Den Driessche[206], nous avons les résultats suivants :

Lemme 3 : L’équilibre sans maladie E
(k)
0 du modèle (3.5) est locallement asymptotiquement stable (LAS)

si R0 < 1, et instable si R0 > 1.

Etudions à présent l’existence des équilibres du système (3.5). Il s’agit de résoudre le système :



S̄ =
(Λ + αkIk)µ(4k)µ(3k)[µ(2k)(µk + θk) + λkwk Īk]

µµ(4k)µ(3k)[µ(2k)(µk + θk) + λkwk Īk] + γkβkλkwkΛk Īk

M̄k =
wk
µ(2k)

Īk,

C̄k =
βkλkwkΛk Īk

µ(4k)µ(3k)[µ(2k)(µk + θk) + λkwk Īk]
,

Īsk =
λkwkΛk Īk

µ(3k)[µ(2k)(µk + θk) + λkwk Īk]
,

S̄k =
Λkµ(2k)

µ(2k)(µ+ θk) + λkwk Īk

(
Īk −

µ(1k)µ(2k)µ(3k)µ(4k)

µµ(1k)µ(3k)µ(4k)λkwk + (µ+ ηk)γkλkβkwkΛk
[R4

0 − 1]
)
Īk = 0,

(3.7)

D’où nous avons Īk = 0 ou Īk =
µ(1k)µ(2k)µ(3k)µ(4k)

µµ(1k)µ(3k)µ(4k)λkwk + (µ+ ηk)γkλkβkwkΛk
[R4

0 − 1]. Remarquons

que Īk = 0 nous conduit à l’équilibre sans maladie E
(k)
0 =

(
S0, 0, 0, S0

k, 0, 0
)
, où S0 = Λ/µ et S0

k = Λk
µk+θk

.

Lorsque Īk 6= 0 et R0 > 1, nous obtenons l’équilibre endémique Ek =
(
S̄, Īk, M̄k, S̄k, Īsk, C̄k

)
, où

Īk =
µ(1k)µ(2k)µ(3k)µ(4k)

µµ(1k)µ(3k)µ(4k)λkwk + (µ+ ηk)γkλkβkwkΛk
[R4

0 − 1]

.

3.2.3 Stabilité des équilibres

Intéressons nous dans cette partie à la stabilité des équilibres. Nous avons le résultat suivant concernant

la stabilité globale de l’équilibre sans maladie, ainsi que celle de l’unique équilibre endémique.
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Théorème 10 : Les résultats suivants sont vérifiés.

1. Si R(k)
0 < 1, alors l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans D(k).

2. Si R(k)
0 > 1, alors l’équilibre sans maladie devient instable, le système (3.5) est uniformément

persistent et il existe au moins un équilibre endémique.

Proof 1 Considérons le résultat [?, Theorem 2.1,Theorem 2.2 ]. Soient x = (Ik,Mk, Isk, Ck), y = (S, Sk)

et f(x, y) = (Fk − Vk)x−Fk(x, y) + Vk(x, y). Alors

f(x, y) =


γkCk(S0 − S)

0
pλkMk(S0

k − Sk)
0

 ≥ 0 ∈ R4
+

La matrice V −1
k Fk =



0 0 0
γkS

µ(1k)
ωk
µ(2k)

0 0 0

0
pλkSk
µ(3k)

0 0

0 0
βk
µ(4k)

0


est irréductible.

Par conséquent, si R(k)
0 < 1, l’équilibre sans maladie E

(k)
0 est globalement asymptotiquement stable

dans R4
+.

Théorème 11 1. Si R(k)
0 > 1, l’équilibre endémique Ek est localement asymptotiquement stable.

2. Supposons αk = 0. Si R(k)
0 > 1 l’équilibre endémique Ek est globalement asymptotiquement stable

dans D(k).

Proof 2 Soit la fonction candidate de Lyapunov suivante :

V(k)(t) = D1 +D2 +D3 +D4, (3.8)

où

D1 =
1

γkC∗kS
∗ (h(S) + h(Ik)) , D2 =

1

ωkI∗k
h(Mk)

D3 =
1

λkM∗kS
∗
k

(h(Sk) + h(Ik)) , D4 =
1

βkI∗sk
h(Ck)

La dérivée de l’équation (4.14) le long des trajectoires (3.5) nous donne :

V̇k = 1
γkC∗

kS
∗

((
S−S∗

S

)
Ṡ +

(
Ik−I∗k
Ik

)
İk

)
+ 1

ωkI∗k

(
Mk−M∗

k

Mk

)
Ṁk

+ 1
λkM∗

kS
∗
k

((
Sk−S∗

k

Sk

)
Ṡk +

(
Isk−I∗sk
Isk

)
İsk

)
+ 1

βkI∗sk

(
Ck−C∗

k

Ck

)
Ċk

(3.9)
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

Soit le modèle (3.5) ; les relations endémique provenant de (4.15) nous donnent

V̇k = − µ
γkC∗

kS
∗

(S−S∗)2

S − (µk+θk)
λkM∗

kS
∗
k

(Sk−S∗
k)2

Sk
−

+
(

6− S∗

S −
CkSI

∗
k

C∗
kS

∗Ik
− M∗

k Ik
MkI∗k

− S∗
k

Sk
− MkSkI

∗
sk

M∗
kS

∗
kIsk
− C∗

kIsk
CkI∗sk

)
− αk
µ(1k)

(I∗k−Ik)(S−S∗)
SI∗k

.

(3.10)

Ainsi, d’après la moyenne arytmético-géométrique,(
6− S∗

S
− CkSI

∗
k

C∗kS
∗Ik
− M∗k Ik
MkI∗k

− S∗k
Sk
− MkSkI

∗
sk

M∗kS
∗
kIsk

− C∗kIsk
CkI∗sk

)
≤ 0

Par conséquent,

V̇k ≤ −
µ

γkC∗kS
∗

(S − S∗)2

S
− (µk + θk)

λkM∗kS
∗
k

(Sk − S∗k)2

Sk
− αk
µ(1k)

(
1− Ik

I∗k

)(
1− S∗

S

)
.

Posons

D̃(k) =
{
Z ∈ D(k) : (S − S∗)(I∗k − Ik) ≥ 0

}
.

Ainsi, V̇k = 0 si et seulement si S = S∗, Sk = S∗k . Ceci équivaut à Ik = I∗k , Isk = I∗sk,Mk = M∗k

et Ck = C∗k . Le plus grand compact invariant contenu dans D̃(k) tel que V̇k = 0 est réduit au singleton{
E(k)

}
. D’après le Principe d’Invariance de LaSalle, E(k) est globalement asymptotiquement stable dans

D̃(k). Donc, E(k) est localement asymptotiquement stable.

Si αk = 0, alors

V̇k ≤ −
µ

µ(1k)I
∗
kS

(S − S∗)2 − (µk + θk)

λkM∗kS
∗
k

(Sk − S∗k)2

Sk
. (3.11)

Par conséquent, V̇k ≤ 0 à l’intérieur de D(k).

Remarquons que V̇k = 0 si et seulement si S = S∗, Sk = S∗k . Ceci équivaut à Ik = I∗k , Isk = I∗sk,

Mk = M∗k et Ck = C∗k .

Le plus grand compact invariant contenu dans D(k) tel que V̇k = 0 est le singleton
{
E(k)

}
. D’après le

principe d’invariance de LaSalle, E(k) est globalement asymptotiquement stable à l’intérieur de D(k).

Remarque 11 : La dynamique globale du modèle (3.5) est complètement déterminée par le taux de

reproduction de base R(k)
0 , obtenu tel que dans [206]. Nous avons ainsi montré que si R(k)

0 ≤ 1, alors

l’équilibre sans maladie E
(k)
0 est asymptotiquement stable et toutes les solutions convergent vers E

(k)
0 . Si

R(k)
0 > 1, alors E

(k)
0 devient instable et l’unique équilibre endémique Ek, lorsqu’il existe est localement

stable et globalement asymptotiquement stable lorsque αk = 0. Dans ce cas, toutes les solutions convergent

vers Ek. On se sert des fonctions de Lyapunov pour la preuve de la convergence globale.
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3.2.4 Le sous modèle avec uniquement la souche hybride

Considérons à présent le sous modèle de transmission de la schistosomiase avec uniquement la souche

hybride (obtenu en posant Ia = Ib = Iab = Iah = Ibh = Iabh = Ma = Mb = Isa = Isb = Ca = Cb = 0

dans (4.1)-(3.4)).



Ṡ = Λ− µS − γh ChS + αhIh

İh = γhChS − (µ+ ηh + αh)Ih,

Ṁh = ωhIh − µmhMh − uλhMh,

Ṡa = Λa − pλhMhSa − (µa + θa)Sa,

İsah = pλhMhSa − (µa + θa + δsah)Isah,

Sb = Λb − (1− p)λhMhSb − (µb + θb)Sb,

İsbh = (1− p)λhMhSb − (µb + θb + δsbh)Isbh,

Ċh = βahIsah + βbhIsbh − (µch + ρh)Ch − vγhCh,

(3.12)

Nous présentons quelques résultats de base, tels que l’invariance positive du système, la bornitude des

solutions, l’existence d’équilibres et l’analyse de leur stabilité.

3.2.5 Positivity and boundedness of solutions

Le résultat suivant garantit que le système (3.12) se comporte bien biologiquement et que sa dynamique

est dans une région bornée de R8
+. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Théorème 12 Soit R8
+ = {(x1, x2, ..., x8) ∈ R8 : xi ≥ 0, i = 1, ..., 8}. Alors, R8

+ est positivement

invariant par le flow du système (3.12). De plus, la région,

D(h) =


V ∈ R8

+ : S + Ih ≤
Λ

µ
,Mh ≤

Λω

µmhµ
, Sa + Isah ≤

Λa
µa + θa

, Sb + Isbh ≤
Λb

µb + θb
,

Ch ≤ 1
µch+ρh

(
βahΛa
µa + θa

+
βbhΛb
µb + θb

)


est positivement invariant et absorbant (3.12).

Proof 3 Toutes les solutions du système (3.12) de conditions initiales

(S(0), Ih(0),Mh(0), Sa(0), Isah(0), Sb(0), Isbh(0), Ch(0)) ∈ R8
+

sont positives. Ainsi, pour (S(t), Ih(t),Mh(t), Sa(t), Isah(t), Sb(t), Isbh(t), Ch(t)) ∈ R8
+, nous obtenons

Ṡ |S=0= Λ + αhIh > 0, İh |Ih=0= γhChS ≥ 0, Ṁh |Mh=0= ωhIh ≥ 0 Ṡa |Sa=0= Λa ≥ 0.

İsah |Isah=0= pλhMhSa > 0, Ṡb |Sb=0= Λb ≥ 0, İsbh |Isbh=0= λhMhSb ≥ 0 and Ċh |Ch=0=

βahIsah + βbhIsbh ≥ 0.
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Ceci démontre que les solutions du système (3.12) muni de la condition initiale (S(0), Ih(0),Mh(0), Sa(0), Isah(0), Sb(0), Isbh(0), Ch(0)) ∈

R8
+ restent dans l’orthant positif.

Pour la propriété d’invariance de D(h), il suffit de montrer que le champ vectoriel, à la frontière,

ne pointe pas vers l’extérieur. L’ajout des première et deuxième équations du système de modèle (3.12)

donne sur la frontière de D(h) :

d(S + Ih)

dt

∣∣∣∣
S+Ih= Λ

µ

= Λ− µS − (µ+ ηh)Ih|S+Ih= Λ
µ

≤ Λ− µ(S + Ih)|S+Ih= Λ
µ

= 0

De même, nous avons

dMh

dt

∣∣∣∣
Mh= Λω

µµm

≤ ωhIh − µmhMh|Mh= Λω
µµmh

≤ ωh
Λ
µ − µmhMh|Mh= Λω

µµmh

= 0,

d(Sa + Isah)

dt

∣∣∣∣
Sa+Isah= Λa

µa+θa

= Λa − (µa + θa)(Sa + Isah)− δsahIsah|Sa+Isah= Λa
µa+θa

≤ Λa − (µa + θa)(Sa + Isah)|Sa+Isah= Λa
µa+θa

= 0,

d(Sb + Isbh)

dt

∣∣∣∣
Sb+Isbh=

Λb
µb+θb

= Λb − (µb + θb)(Sb + Isbh)− δsbhIsbh|Sb+Isbh=
Λb

µb+θb

≤ Λb − (µb + θb)(Sb + Isbh)|
Sb+Isbh=

Λb
µb+θb

= 0,

et

d(Ch)

dt

∣∣∣∣
Ch=r

≤ βahΛa
µa + θa

+
βbhΛb
µb + θb

− (µch + ρh)Ch|Ch=r = 0,

où r =
1

µch + ρh

(
βahΛa
µa + θa

+
βbhΛb
µb + θb

)
.

Par conséquent, toutes les solutions démarrant dans D(h) y démeurreront pour t ≥ 0.

Démontrons l’attractivité des solutions du système (3.12). D’après les équations du système (3.12),

nous avons
d(S + Ih)

dt
≤ Λ− µ(S + Ih). D’où,

lim sup
t→∞

(S + Ih)(t) ≤ λ

µ
.

Similarly,

lim sup
t→∞

Mh(t) ≤ Λω

µµmh
,

lim sup
t→∞

(Sa + Isah)(t) ≤ Λa
µa + θa

,

lim sup
t→∞

(Sb + Isbh)(t) ≤ Λb
µb + θb

and

lim sup
t→∞

Ch(t) ≤ 1

µch + ρh

(
βahΛa
µa + θa

+
βbhΛb
µb + θb

)
.
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Donc, D(h) est attractif. Ainsi, toute solution du système (3.12) entrera dans D(h). Ceci achève la

preuve.

3.2.6 Analyse de la stabilité de l’équilibre sans maladie

Le modèle (3.12) admet un équilibre sans maladie donné par

Eh0 = (S∗, Sa
∗, Sb

∗, Ih
∗,Mh

∗, Isah
∗, Isbh

∗Ch
∗) =

(
S0, S0

a, S
0
b , 0, 0, 0, 0, 0

)
,

où S0 =
Λ

µ
, S0

a =
Λa

µa + θa
et S0

b =
Λb

µb + θb
. En vue de l’utilisation de la méthode de Van den Driessche et

Watmough [206], posons x = (Ih,Mh, Isah, Isbh, Ch), le compartiment des infectieux, et y = (S, Sa, Sb),

celui des non infectés. Le système s’écrit alors

ẋ = Fh(x, y)− Vh(x, y),

où Fh(x, y) =


γhChS
ωhIh
pλhMhSa
(1− p)λhMhSb
βahIsah + βbhIsbh

 , Vh(x, y) =


(γaCa + µ(1h))Ih
µ(2h)Mh

µ(3ah)Isah
µ(3bh)Isbh
µ(4h)Ch

 .

En gardant les notations de Van den Driessche et Watmough [206],

FhV
−1
h =



0 0 0 0
γhS

0

µ(4h)
ωh
µ(1h)

0 0 0 0

0
pλhS

0
a

µ(2h)
0 0 0

0
(1− p)λhS0

b

µ(2h)
0 0 0

0 0
βah
µ(3ah)

βbh
µ(3bh)

0


.

Le taux de reproduction de base est R(h)
0 , obtenu en calculant le rayon spectral de la matrice de la

prochaine génération FhV
−1
h du système (3.12). Nous obtenons

(R(h)
0 )4 = p

γhωhλhβahS
0S0

a

µ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(4h)
+ (1− p) γhωhλhβbhS

0S0
b

µ(1h)µ(2h)µ(3bh)µ(4h)
. (3.13)

D’après le résultat de Van Den Driessche et Watmough [206], nous avons le résultat suivant.

Théorème 13 : Considérons le système (3.12). L’équilibre sans maladie E
(h)
0 est localement asymptoti-

quement stable si R(h)
0 < 1 et instable si R(h)

0 > 1.

Démontrons à présent que l’équilibre sans maladie E
(h)
0 est globalement asymptotiquement stable

dans D(h) si R(h)
0 < 1 et instable pour R(h)

0 > 1.

Théorème 14 : Considérons le système (3.12).
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

1. Si R(h)
0 < 1, alors l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans D(h).

2. Si R(h)
0 > 1, alors l’équilibre sans maladie est instable.

Proof 4 Utilisons le résultat [?, Théorème 2.1,Théorème 2.2 ]. Rassurons nous que le système vérifie les

hypothèses du théorème. L’ensemble D(h) est un compact de R8
+, positivement invariant par les solutions

du système (3.12). De plus, le compartiment des malades x et celui des non infectés y vérifient :

ẋ = Fk(x, y)− Vk(x, y),

et

ẏ = g(x, y),

où la fonction g est définie par

g(x, y) =

 Λ− µS − γh ChS + αhIh
Λa − pλhMhSa − (µa + θa)Sa

Λb − (1− p)λhMhSb − (µb + θb)Sb

 .

Le système sans maladie ẏ = g(0, y) a un unique équilibre y0 = (Λ
µ ,

Λa
µa+θa

, Λb
µb+θb

) qui est globalement

stable dans R3
+.

Soit f(x, y) = (Fh − Vh)x−Fh(x, y) + Vh(x, y). Nous obtenons

f(x, y) =


γhCh(S0 − S)

0
pλhMh(S0

a − Sa)
(1− p)λhMh(S0

b − Sb)
0

 ≥ 0 in R5
+ et f(x, y0) = 0 in D(h). De plus, Fh ≥ 0, Vh ≥ 0

and V −1
h Fh =



0 0 0 0 γhS
µ(1h)

ωh
µ(2h)

0 0 0 0

0 pλhSa
µ(3hh)

0 0 0

0 (1−p)λhSb
µ(3bh)

0 0 0

0 0 βah
µ(4h)

βbh
µ(4h)

0

 est irréductible.

Ainsi, toutes les hypothèses de [?, Théorème 2.2 ] sont satisfaites. D’où le résultat.
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3.2.7 Existence et stabilité de l’équilibre endémique

Les équilibres endémiques du système (3.12) sont obtenus en résolvant le système :

S =
µ(1h)Λ

µµ(1h)+(µ+ηh)γhCh

Ih = γhΛ
µµ(1h)+(µ+ηh)γhCh

Ch

Mh = ωhγhΛ
µµ(1h)µ(2h)+(µ+ηh)µ(2h)γhCh

Ch

Sa =
Λaµµ(1h)µ(2h)+(µ+ηh)µ(2h)γhΛaCh

(µa+θa)µµ(1h)µ(2h)+((µa+θa)(µ+ηh)µ(2h)γh+pλhωhγhΛ)Ch

Sb =
Λbµµ(1h)µ(2h)+(µ+ηh)µ(2h)γhΛbCh

(µb+θb)µµ(1h)µ(2h)+((µb+θb)(µ+ηh)µ(2h)γh+(1−p)λhωhγhΛ)Ch

Isah = pλhωhγhΛΛaCh
(µa+θa)µµ(1h)µ(2h)µ(3ah)+µ(3ah)((µa+θa)(µ+ηh)µ(2h)γh+pλhωhγhΛ)Ch

Isbh = (1−p)λhωhγhΛΛbCh
(µb+θb)µµ(1h)µ(2h)µ(3bh)+µ(3bh)((µb+θb)(µ+ηh)µ(2h)γh+(1−p)λhωhγhΛ)Ch

Ch = pβahλhωhγhΛΛaCh
(µa+θa)µµ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(4h)+µ(3ah)µ(4h)((µa+θa)(µ+ηh)µ(2h)γh+pλhωhγhΛ)Ch

+ (1−p)βbhλhωhγhΛΛbCh
(µb+θb)µµ(1h)µ(2h)µ(3bh)µ(4h)+µ(3bh)µ(4h)((µb+θb)(µ+ηh)µ(2h)γh+(1−p)λhωhγhΛ)Ch

(3.14)

La dernière équation du système (3.14) nous donne

Ch = pβahλhωhγhΛΛaCh
(µa+θa)µµ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(4h)+µ(3ah)µ(4h)((µa+θa)(µ+ηh)µ(2h)γh+pλhωhγhΛ)Ch

+ (1−p)βbhλhωhγhΛΛbCh
(µb+θb)µµ(1h)µ(2h)µ(3bh)µ(4h)+µ(3bh)µ(4h)((µb+θb)(µ+ηh)µ(2h)γh+(1−p)λhωhγhΛ)Ch

.

(3.15)

Ceci équivaut à

C∗h

(
d32C

∗2 + (d22 − d21)C∗h + d12 − d11

)
= 0, (3.16)

où d11 = µµ(1h)µ(2h)µ(4h)λbωhγhΛ
(
pβahΛa(µa + θa)µ(3bh) + (1− p)βbhΛb(µb + θb)µ(3ah)

)
,

d12 = (µµ(1h)µ(2h)µ(4h))
2µ(3ah)µ(3bh)(µa + θa)(µb + θb)

d21 = (µ+ ηh)µ(2h)λhωh(γh)2Λ(pβahΛa(µb + θb)µ(3bh) + (1− p)βbhΛb(µa + θa)µ(3ah))

+ p(1− p) (λhωhγhΛ)
2 (
pβahΛaµ(3bh) + (1− p)βbhΛbµ(3ah)

)
,

d22 = 2µµ(1h)(µ(2h)µ(4h))
2µ(3ah)µ(3bh)(µa + θa)(µb + θb)(µ+ ηh)γh

+ µµ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(3bh)µ(4h)λhωhγhΛ(p(µb + θa) + (1− p)(µa + θb))

d32 = µ2
(2h)(µa + θa)µ(3ah)(µb + θb)µ(3bh)µ(4h)(µ+ ηh)2γ2

h

+ µ(2h)µ(3ah)µ(3bh)µ(4h)(µ+ ηh)λhωhγ
2
hΛa(p(µa + θa) + (1− p)(µb + θb))

+ p(1− p)µ(3ah)µ(3bh)µ(4h)(λhωhγhΛ)2.
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

Toutes ces constantes sont positives. L’équation (3.16) implique

C∗h = 0 or d32C
∗2 + (d22 − d21)C∗h + d12 − d11 = 0.

Remarquons que C∗h = 0 conduit à l’équilibre sans maladie E
(h)
0 . Pour obtenir l’équilibre endémique,

on résout l’équation

d32C
∗2 + (d22 − d21)C∗h + d12 − d11 = 0.

Ceci nous donne d12 − d11 = Kh(1− (R
(h)
0 )4), oùKh = (µµ(1h)µ(2h)µ(4h))

2µ(3ah)µ(3bh)(µa+θa)(µb+

θb).

d22 − d21 = K2h

(
1− p βahλhωhγhΛΛa

µµ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(4h)(µa + θa)

)(
(1− p)λhωhγhΛ

(µb + θb)
+ µ(2h)(µ+ ηh)γh

)

+K2h

(
1− (1− p) βbhλhωhγhΛΛb

µµ(1h)µ(2h)µ(3bh)µ(4h)(µb + θb)

)(
pλhωhγhΛ

(µa + θa)
+ µ(2h)(µ+ ηh)γh

) ,

avec K2h = µµ(1h)µ(2h)(µ(4h))
2µ(3ah)µ(3bh)(µa + θa)(µb + θb).

— Si R(h)
0 > 1, d12 − d11 < 0, alors d’après la règle de Descartes, le polynôme admet au moins une

racine positive

C∗h =
−(d22 − d21) +

√
∆3

2d32
> 0,

où ∆3 = (d22 − d21)2 − 4Khd32(1− (R
(h)
0 )4).

— Si R(h)
0 ≤ 1, d12−d11 ≥ 0 et d22−d21 > 0, alors d’après la règle de Descartes, le polynôme n’admet

pas de racine positive.

Par conséquent, le système (3.12) admet un unique équilibre endémique Eh si et seulement siR(h)
0 > 1.

Pour ce qui est de la stabilité de l’équilibre endémique, nous avons le résultat suivant :

Théorème 15 : Considérons le système (3.12).

1. Si R(h)
0 > 1, l’équilibre endémique Eh, est localement asymptotiquement stable.

2. Si αh = 0 et R(h)
0 > 1, l’équilibre endémique Eh est globalement asymptotiquement stable dans

D(h).

Proof 5 Soit h(Z) = Z − Z∗ − Z∗ln
(
Z
Z∗

)
, we have h′(Z) =

(
Z−Z∗

Z

)
Z ′.

Soit la fonction

V(h)(t) = D1 +D2 +D3 +D4 +D5, (3.17)
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où 

D1 = 1
γhC∗

hS
∗ (h(S) + h(Ih)) ,

D2 = 1
ωhI∗h

h(Mh),

D3 = βah
µ(3ah)µ(4h)C

∗
h

(h(Sa) + h(Isah)) ,

D4 = βbh
µ(3bh)µ(4h)C

∗
h

(h(Sb) + h(Isbh)) ,

D5 = 1
µ(4h)C

∗
h
h(Ch)

La dérivée de l’équation (3.17) le long des trajectoires du système (3.12) donne

V̇(h) = 1
γhC∗

hS
∗

((
S−S∗

S

)
Ṡ +

(
Ih−I∗h
Ih

)
İh

)
+ 1

ωhI∗h

(
Mh−M∗

h

Mh

)
Ṁh

+ βah
µ(3ah)µ(4h)C

∗
h

((
Sa−S∗

a

Sa

)
Ṡa +

(
Isah−I∗sah

Isah

)
İsah

)
+ βbh

µ(3bh)µ(4h)C
∗
h

((
Sb−S∗

b

Sb

)
Ṡb +

(
Isbh−I∗sbh
Isbh

)
İsbh

)
+ 1

µ(4h)C
∗
h

(
Ch−C∗

h

Ch

)
Ċh.

(3.18)

En substituant les équations du système (3.12) et les relations à l’équilibre (??) dans (3.18), nous

avons Ḋ1 = − µ
γhC∗

hS
∗

(S−S∗)2

S − S∗

S + Ch
C∗
h
− αh

µ(1h)

(
1− Ih

I∗h

)(
1− S∗

S

)
− ChSI

∗
h

C∗
hS

∗Ih
− Ih

I∗h
+ 2

Ḋ2 = Ih
I∗h
− M∗

hIh
MhI∗h

− Mh

M∗
h

+ 1

D3 = − βah(µa+θa)
µ(3ah)µ(4h)C

∗
k

(Sa−S∗
a)2

Sa
+ βah

µ(4h)C
∗
k
I∗sah

(
Mh

M∗
h
− S∗

a

Sa
− MhSkI

∗
sah

M∗
hS

∗
aIsah

− Isah
I∗sah

+ 2
)

D4 = − βbh(µb+θb)
µ(3bh)µ(4h)C

∗
k

(Sb−S∗
b )2

Sb
+ βbh

µ(4h)C
∗
k
I∗sbh

(
Mh

M∗
h
− S∗

b

Sb
− MhSkI

∗
sbh

M∗
hS

∗
b Isbh

− Isbh
I∗sbh

+ 2
)

Ḋ5 = βah
µ(4h)C

∗
h
I∗sah

(
Isah
I∗sah
− C∗

hIsah
ChI∗sah

− Ch
C∗
h

+ 1
)

+ βbh
µ(4h)C

∗
h
I∗sbh

(
Isbh
I∗sbh
− C∗

hIsbh
ChI∗sbh

− Ch
C∗
h

+ 1
)

On sait que βahI
∗
sah + βbhI

∗
sbh = µ(4h)C

∗
h, so βah

µ(4h)C
∗
h
I∗sah + βbh

µ(4h)C
∗
h
I∗sbh = 1. D’où

V̇(h) = − µ
γhC∗

hS
∗

(S−S∗)2

S − βah(µa+θa)
µ(3ah)µ(4h)C

∗
h

(Sa−S∗
a)2

Sa
− βbh(µb+θb)

µ(3bh)µ(4h)C
∗
h

(Sb−S∗
b )2

Sb

− αh
µ(1h)

(
1− Ih

I∗h

)(
1− S∗

S

)
+ βah
µ(4h)C

∗
h
I∗sah

(
6− S∗

S −
ChSI

∗
h

C∗
hS

∗Ih
− M∗

hIh
MhI∗h

− S∗
a

Sa
− MhSaI

∗
sah

M∗
hS

∗
aIsah

− C∗
hIsah

ChI∗sah

)
+ βbh
µ(4h)C

∗
h
I∗sbh

(
6− S∗

S −
ChSI

∗
h

C∗
hS

∗Ih
− M∗

hIh
MhI∗h

− S∗
b

Sb
− MhSbI

∗
sbh

M∗
hS

∗
b Isbh

− C∗
hIsbh

ChI∗sbh

) (3.19)

L’utilisation de l’inégalité a1+a2+...+an
n ≤ n

√
a1a2 · · · an pour ai ≥ 0, i = 1, ..., n donne(

6− S∗

S
− ChSI

∗
h

C∗hS
∗Ih
− M∗hIh
MhI∗h

− S∗a
Sa
− MhSaI

∗
sah

M∗hS
∗
aIsah

− C∗hIsah
ChI∗sah

)
≤ 0,

et (
6− S∗

S
− ChSI

∗
h

C∗hS
∗Ih
− M∗hIh
MhI∗h

− S∗b
Sb
− MhSbI

∗
sbh

M∗hS
∗
b Isbh

− C∗hIsbh
ChI∗sbh

)
≤ 0.

Par conséquent,

V̇(h) ≤ − µ
γhC∗

hS
∗

(S−S∗)2

S − βah(µa+θa)
µ(3ah)µ(4h)C

∗
h

(Sa−S∗
a)2

Sa
− βbh(µb+θb)

µ(3bh)µ(4h)C
∗
h

(Sb−S∗
b )2

Sb

− αh
µ(1h)

(
1− Ih

I∗h

)(
1− S∗

S

)
.

Posons D̃(h) =
{
Z ∈ D(h) : (S − S∗)(I∗h − Ih) ≥ 0

}
. Alors, V̇(h) = 0 si et seulement si S = S∗,

Sa = S∗a, Sb = S∗b . Ceci est équivalent à Ih = I∗h, Isah = I∗sah, Mh = M∗h , Isbh = I∗sbh et Ch = C∗h. Le plus
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

grand ensemble invariant contenu dans D̃(h) tel que ˙V(h) = 0 est le singleton
{
E(h)

}
. D’après le principe

d’invariance de LaSalle,
{
E(h)

}
est globalement asymptotiquement stable dans D̃(h). Ainsi,

{
E(h)

}
est

localement asymptotiquement stable.

Si αh = 0, alors

V̇(h) ≤ −
µ

γhC∗hS
∗

(S − S∗)2

S
− βah(µa + θa)

µ(3ah)µ(4h)C
∗
h

(Sa − S∗a)2

Sa
− βbh(µb + θb)

µ(3bh)µ(4h)C
∗
h

(Sb − S∗b )2

Sb
. (3.20)

Nous obtenons V̇(h) ≤ 0 à l’intérieur de D(h). D’autre part, V̇(h) = 0 si et seulement si S = S∗,

Sa = S∗a, Sb = S∗b , ce qui équivaut à Ih = I∗h, Isah = I∗sah, Isbh = I∗sbh, Mh = M∗h et Ch = C∗h.

Donc le plus grand ensemble invariant contenu dans D(h) tel que ˙V(h) = 0 est le singleton
{
E(h)

}
.

D’après le principe d’invariance de LaSalle,
{
E(h)

}
est globalement asymptotiquement stable dans D(h).

Remarque 12 Dans cette section, une analyse mathématique est effectuée pour la schistosomiase modèle

avec uniquement la souche hybride. La dynamique globale du modèle est complètement déterminée par

un nombre de reproduction de base R0. Plus précisément, nous avons prouvé que si R0 < 1, alors

l’équilibre sans maladie E
(h)
0 est asymptotiquement stable et toutes les solutions dans la région des pos-

sibles convergent vers E
(h)
0 . Si R0 > 1, alors Eh devient instable, et un équilibre endémique unique Eh

existe et est asymptotiquement stable. Dans ce cas, toutes les solutions à l’intérieur de la région des

possibles convergent vers Eh. Les preuves de convergence globale utilisent la méthode des fonctions de

Lyapunov.

3.2.8 Analyse du taux de reproduction de base R
(h)
0

Le taux de reproduction de base R(h)
0 est une fonction de p. D’autre part, la dérivée de R(h)

0 par

rapport à p donne

∂R(h)
0

∂p
=

1

4

γhwhλhS
0(βahS

0
a − βbhS0

b )

µ(1h)µ(2h)µ(3ah)µ(4h)

(
R

(h)
0

) 3
4

Ainsi, R(h)
0 est une fonction croissante de p si βahS

0
a > βbhS

0
b .

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA
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3.2.9 Le sous modèle avec deux souches parentales mais sans hybridation

Considérons à présent le sous modèle avec deux souches parentales et sans hybridation (obtenu en

posant Ih = Iah = Ibh = Iabh = Mh = Isah = Isbh = Ch = 0 in (4)), donné par

Ṡ = Λ− µS − (γa Ca + γb Cb)S + αaIa + αbIb + αabIab,

İa = γaCaS − γbCbIa − (µ+ ηa + αa)Ia,

İb = γbCbS − γaCaIb − (µ+ ηb + αb)Ib,

İab = γbCbIa + γaCaIb − (µ+ ηab + αab)Iab,

Ṁa = ωaIa + paωabIab − µmaMa,

Ṁb = ωbIb + pbωabIab − µmbMb,

Ṡa = Λa − λaMaSa − (µa + θa)Sa,

İsa = λaMaSa − (µa + θa + δsa)Isa,

Ṡb = Λb − λbMbSb − (µb + θb)Sb,

İsb = λbMbSb − (µb + θb + δsb)Isb,

Ċa = βaIsa − (µca + ρa)Ca,

Ċb = βbIsb − (µcb + ρb)Cb,

(3.21)

Nous faisons l’hypothèse additionnelle suivante :

Hypothèse 1 pa + pb = 1.

En fait, un individu simultanément infecté par deux souches a et b ne produira que soit les miracidies de

la souche a, soit ceux de la souche b. Soit le domaine suivant :

D(a,b) =


(S, Sa, Sb, Ia,Ma, Isa, Ca, Ib,Mb, Isb, Cb) ∈ R11

+ : S + Ia + Ib + Iab ≤
Λ

µ
,

Ma +Mb ≤
Λω

µmµ
, Sa + Isa ≤

Λa
µa + θa

, Sb + Ib ≤
Λb

µb + θb
,

Ca + Cb ≤ β
µc

(
Λa

µa + θa
+

Λb
µb + θb

)
.


Il est aisé de vérifier que le domaine D(a,b) est positivement invariant (il est suffisant d’étudier la

dynamique du système (3.21) dans D(a,b)).

Lemme 4 Les résultats suivants sont vrais pour le système (3.21).

1. Un unique équilibre sans maladie existe toujours sans condition.

2. Un équilibre frontalier existe avec la présence de l’unique souche a si et seulement si R(a)
0 > 1.
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3. Un équilibre frontalier existe avec la présence de l’unique souche b si et seulement si R(b)
0 > 1.

Proof 6 Les équilibres du système (3.21) sont obtenu en résolvant le système suivant :

Ia =
γaCaS

(µ+ ηa + αa) + γbCb

Ib =
γbCbS

(µ+ ηb + αb) + γaCa

Iab =
γaγbCaCbS

µ+ ηab + αab

(
1

(µ+ ηa + αa) + γbCb
+

1

(µ+ ηb + αb) + γaCa

)

Ma =
CaS

µma

(
ωaγa

(µ+ ηa + αa) + γbCb
+

paωabCb
µ+ ηab + αab

f(Ca, Cb)

)

Mb =
CbS

µmb

(
ωbγb

(µ+ ηb + αb) + γaCa
+

pbωabCa
µ+ ηab + αab

f(Ca, Cb)

)

Isa =
λaMaSa

µa + θa + δsa

Ca =
βaλaMaSa

(µa + θa + δsa)(µca + ρa)

Isb =
λbMbSb

µb + θb + δsb

Cb =
βbλbMbSb

(µb + θb + δsb)(µcb + ρb)
Λ− µS − (γaCa + γbCb)S + αaIa + αbIb + αabIab = 0,

Λa − λaMaSa − (µa + θa)Sa = 0,
Λb − λbMbSb − (µb + θb)Sb = 0,

(3.22)

où

f(Ca, Cb) =
1

(µ+ ηa + αa) + γbCb
+

1

(µ+ ηb + αb) + γaCa
.

Ainsi,  Ca = βaλaSSa
µma(µa+θa+δsa)(µca+ρa)

(
ωaγa

(µ+ηa+αa)+γbCb
+ paωabCb

µ+ηab+αab
f(Ca, Cb)

)
Ca

Cb = βbλbSSb
µmb(µb+θb+δsb)(µcb+ρb)

(
ωbγb

(µ+ηb+αb)+γaCa
+ pbωabCa

µ+ηab+αab
f(Ca, Cb)

)
Cb.

(3.23)

Soit E∗ un équilibre du système (3.21). Posons

Rkl(E
∗) =

βkλkS
∗S∗
k

µmk(µk+θk+δsk)(µck+ρk)

(
ωkγk

(µ+ηk+αk)+γlC∗
l

+
pkωabC

∗
l

µ+ηab+αab
f(C∗l , C

∗
k)
)
. (3.24)

Les équations (3.23) conduisent à 4 cas de figure : C∗a = 0

C∗b = 0
or

 Rab(E
∗) = 1

C∗b = 0
or

 C∗a = 0

Rba(E∗) = 1
or

 Rab(E
∗) = 1

Rba(E∗) = 1
Les second et troisième cas sont symétriques et nous font penser au cas de l’équilibre endémique pour

le modèle d’une seule souche parentale (3.5). Ainsi, les 3 premiers cas nous font voir que le système (3.21)
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admet un équilibre sans maladie E0
(a,b), un unique équilibre endémique frontalier Ea(a,b) avec uniquement

la souche a si et seulement si R(a)
0 > 1, et un unique équilibre endémique frontalier Eb(a,b) avec la souche

b si et seulement si R
(b)
0 > 1 .

3.2.10 Stabilité des équilibres frontaliers

Etudions dans cette partie la stabilité des équilibres frontaliers. En utilisant la méthode de Van Den

Driessche et Watmough (voir [206]), le taux de reproduction de base du système (3.21) est donnée par

R(a,b)
0 = max

(
R(a)

0 ,R(b)
0

)
(3.25)

où R(k)
0 , k ∈ {a, b} est donné par (3.6).

Remarque 13 : Remarquons que Rab(E0
(a,b)) = R(a)

0 Rba(E0
(a,b)) = R(b)

0 . De plus, d’après le théorème

[?, Theorem 2], l’équilibre sans maladie du système (3.21), E0
(a,b) est localement asymptotiquement stable

si R(a,b)
0 < 1 et instable si R(a,b)

0 > 1.

Théorème 16 Soient (k, l) ∈ {a, b}, k 6= l. L’équilibre frontalier Ek(a,b) =
(
Sk∗, Sk∗a , Sk∗b , Ik∗k ,Mk∗

k , Ik∗sk , C
k∗
k , 0, 0, 0, 0

)
est localement asymptotiquement stable dans D(a,b) si et seulement si

R
(l)
k <

1

1 +
(

1

µ
(1k)
∗

+ 1

µ
(1l)
∗

)
plλlµ

(1l)
∗ ωabγkCk∗k
ωlµ(5ab)

,

où R
(l)
k =

λlβlωlγlS
k∗Sk∗l

µ
(1l)
∗ µ

(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗

.

Proof 7 Posons X = (Sb, S, Sa, Ia,Ma, Isa, Ca, Iab, Ib,Mb, Isb, Cb).

Nous avons Ek(a,b) =
(
Sk∗l , Sk∗, Sk∗k , Ik∗k ,Mk∗

k , Ik∗sk , C
k∗
k , 0, 0, 0, 0, 0

)
=
(
Sk∗l , E(k)∗, 0, 0, 0, 0, 0

)
.

Soit J (k)
(a,b) la matrice jacobienne du système à l’équilibre endémique Ek(a,b). J

(k)
(a,b) =

(
A11 A12

0 A22

)
,

A11 =



−µ(3) 0 0 0 0 0 0

0 −µ(1)
∗ 0 αk 0 0 −γkS∗

0 0 −µ(2)
∗ 0 −λkS∗k 0 0

0 γkC
∗
k 0 −µ(1k) 0 0 γkS

∗

0 0 0 ωk −µ(2k) 0 0
0 0 λkM

∗
k 0 λkS

∗
k −µ(3k) 0

0 0 0 0 0 βk −µ(4k)
∗


= J ∗(k),

où −µ(3) est une valeur propre négative de A11. La stabilité de A11 est donc réduite à celle de la

matrice

A′11 =



−µ(1)
∗ 0 αk 0 0 −γkS∗

−µ(2)
∗ 0 −λkS∗k 0 0

γkC
∗
k 0 −µ(1k) 0 0 γkS

∗

0 0 ωk −µ(2k) 0 0
0 λkM

∗
k 0 λkS

∗
k −µ(3k) 0

0 0 0 0 βk −µ(4k)
∗


.
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3.2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DES SOUS MODÈLES

La matrice A′11 est la jacobienne du système (3.5) au point E(k) et elle est localement asymptotique-

ment stable si R(k)
0 > 1. Ainsi, lorsque R(k)

0 > 1, J ∗(k) est stable.

A22 =


−µ(5ab) γkC

k∗
k 0 0 γlI

k∗
k

0 −µ(1l)
∗ 0 0 γlIS

k∗

plωab ωl −µ(2l) 0 0
0 0 λlS

k∗
l −µ(3l) 0

0 0 0 βl −µ(4l)

, où µ(1l) = µ + ηl + αl + γkC
k∗
k , µ(5ab) =

µ+ ηab + αab, µ(2l) = µml, µ(3l) = µl + θl + δsl, µ(4l) = µcl + ρl.

La matrice A22 est de Metzler et peut se mettre sous la forme bloc suivante A22 =

(
A B
C D

)
.

Remarquons que D − CA−1B =

 −µ(2l)
∗ 0 Γ

λlS
k∗
l −µ(3l) 0

0 βl −µ(4l)
∗

, avec

Γ =
ωlγlS

k∗

µ
(1l)
∗

+
plωabγlγkC

k∗
k Sk∗

µ(5ab)µ
(1l)
∗

+
plωabγkI

k∗
k

µ(5ab)
.

Le polynôme caractéristique est

P̃l(λ) = −
(

(λ+ µ
(2l)
∗ )(λ+ µ(3l))(λ+ µ(4l))− ΓλlβlS

k∗
l

)
,

qui se mete sous la forme

P̃l(λ) = −(D3λ
3 +D2λ

2 +D1λ+D0), (3.26)

où
D3 = 1

D2 = µ
(2l)
∗ + µ(3l) + µ

(4l)
∗

D1 = µ
(2l)
∗ µ(3l) + µ

(2l)
∗ µ

(4l)
∗ + µ(3l)µ

(4l)
∗

D0 = µ
(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗ − λlβlΓSk∗l

(3.27)

D’après le critère de Routh Hurwitz, l’équilibre frontalier Ek(a,b) est localement asymptotiquement stable

si et seulement si D0 > 0, D2 > 0 et D2D1 > D0D3. Les conditions D2 > 0, D2D1 > D0D3 et D0 > 0

conduisent à
λlβlΓS

∗
l

µ
(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗

< 1, qui est équivalent à

λlβlωlγlS
k∗Sk∗l

µ
(1l)
∗ µ

(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗

+
plλlβlωabγlγkC

k∗
k Sk∗Sk∗l

µ
(1l)
∗ µ

(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗ µ(5ab)

+
plλlβlωabγkI

k∗
k Sk∗l

µ
(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗ µ(5ab)

< 1.

Posons R(l)
k =

λlβlωlγlS
k∗Sk∗l

µ
(1l)
∗ µ

(2l)
∗ µ(3l)µ

(4l)
∗

.

Ainsi, J (k)
(a,b) est stable si et seulement si R(l)

k <
1

1 +

(
1

µ(1k)
+

1

µ(1l)

)
plλlµ

(1l)ωabγkC
k∗
k

ωlµ(5ab)

.

3.2.11 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat de stabilité globale asymptotique pour les systèmes

différentielles autonomes [?, ?].

Posons X = (S, Sk, Sl, Ik,Mk, Isk, Ck) et Y = (Iab, Il,Ml, Isl, Cl)
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Le système (3.21) peut se mettra sous la forme{
Ẋ = A1(X,Y )X +A12(X,Y )Y

Ẏ = A2(X,Y )Y
(3.28)

où A2 =


−µ(5ab) γkCk 0 0 γlIk

0 −µ(1l) 0 0 γlS
plωab ωl −µ(2l) 0 0

0 0 λlSl −µ(3l) 0
0 0 0 βl −µ(4l)

, and µ(5ab) = µ+ ηab +αab, µ
(1l) = µ+ ηl +

αl + γkCk, µ(2l) = µml, µ
(3l) = µl + θl + δsl, µ

(4l) = µcl + ρl.

Proposition 4 Le système (3.21) est asymptotiquement autonome avec pour système limite (3.5) uni-

quement avec la souche k si et seulement si R(l)
∗ <

1

1 +
plωabγkC0

µ(5ab)
+
plωabµ

(1l)
0

µ(5ab)ωl

.

Proof 8 : Soit la matrice M donnée par : M =


−µ(5ab) γkC0 0 0 γlS

(0)

0 −µ(1b)
0 0 0 γlbS

(0)

plωab ωl −µ(2l)
0 0 0

0 0 λlS
(0)
l −µ(3l) 0

0 0 0 βl −µ(4l)
0

, où

µ
(1l)
0 = µ+ ηb + αb, µ

(2l)
0 = µmb, µ0(4l) = µcb + ρb.

La matrice M est telle que Ẏ < MY . M est une matrice de Metzler de forme boc M =

(
A B
C D

)
.

De même, D − CA−1B =

 −µ
(2l)
0 0 Γ

λlS
(0)
l −µ(3l) 0

0 βl −µ(4l)
0

.

Soit Γ =
ωlγlS

(0)

µ
(1l)
0

+
plωabγkγlS

(0)C0

µ
(1l)
0 µ(5ab)

+
plωabγlS

(0)

µ(5ab)
.

Le polynôme caractéristique de cette matrice est donné par :

P (λ) = −
(

(λ+ µ
(2l)
0 )(λ+ µ(3l))(λ+ µ

(4l)
0 )− λlβbΓS(0)

l

)
, ou encore

Ph(λ) = −(D3λ
4 +D2λ

3 +D1λ
2 +D0), (3.29)

avec
D3 = 1

D2 = µ
(2l)
0 + µ(3l) + µ

(4l)
0

D1 = µ
(2l)
0 µ(3l) + µ

(2l)
0 µ

(4l)
0 + µ(3l)µ

(4l)
0

D0 = µ
(2l)
0 µ(3l)µ

(4l)
0 − λlβlΓS0

l .

(3.30)

Puisque D0 > 0, D2 > 0 et D2D1 > D0D3, nous pouvons conclure par le critère de Routh Hurwitz

que les racines du polynôme
(
(D3λ

4 +D2λ
3 +D1λ

2 +D0)
)

sont toutes à partie réelle négative.

Les conditions D2 > 0, D2D1 > D0D3 et D0 > 0 impliquent

ωlγlλlβlS
0
l S

(0)

µ
(1l)
0 µ

(2l)
0 µ(3l)µ

(4l)
0

+
plωabγkγlλlβlS

0
l S

(0)C0

µ
(1l)
0 µ

(2l)
0 µ(3l)µ

(4l)
0 µ(5ab)

+
plωabγlλlβlS

0
l S

(0)

µ
(2l)
0 µ(3l)µ

(4l)
0 µ(5ab)

< 1 (3.31)
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Posons

R(l)
∗ =

ωlγlλlβlS
0
l S

(0)

µ
(1l)
0 µ

(2l)
0 µ(3l)µ

(4l)
0

(3.32)

L’équation (3.31) est équivalente à R(l)
∗ < 1

1+
plωabγkC0

µ(5ab)
+
plωabµ

(1l)
0

µ(5ab)ωl

.

Ainsi, Y (t)→ 0 lorsque t→∞. D’où

{
Ẋ = A1(X, 0)X,

Ẏ = 0,
(3.33)

est le système limite lorsque t → ∞ du système (3.28). Le système (3.33) provient de (3.5) où on a

rajouté l’équation Ẏ = 0.

Les solutions du système (3.21) approchent l’équilibre asymptotiquement stable du système (3.5) avec

uniquement la souche k, de sorte que les solutions convergent vers (E0
k, 0, 0, 0, 0, 0) = E0

(a,b) si R(k)
0 < 1

et vers (Ek, 0, 0, 0, 0, 0) = Ek(a,b) if R
(k)
0 > 1.

Théorème 17 L’équilibre sans maladie est asymptotiquement stable dans D(a,b),

1. si R
(a)
0 < 1 et R

(b)
∗ <

1

1 +
pbωabγaC0

µ(5ab)
+
pbωabµ

(1b)
0

µ(5ab)ωb

,

2. si R(b)
0 < 1 et R(a)

∗ <
1

1 +
paωabγbC0

µ(5ab)
+
paωabµ

(1a)
0

µ(5ab)ωa

.

De plus, l’équilibre frontalier Ea(a,b) est localement asymptotiquement stable dans D(a,b) si R(a)
0 > 1 et

R(b)
∗ <

1

1 +
pbωabγaC0

µ(5ab)
+
pbωabµ

(1b)
0

µ(5ab)ωb

.

L’équilibre frontalier Eb(a,b) iest localement asymptotiquement stable dans D(a,b) si R(b)
0 > 1 et R(a)

∗ <

1

1 +
paωabγbC0

µ(5ab)
+
paωabµ

(1a)
0

µ(5ab)ωa

.

Remarque 14 L’équilibre de coexistence Ēab = (S̄, Īa, Īb, Īab, M̄a, M̄b, S̄a, Īsa, S̄b, Īsb, C̄a, C̄b) du système

(3.21) est obtenu lorsque  Rab(E
∗) = 1,

Rba(E∗) = 1.

Ce résultat sera présenté numériquement.
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3.2.12 Le sous modèle avec une souche parental et la souche hybride

Soit (k, l) ∈ {a, b}, k 6= l. Le sous modèle avec la souche parentale k et la souche hybride est donné

par : 

Ṡ = Λ− µS − (γk Ck + γh Ch)S + αkIk + αhIh + αkhIkh,

İk = γkCkS − γhChIk − (µ+ ηk + αk)Ik,

İh = γhChS − γkCkIh − (µ+ ηh + αh)Ih,

İkh = γhChIk + γkCkIh − (µ+ ηkh + αkh)Ikh,

Ṁk = ωkIk + qkωkhIkh − µmkMk,

Ṁh = ωhIh + qhωkhIkh − µmhMh,

Ṡk = Λk − λkMkSk − pλhMhSk − (µk + θk)Sk,

İsk = λkMkSk − (µk + θk + δsk)Isk,

İskh = pλhMhSk − (µk + θk + δskh)Iskh,

Sl = Λl − (1− p)λhMhSl − (µl + θl)Sl,

İslh = (1− p)λhMhSl − (µl + θl + δslh)Islh,

Ċk = βkIsk − (µck + ρk)Ck,

Ċh = βkhIskh + βlhIslh − (µch + ρh)Ch.

(3.34)

Faisons l’hypothèse additionnelle suivante : qk + qh = 1.

Il est possible de prouver que le domaine

D(k,h) =


V ∈ R13

+ : S + Ik + Ih + Ikh ≤
Λ

µ
,Mk +Mh ≤

Λω

µmµ
, Sk + Isk + Iskh ≤

Λk
µk + θk

,

Sl + Islh ≤
Λl

µl + θl
, Ck + Ch ≤

β

µc

(
Λa

µa + θa
+

Λb
µb + θb

)


est le domaine d’étude du système (3.34) et est positivement invariant.

L’analyse du système (3.34) est similaire à celle de (3.21). Par conséquent, les résultats de cette partie,

ainsi que les démonstrations sont également similaires et peuvent être déduits aisément.

Posons E∗ = (S∗, S∗a , S
∗
b , I
∗
k , I
∗
h, I
∗
kh,M

∗
k ,M

∗
h , I
∗
sk, I

∗
skh, I

∗
slh, C

∗
k , C

∗
h) un équilibre de (3.34). Soit

Rkh(E∗) =
βkλkS

∗S∗k
µ(3k)µ

∗
(2k)µ

∗
(4k)

(
ωkγk
µ∗(1k)

+
qkωkhC

∗
h

µ(5kh)
f(C∗k , C

∗
h)

)
(3.35)

et

Rhk(E∗) =
λhS

∗

µ∗(4h)µ
∗
(2h)

(
pβahS

∗
a

µ(3ah)
+

(1− p)βbhS∗b
µ(3bh)

)(
ωhγh
µ∗(1h)

+
qhωkhC

∗
k

µ(5kh)
f(C∗k , C

∗
h)

)
, (3.36)

où µ∗(1k) = µ+ηk+αk+γhC
∗
h, µ(5kh) = µ+ηkh+αkh, µ(2k) = µmk, µ(3k) = µk+θk+δsk, µ(4k) = µck+ρk,
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Faculté des Sciences
Université de Yaoundé I, Cameroun

60 Doctorat PhD
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3.3. ANALYSE DU MODÈLE COMPLET

µ∗(1h) = µ+ ηh + αh + γkC
k∗
k , µ(2h) = µmh, µ(3ah) = µa + θa + δsah,

µ(3bh) = µb + θb + δsbh, µ(4h) = µch + ρh.

Ainsi, E∗ est solution du système {
C∗k = Rkh(E∗)C∗k ,
C∗h = Rhk(E∗)C∗h.

(3.37)

Lemme 5 Considérons le système (3.34).

— L’équilibre sans maladie existe toujours et est donné par E0
(k,h) =

(
Λ
µ ,

Λk
µk+θk

, Λ
µl+θl

, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
)

.

— Il existe un unique équilibre Eh(k,h) =
(
Eh, 0, 0, 0, 0

)
avec uniquement la souche hybride h si R(h)

0 >

1.

— Il existe un unique équilibre Ek(k,h) =
(
Ek, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
avec uniquement la souche parentale k si

R(k)
0 > 1.

Le taux de reproduction de base R(k,h)
0 de (3.34) est donné par

R(k,h)
0 = max

(
R(k)

0 ,R(h)
0

)
.

Le théorème qui suit traite de la stabilité des équilibres.

Théorème 18 Considérons le modèle (3.34).

— L’équilibre sans maladie E0
(k,h) est localement asymptotiquement stable si R(k,h)

0 < 1 et instable si

R(k,h)
0 > 1.

— L’équilibre frontalier Ek(k,h) est localement asymptotiquement stable dans D(k,h) si R(h)
k < 1, et

instable si R(h)
k > 1, où

R(h)
k = Rkh(Ek(k,h)).

— L’équilibre frontalier Eh(k,h) est localement asymptotiquement stable dans D(k,h) si et seulement si

R(k)
h < 1 et instable si R(k)

h > 1, avec

R(k)
h = Rhk(Eh(k,h)).

3.3 Analyse du modèle complet

Dans cette partie, nous analyserons le système complet (4.1)-(3.4). Posons z = (Ca, Cb, Ch) ; alors

ha(z) =
1

µ(1a) + γbCb + γhCh
, hb(z) =

1

µ(1b) + γaCa + γhCh
, hh(z) =

1

µ(1h) + γbCb + γaCa
,

hab(z) =
1

µ(5ab) + γhCh
(ha(z) + hb(z)) , hah(z) =

1

µ(5ah) + γbCb
(ha(z) + hh(z)) ,
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hbh(z) =
1

µ(5bh) + γaCa
(hb(z) + hh(z)) , habh(z) =

1

µ(5abh)


(

1
µ(5ab)+γhCh

+ 1
µ(5ah)+γbCb

)
ha(z)

+
(

1
µ(5ab)+γhCh

+ 1
µ(5bh)+γaCa

)
hb(z)

+
(

1
µ(5ah)+γbCb

+ 1
µ(5bh)+γaCa

)
hh(z)


et

fa(z) = βaλaγaSSa
µma(µa+θa+δsa)(µca+ρa)La(z), (3.38)

et

La(z) = ωaha(z) + paγbωabCbhab(z) + qaγhωahChhah(z) + raγbγhωabhCbChhabh(z).

De même,

fb(z) = βbλbγbSSb
µmb(µb+θb+δsb)(µcb+ρb)

Lb(z), (3.39)

où

Lb(u) = ωbhb(z) + pbγaωabCahab(z) + qbγhωbhChhbh(z) + rbγaγhωabhCaChhabh(z),

fh(z) = λhChS
µmh(µch+ρh)

(
pβahSa

(µa+θa+δsah) + (1−p)βbhSb
(µb+θb+δsbh)

)
Lh(z), (3.40)

Lh(z) = γhωhh(z) + (1− qa)γaγhωahCahah(z) + (1− qb)γbγhωbhCbhbh(z)

+ (1− ra − rb)γaγbγhωabhCaCbChhabh(z)

+ (1− pa − pb)γaγbωabCaCbhab(z).
Soit E = (S, Ia, Ib, Ih, Iab, Iah, Ibh, Iabh,Ma,Mb,Mh, Sa, Isa, Isah, Sb, Isb, Isbh, Ca, Cb, Ch) un équilibre

du système (4.1)-(3.4). Alors E est solution du système
(1− fa(z))Ca = 0
(1− fb(z))Cb = 0

(1− fh(z))Ch =
(1− pa − pb)λhγaγbωabCaCbhab(z)S

µmh(µch + ρh)

(
pβahSa

(µa + θa + δsah)
+

(1− p)βbhSb
(µb + θb + δsbh)

)
(3.41)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 6 Il existe un équilibre sans maladie pour le modèle complet (4.1)-(3.4) donné parE0
(a,b,h) =(

S0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, S0
a, 0, 0, S

0
b , 0, 0, 0, 0, 0

)
.

Nous pouvons tel que dans la partie précédente, démontrer les résultats suivants.

— Le polynôme caractéristique de la matrice de prochaine génération est donné par

χabh(λ) = χa(λ)χb(λ)χh(λ).

Ainsi, le taux de reproduction de base du modèle (4.1)-(3.4) est :

R(a,b,h)
0 = max

(
R(a)

0 ,R(b)
0 ,R(h)

0

)
(3.42)
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3.3. ANALYSE DU MODÈLE COMPLET

— Le polynôme caractéristique de la matrice jacobienne, évaluée à l’équilibre sans maladie est donné

par :

P0,abh(λ) = (µ(1) + λ)(µ(2) + λ)(µ(3) + λ)(µ(5ab) + λ)(µ(5ah) + λ)(µ(5bh) + λ)(µ(5abh) + λ)×

P0,a(λ)P0,b(λ)P0,h(λ).

D’où le lemme suivant.

Lemme 7 L’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable si R(a,b,h)
0 < 1 et instable si

R(a,b,h)
0 > 1.

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 19 : considérons le système (4.1)-(3.4).

— Si R(a)
∗ <

1

1 +
µ(1a)

ωa
(K1a(a, b, h) + C0K2a(a, b, h))

, le système est asymptotiquement autonome

avec comme système limite (3.34) de souche parentale b, ainsi que la souche hybride.

— Si R(b)
∗ <

1

1 +
µ(1b)

ωb
(K1b(a, b, h) + C0K2b(a, b, h))

, le système est asymptotiquement autonome

avec comme système limite (3.34) de souche parentale a, ainsi que la souche hybride.

— Si R(h)
∗ <

1

1 +
µ(1h)

ωh
(K1h(a, b, h) + C0K2h(a, b, h))

et pa+pb = 1, le système est asymptotiquement

autonome avec comme système limite (3.21) et deux souches parentales.

Proof 9 : Soient Ya = (Ia, Iab, Iah, Iabh,Ma, Isa, Ca) et X = (S, Ib, Ih, Ibh,Mb,Mh, Sa, Isah, Sb, Isb, IsbhCb, Ch).

Le système (4.1)-(3.4) peut se mettre sous la forme :{
Ẋ = A1(X,Ya)X +A12(X,Ya)Ya,

Ẏa = A2(X,Ya)Ya,
(3.43)

où A2 =



−µ(1a) 0 0 0 0 0 γaS
γbCb −µ(5ab) 0 0 0 0 γaIb
γhCh 0 −µ(5ah) 0 0 0 γaIh

0 γhCh γbCb −µ(5abh) 0 0 γaIbh
ωa paωab qaωah raωabh −µ(2a) 0 0
0 0 0 0 λaSa −µ(3a) 0
0 0 0 0 0 βa −µ(4a)


, et µ(5ab) = µ+ηab+αab,

µ(1a) = µ+ ηl + αl + γbCb + γhCh, µ(2a) = µma, µ(3a) = µa + θa + δsa, µ(4a) = µca + ρa.

A2 est une matrice de Metzler. Considérons la matrice M donnée par M =



−µ0
(1a) 0 0 0 0 0 γaS

0

γbC0 −µ(5ab) 0 0 0 0 γaS
0

γhC0 0 −µ(5ah) 0 0 0 γaS
0

0 γhC0 γbC0 −µ(5abh) 0 0 γaS
0

ωa paωab qaωah raωabh −µ0
(2a) 0 0

0 0 0 0 λaS
0
a −µ(3a) 0

0 0 0 0 0 βa −µ0
(4a)


,
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où µ0
(1a) = µ+ ηb + αb, µ

0
(2a) = µmb, µ

0
(4a) = µcb + ρb, et

C0 =
β

µc

(
Λa

µa + θa
+

Λb
µb + θb

)
.

La matrice M est de Metzler telle que Ẏa < MYa. D’après [?], la matrice M est stable si et seulement

si R(a)
(a,b,h) < 1. On obtient

R(a)
(a,b,h) = R

(a)
∗

(
1 +

µ(1a)

ωa
(K1a(a, b, h) + C0K2a(a, b, h))

)
,

où

K1a(a, b, h) =

(
paωab
µ(5ab)

+
qaωah
µ(5ah)

+
raωabh
µ(5abh)

)
,

K2a(a, b, h) =

(
paγbωab
µ(1a)µ(5ab)

+
qaγhωah
µ(1a)µ(5ah)

+
raγbωabh

µ(5ah)µ(5abh)
+

raγhωabh
µ(5ab)µ(5abh)

)
,

et R(a)
∗ défini par (3.32).

Ainsi, Ya(t)→ 0 lorsque t→∞. D’où{
Ẋ = A1(X, 0)X,

Ẏa = 0,
(3.44)

est le système limite lorsque t→∞ du système (3.43).

Le système (3.44) provient du système (3.34) avec prise en compte de la souche parentale b et de la

souche hybride.

La condition R(a)
(a,b,h) < 1 est équivalente à R(a)

∗ <
1

1 +
µ(1a)

ωa
(K1a(a, b, h) + C0K2a(a, b, h))

≤ 1.

Nous pouvons montrer que

— Le système (3.34) avec la souche parentale a et la souche hybride est le système limite de (4.1-

3.2-3.3-3.4) si et seulement si

R(b)
∗ <

1

1 +
µ(1b)

ωb
(K1b(a, b, h) + C0K2b(a, b, h))

,

avec

K1b(a, b, h) =

(
pbωab
µ(5ab)

+
qbωbh
µ(5bh)

+
rbωabh
µ(5abh)

)
,

et

K2b(a, b, h) =

(
pbγaωab
µ(1b)µ(5ab)

+
qbγhωbh
µ(1b)µ(5ah)

+
rbγaωabh

µ(5bh)µ(5abh)
+

rbγhωabh
µ(5ab)µ(5abh)

)
.

— Le système (3.21) avec deux souches parentales est le système limite de (4.1)-(3.4) si et seulement

si R(h)
∗ <

1

1 +
µ(1h)

ωh
(K1h(a, b, h) + C0K2h(a, b, h))

et pa + pb = 1, avec

K1h =

(
(1− qa)γaωah

µ(5ah)
+

(1− qb)ωbh
µ(5bh)

+
(1− ra − rb)ωabh

µ(5abh)

)
,
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et

K2h =

(
(1− qa)ωah
µhµ(5ah)

+
(1− qb)γbωbh
µhµ(5bh)

+
(1− ra − rb)γaωabh

µ(ah)µ(5abh)
+

(1− ra − rb)γaωabh
µ(ah)µ(5abh)

)
.

Les systèmes (4.1)-(3.4) sont respectivement asymptotiques aux systèmes limites (3.34), (3.21) si

R(a)
∗ <

1

1 +
µ(1a)

ωa
(K1a(a, b, h) + C0K2a(a, b, h))

,

ou

R(b)
∗ <

1

1 +
µ(1b)

ωb
(K1b(a, b, h) + C0K2b(a, b, h))

,

et

R(h)
∗ <

1

1 +
µ(1h)

ωh
(K1h(a, b, h) + C0K2h(a, b, h))

.

Le système (4.1)-(3.4) est qualitativement équivalent, en terme de dynamique, au système (3.34),

(3.21).

Remarque 15 : Soit (k, l) ∈ {a, b, h}, k 6= l. On a les inégalités suivantes : R(k)
0 ≤ R(k)

∗ et R(k)
l ≤ R(k)

∗ .

Théorème 20 L’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable si les conditions sui-

vantes sont satisfaites

— R(a,b)
0 < 1 et R(h)

∗ <
1

1 +
µ(1h)

ωh
(K1h(a, b, h) + C0K2h(a, b, h))

;

— R(a,h)
0 < 1 et R(b)

∗ <
1

1 +
µ(1b)

ωb
(K1b(a, b, h) + C0K2b(a, b, h))

;

— R(b,h)
0 < 1 et R(a)

∗ <
1

1 +
µ(1a)

ωa
(K1a(a, b, h) + C0K2a(a, b, h))

.

Lemme 8 Il existe trois équilibres frontaliers lorsque R(a,b,h)
0 > 1 :

— Si R(a)
0 > 1, il existe un équilibre Ea avec uniquement la souche parentale a.

— Si R(b)
0 > 1, il existe un équilibre Eb avec uniquement la souche parentale b.

— Si R(h)
0 > 1, ail existe un équilibre Eh avec uniquement la souche hybride h.

La stabilité des ces équilibre est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 21 — Si R(a)
0 > 1, R(b)

a < 1 and R(h)
a < 1, Ea est localement asymptotiquement stable.

— Si R(b)
0 > 1, R(a)

b < 1 et R(h)
b < 1, Eb est localement asymptotiquement stable.

— Si R(h)
0 > 1, R(a)

h < 1 et R(b)
h < 1, Eh est localement asymptotiquement stable.
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3.4 Simulations numériques

Afin d’illustrer les résultats de l’analyse précédente, des simulations numériques des sous-modèles et du

modèle complet ont été réalisées. Les valeurs des paramètres utilisés pour les simulations sont présentées

dans le tableau 1.

Table 1 : Valeurs des paramètres utilisés dans les simulations numériques de la schistosomiase
modèle (et leurs sources correspondantes).
Symboles valeur référence Symboles Valeur reference

Λ 2.431×104 [246] µk 0.012 [213]
µ 1.126×10−3 [246] Λk 5.66×105 [251]
γk 1.2×10−7 Supposé θk 0.21 supposé
αk 0.131 [239] δsk 0.004012 Supposé
ηk 0.039 Supposé βk 78 [213]
wk 209 [247], [248], µck 0.12 [249]
µmk 27 [249], [250] ρk 0.005 Supposé
λk 6.15×10−8 Supposé

Dans la figure 3.1, en utilisant différentes conditions initiales, nous avons fixé tous les paramètres sauf

γk. Les autres valeurs de paramètre sont comme indiqué dans le tableau 1. Le premier graphique (a) est

produit en utilisant γk = 1, 2 × 10−7 résultant en R0 = 2, 6688 > 1 ; ainsi, la maladie ne conduit pas

à l’extinction, comme l’indique clairement le graphique (a). Mais, quand γk = 2, 2 × 10−9 nous avons

R0 = 0, 9820 < 1. Ceci, bien sûr, conduit à l’extinction de la maladie (voir Fig. 3.1 (b)).

La figure 3.2 montre la sensibilité de R0 aux changements de paramètres λk et γk. Nous pouvons

observer que la réduction du taux de contact entre l’homme et les cercaires est bénéfique pour éradiquer

la maladie. Ainsi, une mesure consisterait à organiser des campagnes de sensibilisation. Pour que les

humains ne pénètrent plus dans les étangs d’eau sale. Une autre mesure consiste à tuer les escargots dans

l’eau. Cette méthode réduira le taux de contact entre l’escargot et les miracidies. Cette deuxième mesure

réduira le nombre de reproduction de base et conduira à l’extinction de la maladie.

Le graphe de Fig 3.3 est produit en utilisant différentes conditions initiales et γh = 1, 3 × 10−8,

ηh = 0, 2, λh = 3× 10−7, µa = 1, 2× 10−4, µb = 1, 5× 10−4, θa = θb = 0, 3, ρh = 1, 23× 10−3 résultant

en R0 = 0, 9584 < 1. Ceci, bien sûr, conduit à l’extinction de la maladie, comme l’indique clairement le

graphique.

Le graphe de la Fig. 3.4 est obtenu lorsque γh = 1, 3 × 10−6 dans le système de modèle (3.12). Les

autres paramètres sont les mêmes que sur la Fig. 3.4. Dans ce cas, on a R0 = 3.0308 > 1 et l’équilibre

endémique est stable. Dans la Fig. 3.5, nous avons βahS
0
a − βbhS0

b = −7.6719 × 106 < 0. Dans ce cas,

le nombre de reproduction de base R0 est une fonction décroissante de p (voir Fig. 3.5 (a). On observe

également que lorsque p augmente, les escargots infectés Isah augmenter (voir Fig. 3.5 (b)) tandis que les
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Figure 3.1 – Tendance des cas de schistosomiase humaine du système modèle (3.5) avec des R0 différents
lorsqu’il n’y a qu’une seule souche parentale. (a) : γk = 1, 2 fois10−7 etR0 = 2, 6688. (b) : γk = 2, 2×10−9

et R0 = 0, 9820. Les autres valeurs de paramètres sont celles du tableau 1.
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Figure 3.2 – Lorsqu’il n’y a qu’une seule souche parentale, les graphiques montrent la sensibilité du
nombre de reproduction de base R0 aux changements des paramètres γk et λk, tandis que les autres
paramètres sont fixes. Le graphique de gauche est un tracé de R0 par rapport à γk et λk. Cela montre
que R0 est une fonction croissante de γk et λk. Le graphique de droite est un tracé de contour montrant
les régions dans le plan (γk, λk) pour lesquelles R0 tombe à différents intervalles
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Figure 3.3 – Graphiques de solutions numériques de (3.12) montrant la tendance des cas de schistoso-
miase humaine, escargots infectés et cercaires lorsqu’il n’y a que souche hybride. R0 = 0, 9584 < 1 et
l’équilibre sans maladie est stable.
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Figure 3.4 – Graphiques de solutions numériques de (3.12) montrant la tendance des cas de schistoso-
miase humaine, escargots infectés et cercaires lorsqu’il n’y a qu’une souche hybride. γh = 1, 3 × 10−6 et
R0 = 3, 0308. L’équilibre sans maladie est instable.
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Figure 3.5 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a−βbhS0

b =
−7, 6719 × 106 < 0. Dans ce même cas, (b), (c) et (d) sont des séries temporelles de solutions pour le
système (3.12) avec plusieurs valeurs de paramètre p.
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escargots infectés pour la souche b diminuent Isbh. Le même phénomène est observé lorsque R0 est une

fonction croissante de p ie βahS
0
a − βbhS0

b = 7.7344× 106 > 0 (voir Fig. 3.6). Aussi, notez que sur la Fig.

3.5, lorsque p augmente, le nombre d’humains infectés est stabilisé à l’équilibre de coexistence tandis que

lorsque βahS
0
a − βbhS0

b = 7.7344× 106 > 0, on observe quelques oscillations.
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Figure 3.6 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a−βbhS0

b =
7, 7344×106 > 0. Dans ce même cas, la Fig. (B) et la Fig. (C) sont des séries chronologiques de solutions
pour le système (3.12) avec plusieurs paramètres p quand βahS

0
a − βbhS0

b > 0.

La figure 3.7 présente l’évolution temporelle du système de modèle (3.21) lorsque Λ = 2431, γa =

4, 352× 10−11, γb = 7, 62× 10−11, αa = 0, 12, αb = 0, 013, wa = 103, wb = 250, µma = 15, λa = 0, 00003,

pb = 0, 6, µmb = 12, Λa = 20000, µa = 2 × 10−6, βa = 58 et βb = 26 (de sorte que R0 > 1). Toutes les

autres valeurs de paramètres sont comme dans le tableau 1. Dans ce cas, l’équilibre de coexistence est

Ēab − (3.66× 104, 1.11× 105, 50.98, 1.46× 103, 7, 76× 105, 1, 58× 104, 6, 18× 105, 857, 8.63× 103, 8.77×

103, 9.93× 103, 1.04× 107). La figure est présentée avec plusieurs conditions initiales.

Les figures (3.8) - (3.13) présentent différents cas de relation possible entre le seuil R0 et le paramètre

p. Dans la figure 3.8, lorsque p < 0, 5, nous avons R0 = R(h)
0 et βahS

0
a − βbhS0

b < 0. Donc R0 est une
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Figure 3.7 – Evolution temporelle du système de modèle (3.21) lorsque Λ = 2431, γa = 4.352 × 10−11,
γb = 7.62 × 10−11, αa = 0, 12, αb = 0, 013, wa = 103, wb = 250, µma = 15, λa = 0, 00003, pb = 0, 6,
µmb = 12, Λa = 20000, µa = 2 × 10−6, βa = 58 et βb = 26 (de sorte que R0 > 1). Toutes les autres
valeurs de paramètres sont comme dans le tableau 1.
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Figure 3.8 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = −2, 75 × 106 < 0. Dans ce même cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques

de solutions pour le système de modèle complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de paramètre de p
lorsque βahS

0
a − βbhS0

b < 0.
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Figure 3.9 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = 3, 27 × 105 > 0. Dans ce même cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques

de solutions pour le système de modèle complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de paramètre de p
lorsque βahS

0
a − βbhS0

b > 0.
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Département de Mathématiques
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fonction décroissante de p sur [0; 0, 5] et le nombre de reproduction de base du modèle complet est le

nombre de reproduction de base de la souche hybride lorsque p ∈ [0; 0, 5]. Par conséquent, la déformation

hybride influence l’évolution temporelle des solutions du système complet.
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Figure 3.10 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = 3, 27× 105 > 0 et R(a,b,h)

0 = R(h)
0 . Dans ce même cas, la Fig. (B) et la Fig. (C) sont des séries

chronologiques de solutions pour le système (4.1) - (3.4) avec plusieurs paramètres p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b > 0.

Dans les figures 3.9, 3.10 et 3.11, on observe également que les souches hybrides influencent le nombre

de reproduction de base lorsque le paramètre p augmente. Nous pouvons voir l’effet sur la population

totale d’humains infectés. Lorsque p augmente, le nombre d’humains infectés diminue. On peut également

observer que le paramètre p n’a pas d’effet sur les escargots de souche a infectés par hybride. Cela est dû

au fait que les escargots de la souche a et de la souche b n’ont pas les mêmes propriétés. Par exemple, le

taux de contact entre escargot de souche (a) et miracidies est inférieur au taux de contact entre escargot

de souche (b). De plus, la durée de vie de l’escargot de la souche a est inférieure à celle de la souche b.

Par conséquent, si l’escargot de la souche a est moins virulent que la souche b, l’effet de l’hybride sera
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Figure 3.11 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = −8.0796 × 105 > 0 et R(a,b,h)

0 = R(h)
0 . Dans ce même cas, la Fig. (B) et la Fig. (C) sont

des séries chronologiques de solutions pour le système (4.1) - (3.4) avec plusieurs paramètres p quand
βahS

0
a − βbhS0

b > 0.
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observé sur les escargots de la souche b.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
7

7.5

8

8.5

9

9.5

p

Ba
sic

 rep
rod

uct
ion

 nu
mb

er R
0

(a)

0 100 200 300 400 500
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000

t (Months)

I sbh
(t)

p=0
p=0.2
p=0.4
p=0.6
p=0.8
p=1

(b)

0 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

t (Months)

I sah
(t)

p=0
p=0.2
p=0.4
p=0.6
p=0.8
p=1

(c)

0 100 200 300 400 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5 x 105

t (Months)

Infe
ctiv

e h
um

ans
p=0
p=0.2
p=0.4
p=0.6
p=0.8
p=1

(d)

Figure 3.12 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = 3, 272 × 105 > 0. Dans ce même cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques

de solutions pour le système de modèle complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de paramètre de p
lorsque βahS

0
a − βbhS0

b > 0.

La figure 3.14 montre la sensibilité de R0 aux changements de paramètres γh et λh. Nous pouvons

observer que R0 est une fonction croissante de γh et λh. Ainsi, si nous réduisons le taux de contact entre

l’hybride et les escargots, nous réduisons également le nombre de reproduction de base. Une méthode

consiste à éliminer les escargots dans l’eau. Cela implique que l’abattage des escargots est le moyen effi-

cace de contrôler la transmission de la schistosomiase. Une autre méthode consiste à réduire le taux de

contact entre l’homme et les cercaires. Par conséquent, une méthode consiste à organiser des campagnes

de sensibilisation afin que les humains ne pénètrent plus dans l’eau stagnante, en augmentant les connais-

sances des résidents sur la schistosomiase, y compris les méfaits de la maladie, la transmission par les

matières fécales des personnes infectées et du bétail, comment les gens contractent la maladie (voie de

l’infection ), les escargots comme hôte intermédiaire, etc.
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3.4. SIMULATIONS NUMÉRIQUES
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Figure 3.13 – Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R0 et le paramètre p quand βahS
0
a −

βbhS
0
b = 3, 272 × 105 > 0. Dans ce même cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques

de solutions pour le système de modèle complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de paramètre de p
lorsque βahS

0
a − βbhS0

b > 0.
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CHAPITRE 3. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DE LA DYNAMIQUE
DE LA SCHISTOSOMIASE HUMAINE AVEC MIRACIDIUM HYBRIDE

ET CERCACAE
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Figure 3.14 – Dans le modèle complet, les graphiques montrent la sensibilité du nombre de reproduction
de base R0 aux changements des paramètres γh et λh, tandis que les autres paramètres sont fixes. Le
graphique de gauche est un tracé de R0 par rapport à γh et λh. Cela montre que R0 est une fonction
croissante de γh et λh. Le graphe de droite est un tracé de contour montrant les régions du plan (γh, λh)
pour lesquelles R0 tombe à différents intervalles
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3.5. CONCLUSION

3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié l’analyse dynamique d’un modèle de schistosomiase qui prend en

compte la présence de deux souches parentales et leur souche hybride. L’objectif principal de cet article

est d’étudier les effets de la souche hybride sur la dynamique du modèle mathématique.

Nous avons étudié la dynamique des sous-modèles du modèle complet : le modèle avec une seule

souche parentale, avec seulement la souche hybride, avec deux souches parentales sans souche hybride

et le sous-modèle avec une seule souche parentale et souche hybride. L’analyse mathématique des sous-

modèles et du modèle complet indique que le nombre de reproduction de base de chaque modèle joue un

rôle important dans l’élimination de la maladie. Plus précisément, des simulations numériques montrent

qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride a plus d’impact sur les escargots infectés

plus virulents par hybride. De plus, organiser des campagnes de sensibilisation pour la connaissance de

la schistosomiase et la mise à mort des escargots d’eau sont le moyen efficace de contrôler la transmission

de la schistosomiase.

À l’avenir, nous devons considérer le cas de plus d’un type d’hybride pour la transmission de la maladie

et évaluer son impact sur la transmission de la maladie.
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Chapitre 4

Prise en compte du retard dans le
modèle de la schistosomiase

Dans ce chapitre, nous formulons un modèle mathématique pour décrire la dynamique de transmission

de la schistosomiase. Notamment, nous prenons en compte les temps de développement (ou périodes

prépatentes) des différents stades du schistosome, et considérons que les effectifs des hôtes définitifs

(c’est-à-dire humains) et des escargots intermédiaires ne sont pas des constantes dans une communauté.

Le cycle de vie du schistosome comprend plusieurs étapes : schistosomulum (stade larvaire), schistosome

adulte, œuf, miracidium nageant librement, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome

adulte dépendent des hôtes définitifs, et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son

seul et unique hôte intermédiaire, les escargots. Le schistosomulum de l’hôte définitif et le schistosome

adulte peuvent être des humains ou des animaux comme la vache, le bœuf, etc. Dans le reste de l’article,

nous considérons le cas où les humains sont l’hôte définitif. Nous divisons la population humaine et la

population intermédiaire d’escargots en deux classes épidémiologiques disjointes : susceptibles (S, Ss) et

infectées (I, Is), respectivement. Supposons que tous les nouveau-nés de l’hôte définitif (avec le taux Λ)

ou l’escargot intermédiaire (avec le taux Λs) soient susceptibles.

Pour la transmission de l’agent pathogène, on suppose qu’un hôte susceptible ne peut recevoir l’infec-

tion qu’en entrant en contact avec de l’eau dans laquelle il existe des cercaires (C) d’escargots infectés.

Ainsi, γ désigne le taux de transmission par contact des cercaires à l’homme susceptible tandis que β

est le taux de production de cercaires à partir d’escargots infectés. Un escargot susceptible ne peut être

infecté que par des miracidies (M) qui éclosent d’œufs de parasites dans les excréments d’hôtes infectés.

λ représente le taux de transmission de miracidies à l’escargot susceptible par contact, tandis que ω est le

taux de production de miracidies à partir des excréments d’hôtes infectés. µ, µm, µs et µc désignent respec-

tivement le taux de mortalité naturelle des humains, miracidies, escargots et cercaires. η et δ représentent

respectivement le taux de mortalité due à l’infection chez l’homme et chez les escargots. α est le taux de
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traitement des humains infectés. Nous supposons que la récupération basée sur le traitement ne confère

aucune immunité. Par conséquent, un humain traité redevient susceptible. Nous considérons qu’il existe

un traitement de l’eau pour tuer les escargots et les cercaires. Nous supposons que θ est le taux de morta-

lité des escargots induit par le traitement de l’eau et le paramètre ρ est le taux de mortalité des cercaires

induit par le traitement de l’eau. Un hôte susceptible devient infectieux pendant un certain temps, puis

excrète des matières fécales avec des œufs de parasites, et un escargot susceptible devient infecté pendant

un certain temps, puis libère des cercaires. Précisément, une fois qu’un schistosomule pénètre avec succès

dans le corps de l’homme, il grandit du schistosomule au schistosome adulte avec une maturité sexuelle en

environ deux mois [256, 257]. Nous utilisons τ1 pour représenter la période d’incubation du schistosome

entre l’invasion d’un humain sensible et l’excrétion de selles avec des œufs de parasites. De ces humains

après τ1 unités de temps, il ne reste plus que S(t − τ1)e−µτ1 à l’instant présent t. Chez l’homme, les

larves se transforment en schistosomes adultes. Les femelles adultes libèrent des œufs de schistosomes.

Certains des œufs sont évacués du corps dans les matières fécales ou l’urine. Ils éclosent en larves na-

geant librement (miracidia) en 2 à 24 heures à une température ambiante favorable. On note τ2 le temps

écoulé entre l’œuf adulte femelle schistosome et les miracidies, tandis que τ3 représente le temps moyen

(deux à trois jours) nécessaire au miracidium pour trouver et envahir un escargot sous l’eau. Ensuite, le

miracidium se transforme en cercaires par sporocyste en un ou deux mois après avoir pénétré dans les

escargots hôtes. Supposons que la période prépatente chez l’escargot a une durée τ4. Il est possible que

les escargots meurent de mort naturelle pendant cette période d’incubation. Ainsi, de ces escargots après

τ4 unité fois, il ne reste plus que Ss(t− τ4)e−µsτ4 à l’instant présent t. Après cela, les cercaires matures

laissent des escargots [256, 257]. Les cercaires, produites par les escargots, se transforment en larves de

schistosomes, puis pénètrent la peau des humains sous l’eau en environ cinq jours. Nous utilisons τ5 pour

désigner le retard de maturation des cercaires se développant en schistosomule.

Le modèle qui résulte de tout ceci est le systèmes d’équations différentielles suivant :



Ṡ = Λ− µS − γC(t− τ5)S(t− τ1)e−µτ1 + αI,

İ = γC(t− τ5)S(t− τ1)e−µτ1 − (µ+ η + α)I,

Ṁ = ωI(t− τ2)− µmM − uλM(t− τ3)Ss(t− τ4)e−µsτ4 ,

Ṡs = Λs − λM(t− τ3)Ss(t− τ4)e−µsτ4 − (µs + θ)Ss,

İs = λM(t− τ3)Ss(t− τ4)e−µsτ4 − (µs + θ + δ)Is,

Ċ = βIs − (µc + ρ)C − vγC(t− τ5)S(t− τ1)e−µτ1 .

(4.1)

Nous considérons le système (4.1) avec les conditions initiales suivantes :
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(S(θ), I(θ),M(θ), Ss(θ), Is(θ), C(θ))′ = (φi(θ))i=1,...,6 ≥ 0R6 , θ ∈ [−τ, 0],

où τ = max{τ1, τ2, τ3, τ4, τ5}, φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6 ∈ C([−τ, 0],R+), l’espace de Banach des fonctions

continues sur l’intervalle [−τ, 0] et à valeurs dans R+.

Posons D = R6
+ = {x ∈ R6 : x ≥ 0R6}. Soit f : R6 → R6 la partie droite du système (4.1). Le champ

vectoriel défini par f est soit tangentiel, soit dirigé vers l’intérieur sur ∂D. Par conséquent, pour toute

condition initiale dans D la solution de (4.1) reste dans D pour son intervalle maximal d’existence [262,

Théorème III.10.XVI]. Par conséquent, le modèle (4.1) est biologiquement bien défini.

Du point de vue de la modélisation, il y a un débat qui s’articule autour de la modélisation des

miracidies ou des cercaires qui infectent les escargots ou les humains susceptibles. Certains auteurs ont

supposé que le taux de suppression des particules (c’est-à-dire des miracidies ou des cercaires) par les

humains ou les escargots avait un impact négligeable sur la dynamique des particules. Par conséquent,

dans la dynamique du modèle, la suppression des particules par les humains ou les escargots n’est pas

prise en compte. Dans le système (4.1), cela correspond à supposer u = v = 0, voir par exemple [263, 264]

et les références dans le document. Cependant, il existe également une ligne de pensée qui considère que

l’appauvrissement peut avoir un impact sur la dynamique des particules et, ensuite, l’a pris en compte

dans la dynamique des particules, voir par ex. [254, 258, 259, 256, 257]. Notre modèle est basé sur [256, 257]

où une fonction de déplétion linéaire des particules, qui n’implique que des miracidies ou des cercaires, a

été considérée. Cette dernière hypothèse de modélisation semble irréaliste. En effet, considérer un terme

linéaire pour l’appauvrissement des particules signifie que l’appauvrissement se produira toujours même

en l’absence d’hôtes, ce qui est incorrect. De plus, [256, 257] n’a pas pris en compte les taux de mortalité

induite par la maladie ni chez l’homme ni chez les escargots. Cette hypothèse est également discutable et

non pertinente pour au moins deux raisons : (i) il n’est pas nécessaire de faire un effort (mathématique)

pour étudier une maladie qui ne nuit pas à leurs hôtes ; (ii) plusieurs rapports soutiennent le fait que

la schistosomiase est responsable de plusieurs décès dans les pays en développement. Par conséquent,

par rapport aux travaux existants du même niveau de complexité ou même moins, les nouveautés du

modèle (4.1) sont triples. Premièrement, contrairement à [256, 257], les fonctions non linéaires sont

prises en compte pour l’épuisement des miracidies et des cercaires par les humains et les escargots.

Deuxièmement, notre modèle revendique la généricité puisqu’il combine l’absence de termes d’épuisement

dans la dynamique des particules (ie u = v = 0) et la présence de termes d’épuisement dans la dynamique

des particules (ie u = v = 1) . Troisièmement, contrairement à [256, 257], notre modèle prend en compte

les décès dus à la maladie tant chez l’homme que chez les escargots.
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Soit Ω défini par

Ω =

{
(S, I,M, Ss, Is, C)′ ∈ R6

+ : S + I ≤ Λ

µ
,M ≤ Λω

µmµ
, Ss + Is ≤

Λs
µs + θ

, C ≤ βΛs
(µc + ρ)(µs + θ)

}
.

Toutes les solutions du système (4.1) commençant dans Ω y restent pour t ≥ 0. Ainsi, Ω est un

ensemble positivement invariant. Il est donc suffisant de considérer la dynamique du modèle (4.1) dans

Ω.

4.1 Les résultats du modèle sans retard

Nous calculons dans ce paragraphe les équilibres du système (4.1) et nous analysons leurs propriétés

de stabilité lorsque τ1 = τ2 = τ3 = τ4 = τ5 = 0. Un équilibre (S, I,M, Ss, Is, C)′ du système (4.1) est tel

que 

I =
γCS

µ+ η + α
,

M =
CS

(µm + uλSs)

(
ωγ

(µ+ η + α)

)
,

Is =
λMSs

µs + θ + δ
,

C =
βλMSs

(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS)
,

Λ− µS − γCS + αI = 0,

Λs − λMSs − (µs + θ)Ss = 0.

(4.2)

Nous obtenons


M =

ωγS

(µm + uλSs)(µ+ η + α)
C,

C =
βλSs

(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS)
M.

(4.3)

D’où,

C =
βλSs

(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS)

ωγS

(µm + uλSs)(µ+ η + α)
C,

ce qui implique

C = 0 (4.4)

ou

βλωγSSs
(µs + θ + δ)(µ+ η + α)(µc + ρ+ vγS)(µm + uλSs)

= 1. (4.5)

Le cas (4.4) implique que le système (4.1) admet un équilibre sans maladie donné par

E0 =
(
S0, 0, 0, S0

s , 0, 0
)

=

(
Λ

µ
, 0, 0,

Λs
µs + θ

, 0, 0

)
.
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4.2. ANALYSE DE LA BIFURCATION RU,V = 1 ET EXISTENCE D’AU

MOINS UN ÉQUILIBRE ENDÉMIQUE

4.1.1 Taux de reproduction de base du système (4.1) et stabilité locale de
l’équilibre sans maladie

La stabilité de E0, sans retard, peut être établie en utilisant l’opérateur de la prochaine génération

(voir [255, ?]), pour le système (4.1). Les vecteurs F et V désignant les nouvelles infections et les transferts

sont tels que pour x = (I,M, Is, C)
′
, l’état compartimental du système, nous avons

ẋ = F(x)− V(x),

où

F(x) =


γCS
ωI
λMSs
βIs

 ,

V(x) =


(µ+ η + α)I
(µm + uλSs)M
(µs + θ + δ)Is
(µc + ρ+ vγS)C

 .

(4.6)

Les matrices jacobiennes évaluées en E0 nous donnent

F =


0 0 0 γS0

ω 0 0 0
0 λS0

s 0 0
0 0 β 0

 ,

V =


µ+ η + α 0 0 0

0 µm + uλS0
s 0 0

0 0 µs + θ + δ 0
0 0 0 µc + ρ+ vγS0

 .

(4.7)

Ainsi, le taux de reproduction de base Ru,v, du modèle (4.1) sans retard, d’après la méthode dans

[255, ?], est défini comme le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération, FW−1, ce qui donne

(Ru,v)4 =
βγωλS0S0

s

(µ+ η + α)(µm + uλS0
s )(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS0)

. (4.8)

Nous désignons par Ru,v mésurant le nombre moyen de nouvelles infections causées par un malade,

durant toute sa maladie, dans une population totalement saine. D’après le théorème [?, Theorem 2], nous

avons le résultat suivant.

Lemme 9 [?, Theorem 2]. L’équilibre sans maladie (DFE), E0 du modèle (4.1) est localement asymp-

totiquement stable (LAS) si Ru,v < 1 et instable si Ru,v > 1.

4.2 Analyse de la bifurcation Ru,v = 1 et existence d’au moins
un équilibre endémique

Nous étudions dans cette partie la dynamique du système 4.1 dans un voisinage de Ru,v = 1 afin

de compléter le lemme 9. Ceci nous permettra de comprendre la dynamique du système 4.1, au moins

localement.
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Département de Mathématiques
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Théorème 22 : Supposons (u, v)′ = (0, 0)′ ou (u, v)′ = (1, 1)′. Le système (4.1) admet une bifurcation

pour les temps positifs lorsque Ru,v = 1.

Proof 10 Posons

βc :=
(µ+ η + α)(µm + uλS0

s )(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS0)

γωλS0S0
s

.

Ainsi, Ru,v = 1 si et seulement si β = βc. Posons également

a1 = −µ− η − α,

a2 =
γ Λ

µ
,

a3 = ω,

a4 = −µm −
uλΛs
µs + θ

,

a5 =
λΛs
µs + θ

,

a6 = −µs − θ − δ,
a7 = βc,

a8 = −µc − ρ−
vγ Λ

µ
.

(4.9)

Lorsque β = βc, la matrice jacobienne J(E0) du système (4.1) à l’équilibre sans maladie E0 est

J(E0) =



−µ α 0 0 0 −γ Λ

µ

0 −µ− η − α 0 0 0
γ Λ

µ

0 ω −µm −
uλΛs
µs + θ

0 0 0

0 0 − λΛs
µs + θ

−µs − θ 0 0

0 0
λΛs
µs + θ

0 −µs − θ − δ 0

0 0 0 0 βc −µc − ρ−
vγ Λ

µ



.

Les valeurs propres sont : 0, −µ et −(µs + θ). Ce sont les racines du polynome de second ordre

p(X) = X3 −A2X
2 +A1X −A0,

où
A2 = a1 + a4 + a6 + a8 < 0,
A1 = a1a4 + a1a6 + a1a8 + a4a6 + a4a8 + a6a8,
A0 = a1a4a6 + a1a4a8 + a1a6a8 + a4a6a8 < 0.

(4.10)

Les calculs nous montrent que A1 −A0/A2 > 0. D’après le critère de Routh-Hurwitz, nous déduisons

que toutes les racines du polynome p sont à partie réelle négative.

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA
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MOINS UN ÉQUILIBRE ENDÉMIQUE

Le vecteur propre à droite de J(E0) correspondant à la valeur propre nulle est w = (wi)i=1,...,7, où

w5 = 1,

w6 =
βc

µc + ρ+
vγΛ

µ

,

w3 =
(µs + θ)(µs + θ + δ)

λΛs
,

w4 = − λΛs
(µs + θ)

w3,

w2 =

µm +
uλΛs

(µs + θ)

ω
w3,

w1 =
α

µ
w2 −

γΛ

µ2
w6.

Le vecteur propre à gauche de J(E0) correspondant à la valeur propre nulle est k = (ki)i=1,...,6, où

k1 = k4 = 0 et
k3 = 1,

k2 =
ω

µ+ η + α
,

k5 =

(µs + θ)

(
µm +

uλΛs
(µs + θ)

)
λΛs

,

k6 =
γΛ

µ

(
µc + ρ+

vγΛ

µ

)k2.

En procédant tel que dans [253], les termes non linéaires à considérer sont ceux correspondant à k2, k3,

k5 et k6. D’après le système (4.1), on déduit que

a = 2k2w1w6γ + 2k5w3w4λ− 2uk3w3w4λ− 2vk6w1w6γ,
b = k6w5 > 0.

Lorsque (u, v) = (0, 0),

a = − (µµmµs + µmµsη + µµmθ + µmθ η + ω λΛ)µm (µs + θ) (µs + θ + δ)
2

Λ Λs
2λ2ω

< 0.

Lorsque (u, v) = (1, 1),

a = −2
A1

Λ (µcµ+ ρµ+ γ Λ) Λs
2λ2ω

< 0,

avec

A1 = 2 (2µmθ λΛsρµ η + 2µmθ λΛsµcµ η + 2µmµsλΛsρµ η + 2µmµsλΛsµcµ η
+ ω λΛµmµsρµ+ ω λΛµmµsµcµ+ ω λΛµmθ µcµ+ ω λΛµmθ ρ µ+ λ2Λs

2ρµ2

+ λ2Λs
2µcµ

2 + µm
2θ2ρµ2 + µm

2θ2µcµ
2 + µm

2µs
2ρµ2 + µm

2µs
2µcµ

2 + µm
2µs

2µcµ η
+ µm

2µs
2ρµ η + 2µm

2µsθ ρ µ η + 2µm
2µsθ µcµ η + 2µmθ λΛsρµ

2 + 2µmθ λΛsµcµ
2

+ 2µmµsλΛsρµ
2 + 2µmµsλΛsµcµ

2 + ω λΛ2µmµsγ + ω λΛ2µmθ γ + 2µm
2µsθ µcµ

2

+ 2µm
2µsθ ρ µ

2 + µm
2θ2µcµ η + µm

2θ2ρµ η + λ2Λs
2µcµ η + λ2Λs

2ρµ η
)

(µs + θ + δ)
2
> 0.

D’après [253, Theorem 4.1], nous pouvons dire que dans certains cas (i.e. (u, v)′ = (0, 0)′ et (u, v)′ =

(1, 1)′), le système (4.1) subit une bifurcation lorsque Ru,v = 1.
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Remarque 16 : L’utilisation du résultat [253, Theorem 4.1] pour démontrer le théorème 22, établit

également l’existence et la stabilité asymptotique locale d’un équilibre endémique E∗, lorsque le taux de

reproduction de base est tel que Ru,v > 1.

4.3 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 23 : Supposons (u, v)′ = (0, 0)′.

Si R0,0 < 1, alors l’équilibre sans maladie E0 est globalement asymptotiquement stable dans Ω.

Proof 11 Soit f(x, y) = (F − V )x−F(x, y) + V(x, y), où y = (S, Ss)
′, tel que

ẋ = (F − V )x− f(x, y).

Nous savons que F ≥ 0Mat(4,4), V
−1 ≥ 0Mat(4,4) et que la matrice V −1F , définie par

V −1F =



0 0 0
γS0

µ+ η + α
ω

µm
0 0 0

0
λS0

s

µs + θ + δ
0 0

0 0
β

µc + ρ
0


est irréducible. Nous avons également

f(x, y) =


γC(S0 − S)

0
0
0
0

 ≥ 0R6 in Ω.

Le système ẏ = g(0, y) admet un unique équilibre y0 = (S0, S0
s )′ qui est globalement asymptotiquement

stable dans R2
+ avec

g(0, y) =

(
Λ− µS

Λs − (µs + θ)Ss

)
.

les conclusions de ce théorème découlent du résultat [260, Theorem 2.1, Theorem 2.2 ].

4.3.1 Existence of endemic equilibrium

Supposons qu’un point (S, Ss)
′ vérifiant (4.5) existe. Alors nous avons

βaλaωaγaSSa
(µa + θa + δsa)(µca + ρa + vγaS)(µma + uλaSa)(µ+ ηa + αa)

= 1
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4.3. STABILITÉ GLOBALE DE L’ÉQUILIBRE SANS MALADIE

βaλaωaγaS
∗S∗a

(µa + θa + δsa)(µca + ρa + vγaS∗)(µma + uλaS∗a)(µ+ ηa + αa)
= R4

a

let

Γ =
βaλaωaγa

(µa + θa + δsa)(µ+ ηa + αa)
.

Ainsi,

1−R4
0 = Γ (((µca + ρa)µma + uvλaγa)(SSa − S∗S∗a) + uλa(µca + ρa)(Sa − S∗a) + vγaµma(S − S∗)) ,

S < S∗ et Sa < S∗a , ce qui implique R4
0 > 1.

Un équilibre endémique vérifie les équations suivantes :

Λ− µS − γa CaS + αaIa = 0, (4.11)

Λa − λaMaSa − (µa + θa)Sa = 0, (4.12)

ΓSSa
(µca + ρa + vγaS)(µma + uλaSa)

= 1. (4.13)

L’équation (4.11) implique

γaCaS =
µ(µ+ ηa + αa)

µ+ ηa
(S∗ − S).

D’où

S∗a > Sa.

L’équation (4.12) implique

Sa =
Γ0 + Γ1S

S −N1
= f(S),

λaMaSa = (µa + θa)(S∗a − f(S)),

γaCaS =
γaβa(λaMaSa)S

(µa + θa + δsa)(µca + ρa + vγaS)
,

γaβa(µa + θa)

(µa + θa + δsa)(µca + ρa + vγaS)
S(S∗a − Sa) =

µ(µ+ ηa + αa)

µ+ ηa
(S∗ − S),

Γ2S(S∗a − Sa) = (S∗ − S)(µca + ρa + vγaS),
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avec

Γ2 =
γaβa(µa + θa)(µ+ ηa)

(µa + θa + δsa)µ(µ+ ηa + αa)
,

Γ2S(S∗a −
Γ0 + Γ1S

S −N1
) = (µca + ρa)S∗ + vγaS

∗S − (µca + ρa)S − vγaS2,

−vγaS2(S −N1) + (vγaS
∗ − Γ2S

∗
a − (µca + ρa))S(S −N1) + (µca − ρa)S∗(S −N1) + Γ2Γ1S + Γ2Γ0 = 0,

f(S) = A3S
3 +A2S

2 +A1S +A0 = 0.

Lorsque A3 < 0 et A0 < 0, la suite des coefficients de f admet un ou deux changements de signes.

D’après le critère de Descartes, soit f n’admet aucune racine, soit admet deux racines positives. Remar-

quons que

f(N1) = Γ2Γ1N1 + Γ2Γ0 > 0,

f(0) = Γ2Γ0 − (µca − ρa)N1S
∗ < 0,

et

lim f = −∞.

Ainsi, f admet deux racines positives S∗,a ∈ [0, N1] et S∗,a ∈ [N1,+∞].

Le cas u = v = 0 implique A3 = A0 = 0, A1 > 0, A2 < 0 et N1 = 0. f est un polynome de second

degré

f(S) = A2S
2 +A1S.

Donc le modèle (3.5) admet un unique équilibre endémique lorsque R0 > 1.

4.3.2 Stabilité globale de l’équilibre endémique

Dans ce paragraphe, nous démontrons dans le théorème 24, la stabilité globale de l’équilibre endémique

E∗. Nous étendons le résultat obtenu dans Remark 16, page 90.

Théorème 24 Supposons α = 0. Si Ru,v > 1, alors l’équilibre endémique E∗ est globalement asympto-

tiquement stable dans Ω.

Proof 12 Posons h(Z) = Z−Z∗−Z∗ ln

(
Z

Z∗

)
. Soit l’équilibre endémique E∗ = (S∗, I∗,M∗, S∗s , I

∗
s , C

∗)′.

Considérons la fonction

V (t) = D1 +D2 +D3 +D4, (4.14)
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Département de Mathématiques
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4.3. STABILITÉ GLOBALE DE L’ÉQUILIBRE SANS MALADIE

où D1 =
1

γC∗S∗
(h(S) + h(I)), D2 =

1

ωI∗
h(M),D3 =

1

λM∗S∗s
(h(Ss) + h(Is)), D4 =

1

βI∗s
h(C).

En substituant les équations du système (4.1) et en tenant compte des relations à l’équilibre (4.2),

nous avons Ḋ1 = − µ

γC∗S∗
(S − S∗)2

S
− S∗

S
+

C

C∗
− CSI∗

C∗S∗I
− I

I∗
+ 2,

Ḋ2 =
I

I∗
− M∗I

MI∗
− M

M∗
+ 1,

Ḋ3 = − (µs + θ)

λM∗S∗s

(Ss − S∗s )2

Ss
− S∗s
Ss

+
M

M∗
− MSsI

∗
s

M∗S∗s Is
− Is
I∗s

+ 2,

Ḋ4 =
Is
I∗s
− C∗Is
CI∗s

− C

C∗
+ 1.

La dérivée de l’équation (4.14) le long des trajectoires de (4.1) nous donne

V̇ =
1

γC∗S∗

((
S − S∗

S

)
Ṡ +

(
I − I∗

I

)
İ

)
+

1

ωI∗

(
M −M∗

M

)
Ṁ

+
1

λM∗S∗s

((
Ss − S∗s
Ss

)
Ṡs +

(
Is − I∗s
Is

)
İs

)
+

1

βI∗s

(
C − C∗

C

)
Ċ

(4.15)

Par conséquent,

V̇ = − µ

γC∗S∗
(S − S∗)2

S
− (µs + θ)

λM∗S∗s

(Ss − S∗s )2

Ss

+

(
6− S∗

S
− CSI∗

C∗S∗I
− M∗I

MI∗
− S∗s
Ss
− MSsI

∗
s

M∗S∗s Is
− C∗Is
CI∗s

)
.

(4.16)

Puisque la moyenne arythmétique est supérieure ou égale à la moyenne géométrique, on a(
6− S∗

S
− CSI∗

C∗S∗I
− M∗I

MI∗
− S∗s
Ss
− MSsI

∗
s

M∗S∗s Is
− C∗Is
CI∗s

)
≤ 0.

Par conséquent,

V̇ ≤ − µ

γC∗S∗
(S − S∗)2

S
− (µs + θ)

λM∗S∗s

(Ss − S∗s )2

Ss
.

D’où V̇ ≤ 0 dans Ω, avec V̇ = 0 si et seulement si S = S∗, Ss = S∗s . Soit l’ensemble

N = {(S, I,M, Ss, Is, C)′ ∈ Ω : V̇ = 0}.

Soit B un compact invariant contenu dans N . Soit S(t), I(t), M(t), Ss(t), Is(t), C(t) la solution

du système 4.1 avec comme condition initiale le point B ∈ N . Puisque B ⊂ N est invariant, on a

(S, I,M, Ss, Is, C)′(t) ∈ N ; ceci implique S(t) = S∗ et Ss(t) = S∗s pour tout t ≥ 0. En substituant dans le

modèle 4.1, on remarque que (S, I,M, Ss, Is, C)′(t) ∈ {E∗}. Ainsi, par exemple, le système à 4 équations

4.1 devient

Λs − λM(t)S∗s − (µs + θ)S∗s = 0.

En utilisant le fait que

Λs = λM∗S∗s + (µs + θ)S∗s ,

on en déduit

M(t) = M∗, ∀t ≥ 0.
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Puisque B et B sont pris arbitrairement, nous avons montré que le plus grand compact invariant

contenu dans N est réduit à {E∗}. D’après le Principe d’Invariance de LaSalle [?], toute solution du

système (4.1), de condition initiale dans Ω, converge vers {E∗} lorsque t→ +∞. D’où E∗ est localement

asymptotiquement stable lorsque Ru,v > 1. Donc E∗ est globalement asymptotiquement stable sous cette

condition.

Nous soulignons que notre objectif est de contrôler la maladie car elle est préjudiciable aux humains.

Nous avons vu dans le lemme 9, les théorèmes 22 - 23 que, sans délais, une condition pour obtenir une

stabilité asymptotique de l’équilibre sans maladie, E0, est que le taux de reproduction de base soit tel

que Ru,v < 1. Par conséquent, en ignorant les délais, alors, au moins localement, la condition Ru,v < 1

conduit à l’élimination de la maladie de schistosome chez les humains et les escargots.

4.4 Analyse mathématique du modèle avec les retards

L’objectif principal de cette section est de caractériser l’impact des retards sur la stabilité de l’équilibre

sans maladie E0. Par conséquent, dans la suite, nous supposons toujours que la condition Ru,v < 1 est

vérifiée. Autrement dit, sans délais, l’équilibre sans maladie est asymptotiquement stable.

Rappelons que E0 = (S0, 0, 0, S0
s , 0, 0), où S0 =

Λ

µ
and S0

s =
Λs

θ + µs
. Soient x1(t) = S(t) − S0,

x2(t) = I(t), x3(t) = M(t), x4(t) = Ss(t)−S0
s , x5(t) = Is(t) et x6(t) = C(t). Alors le linéarisé du système

(4.1) sous forme matriciel au point E0 est donné par

d

dt


x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

 = A


x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

+A1


x1(t− τ1)
x2(t− τ1)
x3(t− τ1)
x4(t− τ1)
x5(t− τ1)
x6(t− τ1)

+A2


x1(t− τ2)
x2(t− τ2)
x3(t− τ2)
x4(t− τ2)
x5(t− τ2)
x6(t− τ2)

+A3


x1(t− τ3)
x2(t− τ3)
x3(t− τ3)
x4(t− τ3)
x5(t− τ3)
x6(t− τ3)



+A4


x1(t− τ4)
x2(t− τ4)
x3(t− τ4)
x4(t− τ4)
x5(t− τ4)
x6(t− τ4)

+A5


x1(t− τ5)
x2(t− τ5)
x3(t− τ5)
x4(t− τ5)
x5(t− τ5)
x6(t− τ5)

 ,

où

A =


−µ α 0 0 0 0
0 −(µ+ η + α) 0 0 0 0
0 0 −µm 0 0 0
0 0 0 −(µs + θ) 0 0
0 0 0 0 −(µs + θ + δ) 0
0 0 0 0 β −(µc + ρ)

 ,
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A1 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

A2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 ω 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

A3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −uλS0

se
−µsτ4 0 0 0

0 0 −λS0
se
−µsτ4 0 0

0 0 λS0
se
−µsτ4 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 ,

A4 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

A5 =


0 0 0 0 0 −γS0e−µτ1

0 0 0 0 0 γS0e−µτ1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −vγS0e−µτ1

 .

L’équation caractéristique du système linéarisé à l’équilibre E0 est donné par

∆(ξ, τ1, τ2, τ3, τ4, τ5) = |ξI −A−A1e
−ξτ1 −A2e

−ξτ2 −A3e
−ξτ3 −A4e

−ξτ4 −A5e
−ξτ5 | = 0.

De façon équivalente,

(ξ+ a1)(ξ+ a2)(ξ+µm + uλS0
se
−µsτ4e−ξτ3)(ξ+µc + ρ+ vγS0e−µτ1e−ξτ5) + b(τ1; τ4)e−ξτ2e−ξτ3e−ξτ5 = 0,

(4.17)

ou, a1 = µ+ η + α, a2 = µs + θ + δ and b(τ1; τ4) = −γωλβS0S0
se
−µsτ4e−µτ1 .

4.4.1 τ1 > 0, τ2 = τ3 = τ4 = τ5 = 0

Lorsque τ1 > 0, τ2 = τ3 = τ4 = τ5 = 0, tla matrice du système linéarisé au point E0 est donné par

J(E0, τ1) =


−a1 0 0 γS0e−µτ1

ω −µm − uλS0
s 0 0

0 λS0
s −a2 0

0 0 β −(µc + ρ+ vγS0e−µτ1),


et l’équation caractéristique en E0 est donnée par :
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(ξ + a1)(ξ + a2)(ξ + a3)(ξ + a4) + b(τ1; 0) = 0, (4.18)

où, a3 = µm+uλS0
s , a4 = µc+ρ+vγS0e−µτ1 . ces calculs nous montrent que l’équilibre E0 est localement

asymptotiquement stable sans condition.

(Ru,v,τ1)
4

=
βγωλS0S0

se
−µτ1

(µ+ η + α)(µm + uλS0
s )(µs + θ + δ)(µc + ρ+ vγS0e−µτ1)

< 1. (4.19)

Puisque

Ru,v,τ1 < Ru,v,0 = Ru,v

et

Ru,v < 1,

nous déduisons que l’équilibre sans maladie E0 est localement asymptotiquement stable pour τ1 > 0

lorsque Ru,v < 1.

4.4.2 τ2 > 0, τ1 = τ3 = τ4 = τ5 = 0

Lorsque τ2 > 0, τ1 = τ3 = τ4 = τ5 = 0, l’équation caractéristique à l’équilibre E0 est donnée par :

(ξ + a1)(ξ + a2)(ξ + a3)(ξ + a′4) + b(0; 0)e−ξτ2 = 0, (4.20)

où, a′4 = µc + ρ+ vγS0 and b(0; 0) = −γωλβS0S0
s .

En substituant ξ = iω dans l’équation caractéristique (4.20) et en éliminant τ2, nous avons

ω8 + (C2
3 − 2C2)ω6 + (A2

2 + 2A0 − 2C1C3)ω4 + (C2
1 − 2C0C2)ω2 + C2

0 + b(0; 0) = 0, (4.21)

où, C3 = a1 + a2 + a3 + a′4, C2 = a1a2 + a3a
′
4 + a1a3 + a1a

′
4 + a2a3 + a3a

′
4 + a1a3 + a1a

′
4 + a2a3 + a2a

′
4,

C1 = a1a2a3 + a1a2a
′
4 + a1a

′
4a3 + a′4a2a3, C0 = a1a2a3a

′
4.

En substituant ω2 = η dans l’équation précédente, nous avons

η4 + (C2
3 − 2C2)η3 + (A2

2 + 2A0 − 2C1C3)η2 + (C2
1 − 2C0C2)η +A2

0 + b(0; 0) = 0. (4.22)

Nous établissons le résultat suivant.

Théorème 25 — Si C2
3 − 2C2 > 0, A2

2 + 2A0 − 2C1C3 > 0 and C2
1 − 2C0C2 > 0, alors l’équation

(4.22) n’a pas de solution positive. Ainsi, l’équation (4.22) n’a pas de racine imaginaire pure et

donc pas de changement de stabilité. Par conséquent, l’équilibre sans maladie E0 est localement

asymptotiquement stable pour τ2 > 0 lorsque Ru,v < 1.
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— Si C2
3 − 2C2 < 0 or A2

2 + 2A0 − 2C1C3 < 0 or C2
1 − 2C0C2 < 0, par le théorème des valeurs

intermédiaires, l’équation (4.30) a au moins une racine positive. Il existe une valeur critique τ∗2

régulant les changements de stabilité à l’équilibre E0.

Théorème 26 Puisque b(0; 0) < 0, d’après le théorème des valeurs intermédiaires l’équation (4.30) a

au moins une racine positive. Ensuite, il existe une valeur critique τ∗2 à partir de laquelle la stabilité à

E0 change. Précisément, la stabilité de E0 passe de stable à instable lorsque τ2 croise la valeur critique

τ∗2 .

4.4.3 τ3 > 0, τ1 = τ2 = τ4 = τ5 = 0

Lorsque τ3 > 0, τ1 = τ2 = τ4 = τ5 = 0, l’équation caractéristique à l’équilibre E0 est donnée par :

(ξ + a1)(ξ + a2)(ξ + a′3)(ξ + a′4) +
(
a′5(ξ + a1)(ξ + a2)(ξ + a3) + b

)
e−ξτ3 = 0, (4.23)

où, a′3 = µm and a′5 = uλS∗s .

En substituant ξ = iω dans (4.23), puisque |e−iωτ3 | = 1, nous avons

ω8+(P 2
3 −2P2−a2

6)ω6+(P 2
2 +2P0+2a6Q1−2P1P2−Q2

2)ω4+(P 2
1 +2Q0Q2−2P0P2−Q2

1)ω2+P 2
0 −Q2

0 = 0,

(4.24)

ce qui est équivalent à

ω8 +G3ω
6 +G2ω

4 +G1ω
2 +G0 = 0, (4.25)

où, P3 = a1 +a2 +a′3 +a4, P2 = a1a2 +a1a
′
3 +a1a4 +a′3a2 +a4a2 +a′3a4, P1 = a1a2a

′
3 +a1a2a4 +a1a

′
3a4 +

a′3a2a4, P0 = a1a2a
′
3a4 − b, Q2 = a′3a

′
5 + a1a5 − a2b, Q1 = a1a

′
3a
′
5 + a2a

′
3a
′
5 + a1a2a

′
5, Q0 = a1a

′
3a
′
5a2.

En substituant ω2 = η dans l’équation précédente, nous avons l’équation suivante :

η4 +G3η
3 +G2η

2 +G1η +G0 = 0. (4.26)

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 27 — Si G3 > 0, G2 > 0, G1 > 0 et G0 > 0, alors l’équation (4.26) n’a pas de solution

positive. Ainsi, l’équation (4.26) n’admet pas de racine imaginaire pure, i.e., τ∗3 n’existe pas ; ce qui

nous conduit à dire qu’il n’y a pas de changement de stabilité lorsque τ3 change. E0 est localement

asymptotiquement stable pour τ3 > 0 lorsque R0 < 1.

— Si G3 > 0 or G2 > 0 or G1 > 0 ou G0 > 0, alors par le théorème de la valeur intermédiaire,

l’équation (4.26) admet au moins une racine positive. Ainsi, il existe une valeur critique τ∗3 pour

les changements de stabilité à l’équilibre E0.
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Faculté des Sciences
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4.4.4 τ4 > 0, τ1 = τ2 = τ3 = τ5 = 0

Lorsque τ4 > 0 et τ1 = τ2 = τ3 = τ5 = 0, l’équation caractéristique à l’équilibre E0 est donnée par :

(ξ + a1)(ξ + a2)(ξ + b1)(ξ + b2) + b = 0,

où, b1 = µm + µλS∗s e
−µsτ4 , b2 = µs + ρ+ vγS∗.

Dans ce cas, l’équation caractéristique à l’équilibre E0 est indépendante du retard τ4. Ainsi, l’équilibre

E0 garde la même stabilité que dans le cas du modèle sans retard i.e. E0 est localement asymptotiquement

stable pour τ4 > 0 lorsque Ru,v < 1.

4.4.5 τ5 > 0, τ1 = τ2 = τ3 = τ4 = 0

Lorsque τ5 > 0 et τ1 = τ2 = τ3 = τ4 = 0, l’équation caractéristique à l’équilibre E0 est donnée par :

ξ4 +D3ξ
3 +D2ξ

2 +D1ξ +D0 + (a6ξ
3 + E2ξ

2 + E1ξ + E0)e−ξτ5 = 0, (4.27)

où D3 = a1 +a2 +a3 +a′4, D2 = a1a2 +a1a3 +a1a
′
4 +a3a2 +a′4a2 +a3a

′
4, D1 = a1a2a3 +a1a2a

′
4 +a1a3a

′
4 +

a3a2a
′
4, D0 = a1a2a3a

′
4− b, E2 = a3b1 + a1b1 + a2b1, E1 = a1a3b1 + a2a3b1 + a1a2b1, E0 = a1a3b1a2 with

a3 = µm + µλS∗s , a′4 = µs + ρ, and b1 = vγS∗.

En substituant ξ = iω dans (4.27), et puisque |e−iωτ5 | = 1,

ω8+(D2
3−2D2−a2

6)ω6+(D2
2+2D0+2a6E1−2D1D2−E2

2)ω4+(D2
1+2E0E2−2D0D2−E2

1)ω2+D2
0−E2

0 = 0,

(4.28)

ce qui est équivalent à

ω8 +H3ω
6 +H2ω

4 +H1ω
2 +H0 = 0. (4.29)

En substituant ω2 = η dans l’équation précédente, nous obtenons

η4 +H3η
3 +H2η

2 +H1η +H0 = 0. (4.30)

Le résultat suivant est obtenu.

Théorème 28 — Si H3 > 0, H2 > 0, H1 > 0 et H0 > 0, alors l’équation (4.30) n’admet aucune

solution positive. Ainsi, l’équation (4.30) n’admet aucune racine imaginaire pure, i.e., τ∗5 n’existe

pas. ceci nous conduit à dire qu’il n’existe pas de changement de stabilité lorsque τ5 change. Donc

l’équilibre E0 est localement asymptotiquement stable pour τ5 > 0 lorsque R0 < 1.

— Si H3 > 0 ou H2 > 0 ou H1 > 0 ou H0 > 0, d’après le théorème de la valeur intermédiaire,

l’équation (4.30) admet au moins une racine positive. Donc il existe une valeur critique τ∗5 pour

les changements de stabilité à l’équilibre E0.
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Conclusion générale

Tout au long de cette thèse, nous avons commencé par formuler un modèle mathématique sans retard

pour décrire la dynamique de transmission de la schistosomiase. Notamment, en prenant en compte les

temps de développement des différents stades du schistosome, et en considérant que la population humaine

et celle des escargots intermédiaires ne sont pas de tailles constantes. Le cycle de vie du schistosome

comprend plusieurs stades qui sont : schistosomule (stade larvaire), schistosome adulte, œuf, miracidium

libre, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome adulte dépendent des hôtes définitifs,

et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son seul et unique hôte intermédiaire,

l’escargot. Le schistosomulum de l’hôte définitif et le schistosome adulte peuvent être des humains ou

des animaux comme la vache et le bœuf. La population humaine, ainsi que la population intermédiaire

d’escargots ont été divisées en deux classes épidémiologiques disjointes : les susceptibles (S, Ss) et les

infectés (I, Is), respectivement. Nous avons supposé que tous les nouveau-nés de l’hôte définitif ou de

l’escargot (hôte intermédiaire) sont susceptibles.

Il existe dans la littérature une ligne de pensée qui considère que l’appauvrissement peut avoir un

impact sur la dynamique des particules. ceci est pris en compte dans la dynamique des particules par

certains auteurs [254, 258, 259, 256, 257]. Le modèle que nous avons proposé, et qui est original, et se

démarque de la ligne de pensée de certains auteurs [256, 257], qui considèrent une fonction de déplétion

linéaire des particules, d’où la prise en compte des miracidies ou des cercaires. Cette dernière hypothèse

de modélisation semble irréaliste. En effet, nous pensons que, considérer un terme linéaire pour l’appau-

vrissement des particules signifie que l’appauvrissement se produira toujours même en l’absence d’hôtes,

ce qui n’est pas biologiquement réaliste. De plus, ces auteurs dans leurs travaux [256, 257] ne prennent

pas en compte les taux de mortalité liée la maladie, ni chez l’homme ni chez les escargots. Cette hypothèse

est également discutable et non pertinente pour au moins deux raisons :

1. Il n’est pas nécessaire de faire un effort (mathématique) pour étudier une maladie qui ne nuit pas

à leurs hôtes ;

2. Plusieurs rapports soutiennent le fait que la schistosomiase est responsable de plusieurs décès dans

les pays en développement.
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Par conséquent, par rapport aux travaux existants du même niveau de complexité ou même moins,

les nouveautés du modèle (4.1) que nous proposons sont triples.

1. Contrairement aux travaux dans [256, 257], les fonctions non linéaires sont prises en compte pour

l’épuisement des miracidies et des cercaires par les humains et les escargots.

2. Notre modèle dans cette thèse revendique la généricité puisqu’il combine l’absence de termes

d’épuisement dans la dynamique des particules (ie u = v = 0) et la présence de termes d’épuisement

dans la dynamique des particules (ie u = v = 1) .

3. Contrairement aux travaux dans [256, 257], notre modèle prend en compte les décès dus à la

maladie tant chez l’homme que chez les escargots.

Notre analyse dans la première partie de la thèse a révèlé que le nombre de reproduction de base

du modèle joue effectivement un rôle important dans le contrôle de la maladie. L’objectif principal était

d’étudier les effets de la souche hybride sur la dynamique du modèle mathématique. En vue d’atteindre

notre but, nous avons étudié la dynamique de nombreux sous-modèles du modèle complet.

Le sous-modèle avec une seule souche parentale et la souche hybride ; le sous-modèle avec deux souches

parentales sans souche hybride et le sous-modèle avec une seule souche parentale et souche hybride.

L’analyse mathématique de ces sous-modèles et du modèle complet indique que le nombre de reproduction

de base de chaque modèle joue un rôle important dans l’élimination de la maladie. Plus précisément,

on peut observer qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride a plus d’impact sur les

escargots infectés plus virulents par hybride. De plus, l’organisation des campagnes de sensibilisation

pour la connaissance de la schistosomiase et de l’abattage des escargots dans l’eau sont le moyen efficace

de contrôler la transmission de la schistosomiase.

Nous avons également formulé un modèle mathématique retardé pour décrire la dynamique de trans-

mission de la schistosomiase. Notamment, nous avons pris en compte les temps de développement des

différents stades du schistosome, et considéré que les effectifs des populations d’hôtes humains et d’es-

cargots (hôtes intermédiaires) ne sont pas des constantes. Il est à signaler qu’un traitement de l’eau est

nécessaire afin soit de tuer, soit d’extraire les escargots et les cercaires.

Après avoir calculé le nombre de reproduction de base R0, nous avons établi l’existence des équilibres

du modèle. Ainsi, l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable lorsque R0 ≤ 1.

Lorsque R0 > 1, l’équilibre sans maladie devient instable, il existe un unique équilibre endémique qui est

globalement asymptotiquement stable.

L’impact des retards sur la dynamique du modèle est également étudié. La stabilité de l’équilibre sans

maladie et de l’équilibre endémique peut être déstabilisée. Il apparait une bifurcation de Hopf dégénérée

car sans apparition de cycle limite.
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Les simulations numériques soutiennent nos résultats analytiques, et en particulier la conclusion de

débarrasser l’eau des escargots et des cercaires est efficace pour contrôler la transmission de la schistoso-

miase.

Il serait souhaitable dans la suite des travaux d’étendre le modèle à retard qui est proposé dans cette

thèse, afin de prendre en compte plus de phénomènes biologiques. Ce serait intéressant de voir si les

trajectoires cycliques persistent dans ce cas.
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Département de Mathématiques
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Faculté des Sciences
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107 Doctorat PhD
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Département de Mathématiques
Faculté des Sciences
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Faculté des Sciences
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121 Doctorat PhD
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[216] ”CDC - Schistosomiasis - Disease”. www.cdc.gov. Archived from the original on 3 November 2016.

Retrieved 11 November 2016

[217] ”CDC - Schistosomiasis - Disease”. www.cdc.gov. Archived from the original on 3 November 2016.

Retrieved 11 November 2016

[218] Cook GC, Zumla AL, eds. (2009). Manson’s Tropical Diseases (22 ed.). Saunders Elsevier. pp.

1431-1459. ISBN 978-1-4160-4470-3

[219] WHO (2013) Schistosomiasis : Progress report 2001-2011, strategic plan 2012-2020. Geneva : World

Health Organization.

[220] Detwiler, J. T. and Criscione, C. D. (2010). An infectious topic in reticulate evolution : introgression

and hybridization in animal parasites. Genes 1, 102ñ123.
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Faculté des Sciences
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[237] Elsa Leger, Joanne P. Webster (2016). Hybridizations within the Genus Schistosoma : implications

for evolution, epidemiology and control. Parasitology, Page 1 of 16. Cambridge University Press 2016

[238] Alves, W. (1948). Observations on S. mattheei and S. haematobium ñ adults from experimental
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BIBLIOGRAPHIE

[250] R. Spear, A. Hubbard, S. Liang and E. Seto, Disease transmission models for public health decision

making : Toward an approach for designing intervention strategies for Schistosomiasis japonica,

Environ. Health Perspect., 110 (2002), 907-915.

[251] Z. Chen, L. Zou, D. Shen, W. Zhang and S. Ruan, Mathematical modelling and control of Schisto-

somiasis in Hubei Province, China, Acta Trop., 115 (2010), 119-125.

[252] C. Huang, J. Zou, S. Li and X. Zhou, Survival and reproduction of Oncomelania hupensis robertsoni

in water network regions in Hubei Province, China, Chin. J. Schisto. Control., 23 (2011), 173-177.

[253] C. Castillo-Chavez and B. Song. Dynamical models of tuberculosis and their applications. Mathe-

matical Biosciences and Engineering, 1(2) :361-404, 2004. doi : 10.3934/mbe.2004.1.361.

[254] Edward T. Chiyaka and Winston Garira. Mathematical analysis of the transmission dynamics of

schistosomiasis in the human-snail hosts. Journal of Biological Systems, 17(03) :397-423, 2009. doi :

10.1142/S0218339009002910. URL https ://doi.org/10.1142/S0218339009002910.

[255] O. Diekmann, J. Heesterbeek, and J. Metz. On the definition and computation of the basic repro-

duction number r0 in the model of infectious disease in heterogeneous populations. J. Math. Biol.,

(2) :265-382, 1990.

[256] Chunxiao Ding, Nana Tao, Yun Sun, and Yuanguo Zhu. The effect of time delays on transmission

dynamics of schistosomiasis. Chaos, Solitons and Fractals, 91 :360 - 371, 2016.

[257] Chunxiao Ding, Wenjian Liu, Yun Sun, and Yuanguo Zhu. The effect of time delays on transmission

dynamics of schistosomiasis. Chaos, Solitons and Fractals, 118 : 18 - 34, 2019.

[258] Shujing Gao, Yujiang Liu, Youquan Luo, and Dehui Xie. Control problems of a mathematical model

for schistosomiasis transmission dynamics. Nonlinear Dynamics, 63 : 503-512, 2011.

[259] E.T. Ngarakana-Gwasira, C.P. Bhunu, M. Masocha, and E. Mashonjowa. Transmission dy-

namics of schistosomiasis in zimbabwe : A mathematical and gis approach. Communi-

cations in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 35 : 137 - 147, 2016. ISSN

1007-5704. doi : https ://doi.org/10.1016/j.cnsns.2015.11.005. URL http ://www. sciencedi-

rect.com/science/article/pii/S1007570415003731.

[260] Z. Shuai and P. van den Driessche. Global stability of infectious disease models using lyapunov

functions. SIAM Journal on Applied Mathematics, 73(4) : 1513-1532, 2013. doi : 10.1137/120876642.

URL https ://doi.org/10.1137/120876642.

[261] P. van den Driessche and J. Watmough. Reproduction numbers and sub-threshold endemic equilibria

for the compartmental models of disease transmission. Math. Biosci.,(180) : 29-48, 2002.

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA
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