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Abstract

Hybridization between schistosome under laboratory conditions has been shown to result in heterosis
(higher fecundity, faster maturation time, wider intermediate host spectrum), having important impli-
cations on disease prevalence, pathology and treatment. This thesis addresses the synergistic interaction
between two parental strains of schistosomiasis and their hybrid strain using a deterministic model, which
incorporates many of the essential biological and epidemiological features of the disease. Our analysis in
the first part of the thesis reveals that the basic reproduction number of the model plays an important
role in order to control the disease. In the first part of the thesis, the main focus is to study the effects
of the hybrid strain on the dynamics of the mathematical model. According to this, we have studied the
dynamics of many sub-models of the full model. The sub-model with only one parental strain and the
hybrid strain; the sub-model with two parental strains without hybrid strain and the sub-model with
only one parental strain and hybrid strain. Mathematical analysis of these sub-models and the full model
indicate that the basic reproduction number of each model play an important role in elimination of the
disease. More precisely, we can observe that in presence of two type of snails, hybrid strain has more im-
pact on more virulent infected snail by hybrid. Moreover, organize awareness campaigns for knowledge of
schistosomiasis and water snail-killing are the effective way to control the transmission of schistosomiasis.

We also formulate a delayed mathematical model to describe transmission dynamics of Schistoso-
miasis. Notably, we take into account the developmental times (or prepatent periods) of the different
stages of schistosoma, and consider that the numbers of definitive hosts population (i.e. human) and the
intermediate snails are not constants in a community. We consider that there is treatment of water in
order to kill snails and cercaria.

We compute de basic reproduction number Ry and establish the existence of the equilibria of the
model. The disease free equilibrium is globally asymptotically stable when Ry < 1. When Ry > 1,
the disease free equilibrium is unstable, there exists a unique endemic equilibrium which is globally
asymptoticaly stable. The impact of the delays on the dynamics of the model is also investigated. The
stability of both disease free equilibrium and endemic equilibrium can be destabilized.

Numerical simulations support our analytical results, and particularly the conclusion that kill snail
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in the water is effective to control the transmission of schistosomiasis.
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Résumé

Il a été démontré que I’hybridation entre schistosomes dans des conditions en laboratoire entraine
une hétérosis (fécondité plus élevée, temps de maturation plus rapide, spectre d’hotes intermédiaire plus
large), ayant des implications importantes sur la prévalence de la maladie, la pathologie et le traitement.
Cette these aborde l'interaction synergique entre deux parents souches de schistosomiase et leur souche
hybride utilisant un modele déterministe, qui incorpore un grand nombre des caractéristiques biologiques
et épidémiologiques essentielles de la maladie. Notre analyse dans la premiére partie de la these révele
que le nombre de reproduction de base du modele joue un réle important dans le controle de la maladie.
Dans la premiere partie de la these, 'objectif principal est d’étudier les effets de la souche hybride sur
la dynamique du modeéle mathématique. C’est ainsi que nous avons étudié la dynamique de nombreux
sous-modeles du modele complet. Le sous-modele avec une seule souche parentale et la souche hybride;
le sous-modele avec deux souches parentales sans souche hybride et le sous-modele avec une seule souche
parentale et la souche hybride. L’analyse mathématique de ces sous-modeles et du modeéle complet indique
que le nombre de reproduction de base de chaque modele joue un role important dans I’élimination de la
maladie. Plus précisément, on peut observer qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride
a plus d’impact sur les escargots infectés et plus virulents par hybride. De plus, le fait d’organiser les
campagnes de sensibilisation pour la connaissance de la schistosomiase, ainsi que ’extraction des escargots
et des cercaires de I’eau sont un moyen efficace de lutte contre la transmission de la schistosomiase.

Nous formulons également un modele mathématique retardé pour décrire la dynamique de transmis-
sion de la schistosomiase. Notamment, nous prenons en compte les temps de développement des différents
stades du schistosome, et considérons que les effectifs des populations d’hotes humains définitifs et des
escargots (hotes intermédiaires) ne sont pas constants. Nous considérons qu’il existe un traitement de
l’eau capable de néttoyer les escargots et les cercaires dans l'eau.

Nous calculons le nombre de reproduction de base Ry et établissons 'existence des équilibres du
modele. L’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1. Lorsque
Ro > 1, I’équilibre sans maladie est instable, il existe un unique équilibre endémique qui est globalement

asymptotiquement stable. L'impact des retards sur la dynamique du modele est également étudié. La
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stabilité de ’équilibre sans maladie et de 1’équilibre endémique peut étre déstabilisée par 'introduction
du retard. Il apparait une bifurcation de Hopf dégénérée car sans apparition de cycle limite.

Les simulations numériques soutiennent nos résultats analytiques, et en particulier la conclusion que
I'extraction des escargots et des cercaires de ’eau est efficace pour controler la transmission de la schis-
tosomiase.

Mots clés : Schistosomiase, Souche hybride, Systemes dynamiques, Controle Optimal, retards, Bi-

furcation.
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Introduction générale

On considére un processus ou un phénomeéne dont on veut rendre compte. Nous entendons par la
un objet réel, non formalisé. On peut par exemple s’intéresser a son fonctionnement ou bien a son
évolution dans le temps. On établit a partir de diverses données, en faisant un certain nombre d’hy-
potheses, un certain nombre d’expressions mathématiques qui constituent le modele. Le processus qui
consiste a construire les équations en relation avec le comportement dynamique du phénomene s’appelle
Modélisation Mathématique.

On attend du modele qu’il puisse permettre de décrire et de prédire le comportement du systeéme
lorsque ce dernier est soumis & des influences externes. On doit pouvoir raisonner, calculer et tirer des
conclusions a partir du modele qui s’avereront vraies pour le systeme réel.

Un systéme complexe est un ensemble constitué d’un grand nombre d’entités en interaction qui
empéchent 'observateur de prévoir sa rétroaction, son comportement ou évolution par le calcul.

Lorsque 'on veut modéliser un systéme, on congoit un certain nombre de regles d’évolution, puis 1’on
simule le systeme en itérant ces regles jusqu’a obtenir un résultat structuré. Un systeme est dit complexe
si le résultat final n’est pas prédictible directement en connaissant les regles.

Le terme modeéle synthétise les deux sens symétriques et opposés de la notion de ressemblance,

d’imitation, de représentation. En effet, il est utilisé pour désigner :

1. Soit un objet réel dont on va chercher & donner une représentation, que I’on va chercher a imiter

(exemple : le « modele » du peintre, le < modele » que constitue le maitre pour le disciple).

2. Soit un concept ou objet considéré comme représentatif d'un autre (exemple : le < modele réduit

> ou maquette, le <« modele » du scientifique), déja existant ou que ’on va s’efforcer de construire.

Un modele mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer les outils,
les techniques et les théories mathématiques. En mathématiques appliquées, et en pratique en chimie, en
physique, en informatique, en météorologie ou en sciences de la vie et de la terre, le modele mathématique
permet d’analyser des phénomenes réels et de prévoir des résultats a partir de I’application d’une ou

plusieurs théories & un niveau d’approximation donné.
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La schistosomiase ou bilharziose est une maladie parasitaire invalidante dont les conséquences sont
graves pour le développement socio-économique des zones tropicales et subtropicales. En termes de
fréquence de I'infection, elle constitue le risque principal de morbidité dans les régions rurales et demeure
un risque majeur dans les pays en développement. La maladie est connue depuis les temps pharaoniques.
Mais ce n’est qu’en 1851, & I’hopital Kasr El Aini du Caire, que les vers furent découverts par un jeune
pathologiste allemand, Theodor Bilharz, d’oti le nom de bilharziose, parfois employé pour désigner cette
maladie. La schistosomiase est endémique dans au moins 74 pays tropicaux en développement exposés
au risque d’infection. Environ 600 mil- lions de personnes dans le monde sont directement exposées aux
risques d’infection. Parmi celles-ci, on estime a 200 millions le nombre de personnes infectées, composant
un ”volant épidémiologique” important. L’état d’extréme pauvreté, la méconnaissance des risques encou-
rus, 'insuffisance ou I’absence de moyens d’assainissement et les conditions d’hygiéne déplorables dans
lesquelles ces populations évoluent quotidiennement, favorisent les risques d’infection. La schistosomiase
affecte surtout les adultes travaillant dans les zones rurales, soit dans ’agriculture soit dans le secteur
de la péche en eau douce, mais dans de nombreuses régions, les enfants, entre 10 et 14 ans, sont souvent
infectés. La schistosomiase urinaire touche environ 66 millions d’enfants, répartis dans pres de 54 pays.
Au Ghana, par exemple, dans certains villages autour du lac Volta - le plus grand lac artificiel du monde
- plus de 90% des enfants sont infectés. Au Cameroun, le lac municipal en pleine ville de Yaoundé est
un foyer d’infection. Les mouvements de population, dans des régions instables, les réfugiés, et 1'urba-
nisation rapide favorisent la transmission de la maladie. Résumons les principaux faits concernant la

Schistosomiase.

— La schistosomiase est une maladie chronique provoquée par des vers parasites.

— Les victimes sont infectées dans le cadre d’activités agricoles, domestiques, professionnelles ou
récréatives courantes, comportant des expositions a une eau contaminée.

— Le manque d’hygiene et certaines habitudes de jeu des enfants d’age scolaire, telles que la natation
ou la péche dans des eaux infestées rendent ces enfants particulierement vulnérables & ’'infection.

— La lutte contre la schistosomiase se concentre sur la réduction du nombre de malades au moyen de
traitements périodiques a grande échelle des populations par du praziquantel ; une démarche plus
globale, incluant 'apport d’eau potable et d’un assainissement approprié ainsi que la lutte contre
les gastéropodes, devrait aussi faire régresser la transmission.

— On estimait en 2016 qu’au moins 206,5 millions de personnes avaient besoin d’un traitement
préventif contre la schistosomiase. Plus de 88 millions d’entre elles ont été traitées. Plus de 88

millions de personnes ont été traitées contre la schistosomiase en 2016.

La stratégie de 'OMS s’organise autour d’un ensemble d’actions conjointes qui comprennent en par-
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ticulier :

— L’éducation sanitaire,

— L’approvisionnement en eau potable et ’aménagement,

— Le diagnostic et le traitement,

— L’aménagement de ’environnement,

— La lutte contre les mollusques, hotes-intermédiaires.

Les objectifs de I’Organisation Mondiale de la Santé (OMS) sont donc de :

— Dialoguer avec les populations sur 'utilité des actions entreprises,

— Intégrer les activités au développement des communautés,

— Pérenniser Deffort,

— Harmoniser les actions intersectorielles sur le terrain.

La mobilisation de tous est une nécessité qui implique au plan national, une prise de conscience au
plus haut niveau politique, une étroite collaboration entre les ministéres concernés et une acceptation
des méthodes utilisées localement. Au plan international, un engagement durable et un partenariat entre
organismes privés, publics et non-gouvernementaux.

Un modeéle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer les outils,
les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la traduction des résultats
mathématiques obtenus en prédictions ou opérations dans le monde réel. Les modeles mathématiques
peuvent étre utilisés pour anticiper des événements ou des situations, comme prévoir le temps avec la
météo, estimer les prix potentiels des actifs financiers avec les modeéles d’évaluation en finance, ou prévenir
les épidémies. On parle de modeles prédictifs, dans lesquels des variables connues, dites < explicatives >,
vont étre utilisées pour déterminer des variables inconnues, dites < a expliquer >.

Une partie de ’épidémiologie s’intéresse a 1’étude de la propagation de la maladie dans une population.
L’outil mathématique intervient pour modéliser I’évolution de la maladie et permettre d’effectuer des
prévisions, mais aussi d’analyser les causes et d’aider & la prévention (santé publique).

L’épidémie actuelle de coronavirus remet 1’épidémiologie au premier plan. Une partie de cette disci-
pline consiste a modéliser 1’évolution de I’épidémie grace a des outils mathématiques. Ces outils peuvent
consister en un systeme d’équations aux dérivées partielles, de la théorie des graphes, des probabilités ou
encore la science des données.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur la modélisation de la dynamique de transmission de la Schis-
tosomiase, avec des objectifs variés. C’est le cas de Gao et co-auteurs qui ont travaillé sur I'intensité
de transmission du Schistosome japonicum mesurée par le taux de reproduction de base a partir du

modele de Barbour modifié [152, 150, 149, 153, 156]. Plusieurs travaux ont également été réalisés dans la
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sous région Afrique centrale, notamment les travaux de Tchuem Tchuente et ses co-auteurs, entre autres
sur Uinteraction de Schistosoma haematobium et S. guineensis au Cameroun|[61]; les perspectives pour
I’élimination de la schistosomiase et des helminthiases transmises par le sol : Explorer les tendances des
maladies au fil du temps dans les lacs du cratére de Barombi, Sud-Ouest du Cameroun[15]; une étude
pilote utilisant des enregistreurs de données du systéeme de positionnement mondial portable pour com-
parer les niveaux de contact avec ’eau : infection & Schistosoma haematobium chez des enfants d’age

préscolaire (AFPC) et leurs meéres & Barombi Kotto, Cameroun[16].

D’apres les travaux de these de doctorat de Julien Kincaid Smith & 1’Université de Perpignan en
2018[?], nous avons plusieurs informations concernant ’hybridation. Le groupe S. haematobium (Lawton
et al. 2011) qui est le plus diversifié, incluant 3 especes infectant ’homme (S. haematobium, S. interca-
latum et S. guineensis) et six (6) especes infectant les animaux (S. bovis, S. curassoni, S. kisumuensis, S.
leiperi, S. margrebowiei et S. matthei), principalement des ruminants et/ou des rongeurs. Les phénomenes
d’hybridation sont relativement fréquents entre les especes de schistosomes (voir (Léger & Webster 2016)
pour synthése) méme si peu de données donnent un apercu global de l'occurrence d’un tel phénomene
sur le terrain. De nombreux hybrides naturels ont cependant été observés entre différentes espéces, et la
fréquence de leur identification chez 'Homme ne fait qu’augmenter. Des hybrides ont été identifiés chez
des schistosomes infectant ’homme (S. haematobium x S. intercalatum (Southgate et al. 1976 ; Burchard
& Kern 1985), S. haematobium x S. mansoni (Huyse et al. 2013),S. haematobium x S. guineensis (Webs-
ter et al. 2005; Moné et al. 2012). D’autres hybrides ont été identifiés au sein d’espéces de schistosomes
infectant les animaux S. bovis x S. curassoni (Webster et al. 2013; Rollinson et al. 1990). Puis, plus
préoccupant en matiere de transmission, des hybrides ont été identifiés entre des especes de schistosomes
infectant les humains et les animaux (S. mansoni x S. rodhaini(Morgan et al. 2003 ; Steinauer et al. 2008),
S. haematobium x S. bovis (Moné et al. 2015; Webster et al. 2013 ; Huyse et al. 2009 ; Bremond et al.
1993), S. haematobium x S. mattheei (Pitchford 1961),S. haematobium x S. curassoni (Webster et al.

2013).

L’hybridation entre especes de schistosomes d’animaux et d’humains, comme c’est le cas en Corse
et au Sénégal, est particulierement préoccupante car elle augmente potentiellement le risque d’hotes
réservoirs et de transmission zoonotique de la maladie. De fagon intéressante, le groupe haematobium est
fréquemment incriminé dans les phénomenes d’hybridation, en particulier ’espece S. haematobium (voir
(Leger & Webster 2016) pour synthese). Les analyses moléculaires menées sur 'hybride identifié en Corse
(Boissier et al. 2016), indique une origine Sénégalaise du parasite hybride (Nord Sénégal). Une précédente
étude amontréque 88% des patients infectés (335 individus analysés dont 81% contaminés) contenaient

des hybrides entre S. haematobium x S. bovis, démontrant que ces hybrides sont bien établis et largement
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distribués au Sénégal. Ils sont d’ailleurs probablement présents dans de nombreux autres pays africains
notamment au Bénin, au Niger et au Mali (Webster et al. 2013 ; Huyse et al. 2009 ; Moné et al. 2015;
Brémond et al. 1993).Des investigations supplémentaires récemment menées au laboratoire suggerent que
ces hybrides sont également présents dans d’autres pays africains et notamment en Cote d’Ivoire et au

Cameroun. Le tableau suivant présente les hybrides naturels détectés au sein des schistosomes.

Tableau 1 : Les hybrides entre schistosomes d’humains
S. haematobium | S. intercalatum Cameroun, Gabon Southgate 1976 ; Burchard and Kern 1985)

S. haematobium S. mansoni Sénégal, Cote d’Ivoire T. Huyse et al. 2013 ; Le Govic
Yohann et al. 2018, articleen révision
S. haematobium | S. guineensis Cameron and Bénin B.L. Webster et al. 2005 ; Hélene

Moné et al. 2012

Tableau 2 : Les hybrides entre schistosomes d’animaux
S. bovis | S. curassoni | Sénégal, Mali | Bonnie L. Webster et al. 2013 ; D.
Rollinson et al. 1990

Tableau 3 : Les hybrides entre schistosomes d’humains et d’animaux

S. mansoni S. rodhaini Kenya, Tanzanie Morgan et al. 2003 ; Steinauer et al. 2008

S. haematobium S. bovis Sénégal, Niger, Benin Moné et al. 2015 ;
Bonnie L. Webster et al. 2013 ; Tine Huyse et al.
2009 ;Brémond et al. 1993

S. haematobium | S. mattheei Afrique du Sud Pitchford 1961

S. haematobium | S. curassoni Sénégal Bonnie L. Webster et al. 2013

L’hybridation a des conséquences sur ’interaction mollusque/parasite. Au niveau des hotes
intermédiaires, les parasites purs sont en général capables d’infecter seulement un nombre restreint de
mollusques. L’hybridation permet de rompre cette spécificité d’hote. Le parasite devient alors capable
d’infecter les hotes naturels des deux parents (B. L. Webster & Southgate 2003 ; Huyse et al. 2009 ; D. Rol-
linson et al. 1997). Par exemple il a été montré expérimentalement que tandis que S. haematobium infecte
seulement Bulinus truncatus et S. intercalatum infecte uniquement Bulinus forskalii, leurs descendants
hybrides ont la capacité d’infecter les deux especes de mollusque (B L Webster & Southgate 2003). Cette
augmentation du spectre d’hotes a également été mise en évidence sur le terrain pour des hybrides entre
S. haematobium et S. bovis (Huyse et al. 2009). Dans cette étude les auteurs montrent que S. haemato-
bium n’est normalement pas compatible avec la souche sympatrique de B. truncatus présente dans cette
région du Sénégal. En revanche il utilise B. globosus pour sa transmission dans cette région du Sénégal
(D. Rollinson et al. 1997). L’hybride entre S. haematobium et S. bovis quant & lui est capable d’infecter
a la fois B. globosus et B. truncatus (Huyse et al. 2009).En plus de cet élargissement du spectre d’hote
intermédiaire, ’hybridation peut conférer une meilleure infectivité au parasite. Ceci a été également été
montré expérimentalement pour des hybrides entre S. haematobium x S. guineensis (B. L. Webster &
Southgate 2003)et pour S. haematobium x S. mattheei(Wright & Ross 1980 ; Taylor 1970).Dans le cas
des S. haematobium x S. guineensis, les miracidia hybrides étaient capables d’infecter 77% de B. trunca-

tuscontre 32% pour le parasite pur S. haematobium. De plus le temps de développement des larves au
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sein du mollusque (phase prépatente) était plus court (25 jours) par rapport aux parents purs (35 ou 50
jours pour S. intercalatum ou S. haematobium, respectivement) (B. L. Webster & Southgate 2003).

L’hybridation a des conséquences sur ’interaction vertébré/parasite. Les traits d’histoire
de vie des schistosomes hybrides sont aussi modifiés en ce qui concerne l'interaction du parasite avec
I’hote vertébré. Les hybrides présentent en général une infectivité plus grande, et un potentiel reproductif
plus élevé au sein de ’hote. Ce gain dans la transmission du parasite a été mis en évidence pour des
hybrides F1 issus du croisement entre S. haematobium et S. mattheei, mais aussi pour des hybrides entre
S. haematobium et S. intercalatum (Li et al. 1996 ; Webster et al. 2013 ; Southgate et al. 1976 ; Wright
et al. 2012; B. L. Webster & Southgate 2003).Dans certains cas des parasites normalement inféodés a
I’homme comme S. haematobium deviennent capable d’infecter des animaux.Par exemple les hybrides S.
haematobium x S. mattheei sont capables d’infecter expérimentalement des moutons(Tchuem Tchuenté,
Southgate, Jourdane, et al. 1997)et ont potentiellement été retrouvés sur le terrain chez des bovins (De
Bont et al. 1994). A Dinverse des schistosomes normalement inféodés aux animaux (S. curassoni x S.
bovis) sont capables d’infecter naturellement les humains (Léger et al. 2016). Ceci met en évidence le
potentiel zoonotique et le risque d’animaux réservoirs pour de tels hybrides.

L’hybridation a des conséquences sur la transmission et le contréole de la maladie. L’en-
semble des modifications phénotypiques induites par I’hybridation peuvent avoir des implications sérieuses
en termes de santé humaine et de controle de la maladie. Elles peuvent altérer aussi bien le diagnostic
parasitologique que le traitement des populations. L’hybridation peut modifier la morphologie des ceufs
produits par les parasites mais aussi leur lieu d’excrétion menant a une discordance entre la symptoma-
tologie et le diagnostic parasitologique. En effet dans le cas de I'hybride entre S. haematobium et S. bovis
des ceufs ont été identifiés a la fois dans les feces et I'urine des patients (Huyse et al. 2009). Quoiqu’il
en soit l'excrétion spécifique ou combinée des ceufs de parasites hybrides au niveau des feces et/ou de
I'urine doit étre prise en compte dans les pays endémiques afin d’améliorer le diagnostic qui se focalise
habituellement uniquement sur une des formes de la maladie.

Des travaux existent en littérature sur la modélisation de la Schistosomiase, notamment ’hybridation.
C’est ainsi que Morand S et ses co-auteurs ont publié un modele pour expliquer le remplacement de
Schistosoma intercalatum par Schistosoma haematobium et 'hybride S. intercalatum x S. haematobium
dans les zones de sympatrie[4].

Nous comptons dans cette these, en partant des modeles existants, construire des modeles mathématique
afin de mettre en évidence les principales caractéristique de I’hybridation au sein des schistosomes. Nous
pensons qu’une bonne compréhension de ce phénomene permettrait d’accroitre la lutte contre cette ma-

ladie. Notre travail est organisé autour du plan suivant :
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— Le premier chapitre concerne la biologie de la schistosomiase et ’évolution dans la littérature, de la
modélisation mathématique de cette maladie. Il s’agit principalement de bien ressortir les étapes
importantes dans 1’évolution de l’infection & la schistosomiase. Le cycle de vie du schistosome
comprend plusieurs stades : schistosomule (stade larvaire), schistosome adulte, ceuf, miracidium
nageant librement, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome adulte dépendent
des hotes définitifs, et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son seul et
unique hote intermédiaire, les escargots. Le schistosomule hote définitif et le schistosome adulte
peuvent étre des humains ou des animaux comme la vache, le beeuf, etc.

— Le second chapitre concerne les outils mathématiques préliminaires. Il s’agit de revenir sur les
grands résultats devant étre utilisés pour modéliser ou pour analyser les différents modeles obtenus.
L’analyse mathématique comprend deux phases, a savoir I’étude analytique et les simulations
numériques. Ces outils sont principalement ceux des systemes dynamiques continus avec et sans
retard.

— Le troisieme chapitre traite de la dynamique de la schistosomiase humaine avec Miracidium hybride
et Cercacae. 1l s’agit de la formulation du modele, de ’analyse mathématique et de I’analyse des
résultats obtenus. Le modele obtenu dans ce chapitre est original. Il s’agit du premier modele
regroupant en son sein toutes les différentes souches. La difficulté principale pour ce type de
modele est que le nombre d’équation est élevé, rendant difficile ’analyse mathématique. Nous
parvenons tout de méme a obtenir des résultats originaux en ce qui concerne I’hybridation. Le
control de 'acces a ’eau est tres important.

— Le quatrieme chapitre traite du modele retardé. Pas moins de 5 retards peuvent étre introduits
dans le modele du chapitre précédent, afin de mieux prendre en compte certains phénomenes
biologiques. En effet, le précédent modele suppose I'instantanéité pour plusieurs phénomenes bio-
logiques observés. L’introduction de ces retards rend le modele difficile mathématiquement. Il
suscite I’émergence d’une bifurcation de Hopf sans apparition de cycle limite. Il s’agit donc d’une

bifurcation de Hopf dégénérée.
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Chapitre 1

Biologie de la Schistosomiase-
Evolution de la modélisation
mathématique

La schistosomiase, ou bilharziose, est une maladie parasitaire provoquée par des trématodes du genre
Schistosoma. Les larves du parasite, libérés par des gastéropodes d’eau douce, pénetrent dans la peau
d’une personne lorsqu’elle est en contact avec une eau infestée[2].

La schistosomiase est une parasitose chronique provoquée par des vers (trématodes) du genre Schis-
tosoma. Au moins 206,5 millions de personnes avaient besoin d’un traitement en 2016. Le traitement
préventif, qui devrait se répéter sur un certain nombre d’années, permettra de réduire et de prévenir la
morbidité. La transmission de la schistosomiase est avérée dans 78 pays. Cependant, la chimiothérapie
préventive pour la schistosomiase, ot les gens et les communautés sont ciblés pour un traitement a grande

échelle, est seulement nécessaire dans 52 pays d’endémie modérée a forte transmission[2].

1.1 Infection et transmission

L’infection se produit lorsque les larves du parasite, libérées par des gastéropodes d’eau douce,
pénetrent dans la peau d’une personne lorsqu’elle est en contact avec une eau infestée.

La transmission se produit quand les gens souffrant de schistosomiase contaminent les sources d’eau
douce avec leurs excréments.

Dans l'organisme, les larves se développent et passent au stade du schistosome adulte. Ces parasites
vivent dans les vaisseaux sanguins, dans lesquels les femelles pondent leurs ceufs. Certains des ceufs sortent
de l'organisme par les matieres fécales ou 'urine et le cycle de vie parasitaire se poursuit. D’autres sont
piégés dans les tissus de 'organisme, provoquant une réaction immunitaire et des lésions évolutives dans

les organes|2].
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1.2 Epidémiologie

La zone de prévalence de la schistosomiase se situe dans les régions tropicales et subtropicales, no-
tamment dans les communautés démunies qui n’ont pas acces a une eau de boisson salubre et a un
assainissement satisfaisant. On estime qu’au moins 92% des personnes qui ont besoin d’un traitement
contre la schistosomiase habitent en Afrique.

Il existe 2 formes principales de schistosomiase : intestinale et urogénitale, provoquées par 5 especes
principalement|[2].

Table 1 : Espéces parasitaires et répartition géographique de la schistosomiase

Formes Especes Répartitions géographiques
Schistosomiase intestinale Schistosoma mansoni Afrique, Moyen-Orient,

Caraibes, Brésil, Venezuela, Suriname

Schistosoma japonicum Chine, Indonésie, Philippines

Schistosoma mekongi Plusieurs districts du Cambodge et
de la République démocratique populaire lao.
Schistosoma intercalatum Zones des foréts tropicales

et S. guineansis espece voisine humides en Afrique centrale

Schistosomiase urogénitale Schistosoma haematobium Afrique, Moyen-Orient, Corse (France)

La schistosomiase touche plus particulierement les populations pauvres d’agriculteurs et de pécheurs.
Lorsque les femmes accomplissent leurs taches domestiques dans de l'eau infestée, lavage du linge par
exemple, elles sont également exposées au risque. Le manque d’hygiéne et les jeux rendent les enfants
particulierement vulnérables.

L’exode rural et les déplacements de réfugiés introduisent la maladie dans de nouvelles régions. La
croissance démographique, allant de pair avec une augmentation des besoins en énergie et en eau, est
souvent a l’origine de programmes de développement et de modifications de I’environnement qui renforcent
la transmission.

Avec le développement de 1’écotourisme et des voyages hors des sentiers battus, un nombre croissant
de touristes contractent la schistosomiase. On peut alors observer des infections aigués séveres et des
problémes inhabituels pouvant aller jusqu’a une paralysie.

On considere aussi que la schistosomiase urogénitale est un facteur de risque pour le VIH, en particulier

chez la femme.

1.3 Symptémes

Ils sont causés par la réaction de 'organisme aux ceufs, pas par le parasite en lui-méme.
La schistosomiase intestinale peut provoquer des douleurs abdominales, de la diarrhée et I’apparition
de sang dans les selles. L’hépatomégalie est courante dans les cas avancés et s’associe fréquemment a une

accumulation de liquide dans la cavité péritonéale et a une hypertension dans les vaisseaux sanguins de
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1.4. DIAGNOSTIC

I’abdomen. Dans ce cas, il arrive d’observer aussi une splénomégalie.

L’hématurie (sang dans les urines) est le signe classique de la schistosomiase urogénitale. On observe
couramment une fibrose de la vessie et de l'urétre, ainsi que des lésions rénales dans les cas avancés.
Le cancer de la vessie est aussi une complication possible a un stade tardif. La femme peut présenter
des lésions génitales, des saignements du vagin, des douleurs pendant les rapports sexuels et des nodules
dans la vulve. Chez I’homme, la schistosomiase urogénitale peut provoquer une pathologie des vésicules
séminales, de la prostate et d’autres organes. La maladie peut avoir des conséquences irréversibles a long

terme, comme la stérilité[2].

Les effets économiques et sanitaires de la schistosomiase sont considérables et cette maladie handicape
plus qu’elle ne tue. Chez 'enfant, elle peut causer une anémie, un retard de croissance, une diminution
des capacités d’apprentissage mais, avec le traitement, ces effets sont en général réversibles. Dans sa forme
chronique, elle peut nuire a la capacité d’un adulte de travailler et, dans certains cas, entrainer le déces.
Le nombre de déces qui lui sont imputables est difficile a estimer en raison des pathologies cachées telles

que les insuffisances hépatiques et rénales et les cancers de la vessie.

Les estimations de la mortalité due a la schistosomiase doivent étre évaluées car elles sont comprises
1 entre 10 100 et 200 000 par an au niveau mondial. En 2000, ’OMS estimait le nombre annuel de déces
2 & 200 000 dans le monde. La mortalité a di considérablement baissé grace a l'effet de ’extension a

grande échelle des campagnes de chimioprévention au cours de la derniere décennie[2].

1.4 Diagnostic

Il est posé par la détection des ceufs dans les selles ou les urines. Des antigenes présents dans les

échantillons de selles ou d’urines sont également des indicateurs de I'infection.

Pour la schistosomiase urogénitale, une technique de filtration avec des filtres en nylon, papier ou
polycarbonate est la norme. Les enfants porteurs de S. haematobium ont presque toujours une micro-

hématurie détectable au moyen de bandelettes réactives.

En cas de schistosomiase intestinale, on met en évidence les ceufs dans les échantillons de matieres
fécales au moyen de feuilles de cellophane enduites de glycérine colorée au bleu de méthylene et de lames

de verre (technique de Kato-Katz).

Pour les personnes venant de zones exemptes de ’endémie ou de faible transmission, les techniques
sérologiques et immunologiques peuvent s’avérer utiles pour mettre en évidence une exposition a l'infection

et la nécessité de procéder a des analyses plus poussées et de traiter[2].
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1.5 Prévention et lutte

La lutte contre la schistosomiase repose sur le traitement a grande échelle des groupes de population
a risque, 'acces a I’eau potable , 'amélioration de ’assainissement, 1’éducation sanitaire et la lutte contre
les gastéropodes.

L’OMS axe sa stratégie de lutte sur la réduction de la morbidité au moyen de traitements réguliers
et ciblés au praziquantel, ce qui implique de traiter périodiquementet a large échelle toutes les personnes
appartenant aux groupes exposés au risque de schistosomiase. Dans quelques pays ol la transmission est
faible, il faut viser I'interruption de la transmission.

Les groupes ciblés sont les suivants :

— Les enfants d’age scolaire dans les zones d’endémie ;

— Les adultes exposés au risque dans les zones d’endémie, par exemple les femmes enceintes et
celles qui allaitent, les personnes ayant des activités impliquant un contact avec des eaux infestées,
comme les pécheurs, les agriculteurs, ceux qui font des travaux d’irrigation, et les femmes, amenées
par leurs taches domestiques a étre en contact avec des eaux infestées ;

— L’ensemble de la population des communautés en zone d’endémie.

La fréquence du traitement est déterminée par la prévalence de l'infection chez les enfants d’age
scolaire. Dans les zones de forte transmission, les traitements devront avoir lieu tous les ans pendant
plusieurs années. Le suivi est indispensable pour déterminer 'impact des mesures de lutte.

Le but est de réduire la morbidité et d’enrayer la transmission : les traitements réguliers des popu-
lations a risque guérissent les symptomes bénins et évitent aux sujets infectés de développer la maladie
jusqu’a un stade chronique, tardif et sévere. La lutte contre la schistosomiase s’est néanmoins heurtée a
un obstacle majeur, ’acces limité au praziquantel. Les données pour 2016 montrent que 34,4% des per-
sonnes ayant besoin du traitement ont été couvertes a 1’échelle mondiale, la proportion d’enfants d’age
scolaire ayant besoin de la chimiothérapie préventive pour la schistosomiase qui ont été traités n’étant
que de 51,6%][2].

Le praziquantel est le seul médicament disponible contre toutes les formes de schistosomiase. Il est
efficace, str et ne coute pas cher. Méme si des réinfections sont possibles apres le traitement, le risque de
développer une forme grave est diminué, voire annulé lorsque le traitement est initié dans I’enfance.

Ces 40 dernieres années, le praziquantel a été utilisé avec succes pour lutter contre la schistosomiase en
Arabie saoudite, au Brésil, au Cambodge, en Chine, en Egypte, Jordanie, Maurice, République islamique
d’Tran et Oman. La transmission semble avoir été interrompue au Maroc. La transmission est actuellement

évaluée dans plusieurs pays.
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1.6. EVOLUTION DE LA MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA
SCHISTOSOMIASE

Au Burkina Faso, Ghana, Niger, Rwanda, Sierra Leone et au Yémen, il a été possible d’étendre le
traitement de la schistosomiase au niveau national et d’avoir un impact sur la maladie en quelques années.
Une évaluation de ’état de la transmission est en cours dans plusieurs pays.

Depuis 10 ans, les campagnes de traitement ont pris de 'ampleur dans plusieurs pays d’Afrique

subsaharienne ou les populations sont & risque.

1.6 Evolution de la modélisation mathématique de la Schisto-
somiase

La schistosomiase est une maladie parasitaire aigué et chronique causée par des douves sanguines (vers
trématodes) du genre Schistosoma. Les estimations montrent qu’au moins 229 millions de personnes ont
eu besoin d’'un traitement préventif en 2018 et que 4400 a 200000 personnes en meurent chaque année.
[207, 208]. La maladie se trouve le plus souvent en Afrique, en Asie et en Amérique du Sud [209]. Environ
700 millions de personnes, dans plus de 70 pays, vivent dans des zones ot la maladie est courante [207, 210]
Dans les pays tropicaux, la schistosomiase est répertoriée comme une maladie tropicale négligée [212],
mais vient juste apres le paludisme parmi les maladies parasitaires ayant le plus grand impact économique
[211].

Les humains rencontrent des larves du parasite Schistosoma lorsqu’ils pénetrent dans I’eau contaminée
en se baignant, en jouant, en nageant, en se lavant, en péchant ou en marchant dans l'eau [213, 214, 216].
Les individus infectés libérent des ceufs de Schistosoma dans ’eau via leur matiere fécale ou leur urine
[217]. Apres I’éclosion des larves de ces ceufs, les larves infectent un type treés spécifique d’escargot d’eau
douce. Par exemple, chez S. haematobium et S. intercalatum, il s’agit d’escargots du genre Bulinus, chez
S. mansoni c’est Biomphalaria, et chez S. japonicum c’est Oncomelania [218]. Les larves de Schistosoma
subissent la phase suivante de leur cycle de vie chez ces escargots, passant leur temps a se reproduire et
a se développer. Une fois cette étape terminée, le parasite quitte I’escargot et pénetre dans la colonne
d’eau. Le parasite peut vivre dans 'eau pendant seulement 48 heures sans hote mammifere. Une fois
qu’un hoéte a été trouvé, le ver pénetre dans ses vaisseaux sanguins. Pendant plusieurs semaines, le ver
reste dans les vaisseaux, poursuivant son développement jusqu’a sa phase adulte. Lorsque la maturité est
atteinte, l’accouplement a lieu et les ceufs sont produits. Les ceufs pénetrent dans la vessie / 'intestin
et sont excrétés dans 'urine et les matieres fécales et le processus se répete. Si les ceufs ne sont pas
excrétés, ils peuvent s’enraciner dans les tissus corporels et causer divers problemes tels que des réactions
immunitaires et des organes. dommage.

De nombreux pays s’emploient & éradiquer la maladie. L’Organisation mondiale de la santé (OMS)

encourage ces efforts. Dans certains cas, I'urbanisation, la pollution et la destruction consécutive de
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CHAPITRE 1. BIOLOGIE DE LA SCHISTOSOMIASE- EVOLUTION DE
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I’habitat des escargots ont réduit I’exposition, avec une diminution subséquente des nouvelles infections.
Le praziquantel est utilisé pour la prévention chez les populations a haut risque vivant dans des zones
ol la maladie est courante [219]. Les Centers for Disease Control and Prevention conseillent d’éviter de
boire ou d’entrer en contact avec de ’eau contaminée dans les zones ou la schistosomiase est courante
[221].

L’évolution et I'impact de I’hybridation introgressive sont maintenant bien reconnus chez les plantes
et certaines espeéces animales, bien que les exemples provenant d’organismes parasites restent rares ([230]
- [232]). L’hybridation (c’est-a-dire le croisement entre deux especes) et l'introgression (c’est-a-dire I'in-
troduction de génes uniques ou de régions chromosomiques d’une espeéce dans celle d’'une autre par
rétrocroisement répété d’un hybride interspécifique avec I'une de ses espéces parentes) chez les parasites
et les pathogenes peuvent avoir un impact majeur sur ’hote et I’épidémiologie et ’évolution de la maladie
[237]. L’acquisition de nouveaux genes peut affecter la virulence, la résistance, la pathologie et I'utilisa-
tion de I’hote et éventuellement conduire a I’évolution et & ’émergence de nouveaux organismes parasites
et de nouvelles maladies ([220, 231, 233]). Aujourd’hui, dans un monde en mutation, ’hybridation des
parasites est un probleme de santé publique émergent alors que la répartition géographique des humains,
des animaux domestiques et de la faune est en train de changer et que de nouveaux agents infectieux
et combinaisons d’agents infectieux peuvent se produire plus fréquemment, y compris ceux impliquant
des co-infections par des parasites provenant de différentes lignées ou espéces au sein d’hotes individuels

([215, 234, 235, 236, 240]).

D’aprés certaines des premieres publications scientifiques sur les schistosomes, des preuves de croi-
sements et d’hybridations potentiels entre différentes espéces de schistosomes ont été rapportées [237].
Ces premieres identifications étaient principalement basées sur des observations phénotypiques d’ceufs.
Par exemple, Alves en 1948 a signalé un potentiel S. haematobium. hybrides mattheei parmi les cas de
schistosomiase urogénitale humaine en Rhodésie du Sud, Zimbabwe [238]. Cette observation a été suivie
de plusieurs autres proposant I'existence des mémes hybrides se produisant au Zimbabwe et en Afrique
du Sud ([241] - [243]), ainsi que d’autres appariements hybrides potentiels, principalement entre S. hae-
matobium et S . guineensis au Cameroun ([244], [245]). Notez que les nouveaux hybrides peuvent avoir
des impacts majeurs sur I’hote, 1’épidémiologie et 1’évolution de la maladie, ce qui nécessite des stratégies
de controle supplémentaires dans les zones ou les deux especes parentales se chevauchent.

Plusieurs travaux ont été réalisés par Tchuem Tchuente et son équipe, au Cameroun et ailleurs sur la
schistosomiase[100, 99, ?, ?, 96, 93, 94, 92, 90, 89, 85, 77, 78, 76]. Des modeles mathématiques ([222] -
[228], etc.) ont été utilisés pour étudier la transmission et le contrdle de la schistosomiase depuis le premier

modele qui a été donné en 1965 par MacDonald dans [229]. Ce modele étudie la dynamique des infections
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a helminthes, avec une référence particuliere aux schistosomes. Le modele de MacDonald se compose
de deux équations différentielles dans deux variables d’état qui correspondent a la charge parasitaire
moyenne chez les hotes définitifs et a la prévalence de 'infection chez les escargots. Barbour, A.D. en
1996 fait une modélisation de la transmission de la schistosomiase : un point de vue introductif[223]. Par
la suite, Chiyaka, E.T. et Garira, W. ont en 2009 proposé une analyse mathématique de la dynamique
de transmission de la schistosomiase chez les hotes humain et escargot[227]. Yang, H.M. a proposé en
2003 une comparaison entre la modélisation de la transmission de la schistosomiase en tenant compte
de 'immunité acquise et du modele de contact structuré selon 1’dge avec l'eau infestée [225]. Qi, L.X.
et Cui, J. en 2012 propose une modélisation de la schistosomiase sur les ilots de Nanjing[228]. Shujing
Gao, Yujiang Liu, Youquan Luo et Dehui Xie étudient en 2011 les problemes de controle d’'un modele
mathématique pour la dynamique de transmission de la schistosomiase[258]. Ce travail de Gao et al. va
vraiment faire I’objet d’une attention particuliere dans la littérature de modélisation de la schistosomiase.
Plusieurs équipes de recherche vont s’y intéresser afin de poursuivre les objectifs visés. L’introduction du
retard dans les modeles de dynamique de la schistosomiase a débutée en 2008 avec C. Castillo-Chavez,
Z. Feng et D. Xu qui ont publié un modele de schistosomiase avec structure d’accouplement et retard
temporel[247]. Plus récemment, Chunxiao Ding, Nana Tao, Yun Sun et Yuanguo Zhu ont publié en 2016 et
en 2019 des travaux sur 'effet des retards sur la dynamique de transmission de la schistosomiase[256, 257].

La nouveauté de ce travail est de considérer un modele mathématique de transmission de la schistoso-
miase qui prend en compte la présence de deux souches parentales et leur souche hybride. Notre objectif
est d’évaluer I'impact de la souche hybride sur la dynamique de la maladie. A notre connaissance, ce
travail est le premier qui modélise la schistosomiase avec 'interaction des souches parentales et de la

souche hybride.
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Chapitre 2

Outils mathématiques préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résultats mathématiques utilisés lors d’analyse d’un
modele. Aprés avoir énoncé quelques théoremes de stabilité au sens de Lyapunov, nous parlerons de la
modélisation compartimentale. Ce chapitre s’achévera par la présentation de la méthode de Van Den

Driessche pour le calcul du taux de reproduction de base.

2.1 Généralités sur les équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme

&= f(t,z), (2.1)

ou & désigne suivant la tradition, la dérivée de x par rapport au temps % Le second membre est une
fonction f continue de R x R™ vers R™. La variable ¢ représente le temps et x s’appelle ’Etat du systeme.
Tres souvent, on obtient une famille de solutions. Et si on fixe un point xy et un temps tg tels que
x(to) = xg, la solution devient unique. Une telle condition est appelée condition initiale.
La donnée d’une équation différentielle et d’une condition initiale s’appelle un probleme de Cauchy

ou encore un probleme de valeur initiale.

= Xo-

{i(to) i f(tax)7 (22)

Une équation différentielle est donc en fait un algorithme donné par la fonction f qui permet de

calculer un vecteur de R™, donné par la formule f(¢,z) si I'on se donne t et .

Définition 1 (Equations différentielles autonomes)
Lorsque la fonction f qui définit [’équation différentielle ne dépend pas du tempst, on dit que [’équation

différentielle est autonome.
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2.1.1 Théoreme d’existence et d’unicité

On va énoncer deux résultats classiques. Le premier est un résultat d’existence et d’unicité. Le se-
cond est un résultat d’existence seulement. Dans tout ce paragraphe, la fonction f qui définit I’équation

différentielle est définie sur un ouvert D de R x R™.

Définition 2 (Fonction localement Lipschitzienne)

On dit qu’une fonction f : (t,x) € R x R™ — f(t,x) est localement lipschizienne en x si pour tout
(to, o) € R x R™, il existe un scalaire L et un voisinage V de (to,xo) tel que pour tout t, x et y vérifiant
(t,x) €V et (t,y) €V, on ait

If(t2) = F(t )l < Lz =y, (2.3)

Remarque 1 : Cette définition ne dépend pas du choiz de la norme.

Théoreme 1 (Théoréme de Cauchy Lipschitz)

On consideére I’équation différentielle ordinaire donnée par (2.1). Si f est localement lipschitzienne en
z, et si (to, o) appartient a D, alors, il existe un plus grand intervalle I =]o sy 20), Wito,0)[, avec to € 1
dans lequel il existe une solution ¢ de (2.1), satisfaisant la condition (ty) = xo. Une telle solution est

unique. Celte solution s’appelle solution maximale pour la condition initiale donnée par (to,xo).

Proposition 1 : Si la fonction f est C* en x et continue par rapport & t, alors f est globalement

Lipschitzienne.

Proposition 2 : Sila fonction est globalement Lipschizienne, c¢’est-a-dire que l'inégalité (2.3) est vérifiée

sur R x R™, alors la solution du probleme de Cauchy est définie pour tout t € R.
2.1.2 Stabilité et point d’équilibre

On considére maintenant le cas des systémes autonomes.
Désignons par D un ouvert de R™ et f : D C R™ — R"™ une fonction continue. On considere I’équation
différentielle autonome

i= f(z), (2.4)

ayant pour solution z (). Nous supposons que f est localement lipschitzienne pour que x(t) soit déterminée

de fagon unique par la condition initiale x(0) = xg. Désignons cette solution par x (¢, xo).

Définition 3 (Point d’équilibre)

Un point T est appelé point d’équilibre, ou point critique, ou encore point singulier pour le syst¢me

(2.4) si on a
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f(@) =0.
Remarque 2 : Dans ce cas, nous avons z(t,T) = .

Définition 4 (Stabilité)
On dit que T, point d’équilibre du systéme (2.4) est stable (au sens de Lyapunov) si pour tout voisinage

U de z, il existe un voisinage V de & tel que pour tout y € V' et pour tout t > 0 on ait
z(t,y) € U.

Dans le cas contraire, on dit que T est instable.

Définition 5 (Attractivité)

On dit qu’un point d’équilibre T est attractif sur un ouvert V' si pour tout y € V., on a

lim z(t,y) =z.

t—+oo

Définition 6 (Stabilité asymptotique)
On dit que T est asymptotiquement stable (localement) s’il est stable et s’il existe un ouvert V. pour

lequel il est attractif.

Remarque 3 : L’attractivité n'implique pas la stabilité. Cependant, c’est vrai pour les systémes linéaires

T = Azx.

Définition 7 : Soit T un point d’équilibre de (2.4). Si f est de classe C*, on appelle systéme linéarisé

de (2.4) en T le systéme linéaire

ot Df(Z) est la dérivée de f en Z.
Nous admettons le théoréeme suivant qui est un théoreme tres important en systeme dynamique.

Théoréme 2 (De linéarisation de Poincaré-Lyapunov)

On considére le systéme (2.4) ou f est de classe Ct et T un point d’équilibre.

1. SiDf(Z) a toutes ses valeurs propres avec une partie réelle strictement négative alors T est asymp-

totiquement stable.

2. Si Df(Z) a (au moins) une valeur propre & partie réelle strictement positive alors T est instable.
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Dans ce qui suit, nous allons énoncer quelques théoremes tres souvent utilisés, pour prouver la stabilité
d’un point d’équilibre. L’usage de ces théorémes nécessite la construction d’une fonction particuliere
appelée fonction de Lyapunov. Les définitions suivantes nous seront utiles pour énoncer les théorémes sur
la stabilité au sens de Lyapunov.

Sans nuire a la généralité, nous supposons dans ce qui suit que 'origine & = 0 est point d’équilibre de

(2.4).

Définition 8 (fonction définie positive)

Une fonction scalaire V' continument différentiable est dite définie positive dans une région 0 autour
de lorigine si

1. V(0)=0,

2. V(x)>0 VeeQ~{0}.

Remarque 4 : Si la condition (2) de la définition 8 précédente est remplacée par V(x) > 0 alors la

fonction est dite définie semi-positive.

Théoréme 3 (Stabilité locale)

L’état d’équilibre T = 0 est stable si il existe une fonction continument dérivable V telle que
1. 'V est définie positive,
2. V() <0 VYeeQ~{0},

ot V(z) est la dérivée de lapplication t — V(x(t)) et Q est une région autour de Uorigine. Si de plus,

la condition (2) est remplacée par V(x) < 0, alors ’état d’équilibre est asymptotiquement stable.

Définition 9 : Une fonction V satisfaisant aux hypothéses du théoréme 3 est appelée fonction de Lya-

PUNOV.

Remarque 5 : La construction d’une fonction de Lyapunov n’est donc pas une tache facile. Généralement,
on cherche une fonction définie positive dont on teste la décroissance autour du point d’équilibre. Dans la
littérature, plusieurs méthodes (méthode du gradient variable, méthode de Krasovskii,...) ont été proposées
ces dernieres décennies. Elles permettent d’orienter un utilisateur dans la construction d’une fonction de

Lyapunov pour un systéme donné.

Théoreme 4 (Stabilité globale)
L’état d’équilibre = 0 est globalement asymptotiquement stable ou tout simplement globalement

stable si il existe une fonction continument dérivable V telle que :
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1. 'V est définie positive,
2. V(z)<0 VYzeQ~{0},
8. V(z) = —oo quand ||z|| — oc.
Théoréme 5 (LaSalle)
Si 'V est une fonction de Lyapunov, alors le plus grand ensemble invariant contenu dans
L={z| V(z)=0}

est un ensemble attractif.

Si L ={x0}, alors xq est asymptotiquement stable.

Définition 10 (Ensemble invariant)

Une partie A de D est dite positivement invariante si et seulement si pour toutt > 0, on a x(t, A) C A.

Remarque 6 : Une partie invariante piege donc les trajectoires. Si une trajectoire rentre dans A, elle
n’en ressort plus. Comme exemple, la trajectoire d’un point d’équilibre est confondue avec ce point, c’est
donc un ensemble invariant. Le théoréme suivant est trés souvent utilisé pour prouver qu’un ensemble

est positivement invariant. Il est connu sous le nom de théoréme de la barriére.

Théoréme 6 (Théoréme de la barriére)

On consideére le systéme (2.4). Soit H : R™ — R une fonction différentiable. Pour a € R, on pose :
H'(a)={reR":H(z)=a} e G={zreR":H(z)<a}.

On suppose que
o Vxe H '(a), le gradient VH (z) # 0,
e le produit scalaire (f(z) :| : VH(z) ) <0 Vo€ H '(a),

alors l’ensemble G est positivement invariant pour (2.4).

Définition 11 (Le rayon spectral)

Le rayon spectral d’une matrice A carrée, noté p(A), est défini de la maniére suivante :
p(A) = max |\,
ot les \; sont les valeurs propres de A.

Les résultats qui suivent sont généralement utilisés pour prouver la décroissance d’une fonction can-

didate comme fonction de Lyapunov.
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2.1.3 Relation entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
Pour établir I'inégalité arithmético-géométrique, nous nous servons des définitions et résultats qui

suivent :

Définition 12 (fonction convezxe, fonction concave)

Une fonction f: I CR — R est dite conveze lorsque
V(z,y) € 12, VA€ [0,1], [z +(1-Ny) < Af(@)+ (1 =N f(y).
La fonction f sera dite concave si —f est conveze.

Théoreme 7 (inégalité de JENSEN)

Soient f une fonction convexe, (x1, ..., xq) une famille de réels appartenant a Uintervalle de définition

d
de f et (A1,..., Aa) une famille de réels de Uintervalle [0,1] tel que : >, \; = 1. Alors, on a
=1

i=
d d
f (Z Aﬂi) < D0 Aif(w).
i=1 i=1
Remarque 7 : La preuve de ce théoréme se fait par récurrence sur d.

Lemme 1 (inégalité arithmético-géométrique)

Soient x1, ..., xq des nombres réels positifs. Alors, on a

1+ ...+
Yrq..tq < 1Td.

Preuve : La fonction x — In(z) étant concave, en posant \; = é, :4=1,...,d dans le théoreme 7,

on obtient

Ceci nous conduit a
d 1
1 d B
In gZ:rl > In (H%) )
i=1 =1
La fonction x — In(x) étant croissante, on a le résultat cherché.

Remarque 8 : Notons que dans le lemme ci-dessus, l’égalité n’a lieu que si x1 = ... = xgq. Toutefois, ce

lemme admet une conséquence immédiate que nous Enongons ci-apres.

Corollaire 1 : Soient x1, ..., x4 des nombres réels positifs tel que leur produit soit égal a 1. Alors,
d—x1—...—xq < 0. Légalité n'ayant lieu que si x1 = ... = 4.
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2.2 Modélisation compartimentale

Les mathématiques permettent de mieux comprendre un phénomene en le décrivant a I'aide d’équations
et de fonctions. Ces équations forment le ” modele ” de ce phénomene qui peut ainsi étre étudié grace
aux propriétés mathématiques de ces équations et fonctions. Aujourd’hui la puissance des ordinateurs
permet de traiter informatiquement ces modeles; on peut ainsi, par des simulations, prédire et prévenir
ces phénomenes. L’objectif d’un modele est donc de comprendre le phénomene examiné puis d’agir sur le
systeme de facon optimale. D’une facon générale, il existe deux types de modélisation : la modélisation

basée sur des lois, qu’elles relevent des mathématiques, de la physique, etc., et la modélisation dite

” »

compartimentale 7. Ce qui va nous intéresser dans la suite est la modélisation compartimentale en

Epidémiologie.
2.2.1 Modélisation compartimentale en épidémiologie

Beaucoup de modeles en épidémiologie, écologie et bien d’autres domaines sont issus de bilan de masse.
Le résultat est que ces systémes peuvent engendrer des systemes d’équations différentielles ordinaires
appelés systemes compartimentaux.

Les systemes compartimentaux ont été définis d’abord en physiologie pour décrire les systéemes pour
lesquels il y avait des flots de matieres entre des unités appelées compartiments. Ils apparaissent naturel-
lement dans bien d’autres disciplines telle que 1’épidémiologie.

Un compartiment peut étre vu comme une case dont les éléments ont les mémes propriétés. Par la,
on veut dire que ce qui est contenu dans un compartiment est homogene. Par exemple, dans 1’étude
d’une maladie, on peut désigner par compartiment un ensemble d’individus étant & un méme stade de la
maladie. Dans un modeéle compartimental, chaque systeéme est influencé par les autres. Le cas d'un modele
épidémiologique SEIL est donné ci-dessous dans la figure (2.1). L’équation fondamentale du systéme est

(1 + ST

LB — pICT + ST

AL+ ol

AL

FIGURE 2.1 — Diagramme compartimental d’un modele SEIL.

définie par un taux de variation (la dérivée) que I'on cherche a expliciter.

La classe des individus susceptibles est S. Le taux de variation S des individus susceptibles du systeme
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2.1, gagne” un taux “ + A“’ d’individus sains par recrutement, pert —8S(I + §L)“" individus sains

suite & leur infection par les malades I et L, pert également “’ — 11.5“" individus susceptible par mortalité

naturelle.

En laissant s’écouler un temps At, on obtient I’équation
S(t+At)=S(t)+AAt—BSITAt—FISLAL— uS AL,

qui se met ensuite sous la forme

S(t + At) — S(t)

At =A—BSI—B§SL—puS.

En passant a la limite dans cette équation lorsque At tend vars 0, on obtient I’équation

%fst) =A—BS(t)I(t) - BIS(t) L(t) — uS(t).

En faisant la méme chose pour les infectées E, on obtient I’équation

%t) = B(L = p)S@) 1(t) + B(L = p)S S()L(t) + ro (1) = [+ k(1 = )] E(2).

En faisant la méme chose pour les malades [ suivis dans un centre, on obtient 1’équation

dI(t)

——= =ppS(t)I(t)+ Bpd S(t) L(t) + k(1 — r)E(t) + vL(t) — [u+ d1 + o(1 — ra) + ro]1(2).

dt
En faisant la méme chose pour les infectées L, on obtient I’équation

dfiiit) = ¢(1 —ro)I(t) — (u+dzx +y)L(1).

Tout ceci permet donc d’avoir le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant :

%(tt) = A= B8 I(t) = BS(H) L(t) - nS(),

E=B(1-p)SI +6L)+rol — [+ k(1 —r)]E,

I=8pSI+0L)+ k(1 —r)E+~L— [+ dy + (1 — 1) + o)1,

L=¢1 —r)I — (u+dy+7)L.

On constate donc que dans le processus de modélisation, on peut obtenir :
1. Les flots de matieres dans un compartiment provenant de ’extérieur du systéme;
2. Les sorties d’un compartiment vers un autre compartiment du systeme;

3. Les sorties d’'un compartiment vers 'extérieur du systeme.

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.9)
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2.2.2 Calcul du taux de reproduction de base R,

Plusieurs modeles épidémiologiques ont un point d’équilibre non endémique ou point d’équilibre sans
maladie trés souvent noté DFE (Disease Free Equilibrium). Ce point d’équilibre se calcule en supposant
qu’il n’y a pas de maladie dans la population. Ces modeles admettent généralement au moins un parametre
de seuil noté Ry, connu sous le nom de taux de reproduction de base. Il s’agit du nombre moyen de
nouveaux cas d’infections créés par un malade dans une population complétement saine, durant toute sa
maladie. Il est supposé mesurer la fagon dont la maladie se répand. Dans la littérature, tres souvent, on
prouve que si £y < 1, le DFE est asymptotiquement stable et la maladie est contrélable. Par contre, si
Ry > 1, le DFE est instable, la maladie persiste au sein de la population et peut devenir endémique si
rien n’est fait. D’ou I'intérét de pouvoir calculer ce parametre de seuil.

La méthode de Odo Diekmann et Hans (J. A. P.) Heesterbeek

La procédure consiste a calculer ’équilibre sans maladie du modele. Puis calculer la matrice jacobienne
a 1’équilibre endémique. Exprimer la condition de stabilité de la matrice jacobienne et mettre cette
condition sous la forme Ry < 1. On peut donc en déduire le taux de reproduction de base Ry.

La méthode de P. Van Den Driessche et James Watmough

Dans cette ce qui suit, nous présenterons la méthode de P. Van Den Driessche et James Watmough
pour le calcul du taux de reproduction de base des modeles compartimentaux. Cette méthode est la plus
récente. Il existe également la méthode de Dieckman et Heesterbeek, et méme une méthode biologique
pour calculer ce parametre de seuil.

Considérons une population dont les individus sont distincts par leur age, comportement, position
ou état de maladie, mais peuvent étre groupés dans n compartiments homogenes. On désigne par = =
(21, ...,2,) 7 I'état du systeme et par x; le nombre (ou la concentration) d’individus dans le compartiment
1. Ensuite, on ordonne les compartiments pour que les m premiers correspondent aux compartiments
des individus infectés (latents, infectieux, ...). Les n — m derniers compartiments correspondent aux
compartiments des individus libres de l'infection. Soit F;(z) la vitesse d’apparition des nouveaux cas
d’infection dans le compartiment i. On note ViJr la vitesse de transfert des individus dans le compartiment
¢ par tout autre moyen et V,~ la vitesse de transfert des individus hors du compartiment 7. On obtient la

relation suivante :

Notons que si Pppg est le point d’équilibre sans maladie, alors on a (Ppprg); = 0 pour i = 1, ..., m. Pour
des raisons biologiques, les fonctions F;(z), V;* et V,~ doivent vérifier les propriétés suivantes.

1.2>0, Fi(r)>0, VI>0 et V. >0.
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2. Si z; = 0, alors V,© = 0. Cette condition signifie tout simplement que rien ne peut sortir d’un
compartiment vide.

3. Fi(z) = 0 pour i > m. Cette condition provient du fait qu’il n’y a pas de nouveaux cas d’infection
dans les compartiments non infectés.

4. Si Pprp est un état sans maladie, alors F;(Pprgr) =0 et Vf =0pouri=1,..,m.

Quand il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie. Donc on reste sans infection.

Les conditions énumeérées ci-dessus nous conduisent au lemme suivant :

Lemme 2 : Sixq est le point d’équilibre non endémique pour le systéme (2.10) et f;(x) satisfaisant les
conditions 1 a 4, alors les matrices jacobiennes DF (zq) et DV(zo) (V; = V; — V;') peuvent s’écrire en

blocs comme suit :

D]—'(fro):<lg 8) DV(%):(}]Z 54)

ou F etV sont des matrices m x m définies par

OF; oV;
F = =
[3% (xo)} “ v [5%'

(xo)} avec 1 <4, j <m.

De plus, on a : F >0 et V est inversible.

Proposition 3 : On appelle taux de reproduction de base le rayon spectral de la matrice de la prochaine

génération FV 1.

Ro = p(FVT).

2.3 Systemes dynamiques a retard

2.3.1 Définitions

Soit C ([a, b],R™) Pespace de Banach des fonctions continues définies sur [a,b] et & valeurs dans R™.
Nous munissons cet espace de la topologie de convergence uniforme de sorte que pour ¢ € C ([a, b}, R™),
la norme de ¢ est définie par ||| = sup |$(0)|. En général, on considere [a,b] = [—r,0], ol 7 est une

a<60<b

constante positive et Pespace devient C ([—r, 0], R™).

Définition 13 : Soientt Q2 une partie de RxC et f : Q@ — R"™ une fonction donnée. On appelle équation

différentielle a retard ou équation différentielle fonctionnelle a retard sur Q, la relation &(t) = f(t, x¢).

Remarque 9 : Pourc e R, A>0,x €C([c —r,o + A|,R") et t € [0,0 + A], on obtient x; € C tel que

x1(0) = z(t +0), avec 0 € [—ry].
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Remarque 10 : Le nombre r est le retard. Ceci nous fait comprendre que le cas v = 0 correspond au
cas des équations différentielles ordinaires. A linstant t = 0, la fonction xy; nécessite la connaissance
des valeurs x(t) sur lintervalle de temps [—r,0]. Donec, une condition initiale doit étre précisée. Si la
condition nitiale & linstant to d’une équation différentielle ordinaire est un point x(to), celle d’une

équation différentielle a retard est une fonction appartenant a Uespace C : x4, ¢ € C.

L’équation @(t) = f(t,x;) est linéaire lorsque f(t,2z;) = L(t,x;) + h(t), avec L(t, xz;) linéaire en x,
linéaire homogene lorsque h(t) = 0, linéaire non homogene si h(t) # 0.

On dit que Péquation z(t) = f(t,z+) est autonome si f(¢,z:) = g(at), ol g est indépendante de t;
sinon on dit qu’elle est non autonome.

L’équation i(t) = f(t,x;) inclut la forme suivante :
2(t) = f(t,xe,x(t — 1), 2(t —12), -, z(t — 7)),
avec 0 <71, <r,aveci=1,2,---,p.

2.3.2 Existence et unicité

Théoréme 8 : (Existence). Pour l"équation &(t) = f(t,x:), on suppose que Q est un ouwvert de R x C et

que [ : Q — R™ est continue sur Q. Si (to, @) € Q, alors il existe au moins une solution de I'équation

i(t) = f(t,2) passant par (to, ®).

Définition 14 : On dit que la fonction f = f(t, @) est lipschitzienne par rapport a ¢ sur un compact K

de R x C s’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (t,p;) € K,i=1,2, on a

|f(t,01) — f(t,02)| < K1 — @2 .

Théoreme 9 : (Unicité). Pour l’équation &(t) = f(t,x:), on suppose que 1 est un ouvert de R x C et
que f: Q — R"™ est continue sur Q et qu’elle est lipschitzienne par rapport o sa deuxiéme variable sur

tout ensemble compact de Q. Si (to, ) € Q, alors il existe une unique solution de &(t) = f(t,x) passant

par (to, ¢).
2.3.3 Stabilité

L’analyse de la stabilité est facilitée lorsque nous avons a faire a une solution constante ou a une
solution nulle. Cependant, il peut arriver que ’équation dotx(t) = f(¢,z;) n’admette pas de solution
nulle ou que l'on s’intéresse plutét a une solution autre T que la solution nulle. On fait une translation

en posant y(t) = z(t) — Z(t) afin de retomber sur la solution nulle.
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Définition 15 : On dit que la solution nulle de I’équation dotx(t) = f(t,x:) est stable au sens de Lya-
punov en tg > « si pour tout € > 0, il existe 6 = §(tg,e) > 0 tel que pour tout ¢ € C et vérifiant |p| < 0,
la solution x = x(., tg, ¢) de l'équation dotx(t) = f(t,x;) existe pour tout t > to —r et satisfait l'inégalité
suvante : |x(t)| < & pour tout t > tg —r.

Sinon, on dira que la solution nulle est instable au sens de Lyapunov en tg > «.

La solution nulle de I’équation dotx(t) = f(t,x) est uniformément stable si elle est stable au sens de
Lyapunov en tout to > « et le nombre § est indépendant de to (6 = 6(g) ne dépend que de ¢).

La solution nulle de dotx(t) = f(t,z;) est asymptotiquement stable si en plus de la stabilité, il existe

do > 0 tel que |p| < 6g — tgrrioox(t) =0.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de la
dynamique de la schistosomiase
humaine avec Miracidium hybride et
Cercacae

Il a été démontré que I’hybridation entre schistosomes dans des conditions de laboratoire entraine
une hétérosis (fécondité plus élevée, temps de maturation plus rapide, spectre d’hotes intermédiaire plus
large), ayant des implications importantes sur la prévalence de la maladie, la pathologie et le traitement.
Cet article traite de 'interaction synergique entre deux souches parentales de schistosomiase et leur souche
hybride en utilisant un modele déterministe, qui incorpore plusieurs des caractéristiques biologiques et
épidémiologiques essentielles de la maladie. Notre analyse révele que le nombre de reproduction de base du
modele joue un role important pour ’éradication de la maladie. Des simulations numériques soutiennent
nos conclusions analytiques impliquent que tuer les escargots dans I'eau est efficace pour contréler la

transmission de la schistosomiase

3.1 Formulation du modele sans retard

Dans cette section, nous formulons principalement un modele mathématique pour décrire la dynamique
de transmission de la schistosomiase avec les especes parentales et la souche hybride. Selon la transmission
de Schistosoma, nous supposons que la population totale d’humains, Ny (t), est divisée en huit sous-
classes épidémiologiques qui sont sensibles S(t), humains infectés par I’espece parentale a, I,(t), humains
infectés avec une espéce parentale b, I,(t), humains infectés avec une espece hybride h, I (t), humains
infectés avec des especes a et b, I,,(t), humains infectés par les especes a et h, I, (t), humains infectés
par les especes b et h, Iy, (t) et les humains infectés avec les especes a, b et h, I (t). De méme, il

existe deux especes d’escargots a et b avec une population totale notée respectivement N, (t) et Ny(t).
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Chaque espece d’escargot est divisée en trois sous-classes épidémiologiques. Escargots sensibles d’espece
parentale a, escargots d’espece parentale a infectés par des miracidies d’especes parentales a et escargots
d’espeéces parentales a infectés par des miracidies d’especes hybrides de tailles notées S, (t), Isq(t) et
Isan(t) respectivement. Escargots sensibles d’espece parentale b, escargots d’espece parentale b infectés
par des miracidies d’especes parentales b, escargots d’especes parentales b infectés par des miracidies
d’especes hybrides de tailles notées Sp(t), Is(t) et Igpn(t) respectivement. Nous utilisons M, (t), My(t)
et My, (t) pour désigner la densité spatiale moyenne des miracidies de I’espéce parentale a, miracidies de
Pespece parentale b et miracidia de l'espece hybride h respectivement. De plus, C,(t), Cy(t) et C(t) sont
respectivement la densité spatiale moyenne des cercaires de ’espece parentale a, cercaires de 1’espece
parentale b et cercaires d’especes hybrides h. La population totale de miracidium et de cercaria est

respectivement N, (t) et N.(t).

Nous supposons que le taux de recrutement des humains sensibles, des escargots d’espece a et des
escargots d’espece b est respectivement A, A, et A,. Pour étre infecté, un humain doit étre en contact
avec une cercaire. Ainsi, les taux de contact de transmission des cercaires d’espece a, b et h & 'homme
sensible sont respectivement v,, 7, et 75, . Les taux de transmission des miracidies d’especes a, b, h aux
escargots sensibles sont respectivement \,, Ay et A\p. Le taux de mortalité naturelle des humains est u,
pour les miracidies d’especes a, b, h sont respectivement fimna, fmb, Umh, POUr les cercaires d’espece a,
b, h, le taux de mortalité naturelle est noté picq, fch, ten €t pour les escargots d’especes a et b sont
respectivement mu, et mu, respectivement. Plusieurs stratégies de controle efficaces, telles que le
traitement de la toxicomanie, I’amélioration de l’assainissement et 1’éducation sanitaire, les stratégies
intégrées sont considérées ici. Donc, le taux de traitement des humains infectés de type k. ny est le taux
de mortalité d’un humain infecté de type k induit par une maladie et wy, est le taux d’éclosion de miracidia
a partir d’ceufs excrétés par un humain infecté de type k. Le parametre p représente la proportion de
miracidies hybrides infectant les escargots d’espéce a tandis que p, et p, sont respectivement la proportion
d’ceufs des especes a et b excrétés par un humain infecté ab. Les proportions d’oeufs des espéces a, b
excrétés par un humain infecté abh sont respectivement r, et 7. g, est la proportion d’ceufs de ’espece
a excrétés par un humain infecté ah et ¢, est la proportion d’ceufs de ’espece b excrétés par un humain
infecté bh. Les escargots infectés k produisent des cercaires au taux (i et leur taux de mortalité par
maladie est §. Il y a un traitement de 1’eau pour tuer les escargots et les cercaires. dans le modele, 6
est le taux de mortalité des escargots induite par le traitement de I'eau et le parametre p est le taux de

mortalité des cercaires induite par le traitement de I’eau.

Le modele est décrit par le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :
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3.1. FORMULATION DU MODELE SANS RETARD

S=A—pS—VaCs+7Cs+7Ch) S+ auly + aply
+andy + aaplap + andan + condon + cabhdabh,

I =7aCaS — (MCh + 1Ch) 1o — (1 + o + a)la,

Iy = wCoS — (YaCa + Ch) 1o — (1 + my + ) I,

In = ChS = (YaCa + wCo) In — (1 + ni + o)1,

Tab = WOy Ia + ¥aCalp — YhChlay — (1 + Tab + Aap) Lab,
Tah = Chla + YaCaln — WwColan — (1t + Nah + can)lan,
Toh = ChIy + WCuIn — YaCalyn — (1t + Mon + wn) Ion,

Lovh = YnCrlap + WClan + YaCalpn — (1t + Navh + abn)Labh,

Ma = waIa + pawabIab + Qawahlah + rawabhlabh - /-LmaM(m
My, = wpTy + pywaplap + qowin Ton + Towabh Labh — Hamb Mo, (3.2)

My, = wpy + (1 = pa — po)wab Ly + (1 = qa)wanlan + (1 — q)wonlon
+(1 — 7o — mo)wWabhLabh — mh Mp,

Sa = Aa = A\aMaSa — PAMySa — (pta + 0a)Sa,

Lo = XaMoSa = (tta + 0o + 650) Lsas

Tsan = pPAnMnSa — (tta + 0 + Ssan)Lsan,

S = Ay — Mo MySy — (1 — p)AnMySy — (1 + 05) S,

Iy = M MypSy — (1 + 0y + 655) Ly,

Iopn = (1 — p)AMp Sy — (o + 66 + dsvn) Lson,
Oa = /BaIsa - (Hca + pa)caa
Cy = Bylsp — (tep + p)Co, (3.4)

Ch = Banlsan + Bonlson — (tten + pn)Ch,

Puisque le modele (4.1) - (3.4) surveille les populations, toutes les variables et parametres du modele
sont non négatifs. On fixe D = Rio ={z = (21,...,290) € R : 2; > 0,3 =1,...,20}. Soit f: R?® — R20
représente le c6té droit du systéme (4.1) - (3.4). La fonction f est continue et continuellement différentiable
sur R?Y. Ainsi, selon [262, Théoréme I11.10.VI], pour toute condition initiale une solution unique existe,
au moins localement. Le champ vectoriel défini par f est soit tangentiel, soit dirigé vers I'intérieur sur
0D. Par conséquent, pour toute condition initiale dans D la solution de (4.1) - (3.4) reste dans D pour

son intervalle maximal d’existence [262, Théoreéme II1.10.XVI].
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3.2 Analyse mathématique des sous modeles

Avant d’analyser le modele complet (4.1) - (3.4), il est instructif de mieux comprendre la dynamique
des modeles avec une seule souche parentale, avec seulement la souche hybride, avec deux souches paren-

tales sans hybride et le sous-modele avec une seule souche parentale et une souche hybride.

3.2.1 Le modele avec une seule chaine parentale

Le modele avec une seule souche parentale est obtenu lorsque I, = 0, I, = 0, I, = 0, Iy, = 0,
Toph =0, Mp =0, Isun =0, Iy, =0, Cp, = 0. De plus, sans nuire a la généralité, si la souche considérée
esta,onal,=0, M, =0,5,=0, Iy =0et Cp, =0. Donc, si k est a ou b, le sous-modele ou il n’y a
que la souche parentale k est donné par I’ensemble des équations différentielles ordinaires non linéaires :

S=A—puS—~vCiS + aily

Iy = wCxS — (i + ni + ) I,
My = wily — fimp My — ul M,
Sk = Mk — MeMSk — (pk + 01) Sk,

Tk = Me My Sk — (e + Ok + 1) Lo,

Cr = Brlar — (pter + pr)Cr — v71Ch,

Soit

S+l < ———— Cp L —————— ¢,
fgeit” " "+ 00 b (e + Ok

A
k) — {v ERT :S+1I, < — M <
L
where fi(15) = 4 Mk + Qs [i(2k) = Homks [(3k) = Mk + Ok + Osk €t iak) = fick + pi- Nous pouvons prouver

que la région D*) qui est 'espace de phase du modele est positivement invariant.

3.2.2 Taux de reproduction de base et équilibres

Le nombre de reproduction de base, noté Rg, est le nombre attendu de cas secondaires produits,
dans une population complétement sensible, par un individu infectieux typique [205]. Si Rg < 1, alors,
en moyenne, un individu infecté produit moins d’un nouvel individu infecté au cours de sa période in-
fectieuse, et l'infection ne peut pas se développer. A Iinverse, si Rg > 1, alors chaque individu infecté
produit en moyenne plus d’une nouvelle infection et la maladie peut envahir la population. Ce seuil est
obtenu & I’équilibre sans maladie (DFE). Le DFE est obtenu en posant I, = 0 dans toutes les équations
du systéeme modele (3.5) a I’équilibre. Ainsi, quand I = 0, on a E(()k) = (9%, It*, My", S,™, Is1,", C™) =
(SO,O,O,SS,O,O). Nous utilisons la méthode de van den Driessche [206] pour calculer le nombre de

reproduction de base. En utilisant les notations de van den Driessche et Watmough [206], pour le
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systeme (3.5), les dérivées de Fy et Vi & Iéquilibre sans maladie est donné respectivement par : Fj, =

0 0 0 Yk SO H(1k) 0 0 0
Wq 0 0 0 0 H(2k) 0 0
and Vi =
0 MSY 0 0 k 0 0  p@w O
0 0 5k 0 0 0 0 H(4k)

(k)

Le taux de reproduction de base Rok , est le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération

F,V,~'. Ainsi, pour le systeéme (3.5) nous obtenons :

k Bevkwr AeS°S)
(R(() ))4 _ k

_ (3.6)
H(1k) M(2k) (3k) M (4k)

D’apreés le théoréme de Van Den Driessche[206], nous avons les résultats suivants :

Lemme 3 : L’équilibre sans maladie Eék) du modéle (3.5) est locallement asymptotiquement stable (LAS)

st Ro < 1, et instable si Rg > 1.

Etudions & présent 'existence des équilibres du systeme (3.5). Il s’agit de résoudre le systeme :

g_ (A + agdi) e buaiy [zr) (e + Or) + Awidy]
P (aky 3k [ 2ry (ke + Or) + Awi D] + Y Be Ak wi A Iy
My, = %I,
H(2k)
G — BrNewr ATy
k — T 10
L (ak) 13k [y (e + Or) + Apwp Ig]
sk — =,
fai) e cory (pir + Or) + ApwrLi]
5 _ Ak par)
k == —
tak) (1 =+ Or) + Apwy Iy,
7 H(1k) H(2k) K (3K) F(4k) 4 ) =
I — R 1)1, =0,
( g (1) (3 M(ak) AWk + (1 + nk)Vk)\kﬁkkak[ o = 1)1k
H(1k) H(2k) H(3k) H(4k)

D’ou nous avons I, = 0 ou I =

R& — 1]. Remarquons
P (1) M(3R) H(4k) A WE + (1 + ﬁk)WMkﬁkkak[ 0~ 1l

que I, = 0 nous conduit & I’équilibre sans maladie Eék) = (SO, 0,0,S57,0, 0), o S% = A/pet SY = ukAka'

Lorsque Ij, # 0 et R > 1, nous obtenons 1’équilibre endémique Ej, = (S,I_;€7 My, Sy, I, C_'k), ou

I, = K1) (2k) F(3k) H(4k) [RE 1]
LA 1) P30 (k) MWk (1 k) Ve Ak Brwe Ay

3.2.3 Stabilité des équilibres

Intéressons nous dans cette partie a la stabilité des équilibres. Nous avons le résultat suivant concernant

la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie, ainsi que celle de I'unique équilibre endémique.
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Théoréme 10 : Les résultats suivants sont vérifiés.
1. Si ’R(()k) < 1, alors Uéquilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans D).

2. Si Rék) > 1, alors Uéquilibre sans maladie devient instable, le systeme (3.5) est uniformément

persistent et il existe au moins un équilibre endémique.

Proof 1 Considérons le résultat [?, Theorem 2.1, Theorem 2.2 ]. Soient x = (I1,, My, Lk, Cr.), y = (S, S*)
et f(z,y) = (Fr — Vi)x — Fi(z,y) + Vi(x,y). Alors

1 Cr(SY = 5)
0 4
r,y) = >0eR
f(@.y) PARM(S) = Sk) | = +
0
S
0 0 o K
w H(1k)
b 0 0 0
La matrice kale = Hek) PAe S est irréductible.
0 0 0
H(3k)
0 0 b 0
H(ak)
Par conséquent, si ng) < 1, Péquilibre sans maladie Eék) est globalement asymptotiquement stable
dans R% .
Théoréme 11 1. Si Rék) > 1, l’équilibre endémique Ey est localement asymptotiquement stable.

2. Supposons oy = 0. Si Rék) > 1 léquilibre endémique Ey est globalement asymptotiquement stable

dans D&).

Proof 2 Soit la fonction candidate de Lyapunov suivante :

‘/(k)(t) = D1+ Do+ D3 + Dy, (38)
ol
Di= —  ((S)+ (L),  Ds= ——n(My)
1_,}%0;;5* k ) 2_(,«)]6[]: k
D= ((S) + h(Ly)),  Dy= — h(Ch)
3 AkM]:SZ k k 9 4 = 6]@ k

La dérivée de léquation (4.14) le long des trajectoires (3.5) nous donne :

’ _ 1 S—S* I — Ik 1 My, —
Vi = 7075 (( )S+( Ik +wklg Mk Mk
(3.9)
1 Sk— sk—1I3y 1 Cr—
+ e ((057) Seor (B ) + g5t (%67) G
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

Soit le modéle (3.5); les relations endémique provenant de (4.15) nous donnent

(S=8") _ (ux+0r) (Sk=Sp)* _

’ _
Vi = v, C7 5" S A M7 ST S
_8 _ GkSIy Mgl Sp MiSely,  Cplsk
+ (6 S T CrS I, Mplp T Sk MiSila  Ch (3.10)

__ar JTp—IK)(S-=S8")
H(1k) SIy; ’

Ainsi, d’apres la moyenne arytmético-géométrique,

S CrS* Iy, Myl; S, M;Sily Cily,

<0

<6_S* CuSIE  MiI, S& MySi%, C,’:Isk>

Par conséquent,

e (S=S <uk+9k><5k—sz>2_ak< f)( S*)

_ _ 1) (12
ka,jS* S /\kM;:SZ Sk H(1k) Iy S

Posons

PP = {Z eDW . (S —8*)(If — Iy) > o} .

Ainsi, Vk = 0 si et seulement si S = S*, S = S}. Ceci équivaut a Iy, = I}, Iy, = I, My = M}
et C, = C}.. Le plus grand compact invariant contenu dans D& el que Vi = 0 est réduit au singleton
{E(k)}. D’aprés le Principe d’Invariance de LaSalle, E®) est globalement asymptotiquement stable dans
D®) . Done, E®) est localement asymptotiquement stable.

Si ag = 0, alors

(pr + Ox) (Sp — SZ)Q.

3 M *\ 2
Vi< ——1 (§—8%)%—
F ( ) NeMPSE S,

< _M(uc)IZS (3.11)
Par conséquent, Vk <0 a lintérieur de D*),

Remarquons que Vi, = 0 si et seulement si S = S*, Sy = Sg. Cect équivaut a I, = I}, Iy, = I,
My, = M et Cp, = Cj,.

Le plus grand compact invariant contenu dans D% tel que Vi =0 est le singleton {E(k)}, D’apres le

principe d’invariance de LaSalle, E®) est globalement asymptotiquement stable & Uintérieur de DX,

Remarque 11 : La dynamique globale du modéle (3.5) est complétement déterminée par le taux de
reproduction de base R(()k), obtenu tel que dans [206]. Nous avons ainsi montré que si Rék) < 1, alors
l’équilibre sans maladie E(()k) est asymptotiquement stable et toutes les solutions convergent vers E(()k). Si
R(()k) > 1, alors E(gk) devient instable et l'unique équilibre endémique E*, lorsqu’il existe est localement

stable et globalement asymptotiquement stable lorsque o, = 0. Dans ce cas, toutes les solutions convergent

vers E*. On se sert des fonctions de Lyapunov pour la preuve de la convergence globale.
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3.2.4 Le sous modele avec uniquement la souche hybride
Considérons a présent le sous modeéle de transmission de la schistosomiase avec uniquement la souche

hybride (obtenu en posant I, = I, = Iy = Iop = Ipp = Tooh = My = My = I4o = I, =C, = Cp, =0
dans (4.1)-(3.4)).

S=A—puS—7,CunS+anl,
I = yCwS — (+np + o) In,
My, = Wiy, — pmn My, — ul, My,

Sa - Aa - p)\thSa - (ﬂva + ea)Saa
(3.12)

Isah = p)\thSa - (,U/a + ea + 5sah)-[sah7

Sp =Ny — (1 = p)AuMpSy — (v, + 65) S,

Iagn = (1 = p)Au My Sy — (1 + Oy + 0spn) Lsons

Ch, = BanIsan + BonLsoh — (ften + pr)Ch — v10Ch,

Nous présentons quelques résultats de base, tels que I'invariance positive du systeéme, la bornitude des

solutions, l'existence d’équilibres et ’analyse de leur stabilité.
3.2.5 Positivity and boundedness of solutions

Le résultat suivant garantit que le systeme (3.12) se comporte bien biologiquement et que sa dynamique

est dans une région bornée de Rf_. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 12 Soit RS = {(z1,z2,...,25) € R® : x; > 0,7 = 1,...,8}. Alors, RS est positivement

invariant par le flow du systéme (3.12). De plus, la région,

A A A,
VERY:S+1 < — M, < St Laan € —=" S+ Ly < ——2—,
D(h) _ M Hmh Ha + 90. Uy + eb
1 Banla Bon Ay
Ch <
Heh+Ph La + ga 1y + Hb

est positivement invariant et absorbant (3.12).
Proof 3 Toutes les solutions du systéme (3.12) de conditions initiales
(5(0), I1(0), M1,(0), S4(0), Isan(0), Sp(0), Isp(0), Cx(0)) € RE

sont positives. Ainsi, pour (S(t),In(t), Mp(t), Sa(t), Lsan(t), Sp(t), Lpn(t), Cr(t)) € RS, nous obtenons
S |s=o= A+ apl, > 0, In |1,=0= 7ChS > 0, My |aty=0= wiln >0 Sa |s.=0= Aq > 0.

Toan=0= PAMpSq > 0, Sy |s,=0=Ap >0, Lsoh | 1n=0= A MpSp >0 and Ch oy =0=

Isah

ﬁahIsah + /Bbhlsbh > 0.
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

Ceci démontre que les solutions du systéme (3.12) muni de la condition initiale (S(0), I,(0), Mp(0), S4(0), Isqn(0), £
Rﬁ_ restent dans [’orthant positif.
Pour la propriété d’invariance de D™, il suffit de montrer que le champ vectoriel, & la frontiére,

ne pointe pas vers Uextérieur. L’ajout des premiére et deurieme équations du systéme de modele (3.12)

donne sur la frontiére de DM :

d(S+1
% = A—pS—(p+n)lnlgys,—a
1 S+Ih,:ﬁ H
< A= p(S+I)lsyg,—a =0
De méme, nous avons
dM;,
< widh = prmnMn|pg, - _ae
dt M, = Aw .
VT wkm,
< Wh% _'umth|Mh:u£wh - 0’

d(Sa + Isah)
dt

= Aa - (/J/a + ea)(Sa + Isah) - 5sahlsah‘sa+1

h=a—
__Ag sah = 4o,
Satloan=p e

< Aa - (,LLa + aa)(sa + Isah)|sa+jsah=”aAfa9a = 07
d(Sy + I
dSs + Lovn) = Ap— (o + 0p)(Sp + Lspn) — dsonls

bh| __ My
dt Sb+lsbh:ltbA‘f9b SotLoon= 30,
< Ao — (o +06)(So + Loon)l g, oy, — A = 0,
Hp b
et
d(Ch) BanMa Bon b
— (fen + C =r = 07
At |o_y = Hat0a 6 (ben + p1)Cilc,

N 1 ( BanAa Bon Ay >
our= + .
Heh + Ph Ha + 90, Hb + eb

Par conséquent, toutes les solutions démarrant dans D™ y démeurreront pour t > 0.

Démontrons Uattractivité des solutions du systéme (3.12). D’aprés les équations du systéme (3.12),

d I
nous avons % <A—pu(S+1). Do,

lim sup(S + 1) (¢t) <

t—o0

=

Similarly,

A
lim sup M (t) < d ,
t—00 Hlmh

A
lim sup(S, + Isan)(t) < ‘_,
Hoop( h)( ) la + 0,

Ay
lim sup(Sy + Lpn ) (t) <
t—>oop( ’ ) (1) oy + Oy

and

1 " A
lim sup C (t) < (6 nla | Bonhs )
t—o00 Heh + Ph Ha + aa Hb + ob
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Donc, DM est attractif. Ainsi, toute solution du systéme (3.12) entrera dans D). Ceci achéve la

preuve.

3.2.6 Analyse de la stabilité de 1’équilibre sans maladie

Le modele (3.12) admet un équilibre sans maladie donné par

Eg = (S*7Sa*7sb*a[h*7Mh*alsah*alsbh*ch*> = (SO7SS,S£,O7O,O,0,O> s

Ao et SY = A

Mo + 6)a b oy + 91,
Watmough [206], posons x = (I, My, Isan, Ison, Cr), le compartiment des infectieux, et y = (S, S, Sp),

A
o SV =—, 89 = . En vue de I'utilisation de la méthode de Van den Driessche et

celui des non infectés. Le systéme s’écrit alors

&= Fn(z,y) — Val,y),

MmCrS (YaCla + p(iny)n
wiIn Hezn)y Mn
ol -Fh(xa y) = p)\thSa ; Vh('ray> = /1'(3ah)-[sah
(1 = p)A\n My Sy t3bh) Lson
BanIsan + Bonlson tan)Ch
En gardant les notations de Van den Driessche et Watmough [206],
SO
0 0 0 0o
w H(an)
L 0 0 0 0
HK(1n) o
AnS
FVi=] 0 P2h%a 0 0 0
H(2n) 0
1—p)A
o UM, 0 0
HK(2n)
0 0 Bah Bon 0

H(3ah)  H(3bh)
Le taux de reproduction de base est Réh), obtenu en calculant le rayon spectral de la matrice de la

prochaine génération F3,V, ' du systeme (3.12). Nous obtenons

(Réh))4 — YrwhAnBanS°S2 - Yrhwn A Bon SO Sy

H(1n)H(2h) K (3ah) H(4h) H(1n) K (2h) H(3bh) K (4h) '

(3.13)

D’apres le résultat de Van Den Driessche et Watmough [206], nous avons le résultat suivant.

Théoréme 13 : Considérons le systéme (3.12). L’équilibre sans maladie E(()h) est localement asymptoti-

quement stable si R((Jh) < 1 et instable si Réh) > 1.

Démontrons a présent que 1’équilibre sans maladie Eéh) est globalement asymptotiquement stable

dans D™ si R(()h) < 1 et instable pour Réh) > 1.

Théoréme 14 : Considérons le systéme (3.12).
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

1. Si R(()h) < 1, alors léquilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans D).

2. Si R(()h) > 1, alors l’équilibre sans maladie est instable.

Proof 4 Utilisons le résultat [?, Théoréme 2.1, Théoréme 2.2 |. Rassurons nous que le systéme vérifie les
hypothéses du théoréme. L’ensemble D™ est un compact de Rf_, positivement invariant par les solutions

du systéme (3.12). De plus, le compartiment des malades x et celui des non infectés y vérifient :

T = ]:k(x7y) - Vk(xvy)a

et

v =g(,y),

ot la fonction g est définie par

A—puS =, CpS + anlp
g(azy) = Aa _p)‘thSa - (,Ua + oa)Sa
Ay — (1 = p)AMp Sy — (s + 65)Sp

Le systéme sans maladie § = g(0,y) a un unique équilibre yo = (%, uAfG , #bﬁfeb) qui est globalement

stable dans R?..

Soit f(z,y) = (Fn — Vo) — Fu(x,y) + Vr(z,y). Nous obtenons

Y Cr(S° = 9)
0
flz,y) = pARM (S0 — S,) >0 in R‘j_ et f(z,y0) =0 in DM De plus, Fy, >0, Vj, >0
(1 —p)Ap My (S) — Sb)
0
0 0 0 0o S
H(1h)
—h 0 0 0 0
H(2n) S
and Vhleh = 0 W 0 0 0 est irréductible.
0 (1_P)>\hsb 0 0 0
H(3bh)
0 0 Ban Bon 0
H(4n) H(an)

Ainsi, toutes les hypothéses de [T, Théoréme 2.2 | sont satisfaites. D ot le résultat.
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3.2.7 Existence et stabilité de I’équilibre endémique

Les équilibres endémiques du systeéme (3.12) sont obtenus en résolvant le systéme :

S _ HanyA
ptriny+(+nn) 70 Ch

I; _ YA
v pit(iny +(p+nn) v Ch

Ch

A
M _ WhYh C
h Ry Fo(am T (A 10) 2y 7R Ch = P

S _ Aappriny iz (10l TR Ao Ch
@ (Ha+0a) ppb(1n) (2n) +((ua+9a)(#+nh,)#(zh) Th +p>\hwhth)Ch,

_ Apppriny tczn) +(B+nn) Hn) YR A Ch (3.14)
Sy = .
(o +00) iyt 2my + (s +05) (1m) 2y Ya+(1—P) Anwnyn A ) Ch

Tan = PALWR YR AN C

sa (Ba+0a) 1810y B2y i 3an) Frzan) ((BaT0a) (L+H1m) t2m) Yh+PARwWR YR A ) Ch
Ion = (I=p)Anwn v AACh

s (1o +00) iyt (2m) abhy Hun) ( (o +00) (Lt1m) 11 (2m) Yh+(1—P)AnwnYn A ) Ch
C), — PBanAnwhYn AN Ch

(Ba+0a) 181811y B2y (3an) H(an) Hian) iian) ((a+0a) (w40 izn) Y +PAnwh h A) Ch

+ (1=p)Bon AnwnYn AALCh
(16H00) AL (1) 1 (20) (360 (an) Fison) tean) ((6+H08) (1m) 2y Ya+(1—P) AnwhYn A ) Ch

La derniere équation du systéme (3.14) nous donne

C, = PBan AW Y AN Ch
! (ua+9a)Mu(lh)u(zh)u(aah>u(4h)+M<3ah)lt<4n)((ua+9a)(M-H?n)M(zh)’Yh+p/\hwmm/\)cn
(3.15)
(1—p) Born Anwr Y AALC
(16+H00) (1) 1 (20) (360 B(an) Fiaon) Bean) ((6+H0) (Fmm) thany Yh+(1—p) Apwn 1 A) Ch*
Ceci équivaut a
C; <d320*2 + (d22 — dgl)CZ + dig — dn) =0, (316)
olt di1 = pupaquny i) an) MowWnYa A (PBanNa(ta + 0a)izon) + (1 — ) Bon Ay (1o + 0b) th(3an)) »
dia = (ppcinytigzn) Hocan)) 2 tzan) o) (ta + 0a) (1 + O5)
dyr = (4 nn)en nwn () > ApBana (s + ) ey + (1 — p)Bon s (tta + 0a)ii(3an))
+ p(1—p) CnwrnA)? (pBanNaticsony + (1 — ) BonAviiczan))
daa = 2ppan) (en) an)) 2 an) o) (Ha + 0a) (1 + 0b) (1t 4 01) 10
+ R (2R (3ah) H(3bh) H(an) AeWr YR APty 4+ 0a) + (1 — p) (e + b))
dzz = iy (Ha + 0a)tzan) (o + Ob)1(aon) tan) (1 + 1),
+ pn)izan) Kb an) (14 ) Anwr Vi Ao (P(tta + 0a) + (1 — p) (s + 05))
+ (1 = p)i(zan) zon) ean) Anwnya ).
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

Toutes ces constantes sont positives. L’équation (3.16) implique
C;; =0 or d320*2 + (dzz - dgl)CZ + d12 - dll =0.

Remarquons que C} = 0 conduit & 1’équilibre sans maladie E((,h). Pour obtenir 1’équilibre endémique,

on résout ’équation

d32C*? + (doy — d21)C5 4 dygy — dyy = 0.

Cecinousdonne dijs —dy; = Kp(1 — (R(()h))4)7 olt K, = (pp(1n) t(2n) fi(an))* H(3ah) t(3bh) (tta+0a) (n+
0p).

BahAhWh'YhAAa ) <(1 — p)/\hwh’yh/\ >
doo — d = K. 1-—p + +
2 2 2 ( (1R E(2h) E(3ah) H(ah) (Ha + 0a) (o + 6p) peamy (1 1) T
Bon Anwn Y ANy PARWRYRA 7
+Kh<1—(1—p> + pzmy (1 + 1) v
2 (LR H(2h) H(3bh) H(an) (16 + Ob) (Ha + 0a) (o

avec Kap, = K (1h) H(2R) (.u(4h))2,u(3ah),u(36h) (tta + 0a) (116 + 0p).
— Si Réh) > 1, dis — di1 < 0, alors d’apres la regle de Descartes, le polynéme admet au moins une

racine positive

—(dag — do1) + VA3 S

O = 2d3

0,

ot Ag = (daz — dn)? — 4K (1 — (RSV)).

— Si Réh) <1,di2—dy1 > 0et dog —da > 0, alors d’apres la regle de Descartes, le polynéme n’admet
pas de racine positive.

Par conséquent, le systeme (3.12) admet un unique équilibre endémique F, si et seulement si R(()h) > 1.

Pour ce qui est de la stabilité de ’équilibre endémique, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 15 : Considérons le systéme (3.12).

1. Si R(()h) > 1, l’équilibre endémique Ey,, est localement asymptotiquement stable.
2. Siap =0 et ’R(()h) > 1, l’équilibre endémique E} est globalement asymptotiquement stable dans

ION

Z
Z*

Proof 5 Soit h(Z) = Z — Z* — Z*In (4 ), we have V' (Z) = (Zfz*> a

Soit la fonction

‘/(h)(t) =D1+4+ Dy + D3+ Dy + Ds, (317)
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Dy =

D =

Dy =

Ds =

= s (B(S) + h(1)).

h(My),

whl*

Ban
H(3ah)(an)C

(h(Sa) + h(Isah)) )

Boh
H(3bh) M (an)Ch

h(Ch)

(h(Sb) + h(Ison)) s

lt(zm)C

La dérivée de l'équation (3.17) le long des trajectoires du systéme (3.12) donne

Viny =

1 5-5% ¢
e ((57) 9+

M
(P57 ) A

Ihflh 1
(7)) + s

Bah Sa— sah— I.su.h 7
+ H(3ah)B(an)Ch (( ) S + ( Isan Lsan

Boh Sp— Sb sbh I\ 7 1 Ch=Cp\ /
+ H(3bh) H(an) CJp (( Sh S + sbh Lson ) + Ban)Ch Ch Ch-

(3.18)

En substituant les équations du systéme (3.12) et les relations a l’équilibre (7?) dans (3.18), nous

N o w (8=8%* §* | Chn _ _om _ St _ CunSIy 1,
avons Dy = Ci5* S g T Cr T mam 1- 1* =5 Cr 51, "’ 2
Y — In _ Mpln M,
D; = I = M,I; T My +1
_ Ban(patba) (Sa—52)7 Bah * My _ Sa _ MrSill,n, _ ILan
Ds == mnancs B taamorlan 31 — 50 ~ Misite — Ty T2
__Ben(upt6)  (Sp—Sp)? Bon * My _ Sy MpSelh, I
Dy = H(3bh)H(an)Ch Sp + tan)Cf I"‘bh My Sy My Sy Isvn I, +2
: Crls Bon I Chrlson C
Dr = ﬂah*l* I.iah_ *ah_i 1 _I* son _ Sndson w4 g
5 tqan)Cpy “sah \ 17, C’Llsah + + t(an)Cp, 7 s0h \ I7y Crlly, (e T
- * * _ /3a Boh * — 7 oYy
On sait que Banly,), + Bondy, = tan)Cr, so T CF I iiam O I, = 1. Dot
Vv p (8=87)? Ban(pat0a) (Sa=S2)* _  Bon(up+0s) (So—Si)?
(h) Y CrS* S H(3ah)H(an)Ch Sa (3bh)H(an)Ch Shp
—an (1 _In)(q_ 8
K(1n) Iy S
Bah * 6 _ i* _ ChSI;; _ M;:Ih _ i; _ MpSa Iaah Ch sah
[L(4h>c;i sah S C;S*Ih MhI;; Sa M;Salgah Ch[:.ah,
b+ (g S5 CnSLy Mpln  Sp  MaSely,  Chlsin
u(4h)C;§ sbh S C;S*Ih MhIZ Sy M;S;;Isbh ChI;bh
L’utilisation de l’inégalité w < Yaias - --a, poura; >0,1=1,...,n donne
* * * * * [
<6 i 7 CrSI; B MpIy B i MpSeI:,, _ cr mh) <0
b
S Crs*Iy,  Mplp S, MpSilin Cuhll,,
et
* * * * * *
(6— i _ CrSI; _ M1y, _ i _ My Syl _ C;Jsbh) <0
S C;;S*Ih Mhl;: Sp M;;S;.Isbh ChI:bh -
Par conséquent,
v < __u (5=5%)%  Ban(pata) (Sa=Si)>  Ben(up+6y) (Se—S;)?
(h) = Y CfS* S H(3ah)B(an)Ch Sa H(3bh)H(an)Ch Sy

H(1h) Iy S )

Posons DM = {ZeDW :(S-5")1

Sa =55, Sp
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= 0 si et seulement si S =

(3.19)

S,

=S5y Ceci est équivalent a I, = I}, Isqn = I, My = M}, I = 1%, et C, = C}. Le plus
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

grand ensemble invariant contenu dans DM tel que V('h) = 0 est le singleton {E(h)}. D’aprés le principe
d’invariance de LaSalle, {E(h)} est globalement asymptotiquement stable dans D). Ainsi, {E(h)} est

localement asymptotiquement stable.

Si ap =0, alors

o (S=52  Ban(pa +0a) (Sa—S3)*  Bonlus +6) (S —Si)?
mCrS* S H(3an) th(an)Ch Sa K(3bh)M(an)Cry Sh

Vi < = (3.20)

Nous obtenons V(h) < 0 & Uintérieur de D™ . D’autre part, V(h) = 0 si et seulement si S = S*,

Sa =5, Sy =5y, ce qui équivaut a Iy, = I}, Isan = I, LToon = Ly, My = My et Cp = C}.

Donc le plus grand ensemble invariant contenu dans D™ tel que V(.h) = 0 est le singleton {E(h)}.

D’aprés le principe d’invariance de LaSalle, {E(h)} est globalement asymptotiquement stable dans D).

Remarque 12 Dans cette section, une analyse mathématique est effectuée pour la schistosomiase modele
avec uniquement la souche hybride. La dynamique globale du modéle est complétement déterminée par
un nombre de reproduction de base Rg. Plus précisément, nous avons prouvé que si Ro < 1, alors
[’équilibre sans maladie Eéh) est asymptotiquement stable et toutes les solutions dans la région des pos-
sibles convergent vers E(()h), St Ro > 1, alors Ey, devient instable, et un équilibre endémique unique Ej,
existe et est asymptotiquement stable. Dans ce cas, toutes les solutions a l’intérieur de la région des
possibles convergent vers Ey. Les preuves de convergence globale utilisent la méthode des fonctions de

Lyapunov.

3.2.8 Analyse du taux de reproduction de base R((]h)

Le taux de reproduction de base R(()h) est une fonction de p. D’autre part, la dérivée de R(()h) par

rapport a p donne

oRM

_ 1 Yhwr ARS?(BanSS — BonSy)
dp 4

h
H(1h) H(2h) B (3ah) H(4h) (R(() ))

W

Ainsi, Réh) est une fonction croissante de p si 3,59 > Bthl?.
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3.2.9 Le sous modele avec deux souches parentales mais sans hybridation

Considérons & présent le sous modele avec deux souches parentales et sans hybridation (obtenu en
posant I, = Iy, = Ipp, = Lypn = My, = Isan, = Ispn = Cp, = 0 in (4)), donné par
S=A—pS—(v%CatCs) S+ aals + apy + aaplap,

I =9aCaS = Chla — (14 Na + o),
Iy = %CyS — vaCaly — (1 + my + o) I,

jab = ’YbObIa + ’YaOaIb - (,u + Nab + O‘ab)lab»

My = walq + pawablab — tmaMa,

Mb = wblb +pbwab1ab - M7,,[,Mb7
(3.21)

S(L = Aa - AaMaSa - (,ua + 0(1)Saa

jsa = A(/LJ\IaSa - (,LLa + aa + 55(1)](9&3
Sy = Ay — \e My Sy — (s + 05)Sh,

Iy = MNyMySy — (pp + Oy + 6sp) Lsp,

C"a - 6(1]5(1 - (,uca + pa)caa

Cy = By, — (pep + pp)Ch,

Nous faisons '’hypothese additionnelle suivante :
Hypothese 1 p, +p, = 1.

En fait, un individu simultanément infecté par deux souches a et b ne produira que soit les miracidies de

la souche a, soit ceux de la souche b. Soit le domaine suivant :

A
(Sv SaaSbaIa7Mavjsaaca»IvabaIsbaCb) € RE ) + Ia + Ib + Iab S ;7
A A,
D(a’b) = Ma + Mb S d ) Sa +Isa S ) Sb +Ib S 717»
L 1 Ha + 0o o + Oy

A, A,
C.+Cp< L + .
P e (Na+0a NbJr@b)

Il est aisé de vérifier que le domaine D(*?) est positivement invariant (il est suffisant d’étudier la

dynamique du systéme (3.21) dans D(@?)).
Lemme 4 Les résultats suivants sont vrais pour le systéme (3.21).

1. Un unique équilibre sans maladie existe toujours sans condition.

2. Un équilibre frontalier existe avec la présence de l'unique souche a si et seulement si R(()a) > 1.
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

3. Un équilibre frontalier existe avec la présence de l'unique souche b si et seulement si Réb) > 1.

Proof 6 Les équilibres du systéme (3.21) sont obtenu en résolvant le systéme suivant :

_ YaCaS
C (et ad) F G
7 CpS
I, =
(41 + ap) +7aCa
1= awCaChS ( 1 N 1 )
O b+ ap \ (0 + @a) +Cs (it + @) + 7aCla
c,S WaVa wWab Ol
M, = ( 7 + —Datab b f(ca,cw)
Hma (/’6 +Na + aa) + ’chb W+ Nap + Qap
CyS abCa
M, = = ( o o f(C, cw)
Pmb \ (e + 1M+ @) +7.Ca 1+ Nap + ap
AMLS, (3.22)
Isa = K
/"La + Ga Jr 55(1
/BU,AG/MG.SG/
C, =
(Ma + 0, + 68@)(/”’0(1 + Pa)
Ao My, Sy,
Ijp=——7F7——
o + 0y + 0sp
_ Bp Ao MpSy
(o + Op 4 6sp) (ke + po)
A— /JS - (,Yaca + ’chb) S + aaIa + Oéblb + aablab = O)
A(L - A0‘]\4(1,5‘(1 - (,ua + aa)S(L = Oa
Ay — N MpSy — (Nb + Gb)Sb =0,
o
1 1
C,, Chy) = + .
# b) (+10+ ) +mCh  (k+m+ ay) +7.Ca
Ainsi,
i BaAaSSa WaYa PaWa C
Ca= Hma(ttat0a+dsa)(eatpa) ((u+na+aa)+'yb0b + u+nab:-ababf(c‘“ Cb)) Ca (3.23)
— BoApSS Wh Y PowabCa ’
Co = oG 00 520) Gir T ) ((u+nb+obzb§+%0a + i £ (Cas Cb)) Cp.-
Soit E* un équilibre du systéme (3.21). Posons
* _ BrAS™ S, w Prwab Cl * *
Ru(E") = Mmk(ltk+§ki5sk)lzltck+pk) ((H-&-'flk-‘rgz,;-‘r’nc’l* + u-‘:flab:-(;abf(cl ’Ck)> : (3.24)

Les équations (3.23) conduisent a 4 cas de figure :
Cr=0 Ruw(E*) = 1 cr =0 Rap(E*) =1
or or or
Cy =0 Cy =0 Rpa(E*) = 1 Rpa(E*) =1
Les second et troisiéme cas sont symétriques et nous font penser au cas de l’équilibre endémique pour

le modéle d’une seule souche parentale (3.5). Ainsi, les 8 premiers cas nous font voir que le systéme (3.21)
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admet un équilibre sans maladie E?a pyr U unique équilibre endémique frontalier E?a p) avec uniquement
la souche a si et seulement si R(()a) > 1, et un unique équilibre endémique frontalier Eé’a p) QEC la souche

b si et seulement si R(()b) >1.

3.2.10 Stabilité des équilibres frontaliers

Etudions dans cette partie la stabilité des équilibres frontaliers. En utilisant la méthode de Van Den

Driessche et Watmough (voir [206]), le taux de reproduction de base du systeéme (3.21) est donnée par
RE = maz (R, RY) (3.25)
ol ’R(()k), k € {a,b} est donné par (3.6).

Remarque 13 : Remarquons que Rab(E?a’b)) = Rga) Ripa(E? b)) = Réb). De plus, d’aprés le théoréme

(a,

[?, Theorem 2], I’équilibre sans maladie du systéme (3.21), E?a p) €st localement asymptotiquement stable

si R(()a’b) < 1 et instable si Réa’b) > 1.

Théoréme 16 Soient (k,l) € {a,b}, k # 1. L’équilibre frontalier Eé“mb) = (Sk*, Shkx Skx Tk MF IR CE* 0, 0,0,0)

(a,b)

est localement asymptotiquement stable dans D si et seulement si

1
R <

14 (=i 4 1) poud v G
L0F 0D o, (5ab)
kx Qk
A By ST ST

s )
ou R, = .
k 00 @0 ary (D

Proof 7 Posons X = (Sy,5,Sa, Loy Mo, Lsa, Ca, Lo, In, My, sy, Ch).
Nous avons nga’b) = (Sf*, Skx Sk= Ik, Mf*, I, CF*,0,0,0,0,0) = (Sf*, E®*,0,0,0,0,0).

Soit ‘7((53)) la matrice jacobienne du systéme a l’équilibre endémique E?a b j(k) = < A Ap >,

(a,b) 0 A22
—u® 0 0 0 0 0 0
o - o0 o 0 0  —y.8*
0 o —u? 0 —nSE o 0 0
Ap = 0 WG 0 —pth 0 0 wS* | =Ty
0 0 0 we  —pR) 0 0
0 0  MNM; 0 MeSp —pBR 0
0 0 0 0 0 B —p\
o —u(g) est une valeur propre négative de Ai1. La stabilité de A1y est donc réduite a celle de la
matrice
—uff) 0 oy, 0 0 —S*
0 —nSE 0 0
wo— | wC 0 =0 0 VS*
11 — _ ., (2k)
0 0 Wik I 0 0
0 MM 0 MeSp —uBR 0
0 0 0 0 B —pth
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3.2. ANALYSE MATHEMATIQUE DES SOUS MODELES

La matrice A}, est la jacobienne du systéme (3.5) au point E®) et elle est localement asymptotique-

ment stable si Rék) > 1. Ainsi, lorsque Rék) > 1, J, est stable.
—Wsar) VRO 0 0 Y IF
o -4 0 0 ISk
Az = PiWab we =y 0 0 ;U = pA e+ o+ RO, p) =
0 0 )\lSlk* _N(Sl) 0
0 0 0 B —H(ai)
[+ Nab + Qab, 21y = Hmis B31y = e+ 00+ dst, pary = pe + pr-
La matrice Aso est de Metzler et peut se mettre sous la forme bloc suivante Asg = é g .
eD 0 r
Remarquons que D — CA™'B = )\lSlk* 7#(31) 0 , avec
0 B — it
_wnS* | pwas ik CEESY | pwa el
I'= (11) (1) (5ab)
S pu(3ab) ¢ p®
Le polynéme caractéristique est
B = = (O + 1)+ 1)1+ u@0) — TABSE )
qui se mete sous la forme
P(\) = —(D3X\3 + DoA? + DA + Dy), (3.26)
ot
D;=1
21 4
Dy = p® + ) 4 (527)

Dy = ufi)u“” +4;lﬁi2”ui4l) + 30 {0
2 *
Dy = /Li ),u(?’l)ui ) MBSk

D’apres le critére de Routh Hurwitz, l’équilibre frontalier Eéfa p) €5t localement asymptotiquement stable

si et seulement si Do > 0, Dy > 0 et DyDy > DgDs3. Les conditions Dy > 0, Do D1 > DgD3 et Dy > 0

)\IIBIFS;

conduisent o W

< 1, qui est équivalent a

N Brwry ST Sf PNBwa RO SFSF piNBiwapye I SF
) (2 a ) (2 N 2 a) -
/J”(k )#i )M(?’l)ui ) Ni )ui )u(Sl)ui )N(aab) u& )u(3l)u>(k )#(oab)

Ainsi, \7((:3)) est stable si et seulement si Rg) < ! i) Pt
’ 14 ( 1 n 1 ) At wWap kO
ECIEED wo(5ab)

3.2.11 Stabilité globale de 1’équilibre sans maladie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat de stabilité globale asymptotique pour les systemes
différentielles autonomes [?, ?].

Posons X = (S, Sy, Sy, I, My, Ik, Cr) et Y = (Ip, Iy, My, Iy, Cy)
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Le systeéme (3.21) peut se mettra sous la forme

{ X = A(X,Y)X + Aip(X, Y)Y (328)
Y = Ay(X, Y)Y '
—pB) . Oy, 0 0 Yily
0 — (1D 0 0 S
otds=| pwa w  —u® 0 0 ,and 1% = i+ gy + gy, p1D = g4+
0 0 NS —pBh 0
0 0 0 B —p)

ap +wCk, p®Y = i, p® =y + 01+ 61, ) = per + pr.

Proposition 4 Le systéme (3.21) est asymptotiquement autonome avec pour systéme limite (3.5) uni-

1
quement avec la souche k si et seulement si ’R,(kl) < -
14 PiwapVkCo | Piwab il
u(5ab) H(5ab)wl
—pu®®) 5, Cy 0 0 7,8
o "™ o 0 7bS©®
Proof 8 : Soit la matrice M donnée par : M = PiWab wy —uéﬂ) 0 0 , Ol
0 0 ASO B o
0 0 0 B —ug

Mgu) =+ np + Qp, Mgm) = lmb, po(4l) = picy + po-
La matrice M est telle que Y < MY . M est une matrice de Metzler de forme boc M = < é IB; )

—ui’ 0 r
De méme, D — CA™'B = )\151(0) —p3h 0
0 B _,u(()4l)
o wSY pwannS©9C | pwarnS©
Soit I' = =5 D (5ab (5ab)
Ho pry  p®ab) H

Le polynome caractéristique de cette matrice est donné par :

P)\) = - (()\ + /iff”)()x + uBY (A + u(()4l)) - )\lﬁbFSl(O)), ou encore
P,(\) = —(D3A\* + Da)® + D1 A2 + Dy), (3.29)

avec
Dy=1

Dy — 2D 4,6 4,60
2 /’[’O 1% I’I’O (4[) (330)

21 21 41
Dy = uézl)u“”’ +4§cé TSRO
Dy = i p@Opg" = BT SP.

Puisque Dy > 0, Dy > 0 et Do Dy > DoDs3, nous pouvons conclure par le critere de Routh Hurwitz
que les racines du polynome ((D3A4 + DX+ DA+ DO)) sont toutes a partie réelle négative.

Les conditions Dy > 0, DaD1 > DgDs et Dy > 0 impliquent

wnNBSY SO Pwa Tk NBISYSOCy  prwaryiiBiSP SO

331)
11 21 < 41 11 21 41 21 < 41 (
s S O S M O e 0 psaby B a0 (0 (sab)
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Posons
W wmNBSs©
R’ = (1 20 (ary,,4) (3.32)
Ho “fo ~HYHo
L’équation (3.81) est équivalente a RV < 1 -
1+Pzwamk00+Pl‘“ab“o
L (5ab) L (5ab) )
Ainsi, Y (t) = 0 lorsque t — oo. D’ou

est le systéme limite lorsque t — oo du systéme (3.28). Le systéme (3.33) provient de (3.5) ot on a

rajouté I’équation Y = 0.

Les solutions du systeéme (3.21) approchent 1’équilibre asymptotiquement stable du systéme (3.5) avec
uniquement la souche k, de sorte que les solutions convergent vers (E2,0,0,0,0,0) = E?a b) si Rék) <1

et vers (E*,0,0,0,0,0) = Ef, , if R > 1.

Théoreéme 17 L’équilibre sans maladie est asymptotiquement stable dans D(®b)

a 1
1. si R\ <1 et RY < R
1+ pbwab7a00 PoWab g
M(Sab) ﬂ(Sab)wb
1
2. s1 Réb) <let RSfI) < -
1 + pawab’ybCO pawabﬂo
M(Sab) N(Sab)wa

De plus, ’équilibre frontalier E?a by €st localement asymptotiquement stable dans D(*?) si Rga) >1 et

1
.
PowabYaCo pbwabﬂél)

M(Sab) /L(5ab)Wb

RY <

1+

L’équilibre frontalier Ef’mb) iest localement asymptotiquement stable dans D(*?) s; ’R(()b) > 1 et Ria) <

1
pawab’ybco pawabﬂ(()la)

‘u(5ab) M(Sab)wa

1+

by Sas Lsas Sby Lsp, Ca, Cp) du systéme

I
—~
Rl
S’\u
S
Q’Nl
<
5

Remarque 14 L’équilibre de coezistence Eyy

(3.21) est obtenu lorsque

*)
Rab(E ) - 4
Rea(E*) =1
Ce résultat sera présenté numériquement.
Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA 59 Doctorat PhD
Département de Mathématiques Département de Mathématiques
Faculté des Sciences Faculté des Sciences

Université de Yaoundé I, Cameroun Université de Yaoundé I, Cameroun



CHAPITRE 3. MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA DYNAMIQUE
DE LA SCHISTOSOMIASE HUMAINE AVEC MIRACIDIUM HYBRIDE
ET CERCACAE

3.2.12 Le sous modele avec une souche parental et la souche hybride

Soit (k,1) € {a,b},k # . Le sous modele avec la souche parentale k et la souche hybride est donné

par :
S=AN—puS—(Cr~+vCr) S+ arly + anly + agnlyn,

I = CkS — Ch I — (1 + ni + o) I,

In = ChS — WCiIn — (1 +mn + an)In,

Ten = CnIi + YeCrdn — (1 + Mn + cn) Iun,

My, = wieli, + quwinTen — kM,

My, = wph + anwinden — fomn M,

Sk = A — A\e My S — pAn My Sk — (i + 01) Sk, (3.34)
T = Me My Sy, — (i + Or + Ssk) Lok,

Toen = pAnMySk — (i + Ok + Ssn) Lskn,

S =AM — (L= p) A MpS; — (i + 61)Si,

Ian = (L= p)AMpS; — (i + 61 + 6s1n) Lsin,

Cr = Brlek — (fter + pr)Ch,

Ch = BrnIskn + BinIsin — (tien + pr)Ch.

Faisons I'hypothese additionnelle suivante : qx + qn = 1.

Il est possible de prouver que le domaine

A Aw A
VeRP: S+ I+ In+ I < — M+ M, < ——,Sp 4 L + Lopn < E_
plkh) H Hom pr + Ok

A[ B ( Aa Ab >
Si+Ian < ——,Cp +Cp < — +
! th w +0; k 4 He \ Ha + 04 Hb + 0y

est le domaine d’étude du systéme (3.34) et est positivement invariant.
L’analyse du systéme (3.34) est similaire & celle de (3.21). Par conséquent, les résultats de cette partie,
ainsi que les démonstrations sont également similaires et peuvent étre déduits aisément.

Posons E* = (%, S5, 8¢, I, I, I, My, Myt T2, I I, C, ) un équilibre de (3.34). Soit

ApS*S; Cr
Run(B7) = DN BE (D S0l pcy (3.35)
@k F gy Far) \ P(1k) H(5kh)
et
ApS* WS 1- Sy cr
Ry (B7) = —2" (pﬂ hSg +( P)Bon b) Wif}/h 4 G o oy ) (3.36)
FanyPan)y \ H(3ah) H(3bh) H(1n) H(5kh)

O fufyyy = phtm+ar+7Cpy fisin) = Btkn + ks fi(2k) = Hmk, (3k) = Kk + 0k +0sk, figar) = Hek =+ Pk,

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA 60 Doctorat PhD
Département de Mathématiques Département de Mathématiques
Faculté des Sciences Faculté des Sciences
Université de Yaoundé I, Cameroun Université de Yaoundé I, Cameroun



3.3. ANALYSE DU MODELE COMPLET

'u>(k1h) =ptnyt+ap+ chllj*’ H(2h) = Hmhs H(3ah) = Ha + o + dsan,
H3bh) = fo + Op + dsbn, Hean) = teh + Ph-

Ainsi, E* est solution du systeme

{ Ci = Rin(E*)CY, (3.37)

Cy = Rue(E*)C5.
Lemme 5 Considérons le systeme (3.34).
i . . . p o _ (A _A A
— L’équilibre sans maladie existe toujours et est donné par E(k’h) = (ﬁ’ ukaek’ Tt 0,0,0,0,0,0,0,0,0, O).
— 1l existe un unique équilibre Eélk = (Eh, 0,0,0, 0) avec uniquement la souche hybride h si ’R(()h) >
1.
— 1l existe un unique équilibre Eévk = (Ek, 0,0,0,0,0, O) avec uniquement la souche parentale k si

R(()k) > 1.

Le tauz de reproduction de base R(()k’h) de (3.34) est donné par
T\’,(()k’h) = max (T\’,(()k), Réh)> .
Le théoreme qui suit traite de la stabilité des équilibres.

Théoreme 18 Considérons le modéle (3.34).
— L’équilibre sans maladie E?k,h) est localement asymptotiquement stable si ’R(()k’h) < 1 et instable si
R(()k’h) > 1.
— L’équilibre frontalier Eé“k’h) est localement asymptotiquement stable dans DF") s R,(ch) <1, et
instable si R,&h) > 1, ou

h )
Ry = Rin(Efny)-

(kh)

— L’équilibre frontalier Eglk,h) est localement asymptotiquement stable dans D si et seulement si

R,(lk) < 1 et instable si R;lk) > 1, avec

k
R = Ru(Ef 1))

3.3 Analyse du modele complet

Dans cette partie, nous analyserons le systéme complet (4.1)-(3.4). Posons z = (Cy, Cy, Cy,) ; alors

1 1 1
ha z) = ) h R) = 9 h z) = ’
) 11 + 4, Cy 4+ 1 Ch +(2) 1) +~4,Cq + 1 Ch w() ph) + 3Gy + 7. C,
han(2) =~ (hal2) 4 (). han(2) = g (ha(2) + i (2))
ablZ) = alZ zZ)), ah\Z2) = alZ zZ)),

b p(5ab) 4 O, b 4 uah) 4~ G, "
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1
(lt(5ab)+"mch + 4(5“h)+"/bcb) ha(z

hon(z) = m (ho(2) + hn(2)),  habn(2) = M(;bh) i Msab)fmlch (obh)ﬂ o ):b z
W £y T <5bh>+v Ca ) n(2)
et
fa(?) = et S oy La (), (3.38)
et
Lo(2) = waha(2) + payowasColab(2) + qa¥nwar Crhan (2) + ra Yo ¥nWabh CoChbapn (2).
De méme,
folz) = ﬂmb(ﬂbf’%)\biygsiii‘cb+Pb)L (2), (3-39)
ol
Ly(u) = wphs(2) + poYawasCahab(2) + @ ynwon Crhon(2) + roYaYnwWabh CaChlabn (2),
@) = 2o (i + iy ) La(2), (3.40)
Ln(z) = vnwnh(z) + (1 = ¢a)Yavnwah Calan(2) + (1 — o) v ynwen Cohon (2)

+ (1 =74 —16)7%YhWabhCaCoCrhapn(2)

+ (1= pa — p6)YaNwWabCaCrhap(2).

Soit E = (S, 1a, Ip, In, Lab, Lan, Tony Iavhs Ma, My, My, Sa,s Isa, Lsans Sbs Lsb, Lsoh, Cay Cp, Cp) un équilibre

(
du systeéme (4.1)-(3.4). Alors E est solution du systéme

(1= fa(2)Cy = 0
(1-f(z)C = 0
(1— fu(2))C, = (1 = pa — Pb) A YaV6wWabCaCrhap(2)S ( PBanSa (1 — p)BsnSh )
' pmn(en + pn) (Ha + 0o+ san) — (pp+ 06 + 6sbh)(3 41)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 6 1[I existe un équilibre sans maladie pour le modéle complet (4.1)-(3.4) donné parE?@b’h) =

(5°,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5,0,0,59,0,0,0,0,0).

Nous pouvons tel que dans la partie précédente, démontrer les résultats suivants.

— Le polynéme caractéristique de la matrice de prochaine génération est donné par

Xabh (A) = Xa (M) x6(A) xR (A).

Ainsi, le taux de reproduction de base du modele (4.1)-(3.4) est :

(a,b,h) _ (a) (b)) p(h) ( )

RPN = maz (R, RY, RS 3.42
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— Le polynéme caractéristique de la matrice jacobienne, évaluée a ’équilibre sans maladie est donné

par :

Po,abn(A) = () + M) () + A) () + A) (tsap) + ) (isan) + A) (1sen) + ) (Ksabn) + A) X
Po,a(N)Poy(N)Pon(N).
D’ou le lemme suivant.

(a,b,h)

Lemme 7 L’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable si R < 1 et instable si

b,k
R > 1.
Nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 19 : considérons le systéme (4.1)-(3.4).
1

— Si Rfka) (ia) , le systeme est asymptotiquement autonome

1+ 2 (Kya(a, b, h) + CoKaala, b, b))

avec comme systeme limite (3.34) de souche parentale b, ainsi que la souche hybride.
1

— siRrY <

) , le systeme est asymptotiquement autonome

1+ 2 (Ku(a, b, h) + CoKay(a, b, b))

avec comme systéme limite (3.34) de souche parentale a, ainsi que la souche hybride.
1

— Si Rih) et pa+py = 1, le systeme est asymptotiquement

N(lh)
1+ (th(a,lx h)—i—Cngh(a,b, h))

autonome avec comme systéme limite (3.21) et deuzx souches parentales.

Proof 9 : Soient Y, = (1o, Lav, Lahs Lavh, Mas Isa, Ca) €t X = (S, Iy, In, Ion, My, My, Sas Lsahs Sy Lsps IsohCh, Ch).

Le systéme (4.1)-(3.4) peut se mettre sous la forme :

{ X = A1(X,Y,) X + A1(X,Y,) Y, (3.43)
Y, = A (X,Y,)Y,, ’
—p1e) 0 0 0 0 0 YaS
WOy —pl®ab) 0 0 0 0 Yalp
mCh 0 —p(Bah) 0 0 0 Yaln
ou Ay = 0 YCh wCy  —pth) 0 0 Yalon |, et p®®) = ptnap+aap,
Wa PaWab qaWah TaWabh _/’L(Qa) 0 0
0 0 0 0 NSy —pl3e) 0
0 0 0 0 0 Bo  —ple)
/Uf(la) =u + m +a; + ’Ybe + "thh; M(Za) = MUma> 'u(3a) = Ua + oa + 65(1’ N(4a) = Ueca + Pa -
*H?m) 0 0 0
WCo  —H(5ab) 0 0
Y Co 0 —H(5ah) 0
Ay est une matrice de Metzler. Considérons la matrice M donnée par M = 0 Y,Co Y% Co — i (5abl
Wa PaWab GaWah TaWabh
0 0 0 0
0 0 0 0
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0t )4y = K+ 1+ Qb fog) = Himb,s Hgqy = Heb + po, et

ﬂ ( Aa Ab )
Co= " + .
0 He Ha + aa Hb + gb

La matrice M est de Metzler telle que Y, < MY,. D’aprés [?], la matrice M est stable si et seulement

st ’R(a)

(abh) < 1. On obtient

(1a)
Riohn = B (1 + 5 (Kia(a, b, h) + CoKaa(a,b, h))) )

Wq

o

PaWab GaWah TaWabh
Kla(a;bv h) = ( + ) P
u(5ab) M(5ah) N(Sabh)

_ PaVbWab daYhWah TaYoWabh TaYhWabh
K2a (G,, b’ h) - (u(la)u(Sab) + [L(la),LL(5ah) M(Sah),u(t')abh) u(5ab)‘u(5abh) > ’

et R\ défini par (3.32).

Ainsi, Y, (t) — 0 lorsque t — co. D’ot

. (3.44)

X =A(X,00X,
Y, =0,

est le systéme limite lorsque t — oo du systéme (3.43).
Le systéme (3.44) provient du systéme (3.34) avec prise en compte de la souche parentale b et de la

souche hybride.

1
La condition Rgz)b ny < 1 est équivalente a Rgﬂa) < < 1.

(1a) -
1+ 2 (Kva(a, b, h) + CoKoala, b, b))

Wq
Nous pouvons montrer que

— Le systéme (8.34) avec la souche parentale a et la souche hybride est le systéme limite de (4.1-

3.2-8.8-83.4) si et seulement si

®) 1
R < (1) ’
1+ " (Klb(a,b, h)+CoK2b(a,b, h))
b
avec
_ [ PoWab qoWoh TbWabh
Klb(a,bv h) = (u(sab) + u(sbh) M(Sabh)) )
et

_ PvYaWab qbYhWhh TbYaWabh b YhWabh
Kap(a, b, h) = (M(lb)lu(fmb) + (1) (Bak) " (5bh) y (Babh) M(Sab)N(Sabh)) :

— Le systéme (3.21) avec deux souches parentales est le systéme limite de (4.1)-(3.4) si et seulement

1
St Rfkh) < ) et p, +pp, = 1, avec
1 + /'Lwh (th(a, b, h) —+ CoKQh(a, b, h))
(= qa)yawan | (L —qp)wen | (1 —7Ta = 7)wabh
Kip = (5ah) + (5bh) (5abh) )
2 H 2
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3.3. ANALYSE DU MODELE COMPLET

et

K _ (]- - qa)wah (]- - qh)’ybwbh (1 —Taq — Tb)’yawabh + (1 —Taq — {rb)’}/awabh
2h = L1 pu(5ah) PNEED) pu(ah) y(5abh) 11(ah) y(5abh)

Les systémes (4.1)-(3.4) sont respectivement asymptotiques aux systeémes limites (3.34), (3.21) si

@ 1
R£ ) < (1a) ’
1+ 5 (Kia(a,b, h) + CoKaala, b, 1))
ou
®) 1
RY < — 5 :
1+ ” (K1p(a,b,h) + CoKap(a, b, b))
b
et
(n) 1
R < an) :
1+ (th(a,b, h) +C0K2h(a,b, h))

Wh

Le systeme (4.1)-(3.4) est qualitativement équivalent, en terme de dynamique, au systéme (3.34),

(3.21).
. QO ST S e . 2 (k) (k) (k) (k)
Remarque 15 : Soit (k,1) € {a,b,h}, k # 1. On a les inégalités suivantes : Ry’ < Ri” et R)” <Ry .

Théoréme 20 L’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable si les conditions sui-

vantes sont satisfaites

1 .
M(lh) ’
(th(m b, h) + C()th(a, b, h))

1 )
(1b) ’
(Klb(a7 b, h) + COKQb(a7 b7 h))

1

— R <1 et R <

1+

— REM <1 e RY <
1+

Wh

— R <1ear® < T
h

1+

(Kla(a, b, h) + C[)KZa (CL, bv h))

Wq

Lemme 8 Il existe trois équilibres frontaliers lorsque Rga’b’h) >1:

— Si R(()a) > 1, il existe un équilibre E, avec uniquement la souche parentale a.
— S R((Jb) > 1, il existe un équilibre Ey avec uniquement la souche parentale b.

— S R(()h) > 1, ail existe un équilibre By, avec uniquement la souche hybride h.

La stabilité des ces équilibre est donnée dans le théoreme suivant.

Théoréme 21 — Si R(()a) > 1, R((lb) <1 and Rgh) < 1, E, est localement asymptotiquement stable.
— S R((Jb) > 1, Rl()a) <1et Rl()h) < 1, Ey est localement asymptotiquement stable.

— Si ’R(()h) > 1, Rgla) <let Rglb) < 1, Ey, est localement asymptotiquement stable.
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3.4 Simulations numériques

Afin d’illustrer les résultats de ’analyse précédente, des simulations numériques des sous-modeles et du
modele complet ont été réalisées. Les valeurs des parametres utilisés pour les simulations sont présentées

dans le tableau 1.

Table 1 : Valeurs des parametres utilisés dans les simulations numériques de la schistosomiase
modele (et leurs sources correspondantes).

Symboles valeur référence Symboles Valeur reference
A 2.431x107 [246] I 0.012 [213]

W 1.126x1073 [246] Ay 5.66x10° [251]

Vi 1.2x1077 Supposé O 0.21 supposé
Qay 0.131 [239] Osk 0.004012 Supposé
Mk 0.039 Supposé Bk 78 [213]

wy, 209 247], [248], [ick 0.12 [249]
Lk 27 249], [250 Pk 0.005 Supposé
Ak 6.15x108 Supposé

Dans la figure 3.1, en utilisant différentes conditions initiales, nous avons fixé tous les parametres sauf
~k- Les autres valeurs de parametre sont comme indiqué dans le tableau 1. Le premier graphique (a) est
produit en utilisant 7, = 1,2 x 1077 résultant en Ry = 2,6688 > 1; ainsi, la maladie ne conduit pas
a Pextinction, comme l'indique clairement le graphique (a). Mais, quand v = 2,2 x 10~Y nous avons
Ry =0,9820 < 1. Ceci, bien siir, conduit & lextinction de la maladie (voir Fig. 3.1 (b)).

La figure 3.2 montre la sensibilité de Ry aux changements de parametres Ay et v;. Nous pouvons
observer que la réduction du taux de contact entre I’homme et les cercaires est bénéfique pour éradiquer
la maladie. Ainsi, une mesure consisterait & organiser des campagnes de sensibilisation. Pour que les
humains ne pénetrent plus dans les étangs d’eau sale. Une autre mesure consiste a tuer les escargots dans
I'eau. Cette méthode réduira le taux de contact entre ’escargot et les miracidies. Cette deuxieme mesure
réduira le nombre de reproduction de base et conduira a I’extinction de la maladie.

Le graphe de Fig 3.3 est produit en utilisant différentes conditions initiales et v, = 1,3 x 1078,
M =0,2, A\, =3x1077, pg =1,2x 1074, pp = 1,5 x 1074, , = 0, = 0,3, pp, = 1,23 x 1073 résultant
en Ry = 0,9584 < 1. Ceci, bien siir, conduit & 'extinction de la maladie, comme l'indique clairement le
graphique.

Le graphe de la Fig. 3.4 est obtenu lorsque 75, = 1,3 x 107% dans le systéme de modele (3.12). Les
autres parametres sont les mémes que sur la Fig. 3.4. Dans ce cas, on a Ry = 3.0308 > 1 et I’équilibre
endémique est stable. Dans la Fig. 3.5, nous avons B,;,S0 — BpSY = —7.6719 x 106 < 0. Dans ce cas,
le nombre de reproduction de base R est une fonction décroissante de p (voir Fig. 3.5 (a). On observe

également que lorsque p augmente, les escargots infectés Iz, augmenter (voir Fig. 3.5 (b)) tandis que les
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FIGURE 3.1 — Tendance des cas de schistosomiase humaine du systéme modele (3.5) avec des R différents
louseuaiibudy: aquiunesende ssnahesparefale. (a) : v, = 1,2 fois10~7 afoReye=r2688. (b) : 7, = 2,2x 1077
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023 0.045
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.9 2500 0.04
‘[-U' 0 035 1400
—_ . B
c 2000~ -
(=] 0.03 - 1200
'-8 1500+ \ \\\
S < 0.025 ™~ 1 1000
51000 < T
o 0.02 S 1 800
Q_ ~
& 500 ~_
= 0.015f| |
Q 0L 600
v 0.06 0.01
g 400
0.005
200
0.04

(a)

(b)

FIGURE 3.2 — Lorsqu’il n’y a qu'une seule souche parentale, les graphiques montrent la sensibilité du
nombre de reproduction de base Ry aux changements des parameétres -y, et Ag, tandis que les autres
parametres sont fixes. Le graphique de gauche est un tracé de R par rapport a 5 et A\i. Cela montre
que Ry est une fonction croissante de vy et Agx. Le graphique de droite est un tracé de contour montrant

les régions dans le plan (v, A\x) pour lesquelles Ry tombe & différents intervalles
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FIGURE 3.3 — Graphiques de solutions numériques de (3.12) montrant la tendance des cas de schistoso-
miase humaine, escargots infectés et cercaires lorsqu’il n’y a que souche hybride. Ry = 0,9584 < 1 et
I’équilibre sans maladie est stable.
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FIGURE 3.4 — Graphiques de solutions numériques de (3.12) montrant la tendance des cas de schistoso-
miase humaine, escargots infectés et cercaires lorsqu’il n’y a qu’une souche hybride. 7, = 1,3 x 1076 et
Ro = 3,0308. L’équilibre sans maladie est instable.
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FIGURE 3.5 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil R et le parametre p quand B,5,S° — By Sy =
—7,6719 x 105 < 0. Dans ce méme cas, (b), (c) et (d) sont des séries temporelles de solutions pour le
systéme (3.12) avec plusieurs valeurs de parametre p.
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escargots infectés pour la souche b diminuent Ig,,. Le méme phénomene est observé lorsque Ry est une
fonction croissante de p ie 84,59 — Ben Sy = 7.7344 x 10 > 0 (voir Fig. 3.6). Aussi, notez que sur la Fig.
3.5, lorsque p augmente, le nombre d’humains infectés est stabilisé a ’équilibre de coexistence tandis que

lorsque BapSC — BpnSY = 7.7344 x 105 > 0, on observe quelques oscillations.

3.2 5000
— p=0
_ 4500 — p=0.2 {
3+ p=0.4
_ 4000 p=0.6 H
L —— p=0.8
2.8 3500 p=1
6l — 3000
o =
o - £7°0°
2.4r P4 1 —%2000} /
220 Pras 4 1500}
1000 /
2 500
1.8, - - - - % 100 200 300 400 500
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
o t (Months)

s
6000 a5 x 10
— p=0 — p=0
— p=0.2 — p=
a p=0.2
50001 gfg'g [osopi
—o. p=0.
_ pi?.s 3.5 —— p=0.8
4000+ p= al | p=1
-S3000 1 g
p— -
2000 4 s /
1000+ [
c)0 1 60 200 300 400 500
200 300 400 500
t (Months) t (Months)

FIGURE 3.6 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Rg et le parametre p quand 8,152 — Bpr Sy =
7,7344 x 10% > 0. Dans ce méme cas, la Fig. (B) et la Fig. (C') sont des séries chronologiques de solutions
pour le systéme (3.12) avec plusieurs parametres p quand B,1,5° — BprSy > 0.

La figure 3.7 présente 1’évolution temporelle du systéme de modele (3.21) lorsque A = 2431, ~, =
4,352 x 10711, v, = 7,62 x 1071, o, = 0,12, iy = 0,013, w, = 103, wy = 250, piya = 15, Ay = 0,00003,
po = 0,6, fmp = 12, A, = 20000, p, = 2 x 107¢, 3, = 58 et B, = 26 (de sorte que Rg > 1). Toutes les
autres valeurs de parametres sont comme dans le tableau 1. Dans ce cas, 1’équilibre de coexistence est
Eqp — (3.66 x 10*,1.11 x 10°,50.98,1.46 x 10%,7,76 x 10°,1,58 x 10%,6,18 x 10°,857,8.63 x 103,8.77 x

103,9.93 x 103,1.04 x 107). La figure est présentée avec plusieurs conditions initiales.

Les figures (3.8) - (3.13) présentent différents cas de relation possible entre le seuil Ry et le parametre

p. Dans la figure 3.8, lorsque p < 0,5, nous avons Ry = ’R(()h) et BanSY — BynSy < 0. Donc Ry est une
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FIGURE 3.8 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Rg et le parameétre p quand Bq;S0 —
Ben Sy = —2,75 x 10° < 0. Dans ce méme cas, Fig. (B), (¢) et Fig. (D) sont des séries chronologiques
de solutions pour le systéme de modele complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de parameétre de p
lorsque 3,159 — 6th£ < 0.
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FIGURE 3.9 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Ry et le parametre p quand B,,S0 —
BenSy = 3,27 x 10° > 0. Dans ce méme cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques
de solutions pour le systéme de modele complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de parametre de p
lorsque (3,,50 — Bth,? > 0.
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fonction décroissante de p sur [0;0,5] et le nombre de reproduction de base du modele complet est le
nombre de reproduction de base de la souche hybride lorsque p € [0;0, 5]. Par conséquent, la déformation

hybride influence 1’évolution temporelle des solutions du systeme complet.
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FIGURE 3.10 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Rg et le parametre p quand 3,459 —
Ben Sy = 3,27 x 10° > 0 et Réa’b’h) = ’Réh). Dans ce méme cas, la Fig. (B) et la Fig. (C) sont des séries
chronologiques de solutions pour le systéme (4.1) - (3.4) avec plusieurs parametres p quand [,,50 —
ﬁthl? > 0.

Dans les figures 3.9, 3.10 et 3.11, on observe également que les souches hybrides influencent le nombre
de reproduction de base lorsque le parametre p augmente. Nous pouvons voir 'effet sur la population
totale d’humains infectés. Lorsque p augmente, le nombre d’humains infectés diminue. On peut également
observer que le parameétre p n’a pas d’effet sur les escargots de souche a infectés par hybride. Cela est du
au fait que les escargots de la souche a et de la souche b n’ont pas les mémes propriétés. Par exemple, le
taux de contact entre escargot de souche (a) et miracidies est inférieur au taux de contact entre escargot
de souche (b). De plus, la durée de vie de 1’escargot de la souche a est inférieure & celle de la souche b.

Par conséquent, si 'escargot de la souche a est moins virulent que la souche b, I'effet de I’hybride sera
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3.4. SIMULATIONS NUMERIQUES
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FIGURE 3.11 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Ry et le parametre p quand B,;,S0 —
BenSy = —8.0796 x 10° > 0 et R(()a’b’h) = T\’,éh). Dans ce méme cas, la Fig. (B) et la Fig. (C) sont
des séries chronologiques de solutions pour le systéme (4.1) - (3.4) avec plusieurs parameétres p quand
BanSS — Bern Sy > 0.
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observé sur les escargots de la souche b.
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FIGURE 3.12 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Rq et le parametre p quand 3,559 —
Bon Sy = 3,272 x 10° > 0. Dans ce méme cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques
de solutions pour le systeme de modele complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de parametre de p
lorsque 3,150 — 5bh519 > 0.

La figure 3.14 montre la sensibilité de Ry aux changements de parametres v, et A,. Nous pouvons
observer que R est une fonction croissante de vy, et Ap. Ainsi, si nous réduisons le taux de contact entre
I’hybride et les escargots, nous réduisons également le nombre de reproduction de base. Une méthode
consiste a éliminer les escargots dans ’eau. Cela implique que I'abattage des escargots est le moyen effi-
cace de controler la transmission de la schistosomiase. Une autre méthode consiste a réduire le taux de
contact entre I’homme et les cercaires. Par conséquent, une méthode consiste a organiser des campagnes
de sensibilisation afin que les humains ne pénetrent plus dans ’eau stagnante, en augmentant les connais-
sances des résidents sur la schistosomiase, y compris les méfaits de la maladie, la transmission par les
matiéres fécales des personnes infectées et du bétail, comment les gens contractent la maladie (voie de

Pinfection ), les escargots comme hote intermédiaire, etc.
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3.4. SIMULATIONS NUMERIQUES
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FIGURE 3.13 — Dans (a), nous avons la relation entre le seuil Ry et le parametre p quand B,,S0 —
BenSy = 3,272 x 105 > 0. Dans ce méme cas, Fig. (B), (c) et Fig. (D) sont des séries chronologiques
de solutions pour le systéme de modele complet (4.1) - (3.4 ) avec plusieurs valeurs de parametre de p
lorsque (3,,50 — Bth,? > 0.
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Basic reproduction ratio R0

0.15

(a) (b)

FIGURE 3.14 — Dans le modele complet, les graphiques montrent la sensibilité du nombre de reproduction
de base Ry aux changements des parametres v, et Ap, tandis que les autres parametres sont fixes. Le
graphique de gauche est un tracé de Ry par rapport a 7y, et A\p. Cela montre que Ry est une fonction
croissante de 7, et Ap. Le graphe de droite est un tracé de contour montrant les régions du plan (v, Ap)
pour lesquelles Ry tombe a différents intervalles
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3.5. CONCLUSION

3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié I’analyse dynamique d’un modele de schistosomiase qui prend en
compte la présence de deux souches parentales et leur souche hybride. L’objectif principal de cet article
est d’étudier les effets de la souche hybride sur la dynamique du modele mathématique.

Nous avons étudié la dynamique des sous-modeles du modele complet : le modele avec une seule
souche parentale, avec seulement la souche hybride, avec deux souches parentales sans souche hybride
et le sous-modele avec une seule souche parentale et souche hybride. L’analyse mathématique des sous-
modeles et du modele complet indique que le nombre de reproduction de base de chaque modele joue un
role important dans I’élimination de la maladie. Plus précisément, des simulations numériques montrent
qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride a plus d’impact sur les escargots infectés
plus virulents par hybride. De plus, organiser des campagnes de sensibilisation pour la connaissance de
la schistosomiase et la mise & mort des escargots d’eau sont le moyen efficace de controler la transmission
de la schistosomiase.

A I’avenir, nous devons considérer le cas de plus d’un type d’hybride pour la transmission de la maladie

et évaluer son impact sur la transmission de la maladie.
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Chapitre 4

Prise en compte du retard dans le
modele de la schistosomiase

Dans ce chapitre, nous formulons un modele mathématique pour décrire la dynamique de transmission
de la schistosomiase. Notamment, nous prenons en compte les temps de développement (ou périodes
prépatentes) des différents stades du schistosome, et considérons que les effectifs des hotes définitifs
(c’est-a-dire humains) et des escargots intermédiaires ne sont pas des constantes dans une communauté.
Le cycle de vie du schistosome comprend plusieurs étapes : schistosomulum (stade larvaire), schistosome
adulte, ceuf, miracidium nageant librement, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome
adulte dépendent des hotes définitifs, et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son
seul et unique hote intermédiaire, les escargots. Le schistosomulum de I’hote définitif et le schistosome
adulte peuvent étre des humains ou des animaux comme la vache, le beeuf, etc. Dans le reste de I'article,
nous considérons le cas ou les humains sont I’héte définitif. Nous divisons la population humaine et la
population intermédiaire d’escargots en deux classes épidémiologiques disjointes : susceptibles (S, S) et
infectées (I, I), respectivement. Supposons que tous les nouveau-nés de I’hote définitif (avec le taux A)

ou lescargot intermédiaire (avec le taux A;) soient susceptibles.

Pour la transmission de I’agent pathogene, on suppose qu’un hote susceptible ne peut recevoir I'infec-
tion qu’en entrant en contact avec de I'eau dans laquelle il existe des cercaires (C') d’escargots infectés.
Ainsi, v désigne le taux de transmission par contact des cercaires & 'homme susceptible tandis que 3
est le taux de production de cercaires a partir d’escargots infectés. Un escargot susceptible ne peut étre
infecté que par des miracidies (M) qui éclosent d’ceufs de parasites dans les excréments d’hdtes infectés.
) représente le taux de transmission de miracidies a I'escargot susceptible par contact, tandis que w est le
taux de production de miracidies a partir des excréments d’hotes infectés. pi, i, ps et p. désignent respec-
tivement le taux de mortalité naturelle des humains, miracidies, escargots et cercaires. 1 et ¢ représentent

respectivement le taux de mortalité due a l'infection chez 'homme et chez les escargots. « est le taux de
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traitement des humains infectés. Nous supposons que la récupération basée sur le traitement ne confere
aucune immunité. Par conséquent, un humain traité redevient susceptible. Nous considérons qu’il existe
un traitement de ’eau pour tuer les escargots et les cercaires. Nous supposons que 6 est le taux de morta-
lité des escargots induit par le traitement de ’eau et le parametre p est le taux de mortalité des cercaires
induit par le traitement de I'eau. Un hoéte susceptible devient infectieux pendant un certain temps, puis
excrete des matieres fécales avec des ceufs de parasites, et un escargot susceptible devient infecté pendant
un certain temps, puis libere des cercaires. Précisément, une fois qu’un schistosomule pénetre avec succes
dans le corps de I’homme, il grandit du schistosomule au schistosome adulte avec une maturité sexuelle en
environ deux mois [256, 257]. Nous utilisons 7; pour représenter la période d’incubation du schistosome
entre l'invasion d’un humain sensible et 'excrétion de selles avec des oeufs de parasites. De ces humains
apres 71 unités de temps, il ne reste plus que S(t — 71)e”#™ & l'instant présent ¢. Chez ’homme, les
larves se transforment en schistosomes adultes. Les femelles adultes liberent des ceufs de schistosomes.
Certains des ceufs sont évacués du corps dans les matieres fécales ou 'urine. Ils éclosent en larves na-
geant librement (miracidia) en 2 & 24 heures & une température ambiante favorable. On note 75 le temps
écoulé entre ’ceuf adulte femelle schistosome et les miracidies, tandis que 73 représente le temps moyen
(deux & trois jours) nécessaire au miracidium pour trouver et envahir un escargot sous ’eau. Ensuite, le
miracidium se transforme en cercaires par sporocyste en un ou deux mois apres avoir pénétré dans les
escargots hotes. Supposons que la période prépatente chez I'escargot a une durée 74. Il est possible que
les escargots meurent de mort naturelle pendant cette période d’incubation. Ainsi, de ces escargots apres
74 unité fois, il ne reste plus que Ss(t — 74)e #=™ & linstant présent ¢. Apres cela, les cercaires matures
laissent des escargots [256, 257]. Les cercaires, produites par les escargots, se transforment en larves de
schistosomes, puis pénetrent la peau des humains sous 1’eau en environ cinq jours. Nous utilisons 75 pour

désigner le retard de maturation des cercaires se développant en schistosomule.

Le modele qui résulte de tout ceci est le systemes d’équations différentielles suivant :

S = A—pS —~C({t —15)S(t —m)e ™ 4+ al,
I = AC{t—m)S({t—m)e ™ = (n+n+a)l,
M = wlI(t —72) — M — uAM (t — 73)Ss(t — T4)e H=T4,
(4.1)
Ss = Ag —AM(t —73)Ss(t — 14)e #™ — (us + 0)S,
I, = AM (t — 73)Ss(t — T4)e Hs™ — (us + 0 4 6) 1,
c = Bls — (pe + p)C —vyC(t — 75)S(t — 1) H™.
Nous considérons le systeme (4.1) avec les conditions initiales suivantes :
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(5(9)7 1(9)7 M(9)7 53(9)7 15(9)7 0(9))/ = (¢i(9))i:1,...,6 > 0]R<6> NS [_T7 0],

ol 7 = max{T1,72,73,74,75}, P1,P2,P3,Pa,P5, 06 € C([—7,0],R;), I'espace de Banach des fonctions
continues sur l'intervalle [—7,0] et & valeurs dans R..

Posons D =RY = {z € R® : 2 > Ogs}. Soit f : R — R® la partie droite du systeme (4.1). Le champ
vectoriel défini par f est soit tangentiel, soit dirigé vers I'intérieur sur dD. Par conséquent, pour toute
condition initiale dans D la solution de (4.1) reste dans D pour son intervalle maximal d’existence [262,

Théoreme I11.10.XVI]. Par conséquent, le modele (4.1) est biologiquement bien défini.

Du point de vue de la modélisation, il y a un débat qui s’articule autour de la modélisation des
miracidies ou des cercaires qui infectent les escargots ou les humains susceptibles. Certains auteurs ont
supposé que le taux de suppression des particules (c’est-a-dire des miracidies ou des cercaires) par les
humains ou les escargots avait un impact négligeable sur la dynamique des particules. Par conséquent,
dans la dynamique du modele, la suppression des particules par les humains ou les escargots n’est pas
prise en compte. Dans le systéme (4.1), cela correspond & supposer u = v = 0, voir par exemple [263, 264]
et les références dans le document. Cependant, il existe également une ligne de pensée qui considere que
I’appauvrissement peut avoir un impact sur la dynamique des particules et, ensuite, ’a pris en compte
dans la dynamique des particules, voir par ex. [254, 258, 259, 256, 257]. Notre modele est basé sur [256, 257]
ou une fonction de déplétion linéaire des particules, qui n’implique que des miracidies ou des cercaires, a
été considérée. Cette derniere hypothese de modélisation semble irréaliste. En effet, considérer un terme
linéaire pour 'appauvrissement des particules signifie que I’appauvrissement se produira toujours méme
en Pabsence d’hotes, ce qui est incorrect. De plus, [256, 257] n’a pas pris en compte les taux de mortalité
induite par la maladie ni chez ’homme ni chez les escargots. Cette hypothese est également discutable et
non pertinente pour au moins deux raisons : (¢) il n’est pas nécessaire de faire un effort (mathématique)
pour étudier une maladie qui ne nuit pas a leurs hotes; (i¢) plusieurs rapports soutiennent le fait que
la schistosomiase est responsable de plusieurs déces dans les pays en développement. Par conséquent,
par rapport aux travaux existants du méme niveau de complexité ou méme moins, les nouveautés du
modele (4.1) sont triples. Premierement, contrairement a [256, 257], les fonctions non linéaires sont
prises en compte pour I’épuisement des miracidies et des cercaires par les humains et les escargots.
Deuxiemement, notre modele revendique la généricité puisqu’il combine I’absence de termes d’épuisement
dans la dynamique des particules (ie u = v = 0) et la présence de termes d’épuisement dans la dynamique
des particules (ie v = v = 1) . Troisiémement, contrairement & [256, 257], notre modele prend en compte

les déces dus a la maladie tant chez 'homme que chez les escargots.

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA 85 Doctorat PhD
Département de Mathématiques Département de Mathématiques
Faculté des Sciences Faculté des Sciences
Université de Yaoundé I, Cameroun Université de Yaoundé I, Cameroun
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Soit Q) défini par

Q:{(S’]’M’SS’L’C)'G]Rii:5+1T<A,M<A°J,ss+1rs< G L }
jz Han b ps + 0 (te + p)(ps +0)

Toutes les solutions du systéme (4.1) commencant dans € y restent pour ¢ > 0. Ainsi, Q est un
ensemble positivement invariant. Il est donc suffisant de considérer la dynamique du modele (4.1) dans

Q.

4.1 Les résultats du modele sans retard

Nous calculons dans ce paragraphe les équilibres du systéme (4.1) et nous analysons leurs propriétés
de stabilité lorsque 71 = 75 = 73 = 74 = 75 = 0. Un équilibre (S, I, M, S, I;,C)" du systéme (4.1) est tel

que
~CS

= ——"7-—
wE+nN+a

Mo CS ( wry >
_(ﬂwz"'u}‘SS) (/L+7I+O‘) ’

,_ _AMS,
ST s+ 0+6 (4.2)

BAM S
(s + 04 8)(pe + p+vy5S)’

A—puS—~CS+al =0,

Ay — AMS, — (s + 0)S, = 0.

Nous obtenons

wyS
(o T NS (1 + )
(4.3)
_ BAS,
(s +0+0) (e +p+vyS)
D’ou,
B BAS wvyS
(s + 0+ 0) (e + p+ vvS) (pm +udSs) (41 + a)
ce qui implique
C=0 (4.4)
ou
Py S5, _1 (4.5)
(s + 0+ 6)(n+n+ a)(pe + p+ vyS) (pm + uASs)
Le cas (4.4) implique que le systéme (4.1) admet un équilibre sans maladie donné par
E° = (5°,0,0,52,0,0) = (A,O,O,AS,O,O) )
o s + 0
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4.2. ANALYSE DE LA BIFURCATION Ry, = 1 ET EXISTENCE D’AU
MOINS UN EQUILIBRE ENDEMIQUE

4.1.1 Taux de reproduction de base du systéme (4.1) et stabilité locale de
I’équilibre sans maladie

La stabilité de E°, sans retard, peut étre établie en utilisant I'opérateur de la prochaine génération
(voir [255, ?]), pour le systeéme (4.1). Les vecteurs F et V désignant les nouvelles infections et les transferts

sont tels que pour z = (I, M, I,,C)’, Pétat compartimental du systéme, nous avons
&= F(z)—V(z),

ou

~CS

wl

AM S

BIs

(n+n+a)l (4.6)
(tm, + uASs)M

(s + 0+ 0)I,

(e + p+vyS)C

Les matrices jacobiennes évaluées en E° nous donnent

0 0 0 ~S°
w 0 0 0
F=1y AS 0 0 ’
0 0 B8 0
wt+n+a 0 0 0 (4.7)
v — 0 o, + uAS? 0 0
o 0 0 s +0+9 0
0 0 0 fe + p + vyS°

Ainsi, le taux de reproduction de base R, ,, du modele (4.1) sans retard, d’apres la méthode dans

255, ?], est défini comme le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération, FW ~!, ce qui donne
s oDy Yy 1% 1% g , ) q

BywAS°S?
(1 +n+ ) (m +uAS2) (s + 0+ 6) (pe + p+ v7S°)

(Ru,w)4 = (4'8)

Nous désignons par R, , mésurant le nombre moyen de nouvelles infections causées par un malade,
durant toute sa maladie, dans une population totalement saine. D’apres le théoréme [?, Theorem 2], nous

avons le résultat suivant.

Lemme 9 [?, Theorem 2]. L’équilibre sans maladie (DFE), E° du modéle (4.1) est localement asymp-

totiquement stable (LAS) si Ry, <1 et instable si Ry, > 1.

4.2 Analyse de la bifurcation R,, = 1 et existence d’au moins
un équilibre endémique

Nous étudions dans cette partie la dynamique du systeme 4.1 dans un voisinage de R, , = 1 afin

de compléter le lemme 9. Ceci nous permettra de comprendre la dynamique du systeme 4.1, au moins

localement.
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Théoréme 22 : Supposons (u,v) = (0,0)" ou (u,v) = (1,1)". Le systéme (4.1) admet une bifurcation

pour les temps positifs lorsque Ry, , = 1.

Proof 10 Posons

(14 0+ a)(pm +urS2) (s + 0 + 6) (e + p + vyS?)

Pe = ~wAS059

Ainsi, Ry, =1 si et seulement si § = [3,. Posons également

a = —pH=—N-q
v A
ay = —),
I
as = w,
a i U Ay
4 = T Hm — )
ps +0
AA, (4.9)
as = ,
° fis + 0
ag = —ps—0—3,
a7 = 667
vy A
ag = —He— P :
"

Lorsque B = B¢, la matrice jacobienne J(EY) du systéme (4.1) & l’équilibre sans maladie E° est

A
—u a 0 0 0 —77
A
0 —p—n—a 0 0 0 Lu
A,
0 w g — 2 0 0
J(E) = ps +0
AA,
0 0 _ A s — 0 0 0
s + 0 fe
A
0 0 A 0 —ps—0-20 0
s + 0
A
0 0 0 0 Be  —me—p——

I

Les valeurs propres sont : 0, —pu et —(us + 0). Ce sont les racines du polynome de second ordre

p(X)=X3 - A, X? + A1 X — Ay,

ot
Ay = aj+ag+ag+ag <0,
A1 = aja4 + arag + arag + agag + agag + agas, (410)
Ay = ajasae + arasas + aragas + asagag < 0.

Les calculs nous montrent que Ay — Ag/As > 0. D’apreés le critere de Routh-Hurwitz, nous déduisons

que toutes les racines du polynome p sont a partie réelle négative.
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Le vecteur propre a droite de J(E°) correspondant a la valeur propre nulle est w = (w;)i=1,... 7, o

ws = 1,
P
6 — ’U’}/A’
fe +p+ —
I
e = (s O)(us +0+0)
3 - )\Ag )
A
Wy = —7— W3,
(ms +0)
" UAN
m 5+9
wy = 55/ ) 3
e ~yA
w, = *’Ujgfjwﬁ.
I

Le vecteur propre a gauche de J(E) correspondant a la valeur propre nulle est k = (k;)i=1,..¢, o

]

k1:k4:06t

ks = 1,
ky = L7

n+n+a

( +e)< +“AAS)
A S SR )
5 A)\As )
ke 7 ks

vy A
B\ et pt ——
I

En procédant tel que dans [253], les termes non linéaires a considérer sont ceux correspondant d ko, ks,

ks et kg. D’aprés le systéme (4.1), on déduit que

a 2kowiwgy + 2kswswaA — 2ukzwzwa A — 2vkgwiwgy,
b = kews > 0.

Lorsque (u,v) = (0,0),

(Kt tts + i fisT) + 10 fin + 0 + W AA) fn (105 + 0) (115 + 0 +6)°

T AAN2w <0
Lorsque (u,v) = (1,1),
T N Gt puAJ: T A
avec
Ay 2 2pmbANsppn + 2 @ A Asprepun) + 2 pan frs A Asp n =+ 2 pp prs A As pre e

WA fimpisp 4 @ A pmpuspicft + W AN i prept + w XA f1 p pu+ NN % p

NAP ot 4 p1m?0%p 2 + 1?02 fiept® + pan 152 B2 A+ pin s et + pan s> prepin
fm > 11520 11+ 2 pn® 150 p ) 4 2 pr 150 prepen 4 2 im0 X Asp pr® + 2 pn 0 A A i

2 i s A A 182 4 2 pm prs A Mg prept® + W A N iy + O XA 10 4 2 1 150 preps®

2 fun 250 p 102 + 20 et + 1 202p o + N2 A e + N2 A p pn) (s + 60+ 6)* > 0.

e SR |

D’apreés [253, Theorem 4.1], nous pouvons dire que dans certains cas (i.e. (u,v)" = (0,0)" et (u,v) =

(1,1)"), le systéeme (4.1) subit une bifurcation lorsque R, , = 1.
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Remarque 16 : L'utilisation du résultat [253, Theorem 4.1] pour démontrer le théoréme 22, établit
également existence et la stabilité asymptotique locale d’un équilibre endémique E*, lorsque le taux de

reproduction de base est tel que R, , > 1.

4.3 Stabilité globale de ’équilibre sans maladie
Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 23 : Supposons (u,v)’ = (0,0)".

Si Ro,o < 1, alors Uéquilibre sans maladie E° est globalement asymptotiquement stable dans €.
Proof 11 Soit f(z,y) = (F —V)z — F(x,y) + V(z,y), oty = (S,Ss)’, tel que
t=(F—-V)x— f(z,y).

Nous savons que F > Onrqt(4,4), v-i> Orrat(4,4) €t que la matrice V~LIE, définie par

SO
0 0 Y —&:Yn + a
= 0 0 0
—1 _ m
VoE= AS? .
ps +0 46
0 0 0
He 1 p
est irréducible. Nous avons également
vC (5% - S)
0
f(x,y) = 0 >0, i Q.
0
0

Le systéme § = g(0,y) admet un unique équilibre yo = (S°,S%) qui est globalement asymptotiquement

stable dans Ri avec

90.y) = ( A= et 95, ) '

les conclusions de ce théoréme découlent du résultat [260, Theorem 2.1, Theorem 2.2 .

4.3.1 Existence of endemic equilibrium

Supposons qu’un point (S, Ss)" vérifiant (4.5) existe. Alors nous avons

BaraWaYaSSa

=1
(tta + 0o + 05a) (fea + Pa + V7YaS) (fma + uXaSa) (1t + Mo + @a)
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ﬁa/\awa'YaS*S:zk _ p4
(.Ua +0, + 5sa)(ﬂca + pa + U’YaS*)(.“ma + UAaS:;)(N + Na + O‘a) “
let
. 5a)\awa'7a
 (Ha + 00+ 6sa) (0 + M0 + )
Ainsi,

1- Ré =T (((ttca + pa)tma + u0AaYa)(SSa — S*S;) + uda(thea + pa)(Sa — S5) + VVattma(S — S™)) ,

S < 8* et S, < S¥, ce qui implique R§ > 1.

Un équilibre endémique vérifie les équations suivantes :

A—pS—7,CuS+ azl, =0, (4.11)

Ao — AaMySo — (g + 04)S. =0, (4.12)
I'SS,

55 1 (4.13)

(Hea + pa + v7aS) (fma + uAaSa)

L’équation (4.11) implique

aCa§ = T £ 0a) (g gy
K+ Ta
D’ou
S¥>S,.
L’équation (4.12) implique
INE R

So= 05 ps),

e

AaMySa = (,ua + oa)(S; - f(S))v

ar~a AaMaSa S
O = YaBa( ) ,
ara a ea * a a *
Yofa(ta + ba) (57— §,) = Mt 0a) oo gy
(Ua +0, + 5sa)(ﬂca + Pa + U'YaS) B+ Mg
[25(S; — Sa) = (5" = 9)(fea + pa + v7aS),
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avec
Iy — YaBa(tta + 0a) (1t + 14)

(Ha + 0o + 0sa) (it + Na + 0ta) ,

Fo + FlS

8(8; oy

) = (Hea + Pa)S™ +v7aS™S — (piea + pa)S — U’YaSQv

*’U")/aSZ(S — Nl) + (U’}/(LS* — FQS; — (/Lca + pa))S(S — Nl) + (,u(:a — pa)S*(S — Nl) + FgFlS + FQFO = 07

f(S) = A38% + A38% + A1S + Ay = 0.

Lorsque Az < 0 et Ag < 0, la suite des coefficients de f admet un ou deux changements de signes.
D’apres le critere de Descartes, soit f n’admet aucune racine, soit admet deux racines positives. Remar-
quons que

f(N1) =To'1 Ny + T2y > 0,
f(O) = FQFO - (/Lca - pa)le* < O,

et
lim f = —occ.
Ainsi, f admet deux racines positives S*® € [0, N1] et %% € [Ny, +00].
Le cas u = v = 0 implique A3 = Ag =0, A; > 0, A3 <0 et N; = 0. f est un polynome de second
degré
f(S) = A5 + A, S.

Donc le modele (3.5) admet un unique équilibre endémique lorsque Ry > 1.

4.3.2 Stabilité globale de 1’équilibre endémique

Dans ce paragraphe, nous démontrons dans le théoreme 24, la stabilité globale de 1’équilibre endémique

E*. Nous étendons le résultat obtenu dans Remark 16, page 90.

Théoreme 24 Supposons oo = 0. Si R, , > 1, alors équilibre endémique E* est globalement asympto-

tiquement stable dans €.

R

Z
Proof 12 Posons h(Z) = Z—Z*—Z*In (Z*) Soit Uéquilibre endémique E* = (S*,I*, M*,S*, I*,C*)".

Considérons la fonction

V(t) = D1+ Do+ D3+ Dy, (414)
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4.3. STABILITE GLOBALE DE L’EQUILIBRE SANS MALADIE

(h(S) + h(I)), Dy = ih(M),Da = ﬁ

o Dl =
wl*

1
~C*S*

(h(Ss> + h(Is>)7 D4

~ BI:

1

En substituant les équations du systeme (4.1) et en tenant compte des relations a l'équilibre (4.2),

po(S-8§)p2 s C oSt I
~yC'*S* S S cx C*S*I I
e S VT D T

_ (MS + 9) (Ss B S:)2 _ S: M MSSI: Is

nous avons Di = —

Dy = s g 7 TPs%s 28 49
8T TOMS: S, s, T s, T Y
. 1. o c
D=5 _Zs
ST o T

La dérivée de Uéquation (4.14) le long des trajectoires de (4.1) nous donne

N 1 S, — S* &4 L—I7N L
AM*S* S, ° I, °) " BIz

Par conséquent,

L n (S-S5 (et 0) (Si— Sy
yC* S* S AM* S Ss
N (6 S+ oS- M*I S* MS,I;

S T C*S* I MI* S, M+S:I,

Puisque la moyenne arythmétique est supérieure ou €gale a la moyenne géométrique, on a

)<o

po(S=897  (s+0) (S —5)

g5 ¢S M S5 MSJI  C'I
S C*S*I  MI* S, M*S:I, CIr

Par conséquent,

V<

= 4C*S* S AM*Sr S,

D’ow V <0 dans 0, avec V =0 si et seulement si S = S*, Sy = S%. Soit Uensemble

N ={(S.1,M,S,,I,,C) € 2: V = 0}.

C

C*1,
CI:

B 1 S — §* . -1\ +L M — M*
 yC*S* S I wl*

M
c-cC

M

)c‘

).

(4.15)

(4.16)

Soit B un compact invariant contenu dans N'. Soit S(t), I(t), M(t), Ss(t), Is(t), C(t) la solution

du systéeme 4.1 avec comme condition initiale le point B € N. Puisque B C N est invariant, on a

(S,I,M,S;,I,C) (t) € N'; ceci implique S(t) = S* et Ss(t) = S¥ pour tout t > 0. En substituant dans le

modéle 4.1, on remarque que (S, I, M, S, I, C) (t) € {E*}. Ainsi, par exemple, le systéme a 4 équations

4.1 devient
As = AM()S; — (us +0)S5 =0.

En utilisant le fait que

Ag = AM*S? + (pus + 6)S2,

on en déduit

M(t) = M*, Vt>0.
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Puisque B et B sont pris arbitrairement, nous avons montré que le plus grand compact invariant
contenu dans N est réduit o {E*}. D’aprés le Principe d’Invariance de LaSalle [?], toute solution du
systéme (4.1), de condition initiale dans Q, converge vers { E*} lorsque t — 4+00. Dot E* est localement
asymptotiquement stable lorsque R, , > 1. Donc E* est globalement asymptotiquement stable sous cette

condition.

Nous soulignons que notre objectif est de controler la maladie car elle est préjudiciable aux humains.
Nous avons vu dans le lemme 9, les théoremes 22 - 23 que, sans délais, une condition pour obtenir une
stabilité asymptotique de 'équilibre sans maladie, E°, est que le taux de reproduction de base soit tel
que Ry,» < 1. Par conséquent, en ignorant les délais, alors, au moins localement, la condition R, , < 1

conduit a I’élimination de la maladie de schistosome chez les humains et les escargots.

4.4 Analyse mathématique du modele avec les retards

L’objectif principal de cette section est de caractériser I'impact des retards sur la stabilité de I’équilibre
sans maladie E°. Par conséquent, dans la suite, nous supposons toujours que la condition R, , < 1 est

vérifiée. Autrement dit, sans délais, ’équilibre sans maladie est asymptotiquement stable.

A A,
Rappelons que E° = (5°,0,0,5%,0,0), on S = — and S9 = o Soient x1(t) = S(t) — So,
o Hes

xo(t) = I(t), z3(t) = M(t), z4(t) = Ss(t) — SV, z5(t) = Is(t) et 26(t) = C(t). Alors le lindarisé du systeme

(4.1) sous forme matriciel au point E° est donné par

l’l(t) (El(t) {I,'l(t—Tl) (El(t—Tz) .’L’l(t—Tg)
xa(t) xa(t) xa(t — 1) xo(t — 72) xo(t — 73)
d .%‘3(25) 1‘3(75) l‘g(t—Tl) 333(25—7'2) .233(t—7’3)
— =A A A A:
at | () wa(t) | T - r) [T mt-m) | T au(t— )
Z5(t) (E5(t) 1’5(t*7’1) fﬂ5(t*7’2) 1'5(1577'3)
.’EG(t) (EG(t) xg(t—ﬁ) (EG(t—Tg) .’L’G(t—7'3)
1’1(t—74) {I?l(t—’rg,)
l‘g(t—T4) ,Tg(lf—Tg))
x3(t—7'4) J)3(t—7’5)
A A ,
4 $4(t—7'4) + 5 334(t—7'5)
I’5(t*7’4) ZL'5(t*T5)
$6(t—74) xg(t—7'5)
ou
1 o 0 0 0 0
0 —(p+n+a) 0 0 0 0
Al 0 0 . 0 0 0
0 0 0 —(us+0) 0 0 ’
0 0 0 0 —(ps +0+9) 0
0 0 0 0 B8 —(pe +p)
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000000
000000
000000

A=100000 0|
000000
000000
00 00O0O0
00 0000
0w 0 0 00

Ad=10 0 0 00 |’
00 0000
00 00O0O0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0

A 0 0 —uXS%#7™ 0 0 0

571 0 0 —ASlerem 00 |’
0 0 AS% 7™ 0 0 0
0 0 0 00 0
000000
000000
000000

A=100000 0|
000000
000000
00 00 0 —yS% Hn
00 0 0 0 ~S% +n
00000 0

A=10 0 o0 0 0
00000 0
000 0 0 —vySlern

L’équation caractéristique du systéme linéarisé & I’équilibre E° est donné par
A(g, T1,72,73, T4, 7’5) = ‘6[ — A - A167£T1 - A267§T2 - A3€7§T3 - /146757—4 — A567§7—5| = O
De facon équivalente,

+a1) (€ +a2) (€ + pim +uASTe T H T e ) (E+ e+ p+vySPeHT e ) £ b(Ty; Ta)e e e 4T = 0,
(€+a)(E+a)(E+p s pe+p+ vy

(4.17)
ou, ay = p+n+a, ag = pis + 0+ and b(71;74) = —ywABSOS0eHeTaeTHTL,

4.4.1 7'1>0,7'2:7'3:T4:T5:0

Lorsque 71 > 0, 7o = 73 = 74 = 75 = 0, tla matrice du systéme linéarisé au point E° est donné par

—ay 0 0 ~750e=Hm
0 _ W =y —uAS? 0 0
TELm) = A —a 0
0 0 B —(pe+p+uvySlemrm),

et I’équation caractéristique en E° est donnée par :
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(€ +ay)(&+az)(€+a3)(€+ aq) + b(r1;0) =0, (4.18)

oll, ag = fim +uASY, ay = pie+p+vyS°e™HTL. ces calculs nous montrent que I’équilibre E° est localement

asymptotiquement stable sans condition.

BywASS0e—HT
(1 +m+ a)(pm + uASY) (s + 0 4 0)(pe + p + vyS%e=rm)

(Ru,v,ﬁ)4 = <1 (4.19)

Puisque

Ru,v,n < Ru,v,o = Ru,’u

et

Ruw <1,

nous déduisons que I'équilibre sans maladie E° est localement asymptotiquement stable pour 7, > 0

lorsque R, < 1.
4.4.2 7'2>0,7'1:T3:7'4:T5:O

Lorsque 75 > 0, 71 = 73 = 74 = 75 = 0, I’équation caractéristique a 1’équilibre E° est donnée par :
(& + a1)(£ + a2)(§ + as) (€ + a}) + b(0;0)e ™ = 0, (4.20)

otll, @ = pie + p +vyS° and b(0;0) = —ywABS°SY.

En substituant £ = iw dans I’équation caractéristique (4.20) et en éliminant 72, nous avons
WS 4 (CF — 205)W8 + (A3 + 240 — 2C1C3)w? + (CF — 2CoCy)w? 4 CZ + b(0;0) = 0, (4.21)

ou, C3 = aj + as + ag + a}, C2 = ajas + aza) + ajas + a1a) + asas + aza) + ayas + ajay + asaz + azal,
Cy = ajaza3 + ayasal + ajajas + ajasas, Co = ajasazal.

En substituant w? = 1 dans 1’équation précédente, nous avons
n* 4 (CF — 2C9)n® + (A% + 240 — 2C1C3)n* + (CF — 2C5Ca)n + A2 + b(0;0) = 0. (4.22)
Nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 25 — 5i 0% —2Cy > 0, A3 +2A¢ — 2C1C3 > 0 and C? — 2C,Cy > 0, alors ’équation
(4.22) n’a pas de solution positive. Ainsi, [’équation (4.22) n’a pas de racine imaginaire pure et
donc pas de changement de stabilité. Par conséquent, I'équilibre sans maladie E° est localement

asymptotiquement stable pour o > 0 lorsque Ry, < 1.
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— 5i C2 —2Cy < 0 or A3 + 249 — 20103 < 0 or C2 —2C,Cy < 0, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, 'équation (4.30) a au moins une racine positive. Il existe une valeur critique 75

régulant les changements de stabilité o 1’équilibre EO.

Théoréme 26 Puisque b(0;0) < 0, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I’équation (4.30) a
au moins une racine positive. Ensuite, il existe une valeur critique 75 a partir de laquelle la stabilité a
E° change. Précisément, la stabilité de E° passe de stable & instable lorsque T croise la valeur critique

TS

4.4.3 7'3>0,7'1:7'2:7'4:7'5:0

Lorsque 73 > 0, 71 = 7o = 74 = 75 = 0, ’équation caractéristique & 1’équilibre E° est donnée par :

(64 a)(€ + a2)(§ +a) (€ + a}) + (a5 (§ +a)(€ + a2)(§ +as) +b)e ™™ =0, (4.23)

ol, a = iy, and af = ulSE.

En substituant ¢ = iw dans (4.23), puisque |e~*™| = 1, nous avons

W (P} —2Py—a2)wb + (P2 4+ 2Py +2a6Q1 — 2P Py — Q2)w* + (P2 +2Q0Q2 — 2Py Py — Q3)w? + P2 — Q32 = 0,
(4.24)

ce qui est équivalent a

wB + G3w6 + G2w4 + G1w2 + Gy =0, (425)

U, Py = a1 +az +aj+as, P = a1az + a1a3 +a1as +azaz +asaz +azas, P = arazai +arazas +arazay
ol, P = a1 +as+as+as, Po = ara2+ar1a5+a1a4 +asa2+asas +asaq, Py = ajazas +a1a2a4 +arasaq +
/ / ! ! ! 7 ! 7 / ! !
asa20a4, Py = araza5a4 — b, Q2 = ajal + a1as — azb, Q1 = arasas + asasas + ajasas, Qo = ar1asasas.

En substituant w? = 7 dans I’équation précédente, nous avons I’équation suivante :
n* + Gsn® + Gan® + Gin + Go = 0. (4.26)
Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 27 — SiG3>0,Gs >0, G >0 et Gy >0, alors équation (4.26) n'a pas de solution
positive. Ainsi, I'équation (4.26) n’admet pas de racine imaginaire pure, i.e., T4 n’eziste pas; ce qui
nous conduit & dire qu’il n’y a pas de changement de stabilité lorsque T3 change. E° est localement
asymptotiquement stable pour 73 > 0 lorsque Ry < 1.

— SiGg >0 o0rGs >0 o0r Gy >0 ou Gy > 0, alors par le théoréme de la valeur intermédiaire,
léquation (4.26) admet au moins une racine positive. Ainsi, il existe une valeur critique T4 pour

les changements de stabilité o Iéquilibre E°.
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444 174,>0, 11 =To=T3=T75=0

Lorsque 74 > 0 et 71 = 75 = 73 = 75 = 0, I’équation caractéristique a 1’équilibre EY est donnée par :
€+ a1)(€+a2)(E+b1)(E+b2) +b=0,

ol, b1 = pim + pASTe™ T4 by = pg + p + vyS*.
Dans ce cas, I’équation caractéristique a I’équilibre EY est indépendante du retard 74. Ainsi, ’équilibre
E° garde la méme stabilité que dans le cas du modeéle sans retard i.e. E° est localement asymptotiquement

stable pour 74 > 0 lorsque R, < 1.
445 >0, m=Tm=13=7,=0
Lorsque 75 > 0 et 7 = 75 = 73 = 74 = 0, équation caractéristique & I’équilibre E°? est donnée par :
€'+ Ds&® + Dog® + Di& + Do + (a6€” + Ex8 + En§ + Eo)e ™ =0, (4.27)

ou D3 = ay;+as+az+ay, Dy = ajas+araz+aia) +azaz+ajas+asay, D1 = ajasas+ajasa) +ajazal +
agagaﬁl, DQ = alagagaﬁl — b, E2 = a3b1 +a1b1 +a2b17 E1 = a1a361 +a2a3b1 +a1agbl, EO = a1a3b1a2 with
*

as = fm + pAS*, al) = ps + p, and by = vy S*.

En substituant ¢ = iw dans (4.27), et puisque |e =] = 1,

wWi+(D3—2Dg—a)wb+(D3+2Dg+2a6 Ey —2D1 Dy — E3)w*+(Di+2EyEy—2Dog Dy — E3 )w?*+ D3 —E3 = 0,

(4.28)
ce qui est équivalent a
w® + Hywb + How* + Hiw? + Hy = 0. (4.29)
En substituant w? = 1 dans I’équation précédente, nous obtenons
n* + Hsn® + Hyn? + Hin + Hy = 0. (4.30)
Le résultat suivant est obtenu.
Théoréme 28 — Si H3 >0, Hy > 0, Hi > 0 et Hy > 0, alors l’équation (4.30) n’admet aucune

solution positive. Ainsi, I’équation (4.30) n’admet aucune racine imaginaire pure, i.e., T2 n’existe
pas. ceci nous conduit a dire qu’il n’existe pas de changement de stabilité lorsque 15 change. Donc
Iéquilibre E° est localement asymptotiquement stable pour 5 > 0 lorsque Rg < 1.

— Si H3 > 0 ou Hy > 0 ou Hy > 0 ou Hy > 0, d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire,
léquation (4.30) admet au moins une racine positive. Donc il existe une valeur critique T4 pour

les changements de stabilité & 1’équilibre EO.
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Conclusion générale

Tout au long de cette theése, nous avons commencé par formuler un modele mathématique sans retard
pour décrire la dynamique de transmission de la schistosomiase. Notamment, en prenant en compte les
temps de développement des différents stades du schistosome, et en considérant que la population humaine
et celle des escargots intermédiaires ne sont pas de tailles constantes. Le cycle de vie du schistosome
comprend plusieurs stades qui sont : schistosomule (stade larvaire), schistosome adulte, ceuf, miracidium
libre, sporocyste et cercaire. Le schistosomulum et le schistosome adulte dépendent des hotes définitifs,
et le sporocyste ne peut pas se transformer en miracidium sans son seul et unique hote intermédiaire,
Iescargot. Le schistosomulum de I'hote définitif et le schistosome adulte peuvent étre des humains ou
des animaux comme la vache et le beeuf. La population humaine, ainsi que la population intermédiaire
d’escargots ont été divisées en deux classes épidémiologiques disjointes : les susceptibles (S, Ss) et les
infectés (I, I), respectivement. Nous avons supposé que tous les nouveau-nés de 1'héte définitif ou de
lescargot (hote intermédiaire) sont susceptibles.

Il existe dans la littérature une ligne de pensée qui considere que ’appauvrissement peut avoir un
impact sur la dynamique des particules. ceci est pris en compte dans la dynamique des particules par
certains auteurs [254, 258, 259, 256, 257]. Le modele que nous avons proposé, et qui est original, et se
démarque de la ligne de pensée de certains auteurs [256, 257], qui considérent une fonction de déplétion
linéaire des particules, d’ou la prise en compte des miracidies ou des cercaires. Cette derniére hypothese
de modélisation semble irréaliste. En effet, nous pensons que, considérer un terme linéaire pour ’appau-
vrissement des particules signifie que ’appauvrissement se produira toujours méme en ’absence d’hotes,
ce qui n’est pas biologiquement réaliste. De plus, ces auteurs dans leurs travaux [256, 257] ne prennent
pas en compte les taux de mortalité liée la maladie, ni chez I’homme ni chez les escargots. Cette hypothese

est également discutable et non pertinente pour au moins deux raisons :
1. Tl n’est pas nécessaire de faire un effort (mathématique) pour étudier une maladie qui ne nuit pas
a leurs hotes ;
2. Plusieurs rapports soutiennent le fait que la schistosomiase est responsable de plusieurs déces dans

les pays en développement.
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CHAPITRE 4. PRISE EN COMPTE DU RETARD DANS LE MODELE DE
LA SCHISTOSOMIASE

Par conséquent, par rapport aux travaux existants du méme niveau de complexité ou méme moins,

les nouveautés du modele (4.1) que nous proposons sont triples.

1. Contrairement aux travaux dans [256, 257], les fonctions non linéaires sont prises en compte pour

I’épuisement des miracidies et des cercaires par les humains et les escargots.

2. Notre modele dans cette theése revendique la généricité puisqu’il combine ’absence de termes
d’épuisement dans la dynamique des particules (ie w = v = 0) et la présence de termes d’épuisement
dans la dynamique des particules (ie u =v =1) .

3. Contrairement aux travaux dans [256, 257], notre modeéle prend en compte les déces dus & la

maladie tant chez 'homme que chez les escargots.

Notre analyse dans la premiere partie de la these a révelé que le nombre de reproduction de base
du modele joue effectivement un role important dans le contréle de la maladie. L’objectif principal était
d’étudier les effets de la souche hybride sur la dynamique du modele mathématique. En vue d’atteindre
notre but, nous avons étudié la dynamique de nombreux sous-modeles du modele complet.

Le sous-modele avec une seule souche parentale et la souche hybride ; le sous-modele avec deux souches
parentales sans souche hybride et le sous-modele avec une seule souche parentale et souche hybride.
L’analyse mathématique de ces sous-modeles et du modele complet indique que le nombre de reproduction
de base de chaque modele joue un role important dans 1’élimination de la maladie. Plus précisément,
on peut observer qu’en présence de deux types d’escargots, la souche hybride a plus d’impact sur les
escargots infectés plus virulents par hybride. De plus, I'organisation des campagnes de sensibilisation
pour la connaissance de la schistosomiase et de 'abattage des escargots dans ’eau sont le moyen efficace
de controler la transmission de la schistosomiase.

Nous avons également formulé un modeéle mathématique retardé pour décrire la dynamique de trans-
mission de la schistosomiase. Notamment, nous avons pris en compte les temps de développement des
différents stades du schistosome, et considéré que les effectifs des populations d’hotes humains et d’es-
cargots (hotes intermédiaires) ne sont pas des constantes. Il est a signaler qu’un traitement de ’eau est
nécessaire afin soit de tuer, soit d’extraire les escargots et les cercaires.

Apres avoir calculé le nombre de reproduction de base R, nous avons établi I'existence des équilibres
du modele. Ainsi, I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1.
Lorsque Rg > 1, I’équilibre sans maladie devient instable, il existe un unique équilibre endémique qui est
globalement asymptotiquement stable.

L’impact des retards sur la dynamique du modele est également étudié. La stabilité de I’'équilibre sans
maladie et de I’équilibre endémique peut étre déstabilisée. Il apparait une bifurcation de Hopf dégénérée

car sans apparition de cycle limite.

Doctorat PhD : Isabelle NGNINGONE EYA 100 Doctorat PhD
Département de Mathématiques Département de Mathématiques
Faculté des Sciences Faculté des Sciences

Université de Yaoundé I, Cameroun Université de Yaoundé I, Cameroun



4.4. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE AVEC LES RETARDS

Les simulations numériques soutiennent nos résultats analytiques, et en particulier la conclusion de
débarrasser I’eau des escargots et des cercaires est efficace pour controler la transmission de la schistoso-
miase.

Il serait souhaitable dans la suite des travaux d’étendre le modele & retard qui est proposé dans cette
these, afin de prendre en compte plus de phénomenes biologiques. Ce serait intéressant de voir si les

trajectoires cycliques persistent dans ce cas.
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