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Avant-propos

Cette these est le résultat des études ménées par I'auteur depuis juin 2010 au Dé-
partement de Mathématiques, Statistiques et Informatique de I’Université de Can-
tanbrie en Espagne, sous la supervision de Pr. Laureano Gonzalez-Vega et de Pr.
Mario Fioravanti.

Ce travail s’inscrit dans le cadre du Work Package WP3 : Algebraic Geometry
for CAD Applications, du projet SAGA. Dans un premier temps, nous proposons,
d’une part, des nouvelles approches pour une description exacte des courbes et
des surfaces médiatrices de petit degré, en utilisant une combinaison des outils de
I’algebre linéaire avec ceux de la résolution des systemes d’équations algébriques par
élimination. Ces approches permettent, ainsi, de faire un pas vers la promotion de
la CAO/CGAO et de la géométrie algorithmique. Nous proposons, d’autre part, une
nouvelle approche expérimentale a travers un logiciel de mathématique dynamique
pour une caractérisation tres simple des médiatrices planes.

Dans un deuxieme temps, nous proposons une nouveau algorithme pour la des-
cription d’une approximation du diagramme de Voronoi topologiquement bien cer-
tifice. Ce nouvel algorithme utilise des algorithmes de subdivision spatiale et des
récents résultats de la CGAQO, notamment pour le calcul de la topologie des courbes
et surfaces. On rappelle que le diagramme de Voronoi est I'une des structures de
données les plus fondamentales de la géométrie algorithmique qui possede un champ
d’applications tres vaste.

Le texte a été congu avec une partie introductive suivie d'un chapitre préli-
minaire qui rassemble toutes les notions de base indispensables pour une bonne
compréhension de I’ensemble des chapitres. Toutefois, le lecteur peut parcourir les
autres chapitres individuellement et indépendamment.

La rédaction de cette these a éte financée par le septieme programme-cadre
de la communauté européenne [FP7/2007-2013], Marie Curie Initial Training Net-
work SAGA (ShApes, Geometry and Algebra), grant agreement no [PITN-GA-2008-
214584], et par le projet de recherche espagnol "ALGORITMOS Y APLICACIONES
EN GEOMETRIA REAL Y TROPICAL", MTM2011-25816-C02-02, financé par le
Ministere Espagnol de 'Economie et de la Compétitivité, et par les fonds FEDER.
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http://www2.uah.es/aayag/indexaayag_es.html
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Résumé

Courbes et Surfaces Médiatrices, et Diagramme
de Voronoi d’une famille finie de demi-droites
paralléles dans R?

Résumé

Cette these est composée de trois parties principales : les calculs des courbes mé-
diatrices de deux courbes ou d’un point et d’'une courbe dans le plan, des surfaces
médiatrices de deux surfaces dans R?, et du diagramme de Voronoi d’une famille finie
de demi-droites paralleles de méme orientation. Ces trois sujets sont étroitement liés
et trouvent des applications dans le domaine de la CAO/CGAO et de la géométrie
algorithmique. Dans ces trois sujets, nous allons présenter des méthodes algorith-
miques pour obtenir une certaine représentation de l'objet qui nous intéresse : la
courbe médiatrice, la surface médiatrice ou le diagramme de Voronoi.

En utilisant la regle de Cramer généralisée et certaines méthodes d’élimination
algébrique, nous présentons une nouvelle approche pour déterminer une paramé-
trisation algébrique exacte (rationnelle ou non rationnelle) de la courbe média-
trice de deux courbes planes rationnelles. L’approche est, ensuite, généralisée pour
déterminer une paramétrisation algébrique exacte (rationnelle ou non rationnelle)
de la surface médiatrice de deux surfaces rationnelles de petit degré. La méthode
est appliquée pour obtenir les paramétrisations de la médiatrice de deux courbes
planes rationnelles, dans lesquelles une des courbes est un cercle ou une droite.
D’autre part, nous montrons, aussi, comment il est facile d’obtenir les paramétrisa-
tions de la médiatrice de paires de surfaces suivantes : plan-quadrique, plan-tore,
cylindre circulaire-quadrique non développable, cylindre circulaire-tore, cylindre-
cylindre, cylindre-cone et cone-cone. Les paramétrisations obtenues sont rationnelles
dans la plupart des cas. Dans le reste des cas, les paramétrisations contiennent des
racines carrées qui est bien adapté pour déterminer une bonne approximation de la
médiatrice.

Nous présentons aussi une approche différente traitant du probleme de la courbe
médiatrice plane. Cette nouvelle méthode utilise la couleur dynamique en GeoGebra
pour les caractérisations géométrique et numérique de la courbe médiatrice de deux
objets géométriques dans le plan (deux courbes, ou une courbe et un point). Méme si
elle ne fournit pas de représentation algébrique, la méthode peut conduire au calcul
d’une représentation approximative de la courbe médiatrice.
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Le diagramme de Voronoi (VD) est une structure de données fondamentale de
la géométrie algorithmique avec des applications trés variées dans des domaines
théoriques et pratiques. Nous considérons le VD d’un ensemble fini de demi-droites
paralléles de méme orientation restreint & un domaine compact Dy C R? pour la
distance euclidienne. Ce nouveau type de VD peut étre utilisé pour apporter des ré-
ponses efficaces a certains probléemes dans I'industrie de forage, tels que I’hydraulique
ou la mine. Nous présentons un algorithme approximatif efficace pour le calcul de ce
VD, en utilisant le processus de subdivision produisant un maillage qui représente
la topologie de VD dans D,.

Mots-clefs

Meédiatrices, courbes et surfaces rationnelles, Diagramme de Voronoi, Maillage.

Curvas y Superficies Bisectrices, y Diagrama de
Voronoi de una familia finita de semirrectas
paralelas en R?

Resumen

Este trabajo consta de tres partes principales : el calculo de las bisectrices de dos
curvas o de un punto y una curva en el plano, de la superficie bisectriz de dos super-
ficies en R?, y del diagrama de Voronoi de una familia finita de semirrectas paralelas
y con la misma orientacién en R3. Estos temas estdn estrechamente relacionados y
tienen aplicaciones en CAD/CAGD y en Geometria Computacional.

Se presenta un nuevo método para determinar, utilizando la regla de Cramer
generalizada y métodos de eliminacién algebrica, una parametrizaciéon algebraica
exacta (racional o no racional) de la curva bisectriz de dos curvas planas racionales
dadas. Este método se generaliza para determinar una parametrizacién algebraica
exacta de la superficie bisectriz de dos superficies racionales de grado bajo. El método
se aplica, en particular, para obtener parametrizaciones de la bisectriz de dos curvas
planas racionales, cuando una de ellas es una circunferencia o una recta. Por otro
lado, se muestra como obtener facilmente una parametrizacin de la bisectriz de los
siguientes pares de superficies : plano y cuddrica, plano y toro, cilindro circular y
cuadrica no desarrollable, cilindro circular y toro, dos cilindros, cilindro y cono, y
dos conos. Estas parametrizaciones son racionales en la mayora de los casos. En los
casos restantes, la parametrizacion contiene una raiz cuadrada, que resulta adecuada
para determinar una buena aproximacion de la bisectriz.
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Ademas, se presenta un enfoque diferente para el problema de la curva bisectriz
plana. Este nuevo método utiliza color dindmico en GeoGebra para el calculo de una
caracterizacion geométrica y numérica de la bisectriz de dos objetos geométricos en
el plano (dos curvas, o una curva y un punto). Aunque no proporciona una represen-
tacion algebraica, el método permite el cdlculo de una representaciéon aproximada
de la curva bisectriz.

El diagrama de Voronoi (DV) es una estructura de datos fundamental en geome-
tria computacional con diversas aplicaciones en distintas areas tedricas y practicas.
Se estudia el DV de un conjunto de semirrectas paralelas y con la misma orientacion,
restringido a un dominio compacto Dy C R3, con respecto a la distancia euclidiana.
Este nuevo tipo de DV se puede utilizar para proporcionar una solucién eficiente
a algunos problemas relacionados con la perforacién, en industrias tales como la
hidraulica o la mineria. Se presenta un algoritmo eficiente para calcular una aproxi-
macion de un DV de esa clase, utilizando un proceso de subdivisiéon, que produce
una malla que representa correctamente la topologia del DV.

Parabras clave

Bisectrices, Curvas y surperficies racionales, Diagrama de Voronoi, Mallado.

Curve and Surface Bisectors, and Voronoi
Diagram of a family of parallel half-lines in R?

Abstract

This thesis has three main parts: computation of the bisectors of two curves or
a point and a curve in the plane, of the bisector of two surfaces in R?, and of the
Voronoi diagram of a finite family of parallel half lines in R?, with the same ori-
entation. These subjects are closely related, and have applications in CAD/CAGD
and Computational Geometry. In each of the three parts, we present algorithmic
methods for computing certain representations of the geometric object of interest:
the bisector curve, the bisector surface, or the Voronoi diagram.

We present a new approach to determine, using the generalized Cramer’s rule
and algebraic elimination steps, an exact algebraic parameterization (rational or non
rational) of the bisector curve of two given planar rational curves. The approach is,
then, generalized to determine an exact algebraic parameterization of the bisector
surface of two low degree rational surfaces. In particular, we apply the method
to obtain parametrizations of the bisector of two rational plane curves, when one
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of them is a circle or a straight line. On the other hand, we show how to easily
obtain parametrizations of the bisector of the following pairs of surfaces: plane-
quadric, plane-torus, circular cylinder-non developable quadric, circular cylinder-
torus, cylinder-cylinder, cylinder-cone and cone-cone. These parametrizations are
rational in most cases. In the remaining cases the parametrization involves one
square root which is well-suited to determine a good approximation of the bisector.

In addition, a different approach for the bisector curve problem will be pre-
sented. This new method uses dynamic color in GeoGebra for the computation of
a geometric and numerical characterization of the bisector of two planar geometric
objects (two curves, or a curve and a point). Even if it does not provide an alge-
braic representation, the method could lead to the computation of an approximate
representation of the bisector curve.

The Voronoi diagram (VD) is a fundamental data structure in computational
geometry with various applications in theoretical and practical areas. We consider
the VD of a set of parallel half-lines, with the same orientation, constrained to a
compact domain D, C R?, with respect to the Euclidean distance. This new kind
of VD can be used to provide an efficient solution to some problems in the drilling
industry, such as hydraulic or mining. We present an efficient approximate algorithm
for computing such VD, using a box subdivision process, which produces a mesh
representing the topology of the VD in D,.

Keywords

Bisectors, Rational Curves and Surfaces, Voronoi Diagram, Meshing.
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Introduction générale

Dans ce chapitre introductif, nous allons présenter le contexte général de cette
theése dans la premiere section, ensuite 1’objectif de la these décrivant la contribution
apportée accompagnée d'un certain nombre d’exemples illustratifs dans la deuxiéme
section. Enfin, la troisieme section présente la structure de la these.
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0.1 Contexte

La technologie courante de la Conception Assistée par I’'Ordinateur (CAO) et de

la Conception Géométrique Assistée par I’Ordinateur (CGAO) (CAD, pour Com-
puter Aided Design et CAGD, pour Computer Aided Geometric Design, en anglais)
rencontre des limitations dues au conflit entre le fond mathématique sous-jacent et
les fonctionnalités attendues par les divers domaines d’application. L’incorporation
et I'intégration de résultats provenant d’autres disciplines que I’analyse numérique,
sont tres attendues, non seulement, pour améliorer les outils fondamentaux, mais
aussi, pour conduire a des nouveaux outils de conception et de méthodologies. L’ob-
jectif de cette these est de mieux intégrer les résultats mathématiques actuels dans
le domaine de la géométrie pour la CAO en incorporant des résultats de différentes
disciplines telles que la géométrie algébrique et différentielle, I'algebre linéaire, le
calcul symbolique et les calcul géométrique proposant ainsi des nouvelles approches
pour le traitement de primitives géométriques (telles que les médiatrices et les axes
médians) des courbes et des surfaces de petit degré dans la CAO. La représentation
la plus courante pour les courbes et les surfaces en CAO/CGAO reste la représen-
tation paramétrique rationnelle. La réprésentation implicite est aussi utilisée dans
certaines opérations spécifiques telles que le calcul d’intersection de courbes et de
surfaces ou le test caractérisant 'appartenance d’un point a une courbe ou une
surface. Les représentations implicites restent invariantes sous certaines opérations
géométriques de base (telles que le calcul d’offset ou de médiatrice de courbes et de
surfaces), mais leur calcul exact est souvent impraticable car impliquent la manipu-
lation d’un ensemble de solutions associées a des systemes d’équations non linéaires
de degré tres élévé. De plus, les représentations paramétriques ne sont pas conser-
vées dans des telles opérations. Ainsi la description exacte de certaines primitives
géométrique est problématique.
La géométrie algorithmique qui s’est récemment developpée pour apporter des solu-
tions a des problemes de la CAO, de la robotique, de 'infographie, de la géographie,
de la géologie, de la biologie structurale, de la conception de circuits intégrés, etc,
trouve son fondement dans les structures de données dont 1'une des plus importantes
est le diagramme de Voronoi. Dans I’espace de dimension trois et supérieure, beau-
coup de questions de base restent toujours ouvertes. Par exemple, le calcul d’une
description exacte du diagramme de Voronoi d’un ensemble d’objets, différents des
points, constitue 'une des difficultés majeures.

0.2 Objectifs de la these

L’objectif principal de cette these est d’apporter un certain nombre de contribu-
tions sur deux sujets connexes ayant diverses applications dans la CAO/CGAOQO et
dans Géométrie Algorithmique, la médiatrice et le diagramme de Voronof :

— La médiatrice algébrique de deux objets géométriques (point, courbe, sur-
face) est définie comme étant I'ensemble de centres de cercles, dans R?, (ou de
centres de spheres, dans R3) qui sont simultanément tangents au deux objets.
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— La médiatrice géométrique (ou vraie médiatrice) de deux objets géomé-
triques est déterminé par le lieu géométrique de points équidistants a partir
de deux objets.

— Le diagramme de Voronoi d'un ensemble d’objets discrets dans un espace
métrique est la décomposition de I'espace en régions (appelées cellules de Vo-
ronoi). Il y a une région par objet, constituée de points qui sont plus proches
de l'objet que de tout autre. Sa descriptionn résulte d’un arrangement des
hypersurfaces médiatrices de paires d’objets.

0.2.1 Les contributions relatives a la médiatrice

Les contributions principales relatives a la médiatrice sont les suivantes :

1. Une nouvelle approche pour calculer une paramétrisation algébrique
(rationnelle ou non-rationnelle) exacte de la médiatrice algébrique
de deux courbes rationnelles planes dont 1’une est un cercle ou une
droite, données par leur paramétrisations respectives s(u) et r(t).
Un point de la médiatrice algébrique de deux courbes régulieres doit étre
a l'intersection commune des droites normales aux courbes et a égales dis-
tances a partir des points ou ces droites sont normales aux courbes. L’approche
consiste :

— Tout d’abord, en appliquant la régle de Cramer (classique) au systéme
d’équations décrivant les points de l'intersection commune des normales a
s et a r aux points s(u) et r(t), pour obtenir une solution (les coordonnées
des points) en fonction de parametres u et ¢ sous la forme de

bo (u,t) = (hy (u,t), by (u,t))" € R

— Ensuite, a partir de I’équation décrivant les points qui sont a egales dis-
tances a partir des points s(u) et r(t), on peut facilement exprimer I'un des
parametres en fonction de ’autre, disons u en fonction de t, et selon le degré
de I’équation en u on peut avoir m (m > 1) expressions :

U; :Uz(t),’l: 1,...,777,.

— Enfin, en substituant u par u;(t) dans bg (u,t) nous obtenons la paramétri-
sation de la courbe médiatrice algébrique sous la forme

bi(t) = bo (w;(t), 1) i =1,...,m.

La paramétrisation que nous obtenons est constituée par plusieurs compo-
santes, qui, en géneral, ne sont pas rationnelles car elle dépende de ’hodo-
graphe (c-a-d, norme de vecteur vitesse) de 'autre courbe. Elle peut étre utilsée
pour caractériser la médiatrice géométrique par "élagage" (c-a-d, identification
et élimination d’un certain nombre fini de portions de la médiatrice algébrique
qui n’appartiennent a la médiatrice géométrique). L’essentiel de cette approche
sera détaillé a la section 2.2 du chapitre 2.

Les exemples suivants en sont une illustration de ’approche :
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(a)

Pour un cercle et une cubique de paramétrisations respectives

T T
2u 1 —u? 2
- = - — 14 tr(t)= (22 —2 ——t(t?—1
S(u) (1+u2’1+u2+) € I‘() ( 73\/§< ))a

les composantes de la paramétrisation de la courbe médiatrice sont don-
nées par :

m@>:<xxw‘nu»Tetm@):<xxwxaw>ﬂ

Ui(t) " Va(t) Ua(t) " Va(t)
avec

Xi(t) = V36t + 43t —19t/3 + 9)(—6¢* + 4/3¢>
+5/3t 4 15),

Vi(t) = V3t(330 — 1014 — 12¢* +130V3¢> — 275t /3
+3001% +227V/31> — 80t7V/3 — 144t® — 26 v/31°
+24 /311,

Ur(t) = 18(2V3t' — 7312 + 24t + V/3),

Vi(t) = 3(2V3t" — 7V312 + 24t +V3)(=2° + 5t
—31° + 6312 —2/3),

Xo(t) = V3(=6t'+4V33 +111v/3 +21)(6t* + 4383
—13tV3 + 3),

Ya(t) = V/3t(306 —990* + 204t + 1623 — 2553 ¢
+8415 + 139 V31° — 80317 — 144t* + 1031
—6 + 24311,

Us(t) = 18(2V3t' — V32 + 241 +3/3),

Vo(t) = 3(=2t3+5t—31°+63t2 —2v3) (23t
—V3t2 + 24t + 3V/3).

A partir de cette paramétrisation, apres le processus de "élagage', nous
obtenons la médiatrice géométrique qui est déterminée par la restriction
de la composante by a U'intervalle [—0.833, —0.0697] et la restriction de la
composante by & l'intervalle [1.16838,9.60459]. 11 y’a lieu de préciser que
les nombres (qui déterminent les extrémitées) utilisés dans les intervalles
sont des approximations des nombres algébriques. La figure 1 montre le
graphique correspondant des médiatrices algébrique et géométrique.

Pour le cercle et I’hyperbole de paramétrisations respectives

2u 1—u? g At 2(1—)\"
S(u):<1+u2+2’1+u2+1> etr(t):(l_t27 [ ,

les composantes de la paramétrisation pour la courbe médiatrice sont
données par :

_ (X nm\" _ (X)) am\"
)= (g ) @ 20 = (W wis)
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FIGURE 1 — En haut on a la médiatrice algébrique (bleue) et en bas la médiatrice
géométrique (bleue) du cercle (vert) et de la PH-cubique (rouge)
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e

FIGURE 2 — La médiatrice algébrique (bleue) du cercle (vert) et de 1" hyperbole
(rouge)

avec

Xi(t) = —4t(—t"04+22¢7 + 1745 — 87 + 184> + 14¢*
—8t3 +15¢% — 10t + 1) — 4t(2¢* +2)(1 — 4¢
412 48 4 31 (V6 12+ 1+ 1),

Vi(t) = 2(1+)(#"0+2¢° +39¢% +72¢" +6¢° —20¢°
—6t* — 563 + 25t% + 2t — 1) + 2(1 + 1) (4t® + 4t?
—At) (1 — At + 42+ 485 + 3t (V6 12 + 1 + 1),

Xo(t) = 4t —22¢ — 175 + 8¢" — 18¢° — 4¢° — 14+
+8¢% —15¢2 + 10t — 1)) +4¢(2t* +2)(1 — 4¢
FA12 4485 + 3t (V612 + 1+ 1Y),

Yao(t) = 2(1L+3)(—t"" —2¢° —39¢% — 727 — 61° + 204
+6* + 561> — 2512 — 2t + 1) +2(1 +t2)
(413 4 41> —4t)(1 — 4t + 412 + 43 + 319
(V612 +1+14),

W(it) = (*—1)(—t""4+10t" —11¢°* —40t" +6¢° +12¢°
+10¢* 4+ 24> — 58> — 6t + 1) + (2 — 1)(¢t* — 24
212 4+ 2t + 1)(1 — 4t +41% + 4% + 3t%)

(V62 +141t4).

Le graphique correspondant est représenté a la figure 2.

(c¢) Pour une droite et une ellipse de paramétrisations respectives

T
2t 2(1—t%)
= (2 1. 3u—2)" et r(t) =
s(w) = (2u+1, 3u—2)" et r() (Hﬁ, o )
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FIGURE 3 — La médiatrice algébrique (bleue) d’une droite(vert) et de l'ellipse(rouge)

les composantes de la paramétrisation pour la courbe médiatrice sont
données par :

be(f) — —2t(3t4+96t3—158t2+240t—53+2\/13(3t2—6t+11)\/14t2+1+t4)
1(t) = (t—3)(3t+1)(1+t2)(—3+3t2—-81) )
T
(—1+t2)(—12t4+120t3—148t2+48t+\/13(3t2—6t+11)\/14t2+1+t4—40)
(t—3)(3t+1)(1+t2)(—3+3t2—-8%)

et

ba(f) — 2t(—3t4—96t3+158t2—240t+53+2\/13(3752—6t+11)\/14t2+1+t4)
2(t) = (t—3)(3t+1)(1+t2)(—3+3t2—-81) )

T
(—1+t2) (1241-12043+14812 48 t+v/13(312—6 t+11)\/14t2+1+t4+40)
(t—3)(3t+1)(1+t2)(—3+3t2—8%)

Le graphique correspondant est représenté a la figure 3.

2. Une nouvelle approche automatique pour les caractérisations géo-

métrique et numérique de la médiatrice géométrique de deux objets
géométriques (point, courbe) planes donnés par leur paramétrisa-
tions, en utilisant le modéle de couleur dynamique au GeoGebra?,
un logiciel de mathématique dynamique.

Cette méthode qui est similaire a celle introduite par Botana et Abanades
([24]) est réalisée en collaboration avec Rafael Losada®.

2. http ://www.geogebra.org
3. http ://www.iespvia.com/rafa/rafa.htm


http://www.geogebra.org
http://www.iespvia.com/rafa/rafa.htm
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Il faut tout d’abord préciser que GeoGebra est un logiciel libre initialement
congu pour les enseignements mathématiques, qui associe, de facon dynamique,
trois représentations différentes d’'un objet mathématique : une représentation
géométrique, une représentation algébrique, et une représentation par un ta-
bleur. Ce logiciel a connu une grande évolution dans les cinq dernieres années
et sa portée actuelle dépasse I'unique aspect pédagogique, car il est de plus en
plus utilisé dans la recherche fondamentale notamment dans la résolution de
problémes d’algebre et de géométrie et dans la validation de nouvelles construc-
tions dans le plan.

Les modeles de couleur sont utilisé pour faciliter la spécification de la couleur
de maniére classique. Ainsi, un modele de couleur spécifie un systéeme de co-
ordonnées en dimension 3 dans lequel chaque couleur est représentée par un
seul point dont la valeur numérique de chacune des coordonnées est normali-
sée a 'intervalle [0, 1]. Pour un modele de couleur RGB(Red, Green, Blue),
c-a-d (rouge, vert, bleu), on a les correspondances suivantes : rouge(1,0,0),
vert(0, 1,0), bleu(0,0, 1), noir(0,0,0), blanc(1,1,1), etc.

Etant donnés deux objets géométriques O; et Oy (points, courbes paramé-
triques) du plan, de paramétrisations respectives O (u), u € I; et Oy(v),v €
I, ou I et I sont des intervalles (pouvant, éventuellement, étre réduits & un
point), grace a la mise en oeuvre du logiciel GeoGebra, le lieu géométrique des
points (qui sont suffisamment proches) de leur courbe médiatrice géométrique
sera scanné et affiché en une couleur spécifique.

Le processus de scannage consiste a considérer une liste de n points By, ..., B,
situés dans une méme verticale uniformément distants et assez proches, for-
mant ainsi une ligne de scannage. A un simple Clic, les points sont automati-
quement animés dans un procédé de déplacement horizontal de pixels balayant
un domaine qui contient les deux objet géométriques. La fonction trace de cha-
cun des n points est activée de telle sorte que I’écran apparaisse en des couleurs
différentes acquises par chacun des points a chaque position du scanneur en
fonction de la configuration de la carte de couleur.

Le scannage fonctionne grace a la condition numérique que doit vérifier chaque
point B de la médiatrice géométrique de deux objets O; et O, a savoir :

D(B) = d(B,0,) — d(B,0,) =0, (1)

ou d est la fonction distance définie par

d: (B,0) — inf (B ~ O(u)]| (2)

Ainsi tout au long du déplacement horizontal, a chaque position, la distance
entre chaque point scanné et deux objets géométriques O, et O, est calculée,
et la trace du point qui vérifie la condition numérique (1)(c-a-d un point ap-
partenant a la médiatrice géométrique) s’affichera en une couleur qui dépend
de la la configuration de la carte de couleur établie. A la fin du scannage la
courbe médiatrice s’affiche dans le domaine balayé dans une couleur choisie.
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FIGURE 4 — La courbe médiatrice géométrique est caractérisée en couleur blanche

En prenant le modele RGB et en normalisant la condition numérique (1) par
exp(—|D(B)|) € [0,1],

la courbe médiatrice géométrique s’affichera en couleur blanche comme le
montrent les exemples suivants. Le détail de cette méthode réalisée en col-
laboration avec Rafael Losada fera 1’objet de la section 2.3 du chapitre 2.

Pour le cas :
(a) de deux courbes de paramétrisations respectives

Ci(t) = +5, ) et Cy(t) = (*+5, 1),
la caractérisation géemétrique de leur courbe médiatrice en une couleur

blanche est présentée a la figure 4.
(b) d’une courbe paramétrique et d’un point donnés respectivement par

Ci(u) = (v*+5,u?)T et P=(10, —1),

la caractérisation gémétrique de leur courbe médiatrice en une couleur
blanche est présentée a la figure 5.
Cette approche permet aussi de collecter numériquement les coordonnées de
points scannés qui sont suffisamment proches de la courbe médiatrice géomé-
trique. Plus précisement, pour un € > 0 assez petit que I'on veut, les coordon-
nées tous les points de la ligne scanneur vérifiant :

‘d(B, O1) —d(B,0,)| < & (3)

seront collectées sous forme d’une liste donnant ainsi une caractérisation nu-
mérique.
Par exemple pour une parabole et une ellipse de paramétrisations respectives

Ci(t) = (iﬁ -5, t)T et Co(t) = (2(1 —t) 2 )T,

14+¢2 71412

on a .
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FIGURE 5 — La courbe médiatrice géométrique est caractérisée en couleur blanche

FIGURE 6 — La trace de points de la médiatrice géométrique collectés est en couleur
noir pour € = 0.005.

(a) pour ¢ = 0.005, on obtient une liste de 134 de coordonnées de points
detectés dont la trace est présentée a la figure 6.

(b) pour e = 0.0025, on obtient une liste de 71 coordonnées de points detectés
dont la trace est présentée a la figure 7.

(¢) pour e = 0.0005 on obtient la liste (ci-dessous) de coordonnées de 38
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FI1GURE 7 — La trace de points de la médiatrice géométrique collectés est en couleur
noir pour € = 0.0025.

points detectés dont la trace est présentée a la figure 8.

Liste = {(—3.385,0.96), (—3.142,1.44), (—0.02,3.12),
(4.885,3.04), (7.044, —0.64), (8.326, 0.28),
8.436,1.48), (8.636,1.36), (8.7,1.32),
8.823,0.68), (8.765,1.28), (8.528, 0.44),
8.012,0.04), (7.656, 1.92), (7.426,2.04),
6.115,—1.2), (5.99,2.68), (4.049, —2.08),

~— ~— — ~—

(

(

(

(

(3.994, 3.24), (0.537, —2.28), (0.349, 3.2),
(—0.181,3.08), (—0.333, 3.04), (—1.561, 2.6),
(—2.521,2.04), (—2.363, —1.16), (0.536, —2.28),
(2.577,—-2.36), (3.056, 3.36), (5.323, —1.6),
(5.495, —1.52), (5.991, 2.68), (8.093, 1.68),
(8.369, 1.52), (8.427,0.36), (8.477,0.4),
(9.062,0.88), (9.156,0.96) }

Les exemples précédents montrent que méme si cette méthode fournit aucune
réprésentation algébrique, elle permet de collecter les coordonnées d’un certain
nombre de points suffisamment proches de la courbe médiatrice géométrique.
Les coordonnées de points ainsi collectées peuvent étre utilisées pour calculer
une réprésentation approximative de la médiatrice, par B-splines par exemple.
Nous venons plus en détails au chapitre 1.

3. Une nouvelle approche pour calculer une paramétrisation algébrique



34

LISTE DES TABLEAUX

FIGURE 8 — La trace de points de la médiatrice géométrique collectés est en couleur
noir pour € = 0.0005.

de la médiatrice (algébrique) de deux surfaces rationnelles de petit
degré.

Cette approche est une généralisation de celle utilisée dans le cas de deux
courbes planes introduite ci-haut (rubrique 1). Pour deux surfaces rationnelles
S1 et Sy données par leur paramétrisations respectives Sy (u,v) et Sa(s,t) :

(a)

La matrice associée au systeme d’equations décrivant les points de I'in-
tersection commune de normales de deux surfaces aux points Sy (u,v) et
Sa(s,t), est rectangulaire d’ordre 4 x 3 (c-a-d : de quatre lignes et trois
colonnes). Nous utilisons la régle de Cramer généralisée pour la résolu-
tion du systeme. Nous obtenons la solution (les cordonées des points) du
systeme en fonction de parametres u, v, s et t sous la forme

Bo(u,v,s,t) = [hy (u,v,s,t), hy (u,v,s,t), hs (u,v, s,t)]T e R3.

Ensuite, nous éliminons deux de quatre parametres u, v, s,t a partir du
systeme précédent et de 1’ équation décrivant les points qui sont a egales
distances a partir des points Sq(u,v) et Sa(s,t) en exprimant :

— tout d’abord un des parametres a partir du systeme, disons
t =t(u,v,s),
— puis (par exemple) s en fonction u et v a partir de I’équation décrivant
les points qui sont a egales distances. Ainsi selon le degré de I’équation

en u on peut avoir m (m > 1) expressions, disons

s = si(u,v),i=1,...,m.
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(c¢) Enfin en substituant les expression de t et s dans Bg(u, v, s,t), nous obte-
nons une paramétrisation algébrique de la surface médiatrice algébrique
de la forme

qui n’est, en général, pas rationnelle car elle dépend des normes des vec-
teur normaux de deux surfaces.

La paramétrisation de la médiatrice algébrique que nous obtenons, coincide
avec celle obtenue par d’autres méthodes dans certains cas rationnels. La mé-
thode est particulierement bien adaptée pour obtenir des approximations dans
le cas non-rationnel. Elle permet de traiter facilement le cas de plan et qua-
drique, plan et tore, cylindre circulaire et quadrique, cylindre circulaire et tore,
deux cylindres, deux cones. Le détails de cette nouvelle approche fera I'objet
du chapitre 3. Les exemples suivants donnent un appercu sur les résultats de
cette approche :

(a) Soient un cylindre et un paraboloide elliptique de méme axe de révolution,
de paramétrisations respectives

] ) s(—1+t2)
11%;2 (—14s2)(1+£2)
S1(u,v) = %ﬁ et Sa(s,1) = (—1+;22)?t1+t2) ’
_ v | 524541
(—1+5)%(s+1)2

la paramétrisation de leur surface médiatrice algébrique est donnée par
les quatre composantes suivantes :

(11 52—9)5(—1+t2)
(—1452)(s2+252—2 st2—2 s+1+12)

—2 (1152—9)st
(—1452)(s2+252—2 st2—2 s+1+12)

454411 634352—95—6
I (—1+45)%(s+1)? |

Bi(s,t) =
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[ —(982—11)8(—1+t2>
(—1+s2) (s2+t252+2 S+2 st2+1+t2>

By(s,1) 2(9s%—11)st
(—1+s2) (52+t252+2 S+2 st2—|—1+t2)

6s1—9s3-352+115—4
I (—1+45)%(s+1)? |

(115%-9)s(—14£2) ]
(—1452) (24125242 542 st2 4+ 1+42)

By(s.1) = ~2(115%—9)st
(—1+s2) (52+t232+2 $+2 st2+1+t2)

_ 4 s*—1153435%+95—6
(—145)%(s+1)? |

et

I —(952—11>s(—1+t2)
(—1452)(s2+252—2 st2—2 s+1+12)

2
Ba(s,1) = 2(9s%—11)st
(—1—|—82) (32+t2$2—2 st2—9 s+1+t2)
6514953 —-352—115—4
i (—1+s5)%(s+1)? |

La figure 9 présente le graphique correspondant.

(b) Soient un cylindre hyperbolique et d’un plan, disjoints, de paramétrisa-
tions respectives

2u
1-u? §
S1(u,v) = %tzz et Sa(s,t) =10 |,
v t

la paramétrisation de leur surface médiatrice est donnée par les deux
composantes suivantes :

[ u4—2u2+1+(1+u2>\/6u2+1+u4
2u(—14wu?)

B, (u,v) = —(u+6 w1+ (14+u?) Vo u2F1+ut ) (14u?)
(- 1+u)u?

()
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FIGURE 9 — La composante contenant la surface médiatrice géométrique (bleue) du
cylindre circulaire (rose) et du paraboloide elliptique (vert).

e (14 ) Ve T

o 2 u(—1+u?)
Ba(u,v) = (—u4—6u2—1+(1+u2)\/6u2—|—1+u4)(1+u2)
4 (—1+u?)u?

()

La figure 10 présente le graphique correspondant.

0.2.2 Les contributions relatives au diagramme de Voronoi

En ce qui concerne le diagramme de Voronoi, nous développons, en collabora-
tion avec Bernard Mourrain 4, un nouveau algorithme pour calculer une ap-
proximation du diagramme de Voronoi d’un ensemble de n demi-droites

paralléles, de méme orientation, restreint & un domaine compact de la
forme

Do = [al,bl] X [ag,bg] X [ag,b3] C R3,

pour la distance euclidienne.
Cette nouvelle approche fournit un résultat topologiquement correct pour le dia-
gramme de Voronoi de n demi-droites paralleles restreint a Dy, et ses différentes
étapes se résument comme suit :

4. http ://www-sop.inria.fr/members/Bernard.Mourrain/


http://www-sop.inria.fr/members/Bernard.Mourrain/
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FIGURE 10 — La surface médiatrice algébrique (bleue) du plan (vert) et du cylindre
hyperbolique (rouge).

— La subdivision du domaine initial Dy suivant une structure arborescente kd-
tree (voir [19]), tout en identifiant les sous-domaines, qui génerent les cellules
de Voronoi, organisés suivant un graphe d’adjacence.

— La reconstruction d’une approximation des cellules de Voronoi en parcourant
le graphe d’adjacence (ainsi obtenu a 'issue de la subdivision) au moyen d’'un
algorithme de parcours DFS (Depth-First Search) (voir [8, 33, 77, 107, 118,
128]) tout en maillant les frontiéres de regions de Voronoi contenues dans
chaque sous-domaine rencontré.

Pour ces types de sites, chaque cellule de Voronoi résulte d'un arrangement de demi-
plans et de parties de demi-cylindre paraboliques (surfaces médiatrices de deux demi-
droites paralleles comme indiquée a la figure 11) qui est localement approximisée par
de parties linéaires topologiquement équivalentes. La cellule ouverte est completée
par une partie du bord de Dy. Ainsi chaque cellule de Voronoi est délimitée par
un polyedre isotope a l'arrangement correspondant a l'intérieur du domaine Dy. Le
détail de cette méthode fera 'objet du chapitre 4.

L’exemple suivant nous donne une idée de la méthode proposée .

Considérons de I’ensemble de trois demi-droites

{dy=(=5+1,3,-2)7, dy= (-3 +1,—4,4)", dy = (3+1,4,3)7, t > 0}

et le domaine
Dy = [—10,10] x [—6,6] x [—6,6].

L’approximation de chacune des cellules de Voronoi de {d;, ds, d3} restreint au do-
maine Dy sont décrites comme suit :

— L’approximation de la cellule associée au site d; présentée a la figure 12 est

délimitée par le polyedre, formé de parties isotopes aux surfaces médiatrices
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FIGURE 11 — La surface médiatrice de deux droites paralleles composée de deux
demi-plans (vert et rouge) et une portion de demi-cylindre parabolique (bleu).
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F1GURE 12 — L’approximation de la cellule associée au site d;.

de sites d; et dy et de sites dy et d3 dans le domaine Dy et complété par des
parties du bord 0D.

— L’approximation de la cellule associée au site do présentée a la figure 13, est
délimitée par le polyedre, formé de parties isotopes aux surfaces médiatrices
de sites dy et dy, et de sites dy et d3 dans le domaine Dy et complété par des
parties du bord 0D.

— L’approximation de la cellule associée au site d3 présentée a la figure 14, est
délimitée par le polyedre, formé de parties isotopes aux surfaces médiatrices
de sites d3 et d, et de sites d3 et dy dans le domaine Dy et complété par des
de parties du bord 0D,.

Enfin, les trois cellules approximatives de Voronoi sont simultanément présen-
tées a la figure 15.

Ce chapitre introductif dont le détail de différentes notions introduites fera I’'objet
des chapitres 2, 3 et 4, a résulté a I'article [64] accepté pour publication dans SAGA
Official Book qui sera publié par Springer.

0.3 Structure de la these

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres organisés comme suit :

e Au chapitre 1, nous allons rappeler un certain nombre de notions préliminaires
et notations que nous aurons a utiliser dans le reste des chapitres. Ainsi nous
allons rappeler des notions et notations relatives aux vecteurs et matrices,
des notions relatives aux polynomes, des notions relatives aux courbes et sur-
faces (représentations, opérations géométriques intervenant en CAO/CGAOQ,
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F1GURE 13 — L’approximation de la cellule associée au site ds.

FIGURE 14 — L’approximation de la cellule associée au site ds.
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F1GURE 15 — Une approximation du diagramme de Voronoi de trois sites dy, dy et
ds.

géométrie différentielle, topologie, etc), et des notions du diagramme de Vo-
ronoi, d’enveloppe inférieure et du diagramme de minimisation. Nous allons
aussi rappeler la regle de Cramer généralisée, et présenter le logiciel GeoGebra
(bréve présentation et fonctionnement du mécanisme de couleur dynamique).
Enfin il sera présenté des notions sur la subdivision spatiale, structures de
données et algorithme de parcours de graphe DFS (Depth First Search).

e Le chapitre 2 sera consacré a l’étude de la courbe médiatrice de deux objets
géométriques (point, courbe) du plan. Nous allons tout d’abord rappeler la
méthode algébrique de calcul de la représentation de la courbe médiatrice dans
le cas point-courbe et courbe-courbe. Ensuite la nouvelle approche calculant
une paramétrisaton algébrique de la médiatrice algébrique d’un cercle ou une
droite et une courbe rationnelle sera présentée. A la fin nous donnons des
caractérisations géométrique et numérique de la courbe médiatrice géométrique
a ’aide du logiciel GeoGebra.

e Dans le chapitre 3, nous allons présenter une approche, qui généralise celle appli-
quée au chapitre 2, pour calculer une paramétrisaton algébrique de la surface
médiatrice algébrique de deux surfaces rationnelles de petit degré. Apres avoir
introduit le sujet, la définition et les équations de la surface médiatrice, nous
proposons le nouveau algorithme pour calculer une représentation algébrique
de la médiatrice de deux surfaces rationnelles. Ensuite nous allons étudier suc-
cessivement les cas du plan-quadrique, plan-tore, cylindre circulaire-quadrique
non développables, cylindre circulaire-tore et deux quadriques développables
(cone et cylindre).

e Le chapitre 4 est consacré au calcul de diagramme de Voronoi d’un ensemble
de n demi-droites paralleles de méme orientation restreint a un domaine com-
pact de R3. Apreés une introduction du sujet et de la définition formelle du
diagramme de Voronoi et de ses différentes composantes (faces, arétes et som-
mets), nous présentons une étude topologique détaillée de ces composantes qui
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va permettre d’aborder la partie algorithmique et fondamentale du chapitre.
Dans cette partie algorithmique, il sera présenté l'algorithme de la subdivi-
sion du domaine initial pour identifier et organiser en graphe d’adjacence, les
sous-domaines engendrant les cellules de Voronoi. Des algorithmes de maillage
des frontieres de cellules engendrées par les sous-domaines seront présentés et
utilisés en méme temps que l'algorithme DFS dans 'algorithme de recons-
truction de cellules de Voronoi afin d’obtenir la répartition du domaine initial
en des polyedres isotopes aux cellules de Voronoi.

e Nous terminons ce mémoire avec une conclusion et des perspectives de travaux
futurs.

Des codes Maple en seront présentés en annexe enfin du mémoire.






Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons présenter certaines des notations et notions de base
qui seront utilisées dans les différents chapitres de cette these.

Introduction

Ce chapitre est consacré aux rappels des notions préliminaires qui serviront tout
au long de ce mémoire, non seulement pour guider le lecteur, mais aussi pour faciliter
la présentation et ’explication de nouvelles approches qui seront développées dans
les différents chapitres. Ainsi, nous allons successivement présenter les notations
usuelles relatives aux vecteurs et matrices a la section 1.1, les notions et notations
relatives aux polynomes a la section 1.2, les notions relatives aux courbe et sur-
faces a la section 1.3, les notions relatives aux enveloppe inférieure et diagramme de
minimisation a la section 1.4, la regle Cramer généralisée a la section 1.5, la présen-
tation du logiciel GeoGebra a la section 1.6 et les notions relatives aux subdivisions
spatiale, structures de données et algorithme de parcours de graphe a la section 1.7.

1.1 Notations relatives aux vecteurs et matrices

Cette section fera 'objet des notations algébriques usuelles, notamment sur les
vecteurs et les matrices.
Dans tout ce qui suit :

1. Nous supposons que 1" espace R™ est muni de sa structure affine euclidienne et
du repere canonique orthonormé direct.

2. Nous désignons par des lettres en gras, un vecteur, une fonction a valeur vec-
torielle et une matrice :
— Un vecteur de R” s’écrit

Uy
u = . )
uTL
ou uj ..., u, sont les composantes du vecteur u dans la base canonique de

R™.
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— Une fonction vectorielle f d’une variable réelle t s’écrit

fi(t)
ft)y=1 :+ |,

falt)

ou fi..., f, sont les fonctions composantes f dans la base canonique de R™.
— Une fonction vectorielle F de p variables réelles ¢, ..., t, s’écrit
filts, ..., tp)
F(tl,...,tp): 5

folty, ... tp)

ou fi..., fn sont les fonctions composantes de F dans la base canonique de

RTL
— Une matrice réelle de m lignes et n colonnes s’écrit

X
A = (aij)1<icmi<i<n € R™"

. Pour tous vecteurs u, v € R" on note par :
— (u,v), le produit scalaire de u et v.

— [Ju|| = y/(u,u), la norme du vecteur u.
— u X v, le produit vectoriel de u et v.

. Pour deux points A et B de R", on désigne par
— |]JA = B||, la distance euclidienne entre les deux points :

|A— B| = d(A, B) = | AB].

— (A, B), la droite passant les deux points.
— [A, B], (resp. |A, B]), le segment de droite fermé (resp. ouvert) delimité par
les deux points.

. Pour tout vecteur u de R™ et toute matrice A = (a; j)1<i<m,1<j<n € R™™ on
note par :

— A u, le produit de la matrice A par le vecteur u.

— u”, le vecteur transposé de u.

— 0, le vecteur nul de R™.

— AT € R™™ | la matrice transposée de A.

— det(A) = |A], le déterminant de la matrice A.

— I,,, la matrice identité d’ordre m.

~ A7 la matrice inverse de A dans le cas o m = n et det(A) # 0.
— rang(A), le rang de la matrice A.

. Soient K un corps et 6 ¢ K, un nombre algébrique de degre 2, on note par le
corps
K[0] ={ad+b,a,be K},

une extension du corps K.
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1.2 Notions relatives aux polynémes

Dans cette section, nous allons présenter les notions et notations de base relatives
aux polynomes et les outils d’éliminations qui seront utilisés dans les chapitres 2 et 3,
notamment dans le calcul de I’équation implicite de courbes et surfaces médiatrices.

1. Degré du polynéme

(a) Pour un polynéme univarié P (de variable ), on note par deg(P) : le
degré du polynome P.

(b) Pour un polynéme multivarié P (de variable xq,...,z,),

_ i1 i
P= Z @iy i T - T

U1,00in

on note par :
— deg, (P) : le degré partiel du polynéme P (i.e : en la variable x;).
— deg(P) : le degré total du polynéme P

2. Résultant et Discriminant

(a) Soient P et @) des polynémes de degrés respectives p et ¢ :

1.

ii.

i=0 i=0
On appelle résultant de polynomes P et () noté

resultant(P, Q),

le déterminant de la matrice de Sylvester de P et @ :

ap 0 -+ 0 by O
a, ay - 0 b
ay b
resultant(P, Q) = ' .0 1
ap 0
0 a
0 --- 0 a 0 --- b,
On appelle discriminant du polynéme P, noté
discrim(P),
la quantité définie par
(_1>p(p2—1)
discrim(P) = ~——~—— resultant(P, P'),
ap

ou P’ est le polynéme dérivé de P.
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(b) Le résultant et le discriminant peuvent se définir pour le cas de polynémes
multivariés de la facon suivante :
Soient P et () deux polynomes multivariés de variables x4, ..., z, de degré
partiel respectifs en x;, p; = deg, (P), ¢; = deg, (P).

i. On appelle résultant de polynémes P et () par rapport a la variable
z; noté
resultant,, (P, Q),

le résultant de P et () vus comme étant des polyndémes en z;.

ii. On appelle discriminant du polynéme P par rapport a la variable x;,
noté
discrim(P,x;)

la quantité définie par

discrim(P, z;) = resultant,, (P, P').

Le résultant et le discriminant sont outils qui jouent des roles tres impor-
tants dans la recherche et 'existe de racines de polynomes, dans le probleme
d’intersection, dans la théorie d’élimination, etc.

Par exemple
— pour P(X)=aX?+bX + ¢, on a l'expression classique

discrim(P) = b*> —4ac

dont le signe permet de décider, non seulement de 'existence, mais aussi,
de la nature réelle ou complexe des racines du polynome P,
— pour P(X)=X3+aX +bona

discrim(P) = —4a® — 27"

Si discrim(P) > 0, le polynéme P admet trois racines réelles distinctes,
si discrim(P) = 0, une racine est multiple, et toutes sont rélles, et si
discrim(P) < 0, le polyndéme P, n'admet qu’'une racine réelle et les deux
autres complexes,

— si resultant(P, Q) = 0, ceci est équivalent a dire que les deux polynémes
possedent au moins de racines en commun.

— pour une courbe paramétrée définie par :

X — 2
- w(t)
C(t) = {Y _ y(t) )
w(t)
ol x,y et w sont des polynémes univariés.
En posant

P(X,t) = w(t) X —x(t) et QY1) = w(t)Y —y(t),
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on a

P(X,t)=0, Q(Y,t) =0
pour les valeurs de XY, et t vérifiant

)y o)
A= T wy

Alors, I’équation implicite de la courbe est déterminée par

f(X,Y) = resultant,(P, Q) = 0.

1.3 Notions relatives aux courbes et surfaces

Nous consacrons cette section au rappel d’un certain nombre de notations et
notions de base sur les courbes (planes et spatiales) et les surfaces qui serviront tout
au long de ce mémoire. Nous allons tout d’abord nous intéresser aux représentations
algébriques et a certaines des propriétés différentielles, analytiques et géométriques
de courbes et de surfaces. Ensuite, nous allons présenter certaines opérations géo-
métriques et des notions topologiques des courbes et les surfaces qui seront utilisées
dans les restes des chapitres.

1. Pour décrire une courbe ou une surface, plusieurs moyens sont disponibles :
une représentation implicite, une représentation paramétrique, intersection de
deux surfaces (pour le cas d'une courbe), équations différentielles, etc. Cepen-
dant, la description la mieux adaptée pour la CAO/CGAO est la représenta-
tion paramétrique. La représentation implicite est aussi utilisée dans certaines
opérations spécifiques.

(a) Si la représentation implicite est définie par des polynomes, on dira que
la courbe ou la surface est algébrique. Dans ce cas précis :

— la représenation implicite d’une courbe algébrique de l'espace R? ou
d’une surface algébrique de 'espace R? est déterminée par une équation
polynomiale.

— une courbe algébrique de I'espace R? peut étre déterminée par l'inter-
section de deux surfaces, et donc, sa représenation implicite est donnée
par le systéme formé de représentations implicites de deux surfaces.

(b) Si la représentation paramétrique est définie par une fonction rationnelle,
on dira que la courbe ou la surface est rationnelle.

2. Il faut noter que chacune de ces représentations possede ses propres avantages
selon le contexte :

— La représentation implicite est mieux adaptée dans certaines opérations,
par exemple, pour tester I’appartenance d’un point a une courbe ou a une
surface. Cependant son calcul s’avere souvent compliqué.

— La représentation paramétrique permet de générer assez facilement et rapi-
dement l'intégralité d’une courbe ou d’une surface mais moins appropriée
pour déterminer la position relative d'un point par rapport a une courbe
ou a une surface, la position relative entre deux courbes, une courbe et une
surface ou deux surfaces.
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Le processus d’"élagage" de la courbe médiatrice algébrique a partir de la re-
présentation paramétrique, qui sera présenté au chapitre 2, montre certains des
avantages d'une représentation paramétrique par rapport a la représentation
implicite.

3. Il est souvent possible, dans certaines conditions, de passer d’une représenta-
tion a une autre, mais en général le processus nécessite I'utilisation des algo-
rithmes "couteux" :

— le processus du passage d’une représentation implicite a une représentation
paramétrique est connu sous le nom de Paramétrage ou Paramétrisation,

— le processus du passage d’une représentation paramétrique a une représen-
tation implicite est connu sous le nom de Implicitation.

Ces deux processus constituent 'un des domaines de recherche les plus actifs

dans la théorie de courbes et et surfaces et de ses applications. La littérature

est tres vaste, des algorithmes robustes et efficaces ont été proposés tant pour le

paramétrage que pour l'implicitation avec diverses méthodes, citons quelques

références récentes (voir [29, 30, 31, 68, 110, 111, 112, 117]).

4. Dans certaines opérations géométriques (telles que intersection, offset, etc) sur
les courbes et les surfaces algébriques, il est possible d’obtenir directement 'une
des représetations. Mais en générale certaines propriétés algébriques (telle que
la rationalité pour la représentation paramétrique) de représentations initiales
ne sont pas conserveées.

Nous allons, a présent, aborder ces deux types de représentations en détails cas
par cas, pour les courbes planes et spatiales, et pour les surfaces.

1.3.1 Les courbes

Dans cette sous-section nous allons présenter des notions de bases relatives aux
courbes paramétriques planes et spatiales et courbe algébriques planes (voir [2, 37,
51]).

Representations paramétrique d’une courbe

Définition 1. On appelle courbe paramétrée de classe C* de R™ une application de
classe C*

f:tel—f(t) eR",

1. L’ensemble C = {f(t),t € I} est appelé image ou support géométrique de
f. On dit que C est une courbe géométrique et que f est une représentation
paramétrique ou une paramétrisation de C.

2. St Uapplication £ est injective (sauf éventuellement pour un nombre fini de
points), on dira que la paramétrisation est propre.

3. Si la paramétrisation £ est rationnelle (c-d-d ses fonctions composantes sont
des rationnelles), on dira que la courbe est rationnelle.

Définition 2. Soit une courbe paramétrée

f:tel—f(t) e R™
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FI1GURE 1.1 — Une ellipse plane contenue dans le plan : y — 22 = 0.

1. Sin =2, la courbe paramétrée est dite plane.

2. Sin =3, la courbe paramétrée est dite spatiale.
- Si sa courbe géométrique (support géométrique) est contenu dans un plan
lui-méme contenu dans l'espace R3, elle est aussi dite plane.
— Si la courbe géométrique n’est pas contenue dans un plan, on dira qu’elle est
une courbe gauche.

Exemple 1.

1. la courbe paramétrée f(t) : R — R3 définie par

f(t):<2(1—t2) 2t t )T

1412 "14+t27141¢2

est plane, car sa courbe géométrique est contenue dans le plan : y — 22z = 0,
voir la figure 1.1.

2. la courbe paramétrée f(t) : R — R? définie par

f(t)=<2(1_t2) 2t t>T

142 714t

est gauche (figure 1.2).

Remarque 1. Partant de la définition 1, on peut dire que courbe paramétrée donne
non seulement les renseignement sur le support géométrique, mais aussi sur 1’allure
de son parcours.

Exemple 2. Considérons la courbe paramétrée g :] — m, 7] — R? définie par

g(t) = (a cos(t), bsin(t))”.
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FI1GURE 1.2 — Une courbe spirale gauche

Sa courbe géométrique est une ellipse.
La courbe géométrique de h : [—1,1] — R? définie par

h(t) = (at,bV1 —t2)T,

est contenu dans celle de g (voir figure 1.3)

Ainsi comme le montre 'exemple 2, qu'une courbe géométrique peut donc avoir
plusieurs représentations paramétriques, cela nous conduit a la notion de reparamé-
trisation.

Reparamétrisation
Nous aurons, tout d’abord, besoins d’introduire la notion de difféomorphisme

Définition 3. Soient U, et Uy deux domaines ouverts de R™.
Une application ¢ : Uy — Uy est un C difféomorphisme si :
— @ est une bijection de Uy dans Us,.
— ¢ et o=t sont toutes les deuz de classe C*.

Avant de parvenir a la définition de la repramétrisation, le lemme suivant est
aussi nécessaire.

Lemme 1. Soient Iy, I, des intervalles ouverts de R, une courbe paramétrée

f: L — R",
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a=2etb=3

F1GURE 1.3 — Le support géométrique de la courbe g en vert et celui h en en pointillés
bleue

de classe C' et un Ct difféomorphisme
ol — I,

alors la courbe paramétrée
fop:Ilh, — R"

posséde la méme courbe géométrique que f.

Définition 4. L’application
fop:Ih, —R"

est appelée une reparamétrisation de f.

Courbe réguliere, Repére de Serret-Frenet

Dans cette partie, nous allons rappeler des notions de I'allure locale d’une courbe
paramétrée. Commencons par la notion de régularité d’une courbe paramétrée.

Définition 5. Une courbe paraméterée
f:tel—f(t) eR",

est dite réquliere ou lisse si :
1. £(t) est de classe C* dans I et
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2. £'(t) # 0 pour tout t dans I.

Remarque 2. Si
f:1 —R"

est réguliere, alors toute reparamétrisation
fop: I, — R",
de f est aussi réguliere.

Cette remarque montre qu’en reparamétrisant une courbe paramétrique, sa ré-
gularité est conservée.

Exemple 3.

La courbe paramétrée définie par :

f(t):] —m, 7] — R?

avec f(t) = (cos(t),sin(t))?, est réguliere car : ||f'(¢)|| = \/Sin2(t) + cos?(t) =1 #0.

Pour le repéere de Serret-Frenet, nous distinguons le cas de courbe plane et le cas
de courbe spatiale.

Définition 6. Soit
f:I — R",
une courbe paraméterée régulicre plane de classe C*.

1. Sin =2, le repére de Serret-Frenet de £ au point £(t) est le repére orthonormé :

(£(t), 7(8),n(t)) ,

o

U
T(t) = Hgg;”, est appelé vecteur tangent unitaire et

n(t) est le vecteur normal unitaire tels que (7(t),n(t)) soit une base orthonornée
directe du plan.

2. Sin = 3, le repére de Serret-Frenet de f au point £(t) est le repére orthonormé :
(£(t), 7(£),n(t), 7(£) x n(t)) .
Exemple 4.
Soit f(t) :]a,b] — R? la courbe paraméterée régulicre définie par
£(t) = (x(t),y(t)"

Le vecteurs tangent et normal en un point Py = (z(to),y(to)) sont, respective-
ment, donnés par :

1 1
= z'(to), Yy (to)) , mo =
S+t O e

(—y/(to), 7' (t0))

To
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Point multiple et point singulier d’une courbe paramétrique

Définition 7. Soit une courbe paramétrée
f:tel—f(t) e R,

de courbe géométrique C

1. On dit qu’un point £(to) de C est multiple (double, triple, ---), s’il existe t; €
Ity # t (ta,t3,---) deux a deuz distincts tels que f(ty) = f(t1) (£(tg) =
f(ty) = f(t3), -+ ). Le point £(ty) est aussi appelé point d’auto-intersection.

2. Un point £(ty) de C est appelé un point singulier si la dérivée de £ s’annule en
ce point i.e. : f'(ty) = 0.

Exemple 5.

1. Soit f(t) : R — R? la courbe paramétrée définie par
f(t) = (t(t—3),5t" (t* —9))"

possede le point O(0,0) comme un point double, car : £(0) = £(3) = (0,0)

2. Soit f(¢) : R — R? la courbe paramétrée définie par
£(t) = (£, ¢%)"

possede le point O(0,0) comme point singulier, car : f'(0) = (0, 0).

Offset d’une courbe rationnelle

Dans cette partie nous rappelons la définition d'une offset d’une courbe ration-
nelle.

Définition 8. Soit C'(t) une paramétrisation rationnelle d’une courbe C, on appelle
offset a une distance (algébrique) d d la courbe C, la courbe C, représentée par la
parameétrisation

Co(t) = C(t) + dn(t),

ot

n(t) = ”28” est le vecteur normal unitaire de la courbe C.

Il y a lieu de préciser que la courbe offset n’est en général pas rationnelle, car la
norme du vecteur vitesse ne l’est pas toujours. Des criteres permettant d’identifier
les courbes rationnelles qui posseédent de offset rationnelle ont été établies (voir
[15, 52, 105]). Dans la partie qui suit, il sera présenté les types des courbes possédant
de offsets rationnelles.
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Les PH-Courbes

Dans cette partie, nous allons rappeler la notion de PH-courbe qui est une classe
spéciale de courbe rationnelle possédant une propriété utile dans plusieurs opértaions
géométriques en CAO/CGAO (voir [52]), notamment dans le calcul de offset ou de
médiatrice de courbes.

Définition 9. Une courbe paramétrique rationnelle
f:tel—f(t) e R,
définie par

vérifiant

IE(0)] = ai2(t) + - + @, 2(t) = o (t) € R(D),

est appelée courbe d’hodographe pythagoricien ou PH-courbe (pour Pythagorean Ho-
dograph curve).

Remarque 3. Pour le cas de courbes paramétriques planes dire qu’une courbe
est une PH-courbe est équivalent a dire que la norme de son vecteur normal est
rationnelle.

Exemple 6.

1. Un cercle donné par sa de paramétrisation rationnelle classique

by = (1= 2 !
SN2 1 2

est une PH-courbe car on a :

POl = 5 € RO)

2. Soit une parabole donnée par sa de paramétrisation rationnelle classique

£(t) = (£,
1€ ()| = V1+ 42 € R(1).

Par contre, avec la reparamétrisation
. 21 2-1 (1-)2\"
f(t)=1£ = t#0
Q <4t> <4t’16t2 7

8|t

on a .

on a

IE @)l =

la fonction est rationnelle par morceaux.

La propriété pour une courbe d’étre d’hodographe pythagoricien dépend de la
paramétrisation de la courbe. On a la définition suivante.

Définition 10. Une paramétrisation pour laquelle la courbe est PH-courbe, est ap-
pelée PH-paramétrisation.

Des méthodes PH-reparamétrisation et de construction de PH-courbe ont été
proposées par Arrondo et al. ([15]), Farouki ([52]) et Pottmann ([105]).
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Représentation implicite d’une courbe algébrique plane

Donnons la défintion d’'une courbe algébrique plane.

Définition 11. Une courbe plane C est dite algébrique si elle est définie par une
équation polynomiale a coefficient réels : P(x,y) = 0.

1. Le polynome P est la représentation implicite de la courbe C et le degré totale
du polynome P, supposé sans facteur carré, est appelé le degré de la courbe.

2. Ainsi selon son degré, une courbe algébrique plane

— est une droite si elle est de degré 1;
— est une conique si elle est de degré 2;
— est une courbe cubique si elle est de degré 3, etc.

3. La courbe C est dite indécomposable si le polynome P est irréductible dans
Rz, y] et décomposable dans le cas contraire.

Points singuliers et genre d’une courbe algébrique
Nous allons donner les définitions du point singulier et du genre d’une courbe
algébrique.

Points singuliers

Définition 12. Soient C une courbe algébrique plane définie par un polyndome
P e R[z,y], et Py = (a,b) € C.

1. Un point Py est dit de multiplicité m sur C si et seulement si toutes les dérivées
supérieures d’ordre m — 1 de P s’annulent en Py, mais au moins, une des
dérivées d’ordre m est non nul en Py.

2. Sim =1, le point Py est dit point simple.
3. Sim > 1, le point Py est dit point singulier de multiplicité m sur C.

4. On dit qu’une courbe algébrique est dite réquliere ou lisse si elle ne possede pas
de point singulier, c-a-d : si

T
V(z,y) € C, VP = (@P(m,y),ayP(x,y)) # 0.

Voyons maintenant comment passer d’une représentation a ’autre. Il faut noter
que toute courbe rationnelle est algébrique, c-a-d : il est possible de calculer une
représentation implicite d’une courbe algébrique plane a partir de sa représentation
paramétrique rationnelle, cette opération est connue sous le nom de I"implicitisation.
Plusieurs méthodes de I'implicitisation ont été proposées (voir [29, 110, 112]). Mais
en général 'opération inverse, connue sous le nom paramétrisation, n’est pas toujours
possible. Cependant il existe un critere permettant d’identifier les classes de courbes
algébriques qui possedent une paramétrisation rationnelle. Le critere est basé sur la
valeur numérique du genre de la courbe.
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Le genre d’une courbe algébrique

Définition 13. Soit C une courbe algébrique définie par
P(z,y) =0,

avec P € Rz, y] et d = deg(P).
On appelle le genre de la courbe C, l'entier g défini par
(d—1)(d—-2)

R

ot ns est le nombre de points singuliers (comptés avec la multiplicité) de la courbe.

Le genre d’une courbe algébrique permet de savoir si la courbe peut avoir une
paramétrisation rationnelle ou pas. Plus précisément, le théoréme suivant donne le
lien entre la rationalité d’une courbe algébrique plane et la valeur numérique de son
genre.

Théoreme 1.1. ([130],p. 229) Une courbe algébrique C est rationnellement para-
métrisable si et seulement st son genre est égal a zero.

Par exemple, toute conique est de genre 0, une courbe elliptique (qui est une
cubique sans singularité) est de genre 1, mais une cubique qui admet un point
singulier est de genre 0.

Différentes méthodes ont été proposées pour le calcul de la paramétrisation ra-
tionnelle (voir [5, 20, 106, 113, 122, 124]).

Exemple 7. Les représentations paramétrique et implicite de droite et
conique
1. Les représentations paramétrique et implicite d'une droite plane sont respec-
tivement de la forme

f(t) = (a1t +by,ast +b)" et P(z,y) =ax+by+c=0.

2. Les représentations paramétrique et implicite d’une conique plane sont respec-
tivement de la forme
f(t)— a2t2+a1t—|—a0 b2t2+b1t+b0 T
N 02t2+C1t+CO’C2t2+Clt+CO

et
P(z,y) =az’* +bay+cy’ +dx+ey+ f=0.

Les coniques se classifient en fonction de coefficients de leur représentations.
Ainsi, la conique est respectivement une hyperbole, parabole et ellipse selon
que :

3 —4dcoey > 0,¢] —4cogey = 0et ¢ —4dcoey <0,

pour la représentation paramétrique, et
b —4dac>0,0>—4ac=0et b* —4dac <0,

pour la représentation implicite.
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1.3.2 Les surfaces

Dans cette sous-section nous allons présenter des notions de base relatives aux
surfaces paramétriques, surfaces et courbes spatiales algébriques.

Représentation implicite d’une surface algébrique

Définition 14. Une surface S est dite algébrique si elle est définie par une équation
polynomiale a coefficients réels

P(x,y,z) = 0.

1. Le polynome P est la représentation implicite de la surface S et le degré totale
du polynome P, supposé sans facteur carré, est appelé le degré de la surface.
2. Ainsi selon son degré, une surface algébrique

— est un plan si elle est de degré 1;
— est une quadrique si elle est de degré 2;
— est une surface cubique si elle est de degré 3, etc..

3. La surface S est dite indécomposable si le polynome P est irréductible dans
Rlz,y, 2], et décomposable dans le cas contraire.

Définition 15. Soit S une surface algébrique de représentation implicite
P(z,y,z) = 0.
1. Un point M (xo, Yo, 20) de S est dit singulier si

T
VP(x0, Y0, 20) = (@:P(Io,yo,zo),3yp($oyyo,Zo),@zp(%,yoyzo)) =0.

2. La surface est dite réguliere ou lisse si elle ne posséde pas de point singulier,
c-a-d : si

T
V(z,y,2) € S,VP(z,y,2) = <8mP(w,y,Z),8yP(x,y,2)73ZP(93,y7Z)> #0.

Exemple 8. Les quadriques
Les quadriques sont définies par I’équation polynomiale de la forme :

A + By +C22+2Day+2E 22z +2F yz +2Gr+2Hy +212+J =0 (1.1)

ou A,B,C,D,E,F,G,H,I,J €R.

Apres un changement de répére via la réduction de formes quadratique associées,
chacune des quadriques peut voir son équation ramenée a I’'une des formes suivantes
sans tenir compte de cas de vide, d’une droite, d’'un plan ou réunion de deux plans
sécants ou paralleles :

1. Ellipsoide

2 2 2
oyt oz
e ta!
La sphere
2 2 2

étant un cas particulier.
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2. Hyperboloide a une nappe

22 2 2 B
2tr-a™h
3. Cylindre elliptique
22 . 2 X
az 2
4. Cylindre hyperbolique
22 P
a2 L
5. Cylindre parabolique
2 — 2py = 0.
6. Hyperboloide a une nappe
2 2 22 B
2 F @ "
7. Cone elliptique
2 2 2
T4l
a b2 2
8. Paraboloide elliptique
2 2
vz
a? b ¢
9. Paraboloide hyperbolique
2 2 2
r_YV _F

Représentation implicite d’une courbe spatiale algébrique

Définition 16. Une courbe algébrique spatiale C peut étre determinée par l’intersec-
tion de deuz surfaces algébriques S1 et Sy de représentations implicites respectives

Pi(x,y,z) =0 et Py(x,y,2) =0.

La représentation implicite de la courbe C est donnée par

Pi(z,y,z) =0
P2(£7y7z) = O

et son degré est donné par le produit des degrés de Py et Ps.

Ainsi, les courbes algébriques de degré 1 et 2 sont de droite et de conique, qui
sont, respectivement, l’intersection de deux plans et [’intersection d’un plan et d’une
quadrique.



1.3. NOTIONS RELATIVES AUX COURBES ET SURFACES 61

FIGURE 1.4 — La parabole plane (bleue) défnie par I'intersection d’un plan (rouge)
et d’un cylindre parabolique (vert).

Exemple 9. La courbe algébrique définie par
20 4+y+1=0
r—z+y=0,

est une parabole (voir figure 1.4) de paramétrisation
T
f(t) = (t,26 = 1,262+t —1) .

La courbe algébrique définie par

222 +y+1=0
¥+ —2=0,

est une quartique (voir figure 1.5) de paramétrisation

T
£(t) = (t,22 — L, 4t" 4+t +1) .

Tout comme le cas d'une courbe algébrique plane, il est toujours possible de
calculer la représentation implicite d’une courbe spatiale a partir de la paramétrisa-
tion rationnelle. Cependant 'opération inverse n’est pas toujours possible et méme
lorsque c’est possible, le calcul est une tache non évidente. Des méthodes de calcul de
la paramétrisation d’une courbe spatiale determinée par deux surfaces quadriques,
peuvent étre consultées au [32, 38, 39, 55, 59, 84, 86, 96, 126]. En général la courbe
possede une paramétrisation qui contient des racines carrées des expressions poly-
nomiales.
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=

FI1GURE 1.5 — La courbe quartique en bleue défnie par 'intersection de deux cylindres
paraboliques.

Représentation paramétrique d’une surface

Définition 17. On appelle surface paramétrée de classe CF, une application de
classe C*
F: (u,v) €U CR?+— F(u,v) € R?,

1. L’ensemble § = {F(u,v), (u,v) € U} est appelé image ou support géométrique
de la surface paramétrée. On dit que S est une surface géométrique et que F
est une représentation paramétrique ou une paramétrisation de S.

2. Si lapplication F est injective (sauf éventuellement un nombre fini), on dira
que la paramétrisation est propre.

3. Si la paramétrisation F est rationnelle (c-d-d ses fonctions composantes sont
des rationnelles), on dira que la surface est rationnelle.

Il y a lieu de mentionner a titre d’exemple que toutes les surfaces quadriques
sont des surfaces paramétrées rationnelles, I’exemple suivant en donne quelques unes

d’entre elles.

Exemple 10.

1. Soit une surface paraméterée définie par
F(u,v) = (v v,u)’,

son support géométrique est déterminé par le cylindre parabolique présenté a
la figure 1.6.
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F1GURE 1.6 — Le cylindre parabolique : support géométrique de la surface paramé-
terée de 'exemple 1.

2. Soit une surface paraméterée définie par
F(u,v) = (u,v,u* +v* — 5)T,

son support géométrique est déterminé par le cylindre parabolique présenté
ala figure 1.7.

3. Soit une surface paramétrée définie par

00 3(1—u?)\"
v
14u2” 7 14 u? ’

F(u,v) = (

son support géométrique est déterminé par le cylindre elliptique présenté a la
figure 1.8.

Reparamétrisation
Définition 18. Soient une surface paramétrée
F:U+— R?,

de classe C' et
p:U — U,
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F1GURE 1.7 — Le paraboloide elliptique : support géométrique de la surface paramé-
trée de 'exemple 2.

un Ot difféomorphisme, alors la surface paramétrée

Foyp:U — R?,

posséde le méme support géométrique que F.
L’application F o o : U — R3 est appelée une reparamétrisation de F.

Surface réguliére, espace tangent et vecteur normal
Définition 19. Une surface paramétrée
F:U— R?

est dite réguliére en un point mo = F(ug,vg) si les deux vecteurs 0,F(ug,vy) et
0y F (ug,vo) sont libres, c-a-d si

8UF(u0,vo) X 81,F(U0,’U0) 7é 0.
La surface est dite régquliere ou lisse si elle est réguliere en tout point.

Tout comme le cas des courbes, la régularité ne dépende pas de la paramétrisation
de la surface.
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F1GURE 1.8 — Le cylindre elliptique : support géométrique de la surface paramétrée
de 'exemple 3.

Définition 20. Soit une surface paramétrée réguliére
F:U— R’

on appelle espace tangent a la surface S en un point mo = F(ug, vg), l'espace affine,
noté T,,,S passant par mg et engendré par les vecteurs 0,F (ug, vo) et 0,F (ug, vo).

Exemple 11.

1. La surface paramétrée définie par
F(u,v) = (u*v,u)’,
est réguliere, car on a
O F (u,v) x 0,F(u,v) = (21,0, 1)" x (0,1,0)" = (~1,0,2u)" # 0.
2. La surface paramétrée définie par

2vu v(—u?+1) T
v
w+1 7 w41

Fluo) = (

n’est pas réguliere au point mg = F(u,0) = (1,0,0) car on a

2u  —ul+1 \"
U w4+ )zO.

O0uF (u,0) x 0,F(u,0) =0 x <u2 T Rl
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Définition 21. Soit
F:U— R

une surface paramétrée réguliere de support géométrique S.

1. On appelle vecteur normal ¢ S en un point m = F(u,v), le vecteur orthogonal
l’espace tangent T,,S, c-a-d défini par

N(u,v) = 0,F(u,v) x 0,F(u,v).

2. Le vecteur
N(u,v)

~ IN(u, )]

n(u,v)
est un vecteur normal unitaire.

Il faut noter que le vecteur normal dépend de la paramétrisation de la surface S
et il permet d’orienter la surface.

Orientation d’une surface paramétrée

Soit S une surface paramétrique réguliere. Choisissons une paramétrisation F :
U — R3, pour la surface S. On dispose alors en tout point un vecteur normal
qui oriente la normale a la surface. L’expression de N(u,v) montre que ce champ
de vecteur normal a S est de classe C*~! si le paramétrage est de classe C*. La
surface est ainsi orientée par le choix du paramétrisation. Nous admettrons qu’il y a
deux classes de paramétrisation possibles qui correspondent intuitivement aux deux
"faces" de la surface S.

Quelques types de surfaces paramétriques usuelles

Dans cette partie, nous allons présenter les paramétrisation de certaines surfaces
usuelles qui seront utilisées dans ce memoire.

1. Les surfaces réglées : Ce sont des surfaces engendrées par une droite va-
riable d, dont la position dépend d’un parametre u. Cette droite peut étre
déterminée par un point P(u) d’une courbe gauche paramétrée C appelée la
directrice et par un vecteur directeur K(u). Ainsi une surface réglée S peut
étre paramétrisée comme suit :

S(u,v) = G(u) + vK(u),

ott G(u) = (a(u),b(u),c(u)) et K(u) = (a(u), B(u),v(u))T sont des applica-
tions rationnelles, c-a-d :

S(u,v) = (a(u) + va(u),b(u) +v B(u), c(u) + v fy(u))T

L’exemple classique de surfaces réglées sont les surfaces développables qui sont
constituées de trois types de surfaces : les surfaces tangentes, les surface cy-
lindriques et les surfaces coniques.
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2. Surfaces cylindriques : ce sont des surfaces réglées engendrées par des
droites de vecteur directeur fixe K = (o, 3,7)7 appélées génératrices, qui
s’appuient sur une courbe gauche C (la directrice). Ainsi si C est paramétrée

par :
f(u) = (a(u), bu), c(u))",
la paramétrisation de la surface cylindrique est de la forme :
S(u,v) = (a(u) + av,b(u) + Bv,c(u) +yv)".

Exemple 12.
Pour

ri(1 —u?) 2T2u>T

(0,k,0)",k # 0 et £(u) ( Uy

on obtient un cylindre elliptique de paramétrisation

ri(1 — u?) 2w\
v .
T+u? 7 71+ u?

S(u,v) = (

3. Surfaces coniques : Ce sont des surfaces réglées, engendrées par des droites
(la génératrices), qui passent par un point fixe V' («, 3,7) appelé sommet et
qui s’appuient sur une courbe gauche C (directrice). Ainsi si C est paramétrée

par :
f(u) = (a(u), b(u), c(u))”,

la paramétrisation de la surface cylindrique est de la forme :
S(u,v) = (v(a(u) — a) + a,v (b(u) = B) + B,v (c(u) —7) + 7).

Exemple 13.

Pour

(1 —u?) 2ryu
14+u? "1 +u?’

V:(0,0,0)etf(u):< k‘) Jk#0,

on obtient un cone elliptique de paramétrisation

rv(1—u?) 2ruv i g
v
L+u? 7 14w’

S(u,v) = (

4. Surfaces de révolution : peuvent étre caractérisées par la rotation d’une
courbe C appelée la méridienne autour d'un axe A. Ainsi, en prenant I’axe
A = (Oz) et C une courbe plane du plan (O, z, z) paramétrée par :

f(u) = (a(u), 0, c(u))",
la paramétrisation de la surface de révolution sera de la forme :
S(u,v) = (a(u) cos(v), a(u) sin(v), c(u))”.

La sphere, le cylindre circulaire, le paraboloide circulaire sont des surfaces de
révolutions.
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Offset d’une surface rationnelle

Dans cette partie nous rappelons a définition d’une offset d’une surface ration-
nelle.

Définition 22. Soit S(u,v) une paramétrisation rationnelle d’une surface S, on
appelle offset a une distance (algébrique) d a la surface S, la surface S, représentée
par la paramétrisation

So(u,v) = S(u,v) + dn(u,v),

ol
n(u,v) =

est le vecteur normal unitaire de la surface S.

Tout comme dans le cas de courbe, la surface offset n’est en général pas ration-
nelle, car la norme du vecteur normal N(u,v) ne l'est pas toujours. Des critéres
permettant d’identifier les surfaces rationnelles qui possedent de offset rationnelle
ont été établies (voir [15, 91, 93, 105]). Dans la partie qui suit, il sera présenté les
types de surfaces posédant de offsets rationnelles.

Les PN-surfaces

Dans cette partie, nous allons donner la notion de PN-surfaces qui sont une
classe spéciale de surfaces rationnelles possédant une propriété utile dans plusieurs
opérations géométriques en CAO/CGAO (voir [91, 93, 105]), notamment dans le
calcul d’offset et de médiatrice de surface.

Définition 23. Une surface paramétrique rationnelle
F: (u,v) € U+ F(u,v) € R?
définie par
T
F(u,0) = (:c<u,v>,y<u,v>,z<u,v>)

vérifiant

|0, F(u,v) x 0,F(u,v)| € R(u,v),
est appelée PN-surface (pour Pythagorean Normal surface).

Exemple 14.

1. Une sphére donné par sa paramétrisation rationnelle classique

2ru 2rv r(l—u?—0v2)\"
L+u2 402" 14+u? + 02 14 u? 402

F(uo) = (

est une PN-surface car on a :

27?2

10.F (u,v) x 0,F (u,v)| = A+t

€ R(u,v).
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2. Pour un cylindre parabolique donnée par sa de paramétrisation rationnelle
classique
F(u,v) = (u,v,u?)

on a :
|0LF (u,v) X O,F (u,v)|| = V4u? +1 & R(u, v).

Par contre, avec la reparamétrisation

F(u,v) :F<U24;1,U> = <UQ_1,U, (1_UQ)2> ,u#£0

4u 16 u?
on a 9 1 4
10,8, 0) x 08w, = D

est une fonction rationnelle par morceaux.

La propriété de PN-surface dépend de la paramétrisation de la surface. On a la
définition suivante :

Définition 24. Une paramétrisation pour laquelle une surface paramétrée est PN-
surface, est appelée PN-paramétrisation.

Des méthodes de PN-reparamétrisation et de construction de PN-surfaces pour
les surfaces développables et non développables ont été proposées par Pottmann
([105]), et pour les surfaces quadriques par Lii ([91, 93]). Comme nous aurons a uti-
liser les surfaces quadriques avec leur PN-paramétrisations, nous allons rappeler les
techniques de PN-paramétrisations développées par L (|91, 93]) dont le fondement
(lié & la rationnalité de surface offset) est basé sur le théoreme suivant :

Théoréme 1.2. (/91]) Soit S une surface algébrique irréductible rationelle définie
par le polynome F(z,y,z) = 0. Alors pour que la surface offset de S soit rationnelle,
il faut et il suffit la surface

F(z,y,2) =0
(1.2)
0. F*(x,y,2) + 0,F*(z,y,2) + 0, F*(x,y,2) —r* =0,

admet une paramétrisation rationnelle dans lespace (x,y,z,1).

En se basant sur ce théoreme et certaines transformations quadratiques, nous
donnons une procédure pour calculer la PN-paramétrisation de surfaces quadriques.
Soit

F(z,y,2) =ax® +by* +c2* +2 fyz+2gzx+2hay+2px+2qy+2rz+d =0,

la représentation implicite de surface quadratique, qui peut s’écrire sous I'une des
formes suivantes :

r=f(y,2), y= f(z,2), z = f(z,y),

ou f est une forme quadratique, ou
da? + 0y + 2 =1,

Les étapes de PN-paramétrisation se résument dans l'algorithme suivant :
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Algorithme 1. PN-paramétrisation de quadriques ([91, 93])

Input : F(x,y,z) = 0, ’équation implicite d’une surface quadrique S (exceptée de
cylindres elliptique et hyperbolique et cone non-circulaire)

Output : S(s,t), une PN-paramétrisation de la surface S.

1. Si S est quadrique définie par une équation implicite de la forme :

z = f(z,y),
on a a paramétriser la surface
7= f(xz, y) 2 ) (1.3)

dans l'espace (z,y, z,7) comme suit :

— On paramétrise
1+ 0, f2(x,y) + 0, f*(z,y) —r* =0
dans l'espace (z,y,r) disons
x=ux(s,t),y =y(s,t) et r=r(s,t),

cette paramétrisation.
— Enfin, en substituant la paramétrisation correspondante de (x,y) dans

&z = f(x,y),

on obtient la PN-paramétrisation de S de la forme

2. Si S est une quadrique de représentation implicite de la forme :
CLI$2 + b/yQ + C/ZZ — 1’
— on considere les transformations quadratiques :

o+1
= cy=ou; z=ov;r = 20w+ Vd), (1.4)
Va'
— on cherche la paramétrisation de o, w, u et v en fonction des nouveaux
paramétres s,t en substituant

c+1

\/a

T = cy=ou; 2 =ov;r = 20w+ V)
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dans

(1.5)

az? + by 4+t =1
4@’21'2 + 4b/2y2 + 40/222 - 7’2 — 0,

et en utilisant certains résultats basiques de la géométrie algébrique de (|3,
4]), on obtient :
o=o0(s,t),w=w(st),u=u(st)et v=uv(st).

— Enfin, en substituant les paramétrisations correspondantes de o, w, u et v
dans (1.4), on obtient la PN-paramétrisation de S de la forme

Exemple 15. Soit le cylindre parabolique : F(x,y,2) =y + 2az*> =0
Nous avons a paramétriser la surface

2a2* =0
{y+ ax (1.6)

14 16a%2%2 —1r2=0

dans lespace (z,y,r), comme suit :
— On paramétrise
1+ 16a%2* — 12 =0

dans lespace (z,7) et on obtient :

1—¢2 t?+1
rT=—7= ,t#0
Sat 2t 7
— En substituant I'expression de x dans
Yy = —2ax2,
nous obtenons
1 12
8 at
~ 2
S(t,s)=| _1 (1=#)
32  at?
S

1.3.3 Les notions sur le calcul d’intersection entre les courbes
et surfaces
Dans cette sous-section, nous rappelons une méthode de calcul de point d’in-

tersection entre une surface algébrique donnée par sa représentation implicite et
une courbe algébrique donnée par sa représentation paramétrique. Cette notion sera
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utilisée dans le chapitre 4, notamment dans le calcul de points d’intersection d'une
surface médiatrice avec les arétes, de la courbe trisectrice avec les faces, d’un do-
maine compact de R3, et d’une surface médiatrice avec une courbe trisectrice pour
déterminer le point quadrisecteur, le tout servira pour leur maillage dans le domaine.

Pour calculer une telle intersection, nous procédons par la méthode la plus simple
qui consiste a substituer les composantes de la paramétrisation de la courbe dans
I’équation implicite de la surface et de résoudre 1’équation résultante pour oblenir
les valeurs paramétriques des points d’intersection correspondants.

Soient C et S une courbe algébrique spatiale et une surface algébrique données
respectivement par la représentation paramétrique

£(t) = (x(t),y(1), =(t))" (1.7)
de degré d; et la représentation implicite
P(z,y,2) =0, (1.8)
de degré dy. En substituant (1.7) dans (1.8) nous obtenons 1’équation

P ($ (t) Y (t) ) % (t)) =0, (19)

de dégré au plus égal a d, ds en t.
Ainsi, par exemple, pour 'intersection :
— d’une surface quadrique et une courbe conique, 'équation (1.9) est de degré
au plus 4.

— d’une surface quadrique et une droite, ’équation (1.9) est de degré au plus 2.

— d’un plan et une conique, ’équation (1.9) est de degré au plus 2.

— d’un plan et une droite, I’équation (1.9) est de degré au plus 1.

Comme dans notre cas nous avons a calculer les points d’intersection entre une
quadrique et une conique ou une droite, un plan et une conique ou une droite,
nous aurons a résoudre des équations de degré 4, 2, ou 1 de fagon exacte ou bien
approximative (notamment pour le cas des équations de 4).

Exemple 16.

1. Soient S et C un cylindre parabolique et une parabole respectivement repré-
sentées par

T
1
2?4 627y + 927 — 2y —2=0et f(t) = <t+3,t2—5,t2+2> .

L’equation résultante correspondante est donnée par

—257t% — 14t + 909 = 0,

et on obtient pour solutions

7 1 7 1
t = —— — /233662, t, = ——— + ——~/233662.
! 957 257 2 557 T 957
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Les points d’intersection correspondants sont obtenus en substituant ¢, et ¢,
dans la paramétrisation de la courbe C :

(764 V233662 96534 n 14 /233662 533471 n 14, \/233662)
257 257 7 66049 66049 132098 66049 ’

A = (764 n V233662 96534  14/233662 533471 14 \/233662)
> 7 \257 257 7 66049 66049 ' 132098 66049 ‘

Aq

2. Soient S et C un hyperboloide a deux nappes et une parabole respectivement
représentées par

T
1
2=y + 92 -2y —2— 22 +8r=0et f(t) = <t+3,t2—5,t2+2> :

L’equation résultante correspondante est

387
—2* + 17Tt? + 68t + - 0.

Par une résolution numérique, on obtient pour solution approchée

11 = —1.947941072, to = 4.345722230,

et les points d’intersection correspondants sont donnés par :

A = (1.052058928, —1.205525580, 4.294474420),
Ay = (7.345722230, 13.88530170, 19.38530170).

1.3.4 Les notions sur les calculs de la topologie des courbes
et des surfaces

Dans cette partie nous allons présenter des notions de bases qui seront utilisées
dans le maillage (c-a-d a dire le calcul de la topologie) de courbes spatiales et de
surfaces algébriques réelles. Ces notions seront utiles dans le chapitre 4, notamment
dans le maillage de surface médiatrice et de courbe trisectrice.

Rappelons tout d’abord les notions d’homéomorphisme et d’isotopie qui sont fonda-
mentales dans cette partie.

Définition 25. Soient X,) deux espaces topologiques, une application
h:X —),

est appelée un homéomorphisme si elle est bijective et continue et la réciproque
ht:y—Xx ,

est continue. Les deux espaces topologiques X,Y sont dits homéomorphes.

Définition 26. Une isotopie entre deux objets géométriques O, C R? (courbe ou
surface) est une application v : R® x [0,1] — R3,
telle que :
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- 7(-,0) = Idgs et
— pour tout t €]0,1], v(-,t) est un homéomorphisme de R? et déformant conti-
nuellement 'objet O a la maille O :

1(0,1) = 0.

Ceci implique que 'objet O et I'objet maillé O sont homéomorphes, c¢’est a dire
qu’ils ont la méme topologie.
Pour une courbe algébrique spatiale C et une surface algébrique S, le calcul de leur
topologie consiste a déterminer respectivement un graphe de points de C connec-
tés par des segments de droite qui est isotope a C, et un ensemble de polygones
(non nécessairement coplanaires) formés a partir de points de S qui est isotope &
S. Différentes méthodes de calcul de la topologie ont été proposées tant pour le cas
de courbes et surfaces régulieres que pour le cas de courbes et surfaces présentant
de singularités, et la littérature est tres vaste. Citons quelques unes de reférences
rérentes et certaines sur lesquelles la méthode utilisée au chapitre 4 prend son fonde-
ment (voir [9, 10, 11, 12, 34, 46, 65, 69, 88]). Nous sommes intéressés a la topologie
de courbes et surfaces qui intersectent un domaine compact de la forme

D = [al,bl] X [ag,bg] C RQ ouD = [al,bl] X [a27b2] X [ag,bg] C Rg, (110)

nous allons calculer leur topologie restreinte au domaine. Ainsi, moyennant des cri-
teres de régularité pour la topologie de courbe et surface algébriques, établis par L.
Alberti and B. Mourrain (voir [9]), il sera facile de calculer leur topologie a partir de
leur intersection avec le bord du domaine D. Donnons la définition de la régularité
topologique.

Définition 27. (voir [9] et [88]) Soit D un domaine compact de la forme (1.10).

1. On dit qu’une courbe C de R™, n = 2,3, est t-réguliére (pour régularité
topologique) dans un domaine compact D C R™, si sa topologie est uniquement
determinée da partir de son intersection avec le bord OD.

2. Une surface algébrique S définie par f(x,y,z) = 0 est dite z-t-réguliére
(resp. x, y-t-réguliére) si :

— 8 nadmet pas de droite tangente paralléle a la direction (Oz) (resp. (Ox),
(), et

- 8NaD, (resp. SNID,, SNID,) est t-reguliére (dans 0D,) , ot 0D,
est une face de D qui est orthogonale da la u-direction, avec u = x, vy, 2.

La surface S est dite t-reguliére dans le domaine D si elle est x, y ou

z-t-reguliére dans D.

Remarque 4.

— Si § est t-réguliere, alors sa topologie est uniquement déterminée a partir de
son intersection avec les arétes de D (voir [88]).

— Il faut noter que cette notion de t-régularité dans un domaine compact qui
est purement topologique, est différente de la notion de régularité différentielle
(lisse) introduites dans les définitions 5, 12, 15 ou 20.

Si une surface est t-réguliere dans un domaine D, alors sa topologie est déter-
minée a partir de ses points d’intersection avec les arétes de D.
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Topologie d’une courbe spatiale dans un domaine compact D

Dans cette partie nous allons calculer la topologie d’une courbe algébrique spa-
tiale dans un domaine compact. La proposition suivante dont le détail se trouve
dans [88], établit un criteére de t-régularité simple a vérifier.

Proposition 1. ([9]) Soit C une courbe algébrique de classe C* dans le domaine
D. Si pour tout xy € R, le plan (x = o) a au plus un seul point d’intersection avec
la courbe C dans D, alors la topologie de C est uniquement déterminée par les points
de CNOD, c-a-d que la courbe est t-réguliére.

Donnons un exemple de calcul de la topologie d'une courbe spatiale pour illustrer
cette notions.

Exemple 17. Soit une courbe spatiale C définie par

T
3 5 3 1 3 33

f)=(t, —t*+=—Zt —t*—Zt+=—) te[-3,0]

0-(tgeel-2e-fe-2B) e

Cette courbe est évidemment lisse et pour xy € [—3, 0], il n’est pas difficile de vérifier
que le plan (z = x() intersecte C en exactement un seul point, donc elle est ¢-réguliére
dans le domaine D = —3,0] x [0,3] x [5,5.5]. Le segment de droite définie par

139 75\"
s(t) = | —2.2360679t — 3,1.4091938 ¢ + T 03571428+ ) € [—1,0],

est isotope a C dans le domaine D = [—3,0] x [0, 3] x [5,5.5], La figure 1.9 montre
la courbe et le segment de droite qui lui est isotope dans D.

Topologie d’une surface dans un domaine compact D

Dans cette partie nous allons calculer la topologie d’une surface algébrique dans
un domaine compact. La proposition suivante, dont le détail se trouve dans [9, 88],
établit un critere de t-régularité simple a verifier.

Proposition 2. (voir [9]) Soient S une surface algébrique définie par f(z,y,z) =0
et (u,v,w) une permutation de (x,y,z). St Oyf # 0 dans D et si S N ID, est
une courbe t-réquliére, ot 0D, est une face de D orthogonale d (Ou), alors S est
t-réguliere dans D.

Ainsi, pour toute surface S algébrique vérifiant le critere de la proposition 2, sa
topologie dans D sera déterminée a partir de ses points d’intersection avec les arétes
de D. Plus précisement, le polyedre construit a partir de ces points est isotope a
S dans D. La figure 1.10 donne une illustration de calcul de topologie d'une telle
surface dans un domaine D.

Exemple 18. Soit une surface algébrique S définie par

2?y? + 62%y + 922 — 2y — 2 = 0.
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55 \
5.4
5.3 ‘

5.2

5.1

5.0
3 \

FIGURE 1.9 — Le segment de droite isotope a la courbe spatiale dans un domaine
compact de 'exemple 17.

La surface § vérifie le critere de la proposition 2 dans le domaine
D = [2,4] x [0,4] x [-2,0],

elle est donc t-réguliere. Le polyedre formé de deux triangle A(ABD) et A(ACD),
est isotope a S dans le domaine D
avec

A=(2,1,-2),B=(2,4,-1),C = (4,0,-2), D = (4,4, -0.68) € SN ID.

La figure 1.10 montre la surface S et le polyedrede qui lui est isotope dans D.

1.4 Notions relatives aux diagramme de Voronoi,
enveloppe inférieure et diagramme de mini-
misation d’une famille de fonctions continues

Dans cette section, nous allons donner une bréve notion du diagramme de Vo-
ronoi, et les notions d’envelopes inférieures et du diagramme de minimisation dune
famille de fonctions continues. Ces notions seront tres importantes dans le chapitre 4,
notamment dans le calcul du diagramme de Voronoi. L’essentiel du détails de ces

notions se trouvent [22, 116].



1.4. NOTIONS RELATIVES AUX DIAGRAMME DE VORONOI, ENVELOPPE
INFERIEURE ET DIAGRAMME DE MINIMISATION D’UNE FAMILLE DE FONCTIONS
CONTINUES 7

FIGURE 1.10 — En haut la surface algébrique S (bleue) et en bas le polyedre (rouge)
isotope a § dans D de 'exemple 18.
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1.4.1 Notions relatives au diagramme de Voronoi

Dans cette sous-section nous rappelons la définition et le langage propre du
diagramme de Voronoi.

Définition 28. Soient (£,d) un espace métrique, et S = {s1,...,s,} C & un en-
semble discret d’objets géométriques.

On appelle diagramme de Voronoi de S pour la distance d, la partition de [’espace
E en des régions, dont chaque région par objet, est constituée de tous les points qui
sont plus proche de cet objet que de tout autre.

La théorie du diagramme de Voronoi dispose d'un langage propre comme le
rappelle la définition suivante.

Définition 29. Soient S = {s1,...,s,} C (£,d).

1. Les éléments de l'ensemble S = {s1,...,S,} pour lequel on va calculer le dia-
gramme de Voronoi sont appelés des sites.

2. La région constituée des tous les points les plus proche d’un site s; est appelée
la cellule de Voronoi associée au site s;.

3. L’ensemble de toutes les cellules de Voronoi constituent le diagramme de
Voronoi de l’ensemble S pour la distance d.

Exemple 19. Soient S C (R?,d), ou d est la distance euclidienne, et

S = {A; =(—0.24,3.35), Ay = (1.14,2.65), A; = (1.82,1.81), A, = (0.29,1.28),
As = (—0.12,2.74), Ag = (—0.72,2.1)}.

Le diagramme de Voronoi de § pour distance euclidienne est montré a la figure 1.11.

1.4.2 Notions relatives aux enveloppes inférieures et dia-
gramme de minimisation d’une famille de fonctions
continues

Dans cette sous-section nous rappelons les notions basiques relatives aux enve-
loppe inférieure et diagramme de minimisation d’une famille de fonctions continues.

Définition 30. Soit
F=A{fi,--, fa},
une famille finie de n fonctions a m variables continues définies sur R™.
1. L’enveloppe inférieure de la famille F est définie par

F~ = min f;.

1<i<n
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FIGURE 1.11 — Le diagramme de Voronoi de & = {Aj, As, As, A4, A5, Ag} pour
distance euclidienne.
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2. Pour tout A € R™, on appelle ensemble d’indices de A, I'ensemble défini par :
Z(A)={ie{l,...,n}: F(A) = fi(A)}.

3. On définit une relation d’équivalence notée ~, entre deuz points A et B de R™
par
A~B&I(A)=IA).
4. On appelle le diagramme de minimisation de F (M D(F)) l’ensemble de classes
d’équivalence de R™/ ~ formant ainsi une partition de R™.

5. Les frontieres de ces classes d’équivalente sont appelées les faces du diagramme
de minimisation de F.

Exemple 20. Soient
filz) = (z=2)"+5, fo(z) = (x +2)* +4, fs(z) = (x = 5)* + 1,
fa(z) = (x4+5)*+2, fs(x) =0.2(x +6)* + 3,

des fonctions univariées (définies sur R). L’enveloppe inférieure et le diagramme de
minimisation de la famille

F = {f17f27f37f4?f5}7
sont montrés a la figure 1.12.

Remarque 5.

1. L’ensemble d’indices d’une face est défini comme le plus grand sous-ensemble
des indices communes a tous les points de la face. Reciproquement, la face
d’un ensemble d’indices Z est donnée par tous les points A tels que Z C Z(A).

2. Si les fonctions f; sont définies par
VX € R™, A; € R™(un objet géométrique), f;(X) = || X — A,

le diagramme de minimisation de F coincide avec le diagramme de Voronoi
des objets A; pour la distance associée a la norme || - ||. Si de plus la norme
|| - || est euclidienne, minimiser || X — A;|| sur les i, est équivalent a minimiser
| X — A;]], ainsi donc, les diagrammes de minimisation de

F={fiofuy et F={p2...12},
sont identiques, c-a-d :
MD(F)= MD(F).

Pour plus détails sur cet aspect le lecteur peut aussi se référer au papier [41].

1.5 La regle de Cramer généralisée

La regle de Cramer généralisée permet, entre autre, de résoudre un systeme
d’équations linéaires général (rectangulaire) ([35],[36]), Dans cette section nous al-
lons rappeler la regle généralisée de Cramer qui sera utilisée dans le chapitre 3,
pour résoudre un systeme d’équations rectangulaire dans la définition de la surface
médiatrice.



1.5. LA RECLE DE CRAMER GENERALISEE 81

16

-14 57 e =30 -8 5 -4 2 0 2 a 15 1 L 1o 12

F1GURE 1.12 — L’enveloppe inférieure et le diagramme de minimisation de la fa-
mille F sont respectivement, représentées par les quatre portions de courbes et les
six segments de droite horizontaux (en cinq couleurs différentes) avec les indices
correspondants.
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1.5.1 L’inverse généralisée d’une matrice

Commencons par cette definition de la matrice inverse généralisée introduite par
R. Penrose [101].

Définition 31. Pour toute matrice rectangulaire A € K™ ™ a coefficients dans le
corps K, on appelle inverse généralisée de A, lunique matrice notée At € Kn*m
vérifiant

1. AATA=A

2. ATAAT = AT

3. (AANT = AAT

4. (ATA)T = ATA,
ou AT désigne la transposée de A ou la transposée de la conjuguée de A, si A est

a coefficients complexes. Dans le cas ou A est une matrice carrée et non-singuliére
(c-a-d det(A) # 0), Uinverse généralisée est linverse de la matrice A, AT = A~1

Remarque 6. La matrice inverse généraliéee A est aussi bien connue sous le nom
I'inverse de Moore-Penrose.

Une expression explicite de la matrice inverse de Moore-Penrose At proposée par
Decell [35] est donnée par :

Al = —a AT [(AAT)F 4 ay (AAT)F 2 4 gl (1.11)

ou a; et k sont tels que

det(wl, — AAT) = aguw" + a1w™ ™ + ... + ap_w + ay,

avec ag = 1; (k # 0 est le plus grand indice tel que a; # 0) ou (k =0 et AT = 0).
Une version généralisée de 'inverse de Moore-Penrose a été introduite par G.
Diaz-Toca et al. [36] conduisant aussi & une regle généralisée de Cramer.

1.5.2 La résolution des systéemes d’équations par la regle de
Cramer généralisée
Soit
AB=V, (1.12)
avec A € K™ B € K", V € K™, un systéme rectangulaire. La regle généralisée de
Cramer appliquée au systéme (1.12) consiste a :
e Calculer 'inverse généralisée de la matrice A : AT donnée par la formule (1.11).

e Calculer la solution du systéme (1.12) sous la forme : B = ATV,

Exemple 21. 1. Soit le systeme d’équations suivant :
1 -3 7 5
x
2 9 6 8
5 927 |19
z
1 5 8 5
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Le systeme peut s’écrire sous la forme
AX =V.

La matrice inverse de Moore-Penrose AT de A est donnée par

__ 25503 27452 64821 12753
185077 185077 370154 370154
At = | — 11336 13153 3163 845
185077 185077 185077 185077
18710 4109 8563 21831
185077 185077 370154 370154
et la solution du systeme d’équations est donnée par :
25503 27452 64821 12753 5
185077 185077 370154 370154
_ Atv . | _ 11336 13153  _ 3163 845
X = AlV= 185077 185077 185077 185077 19
18710 4109 8563 21831
185077 185077 370154 370154 15}
676018
185077
7328
185077
33907
185077
2. Soit le systeme d’équations
5
1 -3 7 2 .
)
2 9 6 6 =
z 19
5 =9 2 10
t 4
Le systeme peut s’écrire sous la forme
AX =V.
La matrice inverse de Moore-Penrose Af de A est donnée par
[ 488 111 613 1
19371 6457 19371
1822 821 1024
At — 36981 12327 36981
57991 1642 _ 14375
406791 135597 406791
24512 6634 26980
L 406791 135597 406791 |
et la solution du systeme d’équations est donnée par :
[ 488 111 613 1 [ 3957
19371 6457 19371 5 6457
1822 821 1024 8 422
X = ATV = 36981 12327 36981 _ 1761
57991 1642 14375 19 2678
406791 135597 406791 19371
24512 6634 26980 4 26156
L 406791 135597 406791 | L 19371 |
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3. Soit le systeme d’équations

1 -3 71 = 5
2 9 6||yl|l=]8
5 -9 2| 2 19

Le systeme peut s’écrire sous la forme
AX =V.
La matrice inverse de Moore-Penrose AT de A est donnée par

24 19 27
149 149 149

f_ A 1| 26 1L _ 8
Al=A" = 447 149 447
21 2 5

149 149 149

et la solution du systeme d’équations est donnée par :

4 19 27 545
149 149 149 5 149

AtV | 2 11 8 _| _¢6
X=AV= 447 149 447 8 | = 149
21 2 5 19 26

149 149 149 149

1.6 GeoGebra

Le logiciel GeoGebra joue un réle important dans cette these, notamment dans
les caractérisations géométrique et numérique de la courbe médiatrice (chapitre 2)
dans le plan. Il est aussi utilisé dans certaines constructions graphiques 3D. Dans
cette section nous donnons une bréve présentation de GeoGebra et de la mise en
oeuvre de couleur dynamique en GeoGebra afin de faciliter la compréhension du
processus de la caractérisation géométrique.

1.6.1 Présentation de GeoGebra

GeoGebra est un logiciel libre (gratuitement disponible pour tous et sous une li-
cence du type Creative Commons et GNU GPL) de mathématique dynamique en 2D,
c’est-a-dire permettant de manipuler des objets géométriques du plan (point, droite,
conique, angle, etc) et de voir le résultat instantanément. Etant développé en Java,
GeoGebra fonctionne sur tous les systemes d’exploitation incluant Java (Windows,
Linux, Mac OS, etc.). Il se lance en ligne ou se télécharge sur la page web officielle :
http ://www.geogebra.org. En associant, de fagon dynamique, trois représentations
différentes d’un objet mathématique, a savoir une représentation géométrique, une
représentation algébrique, et une représentation par tableur, GeoGebra permet d’af-
ficher I'objet mathématique dans les trois différentes représentations : géométrique
(point, courbe représentative d'une fonction, etc), algébrique (coordonnées de points,


http://www.geogebra.org
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FIGURE 1.13 — Les différentes fenétres de GeoGebra

équations de la courbe, etc), et dans des cellules de tableur, comme indiquée a la
figure 1.13 . Ainsi toute modification apportée sur I'une des repésentations d’un ob-
jet engendre automatiquement des modifications sur les autres. Il permet d’explorer
la géométrie affine en donnant ainsi a 1'utilisateur la possibilité de manipuler les
différents objets géométriques de base et les transformations affines du plan opé-
rées sur ces derniers. Avec une bonne adaptation des unités du repere au probléme
courant, GeoGebra peut servir d’outils graphique. Ce logiciel est initialement congu
pour les enseignements mathématiques, il peut aussi permettre a toute personne,
qui souhaite explorer visuellement les transformations géométriques du plan, de le
faire. GeoGebra dispose d'un ensemble de fonctions (qui déterminent I'intersection
de deux objets, un lieu géométrique, calculent la distance d’un point a un objet, etc)
efficace dans la résolution de certains problemes géométriques. Grace a une équipe
internationale de développeurs, GeoGebra a connu une évolution considérable (de la
version 3.0 en mars 2008, par la version 3.2 en juin 2009, et la version 4.0 en octobre
2011, a la version 4.2.51.0 parue en juin 2013) avec des nouvelles fonctionnalités.
Ainsi le calcul formel est désormais possible avec les dernieres versions du logiciel.
Cet important progres, fait qu’il est de plus en plus impliqué dans la recherche fon-
damentale en assistant a la résolution de beaucoup de probleme courant d’algebre
et de géométrie, et dans la validation de nouvelles constructions dans le plan (voir
[1, 14, 25, 26, 90]), ce qui dépasse le cadre pédagogique. Une version expérimentale
de GeoGebra 3D est aussi disponible. Cette version expérimentale est utilisée dans
certaines constructions dynamiques en 3D.
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FIGURE 1.14 — La fenétre GeoGebra de couleur dynamique

1.6.2 La couleur dynamique en (GeoGebra

En GeoGebra chaque objet est doté de propriétés de la couleur dynamique (ac-
cessible a partir de Propriétés de 'objet puis la fenétre avancée comme l'indique
la figure 1.14) conformément a la théorie de couleurs. Le modeéle de couleur est uti-
lisé pour faciliter la spécification de la couleur d’une maniere classique. Pour une
discussion complete sur les modeles de couleur, le lecteur peut se référer a Gerritsen
([66]) et & Norman ([98]). Ainsi, un modele de couleur spécifie un systéme de coor-
données tridimensionnelles dans lequel chaque couleur est représentée par un seul
point. Le sous-espace couleur concernée est un cube comme indiqué respectivement
dans les figures 1.15 et 1.16 pour les modeles de couleurs RGB(Red, Green, Blue)
et CMY (Cyan, Magenta, Yellow) (les valeurs normalisées a [0, 1]), dans lequels les
valeurs RGB sont les trois angles ; cyan, magenta et jaune sont les trois autres coins,
le noir est a leur origine, et le blanc est dans le coin le plus éloigné de 1’origine et vice
versa pour les valeurs CMJ. L’échelle de gris s’étend du noir au blanc le long de la
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FIGURE 1.15 — Le modéle de couleur RGB

diagonale joignant ces deux points. Les couleurs sont les points situés sur I'intérieur
du cube, défini par des vecteurs qui s’étendent a partir de l'origine. Par conséquent,
pour le modele RGB, nous avons respectivement les correspondances suivantes :
rouge (1,0,0), vert(0,1,0), bleu(0,0, 1), noir(0,0,0), blanc(1, 1, 1), etc, pour plus de
précision sur le principe de couleur dynamique nous renvoyons le lecteur a Rafael
Losada (voir [89]). Une discussion profonde et détaillée sur les modele de couleur,
telle que brievement présentée ici, peut se trouver avec différents auteurs comme
Boynton ([27]; Foley et al. [60]; Hall ([72]); Rogers ([108]), etc. Avec les derniéres
versions du logiciel, trois types de modeles de couleurs usuels sont disponibles, a
savoir RGB(Rouge, Vert, Bleu), HSV(Teinte, Saturation, Valeur), HSL(Teinte,
Saturation, Luminance). Pour un modéle donné, la propiété de couleur dynamique
assigne a un objet trois valeurs numériques (comprises entre 0 et 1) qui correspond
a l'intensité de chaque composante du modele. La propriété de couleur dynamique
permet de visualiser un lieu géométrique inconnu moyennant la condition numérique
que vérifie les points du lieu. Nous allons utiliser la mise en oeuvre de la couleur
dynamique en GeoGebra dans le chapitre 2, pour la caractérisation géométrique de
la courbe médiatrice de deux objets géométriques du plan.
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FIGURE 1.16 — Le modele de couleur CMY
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1.7 Subdivision spatiale, Structures de données
et Algorithme de Parcours de graphe

Dans cette section, nous allons présenter les notion relatives a la subdivision de
I’espace, les structures de données, I'algorithme de parcours de graphe qui vont étre
utilisés dans le calcul de diagramme de Voronoi au chapitre 4.

1.7.1 Subdivision de ’espace

La subdivision de ’espace est le processus qui consiste a diviser I’espace en deux
ou plus sous-espaces disjoints. En d’autres termes, la subdivision de 'espace divise
un espace en des régions de telle sorte que tout point dans I’espace peut étre identifié
pour se situer dans exactement une des régions. En subdivisant 1’espace le processus
est souvent hiérarchique, c’est a dire qu'un espace est divisé en plusieurs régions,
et le méme processus est récursivement appliqué a chacune des régions ainsi créées.
Les régions peuvent étre rangées en une structure arborescente.

1.7.2 Structures de données

La plupart des processus de subdivision utilisent des hyperplans pour diviser
I’espace, les points qui se trouvent d’un c6té de ’hyperplan forment une région, les
points situés de l'autre c6té forment une autre et les (éventuels) points appartenant
a I’hyperplan sont attribués a l'une des deux régions. Ainsi une telle subdivision
récursive de ’espace a l'aide des hyperplans produit une structure appelée Arbre
de partition binaire de ’espace (BSP-trees pour Binary Space Partition-trees,
en anglais), qui est une des formes classiques les plus usuelles de la subdivision de
I’espace, voir la figure 1.17 pour une illustration de la version plane de BSP-trees. La
structure de données kd-trees qui est un cas particulier de BSP-trees, sera utilisé au
chapitre 4 dans le processus de subdivision d’'un domaine compact D, C R3, pour
identifier de sous-domaines susceptibles contenir les faces, les arétes et les sommets
du diagramme de Voronoi d’un ensemble de demi-droites paralleles restreint a D).
Pour une discussion approfondie sur les différentes structures de données et leur
adaptation aux traitement de courbes et surfaces implicites, le lecteur peut se référer
au livre de Gomes et al. [67]. Les structures kd-trees sont introduites pour la prémiere
fois par Bentley [19] en 1975. Tous les détails sur les définitions, les propriétés et
les méthodes de constructions des structures kd-trees que nous allons donner, se
trouvent dans [19, 123, 129].

Définition 32. Le kd-trees (abrégeant le k-dimensional-trees) est une subdivision
de l’espace a k-dimensions particuliére de BSP-trees, dans laquelle les hyperplans
séparateurs sont normauz a l'un des axes du systeme de coordonnées de l’espace.

Plusieurs méthodes de construction de structure kd-trees ont été proposées, tout
dépend du choix des hyperplans séparateurs. Parmi ces méthodes, nous allons évo-
quer que l'une des plus simples et usuelles dans 1'espace R? et que nous aurons a
utiliser dans notre cas : Méthodes des plans séparateurs médians. Ainsi comme
son nom l'indique, cette méthode consiste a diviser 1'espace racine (espace initial)



90 CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

A3

FiGure 1.17 — L’illustration graphique de la version plane dune structure BSP-
trees, extrait de Gomes et al. [67]

par un plan séparateur médian a l'espace qui est (par exemple) normal au vec-
teur (1,0,0), les plans séparateurs des deux espaces fils seront normaux au vecteur
(0,1,0), ceux des petits-fils seront normaux au vecteur (0,0, 1), et puis le proces-
sus se répete avec des plan médians normaux au vecteur (1,0,0), et ainsi de suite.
Des illustrations graphiques des versions plane et spatiale de cette méthode sont
respectivement montrée a la figure 1.18 et a la figure 1.19. Comme cette méthode
de construction ne tient pas compte de la repartition spatiale, elle ne garantie pas
I’équilibre de la subdivision. L’avantage principale de la structure kd-trees réside
dans la possibilté d’obtenir, non seulement, une subdivision optimisée de ’espace
rendant ainsi le traitement des données assez rapide, mais aussi, le stockage de
données en une structure arborescente binaire facile a parcourir.

Apres avoir subdivisé un espace en des sous-espaces et rangés en graphe, nous
aurons aussi besoins d’outils pour parcourir le graphe, c¢’est ainsi qu’'un algorithme
de parcours de graphe fera I'objet de la sous-section suivante.

1.7.3 Algorithme de parcours en profondeur DFS

L’algorithme de parcours en profondeur DFS (pour Depth First Search, en an-
glais) est un algorithme de parcours ou de recherche d'une structure arborescente
ou d’un graphe qui se décrit de facon récursive. Cet algorithme a été introduit par
le mathématicien frangais Trémaux [100] au 19¢ siecle, comme une technique de
résolution de probleme de labyrinthes. Son application la plus simple consiste a dé-
terminer s'il existe un chemin d’un sommet (ou noeud) a un autre. Pour les graphes
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FI1GURE 1.18 — L’illustration graphique de la version plane de la méthodes des plans
séparateurs médians de la structure kd-trees pour la construction de kd-trees.

non orientés, il correspond a la méthode intuitive qu’on utilise pour trouver la sortie
d’un labyrinthe sans tourner en rond.

Principe

C’est un algorithme de recherche qui progresse a partir d’'un noeud S d’un graphe
G en s’appelant récursivement pour chaque noeud voisin de S. Le nom d’algorithme
en profondeur est dii au fait que, contrairement a ’algorithme de parcours en lar-
geur, il explore en fait "a fond" les chemins un a un : pour chaque noeud, il marque
le noeud actuel, et il prend le premier noeud voisin jusqu’a ce qu'un noeud n’ait plus
de voisins (ou que tous ses voisins soient marqués), et revient alors au noeud initial.
Si G n’est pas un arbre, ’algorithme pourrait tourner indéfiniment, c’est pour cela
que I'on doit en outre marquer chaque noeud déja parcouru, et ne peut parcourir
que les noeuds non encore marqués. Dans le cas d'un arbre (tel que kd-trees), le par-
cours en profondeur est utilisé pour caractériser I’arbre. Enfin, on notera qu’il est
tout a fait possible de 'implémenter itérativement a ’aide d’une pile LIFO conte-
nant les noeuds a explorer : on dépile un noeud et on empile ses voisins non encore
explorés. L’algorithme de parcours en profondeur se résume de la fagon suivante
([8, 118, 128]) :
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FI1GURE 1.19 — L’illustration graphique de la version 3D d’une structure kd-trees :
le plan(rouge) divise I'espace racine (cyan) en deux sous-espaces-fils, chacun d’eux
est ensuite divisé par le plan (bleu) en deux sous-espaces-petit-fils, puis, chacun des
quatre petit-fils, est divisé par le plan (vert) en deux sous-espaces et ainsi de suite...
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Algorithme 2. DFS (graphe G, noeud S)

Marquer(S);
POUR CHAQUE élément Sy;s de Voisins(S) FAIRE
SI NonMarqué(Sy;;) ALORS
DFS(G, Syus);
FIN-SI

FIN-POUR

Tout comme les autres algorithmes de parcours de graphe, I'algorithme de par-
cours en profondeur trouve ’ensemble des noeuds accessibles depuis un noeud donné
S, c’est-a-dire ceux vers lesquels il existe un chemin partant de S. Il s’agit précisé-
ment des noeuds marqués par l'algorithme. Cet algorithme s’applique a un graphe
orienté ou non orienté. Sur un graphe non orienté, on peut utiliser cette propriété
pour le calcul des composantes connexes. Dans le cas d’un graphe orienté acyclique,
le parcours en profondeur peut servir a calculer un tri topologique des noeuds.
D’ample explications et applications de DFS sont disponibles avec ( [33, 62, 70, 77,
81]). Nous allons particulierement utiliser cet algorithme au chapitre 4 pour parcou-
rir le graphe d’adjacence de sous-domaines engendrant les cellules de Voronoi, qui
en résultent de la subdivision du domaine initial Dy.






Chapitre 2

La Médiatrice d’un point et d’une
courbe et la Médiatrice de deux
courbe, dans le plan

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme pour le calcul d'une paramétri-
sation de la courbe médiatrice de deux courbes rationnelles planes. Nous présentons
aussi une méthode expérimentale pour les caractérisations géométrique et numérique
de la courbe médiatrice de deux courbes rationnelles ou d'un point et une courbe
rationnelle plane.

Introduction

La médiatrice se trouve dans plusieurs domaines d’applications tels que la CAO,
la génération de chemins, la planification de mouvements, 1’axe médian, le calcul du
Diagramme de Voronoi, biologie structurale, etc. Etant donnés deux objets géomé-
triques O; et Oy (points ou courbes paramétriques) dans le plan, de paramétrisations
respectives Oq(u),u € I; et Oz(v),v € Iy, ou I et Iy sont des intervalles (pouvant,
éventuellement, étre réduits & un point dans le cas d’un point), leur courbe mé-
diatrice géométrique B(O1, Os) est définie comme ’ensemble des points équidistants
pour les deux objets :

B(01.02) = {B € R¥: nf [ B—Ou(u)| = inf [B-0a()[[}  (2)

Son implication dans plusieurs domaines théoriques et pratiques a fait en sorte que
le sujet de la médiatrice a attiré I'attention d’éminents chercheurs au cours du siecle
tant en 2D qu’en 3D.

Le calcul d’une représentation et sa rationalité de la courbe médiatrice consti-
tuent la prémiere préoccupation, car la caractérisation n’etant pas évidente a partir
de la définition (2.1). En effet, malgré que les courbes considérées possedent de pa-
ramétrisations régulieres et propres, la fonction distance d’un point B a une courbe
paramétrique O(u)

d: (B,0) — inf | B~ O(u)] (2.2)
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n’est pas, toujours, différentiable par rapport au point B et qu’'un minimum peut
étre atteint en plus d’une seule valeur paramétrique. Pour surmonter ces difficul-
tés Farouki et Johnstone ([53], [54]) ont introduit une définition alternative pour la
médiatrice d'un point et une courbe rationnelle comme une offset a une "distance -
variable" & la courbe, et pour la médiatrice de deux courbes comme une enveloppe de
famille & un parametre de courbes médiatrices d’un point fixe (sur I'une des courbes)
et I'autre courbe. Cette nouvelle formulation est équivalente a la définition courante
de la médiatrice algébrique utilisée dans la littérature (voir [43, 44, 45, 103]), qui
peut étre exprimée (dans le plan) comme 1’ensemble de centres de cercles qui sont
simultanément tangents aux deux objets géométriques. Puisque cette définition ne
suppose pas de distances minimales mesurées a partir de deux objets, on note I'exis-
tence de certaines parties extérieures a "élaguer" (c-a-d : éliminer) afin de réaliser la
médiatrice géométrique.

Le processus d’"élagage" de parties extérieures, qui constitue la deuxeme diffi-
culté, est plus facile a partir d’une représentation paramétrique, qui, d’ailleur, n’est
toujours pas disponible. La médiatrice algébrique d'un point et d’une courbe ration-
nelle étant une courbe rationnelle, une méthode algorithmique pour 1'"élagage" de
parties extérieures a partir de sa paramétrisation a été introduite par Farouki et
Johnstone ([54]). Mais la médiatrice algébrique de deux courbes planes rationnelles
n’est, en général, pas rationnelle et sa représentation algébrique est tres souvent de
degré tres élevé, rendant ainsi le processus d’"élagage" tres difficile et impraticable.
La caractérisation graphique devient aussi difficile avec les logiciels classiques utilisés
(Maple, jSurfer et GeoGebra) a cause de la taille énorme de la représentation (voir
I'exemple 26.6). Ainsi donc plusieurs méthodes d’approximation ont été proposées
pour calculer la représentation de la courbe médiatrice de deux courbes rationnelles
planes (voir [42] et [57]).

Il existe plusieurs paires de courbes dont la médiatrice est rationnelle, mais,
en général, il serait difficile d’établir un critere pour la rationalité de la courbe
médiatrice et tres peu de classifications sont disponible & nos jours. Cependant,
la rationalité de la médiatrice pour des PH-courbes (Pythorean Hodograph curves)
planes (c-a-d une courbe rationnelle dont la norme du vecteur vitesse est rationnelle)
est espérée. Dans le cas de deux courbes planes, dont I'une est une droite ou un cercle
et lautre est une PH-courbe, il a été demontré que leur médiatrice est rationnelle
(voir [44] et [103]).

Des méthodes ont été récemment introduites par Botana et Abanades ([24], [23]).
Leur méthode utilise, GeoGebra et la version en ligne de CAS du logiciel Sage pour
calculer la représentation algébrique et graphique de la médiatrice d’un point et une
courbe algébrique plane et de deux courbe planes de petit degré. Pour les courbes
de plus grand degré, ils utilisent la couleur dynamique en GeoGebra.

Nos principales contributions a ce sujet sont les suivantes :

— Une nouvelle méthode algorithmique, basée sur la regle de Cramer et une
technique simple d’élimination par substitution, permettant de calculer une
paramétrisation algébrique de la médiatrice algébrique de deux courbes ra-
tionnelles planes dont 1'une est une droite ou un cercle.

— Une approche pour les caractérisations géométrique (la visualisation) et numé-
rique de la courbe médiatrice géométrique de deux objets géométriques plans
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en utilisant la théorie de couleur dynamique avec une mise en oeuvre au lo-
giciel GeoGebra. Tout comme la récente méthode numérique algorithmique
introduite par Shou et al. ([119]) pour le calcul de la courbe médiatrice d’un
point et d’une courbe algébrique plane, notre approche nécessite aucune étape
supplémentaire d’"élagage’. Cette méthode utilise un processus de scannage
d’un lieu géométrique inconnu du GeoGebra.
Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.1, nous donnons un
rappel sur la méthode algébrique pour le calcul de la paramétrisation de la média-
trice algébrique d’un point et une courbe rationnelle dans le plan, et de la médiatrice
algébrique de deux courbes rationnelles dans le plan, et processus d’"élagage". La
nouvelle approche pour le calcul de la paramétrisation de la médiatrice algébrique
d’un cercle ou d’une droite et une courbe rationnelle dans le plan sera developpée
dans la section 2.2. Enfin, a la section 2.3, nous présentons les caractérisations géo-
métrique et numérique de la courbe médiatrice géométrique de deux objets du plan,
par la théorie de couleur dynamique en GeoGebra.

2.1 Lareprésentation algébrique de la médiatrice
d’un point et d’une courbe rationnelle, et de
deux courbes rationnelles du plan

Dans cette section il sera tout d’abord question du rappel sur la méthode al-
gébrique introduite par Farouki et Johnstone ([54]) pour le calcul de la médiatrice
algébrique d’un point et une courbe plane rationnelle ainsi qu'un bref apercu sur
le processus d’"élagage’. Ensuite, en se basant sur le cas point-courbe, le cas de
deux courbes planes sera abordé. Bien que notre but n’étant pas de réaliser des
représentations égalées de la courbe médiatrice, nous allons procéder a 1"élagage"
aux travers des exemples a partir de paramétrisations que nous calculons afin de
montrer l'interét et 'importance de notre approche et de faire valoir comment les
résultats obtenus pourraient servir en ce sens.

2.1.1 La médiatrice algébrique d’un point et d’une courbe

Soient
r(u) = (2(u), y(w) et P = (a, ),
X . Y()
(1) = Sy () = G

ou X, Y, W sont des polynémes (W pourrait étre constant), respectivement la pa-
ramétrisation d’une courbe rationnelle et un point (n’appartenant pas a la courbe)
fixe du plan. La médiatrice algébrique de la courbe r et du point P est une courbe
rationnelle est définie comme une offset a une "distance-variable" a la courbe r (voir
51]) -

b(u) = r(u) + d(u)n(u), (2.3)
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ou pour P ¢ r(u),

__ Pl ey ) —a(w)
M) = 5 —x(w)nwy "™ V() +y/(w?

Si P appartient a r, P = r(ugp), cet point doit étre etudié separement ; si r(ug)
est un point singulier, la médiatrice peut étre bi-dimensionnelle (voir [58]).
Explicitement, la paramétrisation rationnelle de la médiatrice est donnée par :

_ [ X(u) Yi(u)
b(u) = <Wb(u)’ Wb(u)> : (2.4)

ou dans le cas :
— polynomial (c-a-d pour w =1) :

Xy(u) = [0 = X2(uw) + (8 — YV (u))*] Y'(u) — 2X (u) X' (u)(8 — Y (u)),
V() = 2(a— X ()Y (@)Y (u) - X'(u)[(a - <>> + B2 Y (u)),
Wiu) = 2[(a = X(u)Y'(u) = (8= Y (u)X'(u)],

— rational (c-a-d pour W # constant) :

Xp(u) = [@®W2(u) — X2(u) + (BW () = Y ()] (W (u)Y” ()
—W’() () — 2X (u) (BW (u) = Y () (W (w) X' (u) — W' (u)X (u)),
Y(u) = 2V (u)(aW (u) — X (u)) (W ()Y (u) = W ()Y (u))
—(W (u) X" (u) = W' (u) X () [(aW (u) — X (u))* + B2W(w)],
Wy(u) = 2W(w)[(aW (u) — X (u)(W ()Y (u) — W' (u)Y (u))
)X

—(BW (u) = Y () (W (u) X" (u) = W' () X (u))].

Ainsi, comme illustre la figure 2.1, cette formulation est équivalente a dire que la
médiatrice algébrique est le lieu géométrique de centres des cercles qui sont simulta-
nément tangents a la courbe r et au point P. En particulier la médiatrice géométrique
est donnée par le lieu de centres de cercles qui sont extérieurement (c-a-d aucun des
cercles ne peut contenir la courbe ou une partie de la courbe) tangents au point et
a la courbe.

Le processus d’"élagage"

Le processus d'"élagage" dii & Farouki et Johnstone ([54]) qui consiste & éliminer
un nombre fini des portions de la médiatrice algébrique qui ne contribuent pas la
médiatrice géométrique, c’est a dire des portions qui ne répondent pas aux criteres
de la définition (2.1). Les techniques utilisées sont basées sur celles d’"élagage" de
parties extérieures pour les courbes offset dans ([56]). Rappelons tout d’abord les
deux théoremes fondamentaux sur lesquels repose le processus d’'élagage’

Rappelons les notions de points particuliers de la courbe médiatrice.

Définition 33. Soient r et P une courbe et un point, et b leur courbe médiatrice
algébrique.
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FIGURE 2.1 — La médiatrice géométrique (en bleue) correspond au centres dont les
cercles sont extérieurement tangent a la courbe r et le point P.

1. On appelle point classe de la courbe r par rapport au point P le point corres-
pondant au point a l'infini sur la courbe médiatrice algébrique b.

2. On appelle point circulaire de la courbe r par rapport au point P, le point
correspondant au point cuspidal (ou point de rebroussement) sur la courbe
médiatrice algébrique b.

La notion suivante est aussi nécessaire.

Définition 34. Un segment d’une courbe médiatrice algébrique est dit actif s’il
contribue da la médiatrice géométrique, il est dit inactif dans le cas contraire.

Théoreme 2.1. (Théoreme 3.7 [5/]) Soit b(u) une paramétrisation d’une courbe
médiatrice algébrique d’un point P et d’une courbe réguliére de paramétrisation r(u)
définie sur un intervalle I. Alors, si{iy,... iy} est un ensemble ordonné de valeurs
paramétriques sur I qui correspondent auzx points classes et points circulaire de r(u)
et si on dénote par iy et 1ar4q les extrémités de I, on a :

— b(u) est actif pour tout u € [i, ix11]
ou

~ b(u) est inactif pour tout u € [iy, ij41]

sur chaque intervalle [ix, ig41] pour k =0,..., M.
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Théoréme 2.2. (Théoreme 3.10 [5/]) Soient b(u) une paramétrisation d’une courbe
médiatrice algébrique d’un point P et d’une courbe réguliére de paramétrisation r(u)
définie sur un intervalle I, et {iy,... iy} Uensemble ordonné de valeurs paramé-
triques sur I qui correspondent aux extrémités de segments actifs sur b(u) ou auz
points d’auto-intersection de b(u), c-a-d, b(i;) = b(ix) pour 1 < j # k < M. Alors,
pour chaque segment actif u € [i;,4] (ot i; < ix), on a :

— b(u) appartient a la médiatrice géométrique, pour tout u € iy, igi1]
ou
- b(u) n’appartient pas a la médiatrice géométrique pour tout u € [iy, ix11]

sur chaque intervalle [i;,i;41] pour | = j,....k — 1 entre deuzx points d’auto-
intersection conscutifs sur ce segemnt actif.

Une fois que la paramétrisation est calculée, le processus d’"élagage" se résume
comme suit :

1. Calculer et ordonner les valeurs paramétriques correspondant aux points classes
et points circulaires de la courbe r par rapport au point P, c-a-d les valeurs
paramétriques correspondant respectivement aux points a 'infini et aux points
cuspidaux (ou point de rebroussement) sur la médiatrice algébrique.

2. La médiatrice algébrique est ensuite découpée en ces points en des portions,
et grace au Théoreme 2.1, toute portion dont le milieu n’appartenant a la
médiatrice géométrique, est éliminée.

3. Calculer et ordonner les valeurs paramétriques correspondant aux points d’auto-
intersection sur la médiatrice algébrique.

4. Grace au Théoreme 2.2, on répete 'opération 2 pour les points d’auto-intersection,
et les portions restantes, qui sont une restriction de la paramétrisation a un
certain nombre fini d’intervalles, constitue la médiatrice géométrique.

Remarque 7. Ainsi, en présence d’une paramétrisation (rationnelle ou non ra-
tionnelle) de la médiatrice algébrique de deux courbes planes, ce méme processus
pourrait étre utilisé pour obtenir la médiatrice géométrique (voir 'exemple 23).

Dans le processus d’"élagage" introduit par Farouki et Johnstone ([54]) pour le cas
d’un point P et d’une courbe r, les valeur paramétriques correspondants aux points
a l'infini et aux points cuspidaux sur la médiatrice algébrique sont déterminées a
partir de la courbe r et du point P. En effet ces deux points particuliers, résultent
de la position relative de r et P, et souvent, d'une certaine forme particuliere de la
courbe r. Mais dans le cas de deux courbes, il serait tres difficile procéder de la méme
maniere. Nous allons chercher les valeurs paramétriques de ces points particuliers
directement a partir de la paramétrisation de la médiatrice algébrique que nous
calculons.
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Points particuliers de la médiatrice algébrique

Comme dans le processus d’"élagage’, nous aurons besoins de valeur paramé-
triques correspondants aux points a l'infini, points cuspidaux et points d’auto-
intersection pour délimiter les portions de courbe afin d’identifier celles qui contri-
buent a la médiatrice géométrique, nous aurons besoin d’un rappel sur les définitions
et la facon de déterminer les valeurs paramétriques correspondantes.

Définition 35. Soit C une courbe paramétrique de paramétrisation

(X)) Y@\
c(t) = (U(t)’V(t)> tel CR

1. On dit que la courbe C admet un point a l'infini, s’il exite une valeur to € 1
de parametre t pour laquelle on a

2. On dit qu’un point Q = c(to) est un point de rebroussement ou cusp de la
courbe C, s’il verifie :
c'(ty) = 0. (2.6)

3. On dit qu’un point Q) := c(tg) de C est un point d’auto-intersection ou point
multiple, s’il existe t, € I,ty # t1 tels que c(to) = c(ty).

Détermination de valeurs paramétriques correspondantes

La détermination de valeurs paramétriques correspondant aux points particuliers
sur une courbe constitue un domaine de recherche actif dans I’étude des courbes
paramétriques, et la plupart de méthodes pour leur calcul, sont établies pour les
courbes qui posseédent une paramétrisation rationnelle. Mais dans notre situation,
nous aurons a traiter les courbes médiatrices données par des paramétrisations qui,
en général, ne sont pas rationnelles. Ainsi donc, dans le cas rationnel, nous pouvons
utiliser les méthodes classiques et dans le cas non rationnel nous allons utiliser la
définition pour déterminer les valeurs paramétriques. Nous allons donner, cas par
cas, pour chaque type de point, la méthode de calcul :

1. Pour le point a Uinfini sur une courbe paramétrique (rationnelle ou non ra-
tionnelle), pour déterminer les valeurs paramétriques correspondantes, il suffit
de chercher les valeurs de ¢, vérifiant la condition (2.5).

2. Pour le point de rebroussement, distinguons les cas rationnel et non rationnel :

(a) Dans le cas ou la paramétrisation de la courbe est rationnelle, plusieurs
méthodes ont été proposées (voir [87], [94], [95] et [102]). Pour déterminer
les valeurs paramétriques qui correspondent au point de rebroussement
on peut résoudre le systéme (2.6), soit utiliser la méthode de Li et Cripps
([87]) qui parait la plus simple et directe. Cette derniére consiste a dire
que, pour une courbe rationnelle de paramétrisation

(Xt Y\
"(”—(wm)
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qui peut s’écrire en coordonnées homogenes
T
r(t) = (X(1),Y(t),W(t)"
une valeur paramétrique ty qui est racine double de

Xt Y(@) W)

<mwxﬂ@xwa»::‘vu)y%w W'(t) |=0 (2.7)
Xll(t) Y/I (t) W/I (t)

correspond au point cuspidal.

Si la paramétrisation de la courbe n’est pas rationnelle, nous allons utiliser
la définition pour déterminer les valeurs paramétriques correspondantes
aux points cuspidaux. Plus précisement, pour une courbe C de paramé-
trisation non rationnelle donnée par :

ct) = (X@), YN tel

avec X et Y sont des fonctions non-rationnelles, les valeurs paramétriques
correspondant aux points cuspidaux sur C sont données par la solution
commune de deux équations
X'(t)=0
fro- o5

Y'(#)

Il faut noter que la résolution d’un tel systéme n’est pas évident, car
¢a contient des fonctions non-rationnelles et aussi des puissances élévées.
Cependant dans notre cas de courbe médiatrice, nous avons a traiter avec
des fonctions racines carrées, nous allons utiliser de résolution numérique
a l'aide du logiciel Maple pour déterminer les valeurs paramétriques ap-
proximatives si elles existent.

3. Pour le point d’auto-intersection, nous allons aussi distinguer le cas rationnel

(a)

du cas non rationnel :

Dans le cas ou la paramétrisation de la courbe est rationnelle, la méthode
la plus utilisée pour calculer les valeur paramétriques correspondantes au
points d’auto-intersection est celle de D-résultant ([49] et [71]). Pour une
courbe rationnelle C de paramétrisation

(2.9)

{Fuﬁ)zo 210)
% .
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ou
X(t)—X
M si X est polynomiale,
F(5) =\ PURE) - Po)R()
. _ E .
P si X = 7> est rationnelle.
Y(t)-Y
M si Y est polynomiale ,
G(t5) = Y QUIR(S) — Q(s)R(t) . v 2 S
— sl ¥ = 7, est rationnelle,
resultant,(F'(s,t),G(s,t)) = 0. (2.11)

par rapport a t.
Les solutions de I’équation (2.11) déterminent les valeurs paramétriques
correspondant aux point d’auto-intersection (voir [16] et [102]).

(b) Dans le cas ou la courbe C possede une paramétrisation non rationnelle
T
c(t) = (X(t),Y(t))",

nous allons tout simplement procéder a la résolution du systeme
X(t) =X
{ (1) = X(s) (212

de fagon numérique comme dans le cas des points cuspidaux.

Exemple 22. Pour une ellipse et un point donnés par

at 1-2\"
r(t>:<1+t2’1+t2> et P =(2,-1),

La paramétrisation de leur médiatrice algébrique est donnée par :

b(t) =

< te2—2+th) (52 4+1-38-3t+t4) (12— 1)>T
(=1+t) (2 + 1) (=14+1t) (12 4+ 1) ’

1. Les valeurs paramétriques correspondant au point a l'infini de la médiatrice
algébrique est donnée par la solution de I’équation :

(~141) (£ +1) =0

c-a-d : te = {1}
2. Les valeurs paramétriques correspondant au point de rebroussement est donnée
par la solution commune du systeme déquations

b'(t) =0
c-a-d

0 — 3t 1283 — 122 4+2 =0
{ * (2.13)

—t8 4+ 2t7 — 410 + 185 — 39t* + 36¢3 — 10t2 — 4t + 2 = 0.
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Une résolution numérique du syteme nous donne les solution commune sui-
vantes :

teusp = {—0.3476409716, 0.5639956260 }

En ordonnant les valeur ¢ et s, on obtient les intervalles suivants :
| — 00, —0.347640971] U [—0.347640971, 0.5639956260] U [0.5639956260, 1] U [1, +oco].

On va vérifier parmi les quatre intervalles, celui qui correspond a la portion
de la médiatrice géométrique. On calcule le point qui correspond a la valeur
paramétrique du milieu de chaque intervalle et pour les intervalles extrémes

(non bornés), il suffit de calculer un point qui correspond a une valeur para-

métrique quelconque qui est strictement contenue dans l'intervalle (c-a-d une

valeur qui n’appartient pas a la frontiére de I'intervalle).

— Pour l'intervalle | — 0o, —0.347640971], on prend par exemple la valeur ¢ =
—2, et on calcule le point de la médiatrice algébrique correspondant, on
obtient : a4 67

Ay = b(=2) = ( ) .
7525
Ensuite on vérifie si ce point appartient a la médiatrice géométrique de r et
P, pour cela on calcule les distance minimale de du point A; a r et a P :

Donc le point A; n’appartient pas a la médiatrice géométrique et par consé-
quent la portion de la médiatrice algébrique qui correspond a l'intervalle
| — 00, —0.3476409], ne contribue pas a la médiatrice géométrique.

— Pour l'intervalle [—0.347640971, 0.5639956260], on calcule le point de la mé-
diatrice algébrique qui correspond a la valeur paramétrique de son milieu :
t = 0.1081773272, on obtient :

Ay = b(0.1081773272) = (0.2342285924, —0.7907082459).

Ensuite on vérifie si ce point appartient a la médiatrice géométrique de r et
P, pour cela on calcule les distance minimale de du point A, a r et a P :

Donc le point A; n’appartient pas a la médiatrice géométrique et par consé-
quent la portion de la médiatrice algébrique qui correspond a l'intervalle
[—0.347640971, 0.5639956260], ne contribue pas a la médiatrice géométrique.
— Pour l'intervalle [0.5639956260, 1] on calcule le point de la médiatrice algé-

brique qui correspond a la valeur paramétrique de son milieu : £ = 0.7819978130,

on obtient :
Az = b(0.7819978130) = (0.5566465916, —0.4466618118).

Ensuite on vérifie si ce point appartient a la médiatrice géométrique de r et
P, pour cela on calcule les distance minimale de du point Az a r et a P :

d(As,7) = 0.51 # d(As, P) = 1.55.
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Donc le point A3 n’appartient pas a la médiatrice géométrique et par consé-
quent la portion de la médiatrice algébrique qui correspond a l'intervalle
[0.5639956260, 1], ne contribue pas a la médiatrice géométrique.

— Pour l'intervalle [1, 400 on prend par exemple la valeur t = 2 € [1, 00|, et
on calcule le point de la médiatrice algébrique correspondant, on obtient :

44 21)

Ensuite on vérifie si ce point appartient a la médiatrice géométrique de r et
P, pour cela on calcule les distance minimale de du point A4 a r et a P :

d(Ag,r) = 0.29 = d(Ay, P) = 0.29.

Donc le point A4 appartient a la médiatrice géométrique et par conséquent
la portion de la médiatrice algébrique qui correspond a I'intervalle [1, 4o00],
contribue a la médiatrice géométrique.
Toutes les portions correspondant autres intervalles seront éliminées pour
poursuivre 1’étape suivante avec I'unique portion qui correspond a l'intervalle

[1, +o0.

3. Les valeurs paramétriques qui correspond aux points d’auto-intersection se
calculent de la fagon suivante : En posant

on peut écrire

Ainsi avec

F(s,t) =

G(s,t) =

t(262 —2+11),
—(5t2+1—3t3—3t+t4) (t2—1),

(~1+1) (2 +1)",

P(t)R(s) — P(s)R(t)

t—s
—s'tt —25M* — 25%1 + 35M + 3537 + 3527 + 3st!
—st =35 — T — 3st® —t* +65%t + 6517 — 25

—6st—2t2+2
Q(t)R(s) — Q(s)R(t)
t—s

—"t0 4+ Pt 4 510 — 2558 — sM — 2530 + 25742

+8 513 + 8531 +25%t° — %t — 11 s%2 — 19 533

—11 8% — st + 8° + T s*t + 1932 + 19 %3 + 7 st?
+15 —4st —115% —195%2 — 11 st> —4t* +55°
+11s%t 4+ 11 st +51° —25% —4dst — 21> —25 — 2t + 2
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et

H(s) = resultant,(F(s,t),G(s,t))
(s —1)* (=81 50 4 243 5 — 1701 s> + 6075 s*
—23328 %2 + 71685 51 — 209709 5*° + 540675 5%
—1288629 52 4 2773602 527 — 5451462 s2° + 9715140 s%°
—15752718 s?* + 23120478 5% — 30742902 s*? + 36735282 s*!
—39184479 s%° + 36593127 s'° — 28856169 s 4 17338779 s'7
—4719060 s'6 — 6200631 s'° + 13179591 s'* — 15609105 s'*
+14217201 s'* — 10615212 s'* + 6608628 s'* — 3306258 s°
+1232010 s® — 222588 57 — 104004 s° 4+ 117612 s° — 59292 s*
115552 5% — 1944 5 + 648)

les valeurs paramétriques correspondant aux points d’auto-intersection sont
solutions simples de 1’équation

H(s)=0.
Une résolution numérique nous donne les solutions suivant :
{£0.8555996772, —0.3476409716, —0.3476409716, 0.5639956260, 0.5639956260},

et les valeur paramétriques correspondant a I'unique point d’auto-intersection
sont données par
tserr = {£0.8555996772, }

et le point est donné par
b(—0.8555996772) = b(0.8555996772) = (0., —0.4641016148).

Mais ces valeur paramétriques n’appartiennent pas a U'intervalle [1, +oof
(£0.8555996772 ¢ [1, +0o0[), donc aucune opération n’est nécessaire.

On conclut que la médiatrice géométrique de r et P est donnée par la restriction
de la paramétrisation b(¢) a l'intervalle |1, +o00|. La figure 2.2 montre la médiatrice
algébrique et la médiatrice géométrique.

2.1.2 La médiatrice de deux courbes rationnelles planes

Le cas de la médiatrice de deux courbes planes est I'un des plus grands défis du
theme de la médiatrice, tant pour le calcul de la représentation et de sa rationnalité,
que pour le processus d’ "élagage' de parties extérieures a la médiatrice géomé-
trique. Soient r(u) et s(v) les paramétrisations respectives de deux courbes planes
rationnelles, en se basant du cas point-courbe, la représentation de leur médiatrice
algébrique peut étre déterminée comme suit (voir [53]) :

— Premiérement, nous calculons la paramétrisation de I'enveloppe (i.e : la famille

a un parametre) de courbes médiatrices d'un point fixe sur la courbe s pour
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FI1GURE 2.2 — La médiatrice algébrique a gauche et la médiatrice géométrique a
droite du point P et de l'ellipse r de I'exemple 22.

v = A, et la courbe r toute entiere, c-a-d la paramétrisation de la médiatrice
d’un point s(A) et de la courbe r :

by (u) = (I;(/‘Z’:EZ)) , v};’:ﬁ) . (2.14)

Ensuite, nous déterminons la représentation implicite de ’enveloppe by, par
implicitation de la paramétrisation (2.14). Pour cela il suffit d’éliminer le pa-
rametre u du systeme

{J: - Wia(u) — Xpa(u) = 0 (2.15)

Y- Wia(u) = Yia(u) =0

par rapport a u. Ainsi, en calculant le résultant de (2.15), on obtient la repré-
sentation implicite de by, :

F\(z,y) = résultant, (x - Wyn(u) — Xpa(u), y - Win(u) — Yor(u)) =0
(2.16)
Puis, on détermine I’équation implicite de la médiatrice algébrique des courbes
r et s en calculant le discriminant de (2.16) par rapport a \ :

F(z,y) = discrim(F)\(z,y), A) =0 (2.17)

— Finallement, nous explorons la possibilité de la paramétrisation de (tous les

facteurs irréductibles de) ’équation (2.17) en calculant son genre .

Remarque 8. Tout comme le cas d'un point et d’une courbe, la médiatrice algé-
brique contient des parties extérieures a élaguer. Si une paramétrisation est dispo-
nible, I""élagage" peut étre facilement effectué, en identifiant et éliminant les portions,
qui n’appartiennent pas a la médiatrice géométrique, délimitées par des points par-
ticuliers. Mais, en générale, I’équation implicite de la médiatrice ne possede pas une
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paramétrisation rationnelle et souvent elle est de degré tres élévé, car pour

dy = deg(r) < 3, dy = deg(s) < 6,

le degré de 1'équation implicite de la médiatrice est donné par (voir [44]) :

Tdydy — 3 (dy + do) + 1

et le processus d’"élagage" devient difficile. Ainsi, la plupart des résultats disponibles
dans la littérature pour la représentation de la médiatrice de deux courbes planes
rationnelles, sont approximatifs.

Exemple 23. Soient

u | (u?— 1))”-”’

(u2—|—1)’ u?+1

r(t) = (t,1* - 2)T et s(u) = (

les paramétrisations respectives d’une parabole et d'un cercle. Nous allons calculer
la représentation de leur médiatrice algébrique et procéder a son "élagage' pour
réaliser leur médiatrice géométrique en utilisant le méme procedé d’"élagage" pour
la médiatrice algébrique d’un point et d’une courbe, par Farouki et Johnstone.

1. La représentation de la médiatrice :

Fixons la parabole r et prénons u = A sur le le cercle s, nous obtenons :

(a) La paramétrisation de 1’enveloppe (i.e : la famille) des médiatrices de la
courbe r et du point s(\), (parcourant le cercle s tout entier) est donnée
par :

T
b (1 (=6 222N H6+4 N+ ) g y3a 1344034402342 342)% 41240 —3-3 22
At) = | — —AIAFZHZN2F3HN2 2(—4tAH2+12024+3+22)
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(b) L’équation implicite de by est donnée par :

F\(x,y) = W}rl)g(lﬁ(mu? +9))(3A* + 1)3(—27 + 54y

—81A\2 — 81\* — 486y \* — 162y\? — 3242\
—648x\% — 2700 — 3242)° — 792y* A% — 3602\
+5041° A% 4+ 72y% + 29722 X% — 26122\* — 4322 \°
+11049° M\ + 4329222 — 26122)\2 + 37822y + 29722
—1728x A%y + 2882y — 20162\%y — 24002\
+13442)3y? + 6722 y* + 8102* Ny — 10742 Ny
+156622\%y + 39622 X092 + 141222\ %y

+112422 0%y — 270°% — 80y® — 112y* 4 10822y
+4322° X5 — 1602°\* + 528y \° + 432y*\*
—208y* A% + 11522X%y° + 1280223y + 128z )¢°
+432\2% + 2882° N’y + 57623 \3y + 2882° \y
—822y3 + 81\t 4+ 272 N8 4+ 814X\ + 2724
—32y° — 822 \0y% — 2422\t — 2422 N + 42
—2241° X\t — 96° A% — 160y°\* — 64y* N’z

—128y* X3z — 64a)y*) = 0

(¢) L’équation implicite de la médiatrice algébrique de la courbe r et s est
obtenue en éliminant le parametre A :

F(z,y) = discrim(Fy(z,y), )
= 729+ 5832y + 64 21y® — 432253 — 320 210

—22272 2%y" — 216 25¢y* + 45008 z1y*
—64896 x2y° — 14004 25y + 114656 4>
—232322%y5 + 179148 x'y* + 14880 x2y*
+120636 2y — 163152 2%y® — 287496 22y
—153252 2%y + 729 2® — 7258 2% + 27135 2*
—26730 2% — 48384 ¢® — 69984 y* + 94464 ¢°
+164736 y° + 2457637 — 37632 ¢y° — 6144 1°
+3072 " +4860%% = 0

(d) Le genre de la courbe définie par F'(z,y) = 0 est nul. Alors, elle est donc
rationnelle et sa paramétrisation calculée a laide de Maple est donnée par :

(X v\
0= (75 w19

avec
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2. En utilisant le méme processus d

(a)

Xi(t) = 3072t — 3623878656017 + 128247036263792640 ¢°
—121029087867608368152576 ¢

V() = t'%—14155776t° + 83494164234240t°
—249517433754834960384¢*
+371801357929292906964713472¢>
—219297364139287259557555158908928

Yi(t) = —t® +16515072¢° — 116891829927936 t*
+354577405862133891072
—278851018446969680223535104

W(t) = 2% —235929601¢° + 111325552312320 t*
—236384937241422594048 ¢
+185900678964646453482356736

an

¢lagage" de I'exemple 22, nous avons :

Les points a l'infini et aux cuspides
Les valeurs paramétriques correspondantes aux points a l'infini et aux
deux (2) cuspides sur la médiatrice algébrique sont respectivement don-
nées par :

too = {£1536,0}, teyusps = {£3219.582574}.

En découpant la médiatrice algébrique en des portions, délimitées par des
points correspondants a ces valeurs paramétriques et ensuite en vérifiant
si le point correspondant au milieu de chaque intervalle de parametre ap-
partient & la médiatrice géométrique (c-a-d sl vérifie la condition (2.1)),
nous trouvons que seule la portion définie par la restriction de b a 'inter-
valle [—1536, 1536], contribue & la médiatrice géométrique, (voir la figure
2.3) car le point A = (0, —%) correspondant a la valeur paramétrique
t = 0, milieu de [—1536, 1563], vérifie (2.1).

Les points d’auto-intersection

Les valeurs paramétriques correspondantes aux cinq (5) points d’auto-
intersection de médiatrice algébrique sont par :

tsery = {£2362.658306,+2172.232032, £2080.725816, £1223.001933,
+1167.586313},

En découpant la portion résultante de la prémiere étape, délimitée par des
points correspondants a ces valeurs paramétriques et ensuite en vérifiant
si le point correspondant au milieu de chaque intervalle de parametre
appartient a la médiatrice géométrique, nous trouvons que la médiatrice
géométrique est définie par la restriction de paramétrisation b aux inter-
valles :

[—1223.001, —1167.586] U [—1167.586, 1167.586] U [1167.586, 1223.001]
= [—1223.001, 1223.001]
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car les points
3
Ap = (—0.690,2.217) , Ay = (o, —2) et Ay = (0.690,2.217),

correspondant au valeurs paramétriques
t=—1195.294, t =0 et t = 1195.294,

les milieux respectifs de trois intervalles, vérifient (2.1).

3. Le graphique correspondant a la médiatrice algébrique, de I’étape intermédiare
de I'"élagage" et de la médiatrice géométrique est présenté a la figure 2.3.

Exemple 24. Pour deux courbe de paramétrisations respectives ;
T T
ci(t) = (P + 1,82 +3t) et oot) = (+5,1)

la courbe médiatrice est déterminé par un polyndéme irréductible et de taille énorme
dont le degré totale est 50 donné par :

F(z,y) = 141557760000000000000000000000000 z**y/*
—298878238720000000000000000000000000 2:%4*°
+2994333286400000000000000000000000000 2:3%4*2
—13559300055040000000000000000000000000 2367/
+36556924518400000000000000000000000000 2344/
—65146527115520000000000000000000000000 327
+80577872304640000000000000000000000000 *°3°
—70732661740800000000000000000000000000 28722
+44384968980480000000000000000000000000 2032+
—19909775270400000000000000000000000000 z:24y2¢ + . . .

. — 27118671541177284468884456253026494386703198371077
18571180464 zy* — 96957786162148850463312696690608490
67151428804868291684801024 x2 + 201455788589379546555
703215371769212809233259094988224983208 > + 1376413236
125794026067313393533982020768192733703952116422600
—95231081833371019253535388179351866466535767338432
998935000 = 0,
ce polyndéme definit une courbe algébrique de genre non nul, donc la médiatrice
n’est pas une courbe rationnelle. Avec un tel polynéme de taille énorme (tant pour
les coefficients que pour le degré), a part I’ "élagage’, qui est pratiquement sans
issue, la caractérisation graphique de la courbe médiatrice est, aussi, une tache
compliquée. Ainsi, malgré 'utilisation de différent packages de visualisation avec
diverses grilles sur le logiciel Maple, nous ne sommes pas en mesure de réaliser un
graphique parfait et nous obtenons le graphique correspondant a la figure 2.4. Cela

montre les difficultés qui existent dans l'utilisation de la représentation implicite
exacte pour une médiatrice, méme dans les cas de courbes d’entrée de degré petit .
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F1GURE 2.3 — La figure correspondant a ’exemple 23 : du haut en bas, on a succes-
sivement : la médiatrice algébrique(bleue), la portion résultante issue de la prémiere
étape (en bleue) et la médiatrice géométrique (en bleue), du cercle (vert) et de la
parabole (rouge).
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FIGURE 2.4 — la figure correspondante de I'exemple 24 : la médiatrice algébrique
(bleue) d’'une parabole (rouge) et une quartique (rouge).

2.2 La paramétrisation de la médiatrice d’un cercle
ou droite et d’une courbe rationnelle

Dans cette section, nous allons présenter une nouvelle approche algorithmique
pour calculer une paramétrisation algébrique de la médiatrice algébrique de deux
courbes rationnelles planes dont 1'une, au moins, est un cercle ou une droite. Dans le
cas d’un cercle ou d'une droite et une PH-courbe nous obtenons une paramétrisation
rationnelle, ce qui coincide avec le résultats de [44, 103]. En générale la paramétri-
sation est non rationnelle et peut étre utilisée dans le processus d’"élagage".

Rappellons tout d’abord la définition et les équations de la médiatrice algébrique.

2.2.1 Définition et équations de la médiatrice algébrique

Donnons la définition de la médiatrice algébrique de deux courbes rationnelles.

Définition 36. Soient s et r deux courbes rationnelles et régqulieres du plan, leur
meédiatrice algébrique, peut étre définie comme [’ensemble de centres des cercles qui
sont simultanément tangents auxr deuzr courbes.

En traduisant cette définition, nous avons :

Equations

Soient s(u) et r(t) les paramétrisations respectives de deux courbes rationnelles
planes s et 7. Un point B = (z,y)? € R?, appartient a la médiatrice algébrique de
deux courbes, s’il vérifie le systéme d’équations suivant :
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— Le point B appartient aux normales de s et r en s(u) et r(t) respectivement :

{(,y) = s(u),'(w) =0,
((z,y) —r(t),r'(t)) = 0, (2.18)

— Le point B est a égales distances a partir de s(u) et r(t)

((z.y), 2(x(t) — s(u) + [s(u)|I* = [[x(®)||* = 0. (2.19)

Les équations (2.18) peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante
AB=V, (2.20)

ou
N [ s.(u) s, (u) ] v l (s(u).'(u)) ] |
r,(t) @) |’ (r(t),x'(t))

Si les vecteurs tangents correspondants sont paralleles et que les courbes ne sont pas
tangentes, les points de la médiatrice est le point médian du segment entre r(u) et
s(t). Si les courbes sont tangentes on peut avoir une demi-droite des points dans la
médiatrice, correspondant au point r(u) = s(t) ou les courbes sont tangentes (voir
[24] et [53]). Donc nous supposons que les vecteurs tangents ne sont pas paralléles et
par conséquent det(A) # 0. De plus, nous supposons des cas pour lesquels le vecteur
V est non nul d’autant que nous considérons que des courbes non-paralléles (telles
qu’une courbe et sa courbe offset).

2.2.2 L’approche générale

Notre approche consiste :

1. Tout d’abord, & résoudre le systeme (2.20) pour B en fonction de u et ¢, en
utilisant la regle de Cramer (classique). Ainsi sous la condition det(A) # 0,
nous avons :

B(u,t) = A7V, (2.21)
et en substituant B(u,t) dans (2.19) on obtient :

F(u,t) = (B(u,1),2(r(t) — s(u)) + lIs(uw)||* — [lr(t)]* = 0. (2.22)

2. Ensuite, exprimer si possible un parametre, disons u, en fonction du parametre
t a partir de I’équation (2.22) (selon le degré de F' en u on peut obtenir
m, m > 1 expressions comme solutions) soit

ulzul(t),z:l,,m

3. Enfin, en substituant u par u;(t), dans B(u,t) nous obtenons la paramétrisa-
tion de la courbe médiatrice algébrique de la forme :

bi(t) = Blui(t), 1) = [ra(t), ys(D] i = 1,...,m,

ou, x;(t), y;(t) sont en générale des fonctions non rationnelles.
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Le processus se résume dans 1’algorithme suivant :

Algorithme 3. Paramétrisation algébrique de la médiatrice de deux courbes
rationnelles planes

Input : s(u) et r(t), les paramétrisations rationelle de deux courbes

Output : by(¢),...,b,(t), les composantes de la paramétrisation algébrique de la

médiatrice algébrique de courbes s et r
1. Calculons la matrice inverse de A, A~! avec det(A) # 0 .

2. Résolvons le systeme (2.20) pour B en fonction de u et ¢ :
B(u,t) = A'V.

3. Exprimons u en fonction de ¢ & partir de F'(u,t) =0 :

4. Substituons u par w;(t) dans B(u,t) pour obtenir une paramétrisation pour la
médiatrice algébrique de la forme

b;(t) = Bug, t) = [;(t),5:(0)]",i=1,...,m.

Cet algorithme nous permet de calculer aisément la paramétrisation algébrique
de la médiatrice de deux courbes rationnelles planes dont I'une est une droite ou un
cercle.

2.2.3 La paramétrisation algébrique de la médiatrice d’une
droite et d’une courbe rationnelle

Dans le cas d'une droite et d’'une courbe rationnelle réguliere de paramétrisations
respectives

s(u) = (aqu+Bi, agu+ B2)" et r(t) = (a(t), b(t))",

I’algorithme s’applique comme suit :
o Q2 or®u+ o 1 + ax*u + sz
A = , V=
a(t) v (t) a(t)a(t)+b0(t)b(t)
Pour asa’ (t) — ayb' (t) # 0, on a
b'(t) ay

 —ab/ (t)+agd (t) —aq b (t)+asa (t)

a'(t) _ a
—aqb'(t)+agd (1) —ayb'(t)+agd (1)

ATl =
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B(u,t) = A7V
=V (t)ar?u—b' (t)ay 1= (t)a?u—b (t) e fataza’ (t)a(t)+asl! (t)b(t)
—aq b/ (t)+aea (t)
—a'(t)ar?u—a (t)ay B1—a’ (t)ag?u—a’ (t)anBotara (t)a(t)+ar b (t)b(t)
—a ' (t)+aqa’(t)

et en substituant B(¢,u) dans (2.19), I’équation résultante F'(u,t) = 0 est quadra-
tique en u et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Soit a(t) = /a/(t)* + ¥ (t)* la norme du vecteur vitesse de la courbe
r.

1. Le discriminant de l’équation F(u,t) = 0, par rapport d u est positif et donc il
existe deux composantes by et by pour la paramétrisation de la médiatrice algé-
brique, qui pourraient contenir de racines carrées d’une expression polynomiale
positive (provenant de o).

2. 8% la courbe r est une PH-courbe, la paramétrisation de la médiatrice est ra-
tionnelle. Si de plus, la norme du vecteur vitesse de la droite s, ||s'(u)|| =

\/ a2 + a3, n'est pas un nombre rationnel, la paramétrisation de la médiatrice
est rationnelle et a coefficients dans le corps Q {\/oﬁ + oz%], c-a-d si

o €R(t) et \Ja?+ a3 & Q, alors bl,bZEQ[\/al+a2:|()

Démonstration. En substituant B(u,t) dans (2.19), nous obtenons :

F(u,t) = =2V (t)aq*ua(t) + 20 (t) ar*upy — 20 () ayBra (t)
20 (1) ax®ua (t) +V (1) ax*uPay + 20 () ag’up;
=20 (t) agfBaa (t) + 20" () BBy — 2 ad’ (t) a (t) By
+2a0b (1) b (t) a(t) — 2l ()b (t) By
+2a’ (1) ar®ub (t) — d (t) ar’u’as — 2d' () ar®ufs
+2a (t) a1 Bib(t) — 2 a (t) B2 + 2a (t) an’ub (t)
—2a’ () ax®uBy +2a (t) anBeb (t) — 20d (t) a (t) b (t)
+2a1d (t)a(t) Ba + 200 ()b (t) By + (1) arPu?
+0 (1) an h” + and (1) a () = d' (1) axu?
—d' (t) azfs® — anb/ (£) b (t)°
+B1%asa’ (t) = BaPaall () + a () enb' (£) — (b (£))* cad’ (1) = 0.

Le discriminant de F'(u,t) = 0 par rapport a u est donné par :

A=4(d )+ ()?) (—0ab + asa (t) = b(t) a1 + foon)” (n® + aa?) >0,
et donc les deux expressions du parametre u en fonction de t son données par :

U1 (t) U2<t>

=% k(E)

et UQ(t) =
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v(t) = — (b’ (t) ax’a (t) — V' (t) ax®B1 — a (t) a1?b (t) — a’ (t) an®b (t)
—V (t) By +d (t) ar?By + U (t) ar®a (t) + ' () ax’Bo
—((—afBy + aga (t) — b (t) ag + ﬁzal))\/(a’(t)2 + 0 (1)) (a2 + a22)>,

ve(t) = — (b/ (t) a?a (t) — b (t) ax®B1 — a (t) a1®b (t) — a’ (t) ar®b (1)
V() ar’Br+d () ar®Be +V (1) ar’a(t) + d (t) as®Bo
H((—aBi + asa (t) — () an + o)) (@ (£ +V (£)2) (on? + a22)>

k() = (o0 +a0?) (—onb () + and (1)) .

En substituant u par u(t) et par us(t) dans B(u,t), nous obtenons les deux com-
posantes de la paramétrisation de la médiatrice algébrique comme suit :

xl@) xg(t)
bi(t) = B(u(t).t) = { 1(()) ] et by(t) = Blu(£), 1) = { ;‘}2(&)) ]
w(t) w(t)
21(t) = —a 2 () V(1) d' () + o 2V (£)%a (t) + a2 B0 (t) d' ()

(
—ayasb(t) V(1) —asaza(t)d(t) V() +aas B V(1)
—ajopf3; b (t)a'(t) - 042251 b/(t)2 + as’a (t) al(t)Q
(

a2V () a (1) — V(1)
(a; Bo+a(t)as —a; b(t) —as B)\Jas? + a?0(t),
p(t) = —a2d ()b () 4+ a2 @) V() — o 2Bad (1) — ayasa(t) d(t)°

( a
—a; ash() V() d' () + a8 s d (1) — ajas Bs d (1), V(1)
Fas?8, d () V(1) —as?a(t) d () V(t) + as?d ()b (t)

—a’(t) (041 fa + aza (t) —asb (t) — Qg 51) Y ap? + aJQQ(t)a

wo(t) = —a2b(t)V(t)a ( )+ a2 (1) a (t) + o B b(t) d (1)
—ayasb(t)b(t ) —ajazal(t)d(t)b(t )+a1a262 "(t )2
—aafy B (1)d' (1) — a8, 8 (1) + asla () d' (1) + a2V (1) a (t)
+0'(t) (g Bo + aga (t) — s b(t) —as B1)\Jas? + a?a(t),

() = a2d ()b () +a’b () V(t) —a,’Bs (1)’ — asasa(t)d(t)
—ayasb(t) V(1) a ()+a161a2a(t)2—041042ﬁ2a() b(t)
By d (1) V(1) — an®a(t) a/(1) V(1) + a’d ()b () — d/(t)

(ay Bo +aga(t)—a; b(t) — oz fy) Vae? + az?o(t);

w(t) = (azd(t)— a; V(1)
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et
a(t) = a(t)* + (1) = |['(1)]).

Si r est une PH-courbe alors g € R(t) et par conséquent by, bs € R(¢). Et si,

de plus y/a? + a2 € Q, alors x1, 22,91,y € Q [\/a% + a%} (t), et par conséquent
by, bo €Q [\/Oz% + a%} ().

Le théoréme est ainsi démontré. O

2.2.4 La paramétrisation algébrique de la médiatrice d’une
cercle et d’une courbe rationnelle

Dans le cas d’un cercle et d’une courbe rationnelle réguliere de paramétrisations
respectives

2ru 7 (1 —u?)
st) = (1 ) e x(t) = (alt), 00),
I’algorithme s’applique comme suit :
r<—1+u2) ru
A= | FEer ey , V= [ O ] ‘
a (Zf) % (t) a (t) a (t) + 0 (t) b (t)

Pour V/ (t) — b () u® + 2ud’ (t) # 0, on a

t)(H'U ) dru
Al 20 (b (£) =¥ (t)u2+2ua’ (t)) 27 (U (t)=b (t)u2+2 ua' (t))

o/ () (1+u?)” B 27 (—1+u?)
27 (0 (t)=b (t)u2+2ud (t)) 27 (b ()b (t)u+2ua’ (t))

2u(a(t)a(t)+b'(¢)b(t))
b (t)=b (t)u2+2ua' (t)

(F14?) (@ a)+ (1)b())
V(&) —b () u2+2 ud (¢)

et en substituant B(¢,u) dans (2.19) on obtient

B(t,u)=A'V =

2
Fut) = (1+u?) Fo(u,t) =0,
ou Fy(u,t) est quadratique en u et nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.4. Soit o(t) = \/a'(t)> + V(t)*, la norme du vecteur vitesse de la
courbe 1.

1. Le discriminant de ’équation Fy(u,t) = 0, par rapport a u est positif, et donc
il existe deuxr composantes by et by pour la paramétrisation de la médiatrice
algébrique, qui pourraient contenir de racines carrées d’une expression polyno-
miale positive (provenant de o).
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2. Si la courbe r est une PH-courbe alors la paramétrisation de médiatrice algé-
brique est rationnelle.

Démonstration. En substituant B(u,t) dans (2.19), nous obtenons

Flu,t) = (14+*)" Folu,1) =0,
Fo(u,t) = —r*uV (t) + () () u? ()a(t> ru® =20 (1) b (t) ru?
—b’() (t)*u® — 24" (t)a(t)b () —2b(t) ud (t) + 2ud () a(t)*
+27%ud (t) + 4ub’()b(t) (t) 4+ 720 () — 20 (1) b (t) 7
+2d () a )b (t)—2d (t)at)r—a @)’V (t)+ (£)b(t)* = 0.

Le discriminant de Fy(u,t) = 0 par rapport a u est donné par :

A=d(a@®?+b(0)* —) (a0’ +¥0)?) >0,

et donc on a les deux expressions du paramétre u en fonction de ¢ :

ou

h = —=b@)’d ) +d ({)a) +r2d (t)+20 )b(t)a(t)
+a () +b () —r )W )+ (1)

hy = (t)2a’(t)+a'(t)a() +r2a (t) + 20 (1) b(t) a(t)
—(a () +b(1)* =)W ()" + b (1)°,

ko= 2d @) a@)b(t)+20 @)b@t)r+b ()b (#)* +r2 (t)
a()’V (t)+2d (t)a(t)r

En substituant u par ui(t) et par us(t) dans B(u,t), nous obtenons les deux
composantes de la paramétrisation de la médiatrice algébrique, comme suit :

1 (1) 22 (t)
w8000 - | 581 ] -t | 0 |
w(t) w(t

ou

1(0) = (0 (02 ) + 200 V(O a0 4 200 = b0 1)
+ (a )2 —r2+b (t)z) 0(t)> ( —2b()V D r —2a(t)d(t)r
—b ()2 V() — 2V (t) +a () V(1) —2a(t) ' (t) b (t))
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yi(t) = =26 ()3 V()% —4b () b (t) a (t) r2d (t) — 6 b (£)* V' (¢) ra (t) a'(¢)
+4a @) d ()b @) V() —4b )PV (8) a(t) d (t) +2b(t) V' (t)*ra (t)?
—2a(t) d' ()3 (1) +2a (t)> ' (£) rb/ (¢) — 4a (£)? ' (£)*rb (t)
+a () d (1) +rd (1) + b () d (1) —2a (t) a/ (1)*r2
—2a ()2 ' (£)*b (£)* +4b ()2 V' (£)%a (t)? — 202 ()%b (t)?

=20 () b ()% — 4b(t)> V' (1)*r?

2

—|—<a ) (260 V() a(®) +a ) a'(t) +r2a(t) = b (1) (1))
(r(2b() V(1) a(t) +a () a(t)+r2a'(t) = b(t)? a’(t)))2
+(b(0) (26 V(1) a (D) +a (0 (1) + r2a (1) — (1) (1)) )cr(t),
To(t)=—(2b () V' (t) a (t) +a (t)® d'(t) + r2d'(t) — b (t)* a' (1)
(a0~ 45 07) 2N - 26O V() - 20 () - b0V (D)),
Ya(t)= —r20 (t) + a (£)* V' (t) — 2a (t) a' () b (t) — r2V/(t) + a (t)* V(1)
—2a(t) d(t)b () 2b(8)> V' (£)r +4b () b/ (¢) a (£) r2a(t)
+6b )2V (t)ra(t)d(t) —4a @) d ()b )V (8) +4b(t)> V' (t)a(t) (1)
—2b(t) V(1) *ra ()% +2a(t) a/ (1) 3V (1) — 2a ()® ' (£) b/ (1)
+aa ()? d(t)%rb (t) —a () a/ (1) — rtd (1)* — b ()" /(1)
+2a (t)? d(£)°r2 +2a (t)* ' (£)%b (1)% — 4D (£)* V' (1)%a (t)*
+272d/(£)%b ()2 4+ 2b () V' (£)*r3 + 4b (£)2 b (£)*r? ;
+o(t) (2 b(t)V(t)al(t) (a =240 (t)2> +a(t)*d(t)
—a(®)d(t)r? +a () (1) (1) + 12 (1) (a () =2 + (1))
b2 d (Da(t)? —r?+b (t)2)

w(t)=2d (1) V(t)at)® —2a®)* ' ()*r —2a (t)* ' (£)%b (t) + 2a (£)* ¥/ (1)?
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et

+4a ()b (1) V(1) —2a () r2d (t) V' (t) — 6a (t) d'(t) b (£)* b/ (1)

—8a (t)d (t)b(t) V' (t)r —2d'(t)*r2b (t) + 2d/(£)°b (t)* r + 24/ (£)%b (£)?
—2d/(£)*r® — 4b (¢) V' (£)%r2 — 2730/ ()% — 20 ()% b/ (1)*r,

+2 (a t)? —r2+b (t)2) a(t) (a(t) b (t) —ra(t) = b(t) (1)

alt) = a'(t)" + ()" =K' (1)l

Si r est une PH-courbe, alors a(t) € R(t) et par conséquent by, bs € R(¢)
Le théoréme est ainsi démontré.

]

Remarque 9.

Si r(t) est une paramétrisation d'une PH-courbe (c-a-d ||r'(¢)]| € R(¢)), les
composantes de la paramétrisation by (¢) et by(t) sont rationnelles. Si de plus
la courbe s est une droite de paramétrisatiom s(u) = (o u + 51, asu + f2)),
by (t), bs(t) sont rationnelles avec des coefficients dans le corps Q [\/ az? + oy 2}

(voir 'exemple 25.3).

Méme si la paramétrisation que nous obtenons n’en général pas est pas ration-
nelle (car contenant une racine carrée), elle peut étre utilisée pour calculer une
représentation approximative soit par une approximation de la racine carrée,
soit par interpolation de points calculés a partir de la paramétrisation. Elle
peut aussi rendre le processus d’ "élagage" plus facile. En effet, les valeurs des
paramétriques correspondantes aux points critiques (auto-intersection, point
cuspidal, etc) et points a U'infini de la médiatrice algébrique, pourraient étre
calculées numériquement a partir de la paramétrisation, ensuite, en délimitant
les portions de la médiatrice en ces points, les portions qui n’appartiennent
pas a la médiatrice géométrique seront facilement identifiées et eliminées en
utilisant la méthode de Farouki et Johnstone (voir [54]).

Exemple 25.
1. soient
2u 1 —u? T 23 T
=——, —— 4| etr(t)=(2t2—-2 ="t (t? -1
) = (3 Ty 1) erro = (202,502 1) )

les paramétrisations respectives d’un cercle et d’'une PH-cubique.
Les normes de vecteurs vitesses respectives sont données par

2 23
O'S<U> = m et O'r(t) = T (1 + 3t2) .

Par application de I'algorithme 3 aux s(u) et r(t) on a :

_2(=1+u?) 4w _ 16w
A — (u2+1)? (u2+1)2 V — [ (u2+1)°
20 8 43 5
4t —2V3+2/3¢ — D+ 23 4t



122

CHAPITRE 2. LA MEDIATRICE D’UN POINT ET D’UNE COURBE ET LA
MEDIATRICE DE DEUX COURBE, DANS LE PLAN

. V3 (=143 (u2+1)° —6u
2 det(A) 6t (u®+1)° 3(—1 + u?)
avec
det(A) = V3 — 33> — V3u? + 3V3t%u? — 12tu # 0
Au(-2v/346 V312 +5t—-212—31°)
B(u,t) — V33312 —\/3u2+3 V/3t2u2 12 tu
’ 2¢(—24ut5-212 -3t —5u>+2u>+3 u’t*)
V33312 —/3u2+3 V/3t2u2 12 tu
Flu,t) = (u? +1)° Fo(u,t) =0,
avec

_ 8 2 8 6. 2 7 6 4 2
0 ) - - -
Fy(u,t) 12 V3t%u® — 12318 — 16 v/3tu® + 96 tTu + 16 v/31° + 8 v/3t*u
—180 12 — 96 V/3t*u — 96 £5u — 8/3t* 4+ 209 v/3t2u2 + 108 £°
—120 £3u? + 192 V3t%u — 96 t3u — 65v/3t> — 63 V3u® + 7213
+300tu? — 96 v/3u — 444 ut + 15/3 — 180t = 0.

Le discriminant de Fy(u,t), par rapport a u, est donné par :

A=12 (32 + 1) (~465+ 16 V3* — 4 — 16v/3t + 208 — 57"
Les deux expressions du parametre u en fonction de ¢ sont données par :

4313+ 614 — 133t + 3

44/3t3 — 64 +11+/3t +21°
4313 — 6t +5/3t + 15

CABB L6t — 193t + 9

et la paramétrisation de la médiatrice algébrique est donnée par :

Ul(t) =

UQ(t) =

xl(t) Z'Q(t)

T 18w (t 18 wo(t
ba(t) = 111(75§ | et ba(t) = y2(t§ | 7
3w (1) 3ws(t)

avec

ri(t) = (4VB2+ 6" —19V3t+9) (=31"+ 6 V3 — 2¢° — 2v/3+ 5¢)
(4V3t* = 6t +5+/3t +15),

n(t) = VB(8°— 14" — 424 55) (=3£° + 6 V312 — 26> — 23+ 51) ¢,

wi(t) = (=362 463~ 26— 2v345¢) (24" + 8Vt — 712 4+ 1)

a(t) = (4V3t%— 61"+ 11v3t +21) (=3 +6V3t2 — 2> — 23 + 5¢)
(4V3t* + 611 —13V3t +3),

w(t) = VB3(=382+6V3— 265 —2v345¢) (815 — 24" — 1242 4+ 51) ¢,

wa(t) = (=317 +6V3 =26 —2v3+5¢) (2¢' +8V3t — 2 +3).
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Dans ce cas, le processus d’ "élagage', tel que utilisé dans les exemples 22 et
23, s’exécute sur chacune des deux composantes de la paramétrisation de la
médiatrice algébrique. Les valeurs paramétriques correspondantes aux points
a 'infini et aux points de rebroussement sont respectivement données par les
valeurs correspondantes aux deux composantes by et by :

tieusp = {—3.103686886,0.8338652966},
tio = {—2.490276334; —0.06971679356}

tocusp = {—2.425360219,0.6799523227},
tao = {—1.922858114,—-0.2135162228}

Les valeurs paramétriques correspondantes aux points d’auto-intersection sont
respectivement données par les valeurs correspondantes aux deux composantes
b; et by, et les valeurs de parametres qui correspondent aux points d’intersec-
tion entre les deux courbes définies par by et by :

tisey = {—1.155044775,—0.8307075462, —0.06979019836, —0.06978916457,
0.1054242558, 1.269670266 }

taserr = {—0.9995838141, —0.7402360580, 1.462622073, 1.16585173114743,
9.604592985,9.649685149}

Ainsi, a l'issue de deux étapes d’ "élagage', nous obtenons que la média-
trice géométrique est définie par la restriction de la composante by a l'in-
tervalle [—0.8331, —0.06979] et la restriction de la composante by & I'intervalle
[1.16838, 9.60459], c-a-d :

Ub

1{_0.8331,-0.06979] 1](1.16838,9.60459)’

qui est une courbe fermée de sommets A et B et englobant le cercle s :

A = by(—0.8331) = by(1.16838) = (—0.1196, 1.6039)
B = by(—0.06979) = b4 (9.60459) = (—8296.1533,2035.0143).

Le graphique correspondant est donné a la figure 2.5.

2. Soient

s(u)=< 21y 1_“2+1>T ot r(t)z( it 2(1”2)>T,

1+ u? "1+ u? 1—127 1—¢2

les paramétrisation respectives d” un cercle et d’'une hyperbole.

Les norme de vecteurs vitesses respectives sont données par

2 414612+t

= 5 et op(t) = .
1+u (—1+1t2)

Par application de l'algorithme 3 aux s(u) et r(t) on a :

os(u)
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FIGURE 2.5 — En haut la médiatrice algébrique (bleue) et en bas la médiatrice
géométrique (bleue) du cercle (vert) et de la cubique (rouge) de 1" exemple 25.1.
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_2(71+u2) 4 _4(u2—|—u—21)
(14u2)? (14u2)? v (14u?)

- 4(1412) 8t o 32(1442)t

(—1+t2)°  (=1+422)° T i)
t(l+u2)2 u(—1+t2)2
Al 2(t—tu?+utut?) 4(t—tu?+u+tut?)
(1) (1) (1) (1)’
C4A(t—tuHutut?) 8 (t—tultutut?)

avec

det(A) =t —tu® +u +ut® # 0

2t(—u2+u2t2+3u+5ut2+1—t2)
o t—tu+utut?)(—1+12
B(u,f) = AV = ( )
(1422 (—u? e —utut? + 12— A t+4 tu?)
(t—tu?+u+tut?)(—1+t2)

Flu,t) =4 (u* +1)" Fyu,t) = 0,

avec

Fo(u,t) = —3ut' +2tu® + 2u*t® — u? + 30t + 40> + u*°
—u+ut® + 6ut — 10ut® — 11 ut* — 5ut®? + dut® — 74°
21 -2t 4t —2t5+4t* = 0.
Le discriminant de Fy(u,t) par rapport a u est donné par :
2
A= (1468 +1") (1—4t+ 48 +4¢ +3¢")

Les deux expressions du parametre u en fonction de ¢ sont données par :

(t) t6—10t5—11t4+4t3—5t2+6t—1+(3t4+4t3+4t2—4t+1)\/t4+6t2+1
U1 =

2125471413 4212421—1) )
(t) — 41085 +11t4—4t345t2+—6 t+1+(3t4+4 t3+4t2—4t+1)\/t4—|—6t2+1
U9 = —

2t(2t°4 Tt —434212421-1)

La paramétrisation de la médiatrice algébrique est donnée par :

o &
w(t w(t
PO =1 i | PO = L |
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avec

wi(t) = —dt(—t" +226° 4 1765 — 8t7 + 181° + 445 + 14¢* — 8° 4 152
—10t + 1+ (2t +2) (1 — 4t + 462 + 4% + 3t1) V612 + 1 + t4)
yi(t) = 2(1+ ) ("0 + 2t 4+ 39t° 4+ 72t 4 6t° — 20t° — 6t* — 56¢° + 25¢2
2t — 14 (4% + 487 — 4t) (1 — 4t + 467 + 4¢° + 3t)V662 + 1+ )
To(t) = 4t(t'0 — 227 — 17t% 4+ 87 — 1845 — 447 — 14¢* 4 8t° — 15¢2
10t — 1+ (26" +2) (1 — 4t + 46> 4+ 465 + 3t) V62 + 1+ 1)
ya(t) = 2(1+#2) (=1 — 2% — 39¢% — 7247 — 6t° + 204 + 6t" + 56t — 25¢*
—2t+ 1+ (48° + 462 — 4t) (1 — 4t + 46> + 46° 4 3t") V612 + 1+ 1)
w(t) = (=1447) (=" + 1087 — 11¢* — 40t7 + 6t° + 12¢° 4 10¢* 4 24¢°
—5t2 — 6t + 1+ (' — 26> — 2% + 2t + 1)

(1— 4t + 46> + 46° 4 3¢1) V612 + 1+ 1)

Dans ce cas, le processus d’ "élagage', tel que utilisé dans les exemples 22 et
23, s’exécute sur chacune des deux composantes de la paramétrisation de la
médiatrice algébrique. Les valeurs paramétriques correspondantes aux points
a I'infini et aux points de rebroussement sont respectivement données par les
valeurs correspondantes aux deux composantes by et by :

tiee = {—1,0,1,2.672981648},

ey = {—0.6236982332,1.764831905},
tree = {—1,0,0.7966357862,1},
toeusy = {—.2679013883}.

Les valeurs paramétriques correspondantes aux points d’auto-intersection sont
respectivement données par les valeurs correspondantes aux deux composantes
b; et by, et les valeurs de parametres qui correspondent aux points d’intersec-
tion entre les deux courbes définies par by et by :

tiserr = {—6.209835385, —2.164596107, —1.744070130, —0.1162766669,
0,0.6562214462, 0.6562419276, 0.6987147781, },

tosef = {—b.164482675,—1.670192001, —1.431199155,0.119037293002913,
0.1610348645, 0.4619799493, 0.4986291738, 8.600177722}.

Ainsi, a l'issue de deux étapes d’ "élagage', nous obtenons que la médiatrice
géométrique est définie par la restriction de la composante by a l'intervalle
[—0.1162,0.6987] et la restriction de la composante bs a I'union d’intervalles
| — o0, —1.4311] U [8.6001 , +00], c-a-d :

b1|[ ] Ub2|]7OO

—0.1162,0.6987 ,—1.4311]U[8.6001 ,+o0o|
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qui est une courbe fermée de sommets A et B et englobant le cercle s.

A = Dby(—0.1162) = by(8.6001) = (—0.9429,0)
B = by(0.6987) = by(—1.4311) = (10.9204, 0)

Le graphique correspondant est donné a la figure 2.6.
3. Soient
T
23
s(u) = (2u—>5,8u—1)Tet r(t) = (2152 -2, 3\/_15 (t2 — 1)) ,

les paramétrisations respectives d’une droite et d’'une PH-cubique. Les norme
de vecteurs vitesses respectives sont données par

2
0 = 2V17 et oy(t) :§\/§<1+3t2>

Par application de l'algorithme 3 aux s(u) et r(t) on a :

A 2 8 v 68u — 18
LAt 2B =23 | S04
\/§(3t271> -6

23 V32 -V3-241)  (3V312—V3-241)

. 3t 3
3/3t2—\/3—24¢ 2(3 \/§t2—\/§—24t)

Al =

avec
det(A) = 3312 — /3 — 24t # 0

102 v3t2u—27/3t2—34 v/3u+9 v3—16 t3+40 t—24 t°
3/3t2—/3—24¢

2t(—102 u+22421243 t4)
3/3t2—+/3—-24 ¢

Fu,t) = =43 (u —uy(t)) (u—us(t)) =0

B(u,t) = A7V =

avec

—VITV/3 (—6t4 T A41V/3t 4 16V/313 — 31T + 413v/3V1T — 21 + 11t\/§ﬁ)
- 102(v17v/3 — 3t + 4/3)

VI7V/3 (6754 — 16363 + 43V/3VIT + 114317 — 413t + 21 — 3\/ﬁ)
102(3t +V17v3 — 4/3)

et la paramétrisation de la médiatrice algébrique est donnée par :

uy (1)

u9 (t) =

xl((t)) l‘g((t))
w1 t N Wo t
b1(t) = (0 et ba(t) = () |’

g

1(t) wa(t)
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FIGURE 2.6 — En haut la médiatrice algébrique (bleue) et en bas la médiatrice
géométrique (bleue) du cercle (vert) et de I'hyperbole (rouge) de I’ example 25.2.
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avec

z1(t) = 29162 — 3203t 4 476V/3t% — 48t* — 81t/3V/17
+12363V3V1T + 6t*V17 — 57 + 18t2V/17 — 18t°V/17
—6V/17 + 72t°V/3V17 + 300V/3t° — 728,

yi(t) = —2t(—V17V3+3V17V3t" —123tV/17 — 48 V17
373 —198¢% — 495¢ — 242173 — 8 V32 + 9¢°

—12/3th),
wi(t) = (VITV3 -3t +4v3) (3v312 — V3 - 241)
zo(t) = —(—291¢ 4 32073t — 476+/3t% + 48t* — 81tv/3v/17

+123t3V/3V17 + 6t1V17 + 57 + 18t>V17 — 18517
—6V/17 + 72t°V/3V17 — 300v/3t° 4 72t°),
ya(t) = —2t(3VITV3t* —48V1Tt2 + 19813 + 495t — 1231V/17
—VITV3 +37V3 = 262V1TV3 + 832 — 91° +12/3t4),
wo(t) = (3t+VITV3—4v3) (3v312— V3 —241).

Dans ce cas, le processus d’ "élagage", tel que utilisé dans les exemples 22 et 23,
s’exécute sur chacune des deux composantes de la paramétrisation de la média-
trice algébrique. Les valeurs paramétriques correspondantes aux points & 'infini et
aux points de rebroussement sont respectivement données par les valeurs correspon-
dantes aux deux composantes by et bo :

tieusp = {—0.8672703304,0.7725828968},
to.cusp = {} (la composante by n’admet aucun point de rebrous-,

sement),

hoo = {;ﬁm+;‘f,_§<_4+mw§},
be = {éﬁm+§¢§,;<4+mw§}.

Les valeurs paramétriques correspondantes aux points d’auto-intersection sont res-
pectivement données par les valeurs correspondantes aux deux composantes by et
bo, et les valeurs de parametres qui correspondent aux points d’intersection entre
les deux courbes définies par by et by :

tisetf = {—6.811032995,—0.6778671978,0.593707278,
6.811032995, 7.247541234},
tosery = {—1.466712580,1.345587171,7.247541234}.

Ainsi, a l'issue de deux étapes d’ "élagage", nous obtenons que la médiatrice géomé-
trique est définie par la restriction de la composante by a l'intervalle [—0.677,0.593]
et la restriction de la composante bg & l'union d’intervalles | — oo, —1.46671] U
[1.34559, +00[ , c-a-d :

by l[—0.677,0.503] Ubs [~ o0 ,—1.46671]U[1.34559,+co[ "

Le graphique correspondant est donné a la figure 2.7.



CHAPITRE 2. LA MEDIATRICE D’UN POINT ET D’UNE COURBE ET LA
130 MEDIATRICE DE DEUX COURBE, DANS LE PLAN
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FIGURE 2.7 — En haut la médiatrice algébrique (bleue) et en bas la médiatrice
géométrique (bleue) d’une droite (vert) et d’une cubique (rouge) de I'exemple 25.3.



2.2. LA PARAMETRISATION DE LA MEDIATRICE D’UN CERCLE OU DROITE ET
D’UNE COURBE RATIONNELLE 131

4. Soient

2t 2(1 —t2)>T

T
s(u) =(2u+1,3u—2)" et r(t) = (1+t2’ e

les paramétrisations respectives d’une droite et d’une ellipse. Les norme de vecteurs
vitesses respectives sont données par

214142 + 4
os =V13 et op(t) = (i:_ t2)2+ .

Par application de l'algorithme 3 aux s(u) et r(t) on a :

2 3 13u—4
A= 2147 8t V=11 (—1+e2)t
(14£2) (14£2) T2
2 2
4t 3 (147
Al —8t—3+3t2 2 —8t—3+31¢2
2
142 (1+¢?)
—8t—3+312 —8t—3+312
avec
det(A) = (3t+1)(t—3)#0
2t(26 u-+26 ut®—17+t2)
_A-lv C (—8t—3+3t2)(1+¢2)
Blu,t) = A7V = (—1+£2) (13 u+13ut?—4—424+12¢)
(—8t—3+312)(1+¢2)
F(u,t)=—(133t+1)) (t —3) 1 +t3? (u—u1(t)) (u—ua(t)) =0
avec
wn(t) = 5213 — 522 + 52t — 52+ V13 (3t2 — 6t + 11) V1 + 1412 + ¢4
ne 133t+1)(t—3)(1+12) ’
() 5213 — 5212 + 52t — 52 — V13 (3t2 — 6t + 11) V1 + 1412 + 4
2 = .

13(3t+1)(t—3)(1L+2)

La paramétrisation de la médiatrice algébrique est donnée par :

2(3t4+96t3—158t2+240t—53+2\/13(3t2—6t+11)\/1+14t2+t4)t
(—8t—3+3t2)(3t+1)(t—3)(1+£2)

ba(t) = (—12t4—|—120t3—148t2+48t—40+\/ﬁ(3t2—6t+11)\/1+14t2+t4)(—1+t2>
(—81—3+312)(3t+1)(t—3)(1+12)
et
2(—3t4—96t3—|—158t2—240t++53+2\/ﬁ(3t2—6t+11)\/1+14 t2+t4)t
ba(t) (—8t—3+3t2)(3t+1)(t—3)(1+12)

(12t4—120t3+148t2—48t+40+\/ﬁ (3t2—6t+11) \/1+14t2+t4) (—1+t2)
(—8t—3+312)(3t+1)(t—3)(1+12)
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Dans ce cas, le processus d’ "élagage", tel que utilisé dans les exemples 22 et 23,
s’exécute sur chacune des deux composantes de la paramétrisation de la média-
trice algébrique. Les valeurs paramétriques correspondantes aux points & ’infini et
aux points de rebroussement sont respectivement données par les valeurs correspon-
dantes aux deux composantes by et bo :

1
tl,oo = {_373}7

tieusp = {—3.900434967,—0.3619871482},

1
t?,oo = {_353}7

to.cusp = {} (la composante by n’admet aucun point de

rebroussement).

Les valeurs paramétriques correspondantes aux points d’auto-intersection sont res-
pectivement données par les valeurs correspondantes aux deux composantes by et
b, et les valeurs de parameétres qui correspondent aux points d’intersection entre
les deux courbes définies par by et by :

tiserf = {0.01208020154,82.78007590},
tasetf = {} (la composante by n’admet aucun point d’auto-

intersection).

Ainsi, a l'issue de deux étapes d’ "élagage", nous obtenons que la médiatrice géomé-
trique est définie par la restriction de la composante bg & R\ {—%, 3} , c-a~d :

D2)_co,— 11— 3[U]3+o0]

et les portions correspondants a la composante by sont intégralement éliminées.

Le graphique correspondant est donné a la figure 2.8.

2.3 Les caractérisations géometrique et numérique
de la médiatrice par la méthode de couleur
dynamique en GeoGebra

Dans cette section, la théorie de couleur dynamique est mise en jeu au logiciel
GeoGebra pour des caractérisations géométrique et numérique de la courbe média-
trice géométrique d’un point et d’une courbe et de la médiatrice de deux courbes
dans le plan. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Rafael Losada ([89]). Il y’a
de noter que la couleur dynamique mise en oeuvre au GeoGebra a été déja utilisée
dans d’autre contexte et a fait 'objet de publication comme dans [90]. Il a été utilisé
la couleur dynamique en GeoGebra dans [23] et [24] pour la représentation graphique
des médiatrices, quand les degrés des courbes est plus grand. Une version en ligne
du calcul de la médiatrice d'un point et une courbe algébrique est disponible sur
la page [131]. Méme si notre méthode ne fournit ni une paramétrisation ni I’équa-
tion implicite de la médiatrice, elle permet de collecter a I'exception des certains cas
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FIGURE 2.8 — En haut la médiatrice algébrique (bleue) et en bas la médiatrice
géométrique (bleue) de la droite (vert) et de l'ellipse (rouge) de 'exemple 25.4.



CHAPITRE 2. LA MEDIATRICE D’UN POINT ET D’UNE COURBE ET LA
134 MEDIATRICE DE DEUX COURBE, DANS LE PLAN

particulier, numériquement, les coordonnées d’un certain nombre de points suffisam-
ment proche, que I'on veut, de la courbe médiatrice géométrique, qui, pourraient étre
utilisées pour calculer une représentation paramétrique approximative.

Etant donnés deux objets géométriques (point ou courbe) dans le plan, 'approche
consiste, dans un premier temps, a utiliser les propriétés de couleur dynamique au
logiciel GeoGebra, telle que expliquée au chapitre 1, pour scanner et afficher, le
lieu géométrique de point de leur courbe médiatrice géométrique, donnant ainsi la
caractérisation géométrique. Ensuite, parmi les points scannés, ceux qui sont situés,
a une erreur pres fixée, sur la courbe médiatrice géométrique, seront detectés et les
coordonnées correspondantes seront collectées et mises dans liste, ce qui donne la
caractérisation numérique.

Nous allons commencer a introduire scanneur qui est 1'outils fondamental de
cette méthode, ensuite donner les détails sur les propriétés de couleurs dynamiques
en GeoGebra afin d’arriver le processus de scannage proprement dit.

2.3.1 Le scanneur

Le scanneur est composé de n points By, ..., B, situés dans une méme verti-
cale. Ces points sont automatiquement animés par un déplacement horizontal de
pixels balayant un domaine donné (par exemple le domaine contenant deux courbes
planes), au simple toucher d’un bouton. Dans leur progression, la trace de ces points
est activée, de telle sorte que I’ écran apparaisse en des couleurs différentes acquises
par chaque point du domaine balayé par le scanneur en fonction la configuration
de la carte de couleur, comme cela est montré a la figure 2.9. Chacune de ces cou-
leurs est déterminée par la propriété de couleur dynamique du point de scanneur,
exprimée par une valeur numérique. Deux points contigus du scanneur, sont a une
distance de % de T'unité du systeme cartésien de GeoGebra, ce qui est équivalent a
% cm (en supposant qu’il n’y a pas de zoom). La raison de cette constante est que
chaque unité de GeoGebra équivaut a 50 pixels de la longueur. Pour cette raison,
nous aurions, théoriquement, positionné chaque point du scanneur a 5—10 du point sui-
vant. Mais, il arrive que GeoGebra, non seulement, il montre pas la trace du pixel
correspondant au point spécifique, mais aussi celui du pixel situé immédiatement
au-dessus. Autrement dit, la trace de chaque point ayant une largeur de 2 pixels, la
densité des points du scanner peut étre réduite a 2—15, sans perdre la précision de la
cartographie.

2.3.2 Les propriétés de couleur dynamique en GeoGebra

La méthode de scannage automatique de GeoGebra d'un lieu géométrique in-
connu, a l'aide de la couleur dynamique, est appliquée pour résoudre le probleme de
la médiatrice de deux objets géométriques dans le plan.

Rappelons qu'un modele de couleur spécifie un systéeme de coordonnées en di-
mension 3 dans lequel chaque couleur est représentée par un seul point dont le valeur
numérique de chacune des coordonées est normalisée a I'intervalle [0, 1]. Pour un mo-
dele de couleur RGB(Red, Green, Blue), c-a-d (rouge, vert, bleu), nous avons les
correspondances suivantes : rouge(1,0,0), vert(0,1,0), bleu(0,0,1), noir(0, 0, 0),
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FIGURE 2.9 — Evolution du scanneur balayant un domaine contenant la médiatrice
(blanc) de deux courbes (en vert et rouge) planes.
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blanc(1,1,1), etc.

Le scanneur fonctionne connaissant une condition numérique que doit vérifier
chaque point du lieu géométrique a déterminer. Dans ce cas précis, la condition que
doit vérifier chaque point B de la médiatrice géométrique de deux objets O et O,
telle que donnée par (2.1) peut étre exprimée comme :

D(B) = d(B,0,) — d(B,0,) = 0. (2.23)

Pour une telle condition, I'outil fondamental (ici) est la distance mesurée de chaque
point du scanneur aux deux objets géométriques O; et Oy. Pour ce faire, la com-
mande GeoGebra utilisée est la suivante :

Distance [< point >, < objet >|,

qui est typiquement la distance minimale mesurée a partir d’'un point a un objet
géométrique comme l'exige la définition (2.1) de la médiatrice géométrique.

En utilisant le modele RGB(rouge, vert, bleu), les propriétés de couleur dynamique
de points GeoGebra, qui sont accessibles par un Clic droit sur le point, en sélec-
tionnant "Propriétés", puis "Avancé', (voir la capture a la figure 2.10) se composent
de trois champs : Rouge, Vert, Bleu, ce qui correspond a la fois a "1" de la couleur
de chaque canal RGB. Dans chacun de ces canaux Rouge, Vert et Bleu associé a
tout point B, peut étre entrée une expression numérique telle que D(B). Bien que
la couleur dynamique en GeoGebra suit la fonction numérique

c(x)zl—‘1—:c+2m

qui est périodique et de période 2, 'expression numérique D(B) ne peut pas étre
utilisée directement, parce que non seulement, dans de nombreux cas nous n’aurons
pas une valeur valide (c-a-d : une valeur comprise entre 0 et 1), mais aussi le com-
portement périodique des valeurs entreés dans les canaux de couleurs dynamiques
RGB peut causer une valeur de D(B) qui serait réduite a 0. Pour éviter ce pro-
bléme, nous choisissons d’utiliser pour chaque canal de la couleur dynamique RGB
une expression numérique bien adaptée :

exp(—|D(B)])

qui normalise toute valeur dans lintervalle [0, 1]. Ainsi, si D(B) est 0, la valeur
RGB résultante sera (1,1,1), c’est a dire on obtiendra la couleur blanche, ou la plus
proche du blanche pur pour la partie inférieure en valeur absolue de D(B).

Remarque 10.

1. Notez que la couleur résultante sera blanche, parce que nous avons choisi
d’introduire la condition numérique (2.23) dans les trois canaux RGB. Si
nous avions introduit la valeur "1" dans 'un d’eux, par exemple le rouge et
attribuer la valeur "0" pour le bleu et le vert, la médiatrice s’affiche en rouge au
lieu de blanche. Et ainsi de suite, il y’a plusieurs choix possibles, en fonction
de l'affichage désiré.

2. Comme l'alternative au modele RGB, la couleur dynamique GeoGebra permet
un choix de modele de couleurs HSV (Teinte, Saturation, Valeur) et HSL
(Teinte, Saturation, Luminance).
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Propriétés

¥ Point
oA
O A0
BO
B1
B2
E3
B4
BS
BB
E7
B8
B9
El0
Bll
Bl2
B13
El4
B1S
Elé
B17
B18
Bl9
BZO
BZ1
B23
B24
BZ5

coooPPPePEOOREREORERERERERORO

[ Basique = Couleur

Style

-Condition pour afficher ['objet

~Couleurs dynamigques

Rouge: | Elément[cR, Al]

Vert: i Elément(cG, Al]

Bleu: | Elément(cB, Al]

RGE |

Calgue: | -

InfoBulle: | Automatigue %

-E?_Eﬂacer | Appliquer Défaut |

| Fermer |

F1GURE 2.10 — La capture des propriétés de couleur dynamique des points par

GeoGebra
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2.3.3 Le processus du scannage

Soit un scanneur S(a, n) constitué de n points a une position a. Pour un intervalle
de valeur de a suffisamment choisi, le scanneur balaie horizontalement un domaine
D contenant les (ou une partie de) deux objets géométriques O; et Os.

A chaque valeur de a (c-a-d & chaque position a du scanneur), les distances
minimales entre chaque point B, j, kK = 1,...,n, du scanneur et les deux objets Oy
et Oy respectivement notées dj 4 et da,k sont calculées. En posant cR, , cGq, €t
cB, 1 respectivement pour les valeurs correspondant aux trois canaux du modele de
couleurs rouge, vert et bleu, les points qui sont assez proche de (ou appartenant
a) la courbe médiatrice géométrique balayés par le scanneur s’affichent en couleur
blanche (ou plus proche de blanche pure) selon la position des points de S(a,n) par
rapport a la médiatrice.

Le processus du scannage se résume comme suit :

1. On donne un point initial pour une position a initiale convenablement choisie
du scanner : By = (zo + a, yo) -

2. Pour chaque position a du scanneur S(a, n)

(a) Les point du scanneur sont définis par :

k
Ba,k::<x0+a,y0—25>,k:1,...,n.

(b) Les distances entre chaque point B, du scanneur et les deux objets O,
et Oy sont calculées et données par

da,k,l =d (Ba,ka Ol) et da,k,Z =d (Ba,ka 02) .

(¢) Les valeurs numériques correspondantes aux canaux du modele RGB
sont données par

dg
cR, 1 1= exp (— —adl 1‘) ,
da,k,2
CGa,k = €exp <_ da,k,l - da,k,Q ) )
dg
cBa 1= exp (— Zak? 1‘) )
da,k,l

Ainsi, chaque fois que les deux distances sont (ou presque) égales, c-a-d :

daja = (22)da k2,

alors le point B, est situé sur (ou assez proche de) la médiatrice géométrique et la
trace du point s’affiche en couleur blanche.

Remarque 11. L’utilisation de couleur dynamique pour la caractérisation des mé-
diatrices est un méthode numérique. Par conséquent, elle doit étre utilisée avec une
grande précaution. Elle peut conduire a des résultats incorrects, par exemple, quand
les courbes sont tangentes, ou quand une partie de la médiatrice est bi-dimensionelle
(voir [24] et [58]).
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FIGURE 2.11 — La médiatrice algébrique (en bleu) de de la parabole (rouge) et de
cubique (rouge) obtenue par la méthode algébrique dans 1’exemple 26.1.

Exemple 26.

Pour un couple d’objets géométriques, nous allons montrer des exemples de la
caractérisation géométrique de leur courbe médiatrice géométrique tout en compa-
rant avec les résultats obtenus avec la méthode algébrique introduite a la section
2.1.

1. Soient T T
ct)=[ 28] et ety =[2+51]
les paramétrisations respectives d’une cubique et d’une parabole.

(a) En utilisant la méthode algébrique, nous obtenons 1’équation implicite de
la médiatrice algébrique qui est déterminée par un polynome irréductible
de degré total égal a 23 dont le graphique correspondant est présenté a
la figure 2.11.

(b) En utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra, pour
o = —1.54, yo = 6.12,n = 290, a € [0, 13],

nous obtenons une caractérisation géométrique de la médiatrice géomé-
trique présentée a la figure 2.12.

2. Soient
2t4+1—t2
3t+4 12
A= gpa | OO | wpee)-poeyee |

(1+¢2)°
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FIGURE 2.12 — La caractétrisation géométrique de la médiatrice géométrique (en
blanche) de 'exemple 26.1.

les paramétrisations respectives d’une droite et d’une courbe rationnelle.

(a) En utilisant la méthode algébrique, nous obtenons 1’équation implicite de
la médiatrice algébrique qui est déterminée par un polynoéme irréductible
de degré total égal a 16 dont le graphique correspondant est présenté a
la figure 2.13.

(b) En utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra, pour
xg = —1.54, yo =6.12, n = 290, a € [0,13],

nous obtenons une caractérisation géométrique de la médiatrice géomé-
trique présentée a la figure 2.14.

3. Soient e
t*+5 e 7
ci(t) = et co(t) = [ - ) ,
t (14t2)

les paramétrisations respectives d’une parabole et d’un cercle.

(a) En utilisant la méthode algébrique, nous obtenons 1’équation implicite de
la médiatrice algébrique qui est déterminée par un polynome irréductible
de degré total égal a 10. La courbe correspondante est rationnelle. Le
graphique correspondant est présenté a la figure 2.15.

(b) En utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra, pour
o = —1.54,y9 = 6.12,n = 290, a € [0, 13],

nous obtenons une caractérisation géométrique de la médiatrice géomé-
trique présentée a la figure 2.16
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FIGURE 2.13 — La médiatrice algébrique (bleue) de la droite (rouge) et de la courbe
fermée (vert) obtenue l'exemple 26.2.

FIGURE 2.14 — La caractérisation géométrique de médiatrice géométrique (blanche)
de 'exemple 26.2.
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FIGURE 2.15 — La médiatrice algébrique (bleue) de la parabole (rouge) et du cercle
(vert) obtenue dans l’exemple 26.3.

FIGURE 2.16 — La caractérisation géométrique de la médiatrice géométrique
(blanche) de I'exemple 26.3.
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4. Soient
245

Cl(t):: ;

et P =(10.22, —0.02),

respectivement la paramétrisation d’'une parabole et les coordonées un point.

(a) En utilisant la méthode algébrique, nous obtenons une paramétrisation
rationnelle pour la médiatrice algébrique donnée par

z(t)
v(t)

x(t) = 1212092528689527982622109346216100298570965225632007700
0133936294974884472236681665792804307756574577996119309
830814538137600000 t* — 277629379838498342670893578537169
46203523829334406015617662884681519963064537903611378998
96832000 ¢* 4 93206489524710142183143707473980546018706551
47190852976533464678400 t* — 93974032248715963390374214574
8008960 ¢ + 13430213

y(t) = —8043586072981949134603226940277867896427739391816931118
754089860965004104961292882592971681149911650783327743141
3436555979806205699553183228050898786713600000 > + 242418
505737905596524421869243220059714193045126401540002678725
899497689444733633315856086155131491559922386196616290762
75200000 ¢* + 16869637843344544032291928232692744416825
40050872197106873252650779726176737316301017739700469
76000 3 — 3085744729977056301806227064824860316338657
2462256700593701860147200 t* — 7214121210195545780783
5469715603456000 t + 4423312

v(t) = 165142610780847168999191544071545970975738043004798954
2263193600000 t* — 169220946426259237797792703315968
000t 4 1765950

w(t) = 74314174851381226049636194832195686939082119352
15952940184371200000 t* — 761494258918166570090067164
921856000t + 7946775,

avec

et le graphique correspondant est présenté a la figure 2.17.

(b) En utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra, pour
o = —0.7, yo = 2.5, n =290, a € [0,13],

nous obtenons la caractérisation géométrique de la médiatrice géomé-
trique présentée a la figure 2.18.
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FIGURE 2.17 — La médiatrice algébrique (bleue) de la parabole (rouge) et du point
P (vert) obtenue dans 'exemple 26.4.

FIGURE 2.18 — La caractérisation géométrique de la médiatrice géométrique
(blanche) de I'exemple 26.4
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FIGURE 2.19 — La médiatrice algébrique (bleue) de la parabole (rouge) et de la
quartique (rouge) obtenue dans I’exemple 26.5.

5. Soient
T T
ct) =] —(t+ 12t =%t ] et co(t) =[ 2451 ],
les paramétrisations respectives d’une quartique et d’une parabole.

(a) En utilisant la méthode algébrique, nous obtenons que I’équation implicite
de la médiatrice algébrique déterminée par un polynome irréductible de
degré total égal a 35 dont le graphique correspondant est présenté a la
figure 2.19.

(b) En utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra pour
xo = —1.54, yo = 6.12, n = 290, a € [0,13],

nous obtenons une caractérisation géométrique de la médiatrice géomé-
trique présentée a la figure 2.20.

6. Nous revenons avec ’exemple 24 soient
T T
ca(t)=[ 2+ 1,0 +3t | et ()= [ +51]
les paramétrisations respectives d’une quintique et d’'une parabole.

(a) Dans ce cas, nous obtenons par la méthode algébrique que 1’équation
implicite de la médiatrice algébrique, déterminée par un polyndéme irreé-
ductible d’une taille énorme dont degré le total est 50 et le graphique
correspondant est présenté a la figure 2.21.
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FIGURE 2.20 — La caractérisation géométrique de la médiatrice géométrique
(blanche) de I'exemple 26.5.

(b) Par contre en utilisant la méthode de couleur dynamique en GeoGebra,
pour

xo = —1.54, yo = 6.12, n =290, a € [0,13],

nous obtenons une caractérisation géométrique, simple et bien parfaite
pour la médiatrice géométrique, telle que présentée a la figure 2.22. De
plus 'exemple 27.4 nous donne une caractérisation numérique d’un cer-
tain nombre de points (suffisamment proche) de la médiatrice géomé-
trique dont la trace est présentée a la figure 2.27

Nous allons procéder une étape supplémentaire pour une collecte de coordonnées
de points situés sur la courbe médiatrice géométrique a une petite erreur pres.

2.3.4 La collecte de coordonnées de points de la médiatrice
géométrique

Le scanner permet également de collecter et stocker, dans une liste, les coor-
données des points scanneés, qui sont suffisamment proches, que 'on veut, de la
médiatrice géométrique. Ainsi pour deux objets géométriques O; et Os, dont on
cherche a caractériser la médiatrice géométrique, on a a suivre la procédure supplé-
mentaire suivante :

1. On va, tout d’abord, fixer une valeur pédéterminée ¢, assez petite petit que
I’on veut.

2. On initialise Mg, o, par une liste vide : Mg, o, = {}.

3. On crée une autre liste notée cRGBpuro qui a chaque moment de ’avance-
ment du scanneur, mémorise, au fur et a mésure, la position de tous les points
du scanneur qui sont situés sur la courbe médiatrice géométrique a e pres, a
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FIGURE 2.21 — La médiatrice algébrique (bleue) de la parabole (rouge) et de la
quintique (rouge) obtene dans I'exemple 26.6.

FIGURE 2.22 — La caractérisation géométrique de la médiatrice géométrique
(blanche) 26.6.
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= Liste

= Nombre
4 a= 1186
2 al=-8
o az=-90
Z bhl=28
2 b2 =90
# epsilon = 0.025
4 n=500
) tamafo = 4

@ cRGE={7,D DD EDALDEHDEDED LD N0 000,
# cRGBpuro = {{(5.506, 0.04), (5.506, 0), (5.506, -0.04)}

J Lista = {(5.491, 0), (5.506, 0.04), (5.506, 0), (5.506, -0.04)}

2 B ={0.73752, 0.72778, 0.71737, 0.70624, 0.69433, 0.68158, 0.66793, 0.653,

2 oG = {0.68162, 0.678, 0.67416, 0.67007, 0.66572, 0.6611, 0.65621, 0.65102, |
= {0.79183, 0.78573, 0.77931, 0.77256, 0.76545, 0.75797, 0.75011, 0.74L.

2 dl ={1.25888, 1.22293, 1.18703, 1.15117, 1.11535, 1.07959, 1.04387, 1.008
D dZ = {1.64217, 1.61154, 1.58132, 1.55154, 1.52224, 1.49343, 1.46515, 1.437
scanner = {(5.506, 2.16), (5.506, 2.12), (5.506, 2.08), (5.506, 2.04), (5.506, 2), (*

F1GURE 2.23 — Cette capture montre 1’ évolution de la liste finale Lista, pour ¢ =
0.025 en fonction de 'avancement du scanneur. La liste Lista qui, précédemment
contenait les coordonnées d’un seul point (5.491,0), s’actualise avec les coordonnées
de trois points (5.506,0.04), (5.506,0),

(5.506, —0.04) de la liste cRGBpuro mémorisés a la position a = 1.186 du scanneur

savoir les de coordonnées de points du scanneur B; vérifiant la condition :

. L7 utilisation d’un script qui se trouve dans les propriétés de la liste cRGB-

puro, chaque fois que la liste cRGBpuro est mise a jour a raison de l'avance-
ment du scanneur, les coordonées de points qu’elle (c-a-d la liste cRGBpuro)
contient vont s’ajouter a la liste finale Mg, ,. La figure 2.23 montre une
capture illustrative de cette phase.

Remarque 12.

1. Compte tenu de la remarque 11, on doit éviter les cas des points ou des courbes

sont tangentes, ou d’autres cas ou la méthode numérique produit des résultats
incorrects.

. Le nombre décimal de coordonnées visibles (initialement 5), peut étre changé

(jusqu” & 15) dans le menu "Options" puis "Arrondi" de GeoGebra. Dans tous
les cas, ce nombre de décimales visibles influe sur la précision des calculs
internes de GeoGebra, qui est toujours 16 chiffres significatifs.

. La présence du script dans la collecte de coordonnées a ralenti, davantage,

le processus. Cependant, ce ralentissement ne serait pas significatif si cette
méthode a été, déja, implementée dans le propre programme de GeoGebra,
puisque l'augmentation de la taille de la liste de coordonnées affecte, a peine,
la consommation de mémoire et de calcul.
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FIGURE 2.24 — La trace de points de (ou assez proche de) la médiatrice géométrique
detectés par le scanneur, pour I'exemple 27.1.

Exemple 27. Nous allons reprendre certain exemple déja traités afin de pouvoir
comparer les résultas.

1. Reprenons 'exemple 26.3, soient

T 1—¢ 2t \"
ci(t)=(t,2=2) et cut) = ——, ——
1(0) = ( ) 2(1) <1+t2 1+t2>
les paramétrisations respectives d’une parabole et d'un cercle. Pour n = 250, ¢ =
0.025, on obtient 426 points dont les coordonnées sont rangées dans une liste
MG, ¢, qui sera présentée en annexe CD. La trace de points scannés est pré-
sentée a la figure 2.24.

2. Reprenons I'exemple 25.3, soient

T
2
c,(t) = (2152 — 2, ﬁt(ﬁ - 1)) et cy(t) = (2t — 5,8t —1)",
les paramétrisations respectives de d’une PH-cubique et d’une droite. Pour
n = 400, = 0.025, on obtient 631 points dont les coordonnées sont rangées
dans une liste Mg, o, qui sera présentée en annexe CD. La trace de points
scannés est présentée a la figure 2.25.

3. Reprenons 'exemple 25.1, soient

T T
2 2t 1 —+¢2
=22 —2 —¢t(t* — 1 tco(t)=|—— —— +4
Cl() < ?\/g( )) € CQ() <1+t271+t2+ )7
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]

[

FIGURE 2.25 — La trace de points de (ou assez proche de) la médiatrice géométrique
detectés par le scanneur, pour 'exemple 27.2.

les paramétrisations respectives de la PH-cubique et d’un cercle. Pour n =
400,e = 0.025, on obtient 442 points dont les coordonnées sont rangées dans
une liste Mg, o, qui sera présentée en annexe CD. La trace de points scannés
est présentée a la figure 2.26.

4. Reprenons 'exemple 24 repris au 6, soient
ci(t) = 4+ 1,8° +3t) et co(t) = (12 +5,1)7,

les paramétrisations respectives d’'une parabole et d’une quintique. Pour n =
400,e = 0.025, on obtient 293 points dont les coordonnées sont rangées dans
une liste Mg, o, qui sera présentée en annexe CD. La trace de points scannés
est présentée a la figure 2.27.

Remarque 13. Il est a noter que durant le scannage, il se pourrait que pour une
trés petite portion de la médiatrice qu’aucun point ne soit scanné, car le scanneur
est constitué d’une liste de points discrets trés proches les uns des autres (et non
pas un segment de droite continu). Il peut donc y avoir de "saut" considérables lors
du tracage de points scannés, comme on peut le constater sur les figures 2.25, 2.26
et 2.27.

Conclusion

Au terme de ce chapitre, nous avons présenté des nouvelles approches pour la
caractérisation d’une représentation algébrique et pour les caractérisations géomé-
trique et numérique pour la courbe médiatrice de deux objets géométriques du plan.
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FIGURE 2.26 — La trace de points de (ou assez proche de) la médiatrice géométrique
detectés par le scanneur, pour 'exemple 27.3.

(<

FIGURE 2.27 — La trace de points de (ou assez proche de) la médiatrice géométrique
detectés par le scanneur, pour 'exemple 27.4.
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— Par rapport a la représentation, nous avons présenté un algorithme pour calcu-

ler une paramétrisation algébrique exacte de la courbe médiatrice algébrique
d’un cercle ou d’une droite et une courbe rationnelle réguliere du plan. La
paramétrisation ainsi calculée coincide, dans le cas rationnel, avec le résultat
de ([44, 103]) notemment pour la paramétrisation de la médiatrice algébrique
respective d’une droite et une PH-courbe et d'un cercle et une PH-courbe.
Méme si la paramétrisation que nous obtenons dans les deux cas ci-cités, n’est
pas rationnelle en générale, elle pourrait, non seulement, servir pour calculer
une représentation rationnelle approximative (par exemple par approximation
de racines carrées, ou par interpolation des points calculés a partir de la pa-
ramétrisation), mais aussi, étre plus adaptée dans le processus d’'élagage’,
qui est un des véritable défi du théme, surtout dans le cas ou la médiatrice
est uniquement determinée par un polynome de trées haut dégré et qu’une
paramferisation rationnelle n’est pas disponible. De plus, cette 'approche a
permis de montrer, explicitement, le lien étroite qui existe entre la rationnalité
de la courbe médiatrice et la rationnalité des hodographes (la norme des vec-
teurs vitesses) des courbes d’entrées. Cette méthode qui est basée sur la régle
de Cramer et de techniques d’éliminations tres élémentaires, sera généralisée
au chapitre 3 dans le cadre de calcul de la surface médiatrice algébrique de
deux surfaces rationnelles.

Pour les caractérisations géométrique et numérique, la théorie de couleur dy-
namique a été mise en oeuvre au logiciel GeoGebra pour scanner, afficher, en
une couleur souhaitée (blanche dans dans notre cas) , et collecter, numérique-
ment, les coordoonées de points de (suffisamment proche que 'on veut de)
la courbe médiatrice géométrique de deux objets géométriques, sauf dans cer-
taines cas spéciales (comme courbes tangentes). Bien qu’elle ne fournit aucune
représentation algébrique, cette méthode présente deux avantages majeurs qui
sont :

1. La mise en oeuvre numérique de la condition (2.1), qui était une problé-
matique du theme, a cause de difficultés sur la fonction distance men-
tionées en introduction, la médiatrice géométrique est ainsi caractérisée
géométriquement.

2. Une représentation approximative pour la médiatrice géométrique pour-
rait étre calculée a partir de la liste de points collectés.

I1 faut aussi noter que cette méthode est similaire a celle introduite par Shou et
al. ([119]). Mais, 'avantage de notre méthode réside par le fait qu’elle permet
de collecter une liste de coordonnées d'un certain nombre de points de la courbe
médiatrice géométrique.



Chapitre 3

La médiatrice de deux surfaces de
petit degré

Dans ce chapitre nous généralisons I’approche généralisée introduite au chapitre 2
dans le cas de deux courbes rationnelles planes, pour calculer une paramétrisation
de la surface médiatrice de deux surfaces rationnelles de petit degré.

Introduction

Les surfaces médiatrices sont des constructions géométriques qui sont fréquentes
dans plusieurs domaines d’applications tels que la génération de chemins, la plani-
fication de mouvements, la machine-outil & commande numérique, ’axe médian, le
calcul du diagramme de Voronoi, et beaucoup d’autres. Tout comme dans le cas de
deux courbes rationnelles planes, le calcul d'une représentation algébrique exacte de
la médiatrice de deux surfaces rationnelles reste une tache tres laborieuse. Il existe
plusieurs méthodes sur le calcul de la représentation paramétrique de la surface mé-
diatrice, mais en général, la description algébrique exacte n’est pas bien connue et
son calcul n’est pas simple.

La plupart des méthodes connues pour le calcul d’une représentation paramé-
trique exacte des surfaces médiatrices sont congues uniquement pour certains couples
particuliers de surfaces rationnelles pour lesquels la médiatrice possede une para-
métrisation rationnelle. Ainsi différentes approches ont été utilisées de maniere ap-
propriée dans des cas treés spéciaux afin d’obtenir une représentation paramétrique
rationnelle de la médiatrice (par exemple [40]). Dans d’autres cas, des considérations
de symétrie réduisent le calcul de la paramétrisation de la médiatrice aux cas sui-
vants : point-droite, point-surface ou courbe-surface (voir [43] et [44]), ou la surface
médiatrice est bien connue et a paramétrisation rationnelle. En utilisant la géomé-
trie de Laguerre, Martin Peternell ([103], [104]) a montré la rationalité de la surface
médiatrice entre : un plan et une PN-surface, deux PN-surfaces développables, deux
surfaces canales et quelques autres cas.

Dans le cas de non-rationalité de la médiatrice, la description paramétrique
(méme non-rationnelle) exacte est tres rare, la représentation implicite est de degré
tres élevé et son calcul, qui consiste a éliminer quatre parametres d’un systeme de
cing équations non-linéraires, devient tres souvent impraticable. Ainsi, des approxi-
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mations par B-spline ou par d’autres moyens ont été proposées (voir par exemple
[45]).

Notre apport a ce sujet porte sur la représentation exacte de la surface mé-
diatrice. Plus précisement, en utilisant la "regle de Cramer généralisée" et certaines
techniques d’élimination algébrique, nous présentons une nouvelle approche algorith-
mique pour calculer une paramétrisation algébrique (rationnelle ou non rationnelle)
de la surface médiatrice de deux surfaces rationnelles de petit degré. Certains des
résultats obtenus coincident avec ceux mentionnés ci-dessus dans le cas rationnel. La
méthode est bien adaptée a des fins approximatives, ce qui est particulierement inté-
ressant dans le cas non-rationnel. La nouvelle approche introduite permet d’obtenir
facilement une paramétrisation des surfaces médiatrices de cas particuliers : plan-
quadrique, plan-tore, cylindre circulaire-quadrique, cylindre circulaire-tore, cylindre-
cylindre, cylindre-cone et cone-cone, qui sont rationnelles dans la plupart des cas.
Dans les autres cas tels que : plan et non PN-quadrique, deux non PN-quadriques
développables, etc, la paramétrisation contient des racines carrées des expressions
polynomiales positives. Dans le cas du plan et quadrique ou plan et tore, I’équa-
tion implicite de la surface médiatrice peut étre facilement calculée soit a partir des
équations définissant la médiatrice, soit a partir de la paramétrisation calculée par
la nouvelle approche introduite. Les résultats que nous obtenons pour le paramétri-
sation et pour I’équation implicite, en supposant que la quadrique est fournie avec
sa PN-paramétrisation (si possible), sont résumés dans le tableau 3.1. Les résultats,
relatifs a la rationnalité, de la paramétrisation de la médiatrice coincident avec ceux
théoriquement prouvé par Peternell ([103]).

Quadrique /Tore Paramétrisation | Deg. Impl. Ref.
Cyl. Parabolique rationnelle 6 exemple 3
Cyl. et Cone circulaires rationnelle 4 exemples 1 et 9
Cyl./Cone non-circulaires | non-rationnelle 8 exemples 4 et 10
Sphere rationnelle 4 exemple 3.7
Ellipsoide rationnelle 12 exemple 6
Paraboloides rationnelle 10 exemples 7 et 8
Hyperboloides rationnelle 12 exemples 11 et 12
Tore rationnelle 8 exemple 13

TABLE 3.1 — La représentation algébrique de la médiatrice algébrique du Plan et de
Quadrique/Tore.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : nous donnons la définition et les équa-
tions de la médiatrice algébrique a la section 3.1. L’approche générale et le nouvel
algorithme pour calculer une paramétrisation algébrique de la surface médiatrice
seront présentés a la section 3.2. La sections 3.3 fera ’objet du calcul de la para-
métrisation de la médiatrice algébrique du plan et de quadrique/tore, et du calcul
de la représentation implicite correspondante a partir des équation définissant la
médiatrice et a partir de la paramétrisation calculée. Nous étudions successivement
les cas de cylindre circulaire-quadrique non développables et cylindre circulaire-tore,
et le cas de deux quadriques développables, respectivement dans les sections 3.4 et
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3.5. Nous terminons ce chapitre avec des conclusions.

3.1 Définitions et équations de la médiatrice al-
gébrique

Dans cette section nous allons donner les définitions de la médiatrice et de leur
traduction en équations permettant de caractériser leur représentations.
Nous supposons que toutes les surfaces possedent des paramétrisations régulieres.

3.1.1 Définitions de la médiatrice

Dans cette sous-section, nous allons donner les définitions de la médiatrice algé-
brique et de la médiatrice géométrique

Définition 37. La surface médiatrice algébrique de deuz surfaces Sy et Sy est l’en-
semble des centres des spheres qui sont simultanément tangentes a Sy et da Ss.

La figure 3.1 donne une illustration de cette définition dans le cas de deux courbes
planes. Cette définition ne suppose pas des distances minimales mesurées a partir
des deux surfaces, ainsi comme le montre la figure 3.1, la médiatrice algébrique peut
contenir des parties a éliminer pour obtenir la médiatrice géométrique, (c-a-d la vraie
médiatrice) (voir [53] et [54] pour de plus d’ample explications sur ce sujet dans le cas
de courbes planes). Notre objectif n’étant pas le calcul de la médiatrice géométrique,
nous n’abordons pas profondément ce probleme. Cependant, nous allons donner
des conditions, basées sur le choix du sens de vecteurs normaux de deux surfaces
d’entrées, vis a vis de leur position relatives, permettant d’obtenir la médiatrice
géométrique pour des surfaces usuelles de petit degré (plan, quadrique et tore) a
partir de la paramétrisation calculée.

Rappellons la définition d’une surface médiatrice géométrique de deux surfaces
rationnelles.

Définition 38. Soient
Si(s,t), (s,t) € D1 C R* et Sy(u,v), (u,v) € Dy C R?,

les paramétrisations respectives des surfaces rationnelles Sy et Sy. La surface mé-
diatrice géométrique B(S1,S2) de Sy et Sy est définie comme le lieu de points qui
sont équidistants de deux surfaces Sy et S, c- a- d :

. 3. . . _ . .
B(Sl,Sg)—{BeR b (B=Sis0l) = it (15 sxu,v)n)} (31)

Remarque 14. Soit By € B(S, S2), alors il existe (sg,tg) € D et (ug,vg) € Dy tels
que :
Pr = S1(s0,t0), P»=S2(uo,v0),

et
|Bo — Pil| = inf ([[Bo —Si(s,?)[[) = inf (||Bo —Sa(u,v)||) = [[Bo — |-

(s,t)eDy (s,t)ED2

Donc on a :
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BISECTOR

F1GURE 3.1 — Illustration schématique de la définition de la médiatrice algébrique
(bleue) dans le cas de deux courbes planes (rouge)

= |[Bo — Pill = || Bo — Po| et
— les droites (By, P) et (Bo, P2) sont respectivement orthogonale a S en P; et
a 52 en PQ.

Par conséquent le point By appartient a la médiatrice algébrique, et on peut conclure
que la médiatrice géométrique est un sous ensemble de la médiatrice algébrique. Plus
précisement, la médiatrice géométrique est constituée de points de la médiatrice
algébrique qui sont, simultanément, situés a des distances minimales a partir de
deux surfaces.

3.1.2 Equations de la médiatrice

Dans cette sous-section, nous allons caractériser la médiatrice algébrique.
Soient S; et Sy deux surfaces rationnelles de paramétrisations respectives Sq (s, t)
et Sa(u,v). En traduisant la définition 37, on dira qu’un point B = (X, Y, Z)T € R?
appartient a la médiatrice algébrique de surfaces S et Sy s’il vérifie le systéme des
équations suivantes (voir [79]) :
— Le point B appartient aux normales de S; et de Sy en Si(s,t) et Sy(u,v),
respectivement :

(X,Y.Z) — Si(s,1), 0551

(X,Y,Z) — Sq(s,1),0,S 1(3,
(X,Y,Z) — Sa(u,v), 0,Sa(
(X,Y,Z) — Sa(u,v),0,

(3.2)

cooo

S
S2 )

— Le point B est égal distances a partir de S(s,t) et So(u,v) :

<(XaK Z)v 2(82(u7 U) - Sl(s>t))> + ||Sl(8,t)||2 - HS?(u)U)HQ =0. (33)
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Les équations (3.2) peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante

AB=R, (3.4)
ou
0sS1s 01, 0,5 ¥ (S1,0,5)
A=l s gy o | P V] R Sasy | 69
0vS2z 0uS2y 0522 (S2,0,52)

Proposition 3. Si S et Sy sont des surfaces réquliéres, alors la matrice A(s,t,u,v)
(3.5) est de rang 2 ou 3. De plus le rang de A(sg, to, ug, vo) = 2 si et seulement si, les
plans tangents a Sy au point Sy(so,to) et 4 Sy au point Sa(ug,vy), sont confondus
ou paralléles. Dans ce cas, les droites normales en ces points sont confondues ou
paralléles.

Démonstration. On a évidemment rang (A (u,v,s,t)) < 3, Vu,v,s,t € R. De plus,
comme S; est réguliere, alors la sous-matrice [0,S1, (9t81]T est de rang 2. Si
rang (A (ug, vo, So, to)) = 2, alors les espaces vectoriels engendrés par {9sS1(so, to),
0¢S1 (80, o) } et {0,S2(ug, vg), 0, Sa(ug, vo) } sont égaux et les droites orthogonales sont
égales. De ce fait, dans I'espace affine, les droites normales a S; au point S;(so, to)
et a Sy au point So(ug, vy) sont confondues ou paralléles.

O

Corollaire 1. Si les droites normales a Sy au point Sy(Sg,to) et d Se au point
Sao(ug, vg) se coupent en un point (X,Y,Z) et rang (A (ug, vo, So,t0)) = 2, alors les
droite normales se coincident. Si (X,Y, Z) est un point de la médiatrice de Sy et S,
alors (X,Y, Z) est le milieu du segment joignant Si(so,to) et So(ug, Vo).

Remarque 15. La situation décrite dans le corollaire 1 peut arriver, par exemple,
quand les deux surfaces Sy et Sy sont tangentes en un point Sy (sg,to) = Sa(ug, o).
De méme cela peut arriveer quand la surface S, est une offset de S;. Par exemple,
si S7 et Sy sont deux spheres concentriques, pour chaque point de S; il existe un
point de S, avec la méme droite normale.

3.2 Une approche générale pour le calcul d’une
paramétrisation de la surface médiatrice

Dans cette section, nous allonss tout d’abord présenter la nouvelle approche algo-
rithmique qui permet de calculer paramétrisation de la surface médiatrice algébrique.
Ensuite, nous donnons une caractérisation de la surface médiatrice géométrique a
partir de la paramétrisation de la médiatrice algébrique pour le cas de surfaces
disjointes et orientées de petit degré.
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3.2.1 Approche générale pour calculer une paramétrisation
de la surface médiatrice algébrique

Soient S et S5 deux surfaces rationnelles de paramétrisations rationnelles res-
pectives Si(s,t) et So(u,v). Notre but est de calculer une paramétrisation de la
surface médiatrice algébrique de S; et Sy en fonction de deux parametres choisis a
partir de u, v, s et t.

Si pour certaines valeurs des parametres u, v, s, et t, le systéme linéaire (3.4) d’in-
connue B admet une solution, alors rang(|A,R|) < 3, et donc det(JA,R|) = 0.
Notre approche consiste :

1. Tout d’abord, a résoudre le systéme (3.4) pour B en fonction de u,v, s,t, en
utilisant la matrice inverse généralisé AT de la matrice A :

B(u,v,s,t) = ATV, (3.6)
et en substituant B(u, v, s,t) dans (3.3) on obtient :
F(u,v,5,t) = (B(u,v,5,t), 2(Sa(u,v)=S1 (s, £)))+[|S1(s, ) | ~[|S2(u, v) |* = 0.
(3.7)
2. Ensuite, éliminer deux des quatre parametres u, v, s et t a partir de

G(u,v,s,t) =det(|A,R|) =0, F(u,v,s,t) =0,
le plus possiblement approprié comme suit :

— Nous exprimons I'un des parameétres, disons ¢ (par exemple) en fonction de
u,v et s a partir de
G(u,v,s,t) =0,

soit
t =t(u,v,s),
et nous substituons dans (3.7), on obtient :
Fo(u,v,s) = F(u,v,t(u,v,s)) = 0.
— Puis nous exprimons s en fonction de u et v a partir de
Fo(u,v,8) =0,

selon le degré de Fjy en s, on peut obtenir m, m > 1 expressions pour solu-
tions des équations en s soient :

si = si(u,v),i=1,...,m.

3. Enfin, en substituant successivement ¢ par t(u, v, s) et puis s par s;(u,v) dans
B(u, v, s,t), nous obtenons plusieurs composantes de la paramétrisation de la
surface médiatrice de la forme :

xi(uvv)
B;(u,v) = B (u,v,t (u,v,8; (u,v)),8; (u,v)) = | yi(u,v) |,i=1,...,m,
zi(u, v)

ou, z;(u,v),y;(u,v), zi(u,v) sont en générale des fonctions non rationnelles.
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Le processus se résume dans 1’algorithme suivant :

Algorithme 4. La paramétrisation algébrique de la médiatrice algébrique

Input : Si(s,t), So(u,v) les paramétrisations rationelles de deux surfaces

Output : Bi(u,v),...,B,,(u,v) les composantes de la paramétrisation algébrique
de la médiatrice algébrique des surfaces S et Ss.

1. Calculons I'inverse généralisée de Moore-Penrose de A, AT (voir [35]) :
Al = —a AT [(AAT)F ! 4oy (AAT) 2 4 ag )
ou a; et k sont tels que
det(wl, — AAT) = apuw" + ayw™ " + ... + ap_1w + ay,

avec ag = 1; (k # 0 est le plus grand indice tel que a; # 0) ou (kK = 0 et
AT =0).

2. Résolvons le systeme (3.4) pour B en fonction de u,v, s et ¢ :
B(u,v,s,t) = ATR.

3. Trouvons l'expression de deux parmi les quatre parametres (disons s et t par
exemple) en fonction d’autres deux a partir de

G(u,v,s,t) =0, F(u,v,s,t) =0
t = t(u,v,s)
si = si(u,v),i=1,...,m.

4. Substituons successivement ¢ par t(u,v,s) et s par s;(u,v) dans B(u,v, s, t)
pour obtenir la paramétrisation de la médiatrice de la forme

Bi(u,v) = [z:(u,v), yi(u,v), z(u, )] i=1,...,m.

Grace a cet algorithme, nous pouvons facilement traiter les cas de la média-
trice d'un plan et une quadrique, un plan et un tore, un cylindre circulaire et une
quadrique non développable, un cylindre circulaire et un tore, et deux quadriques
développables.

Remarque 16. En générale, la rationalité de la paraméterisation de la médiatrice
B;(u,v) dépend de la rationalité des normes de vecteurs normaux de deux surfaces,

0'1(5,75) = H@ssl X 8t81H et O'Q(U,U) = ||3uSQ X avSQH

Comme 07 et o, peuvent étre des fonctions rationnelles avec des coefficients irra-
tionnels, c-a-d : il existe 01,09 € Q, tels que o1 € Q[d1](s, 1), 02 € Q[d2](u,v), donc
la paramétrisation de la médiatrice B(u,v) peut ainsi étre rationnelle avec des coef-
ficients irrationnels. Plus précisement, si oy € Q[d1](s,t) et o3 € Q[do](u, v), alors

B € Q[6; - da)(u,v).
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Exemple 28. Soient

6s 4u
1+s2+12 1+u?+0?
6¢ 4v
Sl(S,t> = 1+82+t2 et SQ(U,U) = 1+u2+v2
3(1-s2—t?) 5 2 (1—u2—v?) 1
1452 +¢2 14u?+v?

les paramétrisations deux spheres disjointes
Le systeme correspondant de leur médiatrice est donné par :

ou

[ 6(=14s2—t%)  12st _ 125 T 60s
p(S,t)Q ,O(S,t)Q p(Sat)g p(S,t)2
12t 6 (1+s°—t*) 12t X 60
p(s,t)? p(sit)? p(s,t)? v p(s;t)?
_ 414+ . 8w 8u | __8u
plu,v)? ? p(u,v)? p(u,v)? Z p(u,v)?
_ 8w 4(14u*—v?) 8w —_8uv 5
| T hwep? 0 p(u0)? L)

plp,v) =1+ p? +0°

L’inverse généralisée AT de la matrice A et les points de la médiatrice B(u, v, s, t)
en fonction de w, v, s et t sont de tres grande taille. La matrice associée |A, R| est

donnée par :

_6(=1+s2—t3)  12st _12s 60 s
p(s,t)? p(s,t)? p(sit)>  p(st)?
12t 6(1+s*—t*)  12¢ 60t
t)? t)? e )2
A R|— p(s 3 2 p(st) p(st) p(st)
_4(=14ut—v?)  Sww __8u __8u
p(u,v)? p(u,v) p(u,v)? p(u,v)?
_ 8ww 4(1+u*—0?) 8w 8w
p(u,v)? p(u,v)? p(u,v)? p(u,v)?
— A partir de
G(u,v,s,t) = det(JA,R|) = 13824( ut — sv) =0,
nous avons

SV
— En substituant ¢ par — dans
u

<B(uvvv 8,t>,2(51(u,7)) - 52(87t))> + HS2(87t)H2 - ||SI<U7U)H2
=0

F(u,v,s,t)
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FIGURE 3.2 — La médiatrice algébrique de deux spheres donnée par les composantes
B, et By respectivement présentées en couleurs rose et bleue

nous obtenons :
Fo(u,v,8) = (11s+ u) (7su2 + 7 sv? — 5u) =0,
et par la suite, on a :

—1 5 U

s1(u,v) = ST et so(u,v) = T

. . . sV )
— Finalement en substituant successivement ¢ par — et puis s par s;(u,v) et
U

So(u,v) dans B(u, v, s,t) nous obtenons deux composantes pour la paramétri-
sation de la médiatrice algébrique :

_ 1w __ 35u
—114u2+v? —5+Tu?+7v?
11v 350
B (u,v) = SRR et Ba(u,v) = —5+T7u2+T702
_w) _M)
2(—11+u?+0? 2(=b+Tu?+T7v?

La médiatrice algébrique est donnée par deux paraboloides a deux feuilles voir
la figure 30.

3.2.2 Caractésation de la médiatrice géométrique a partir
de la paramétrisation de médiatrice algébrique pour
le cas de surfaces disjointes et orientées

Dans cette sous-section, nous allons etablir des conditions supplémentaires sur
la paramétrisation de la médiatrice algébrique permettant de réaliser la médiatrice
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N?,W

5) sont sortant vis a

FIGURE 3.3 — Les deux vecteurs normaux ( ﬁl, ﬁ et
vis de faces opposées de surfaces S; et Ss, tandis que (N, — ﬁQ ) ne le sont pas.

géométrique.
Comme indiquée a la remarque 14, les points de la médiatrice géométrique sont
ceux de la algébrique qui sont a la méme distance minimale de deux surfaces. Ainsi
pour deux surfaces disjointes, une méme distance minimale est atteinte au niveau
de points de l'intersection de droites, engendrées par les vecteurs normaux, dans le
sens sortant vis a vis de faces opposées de deux surfaces.

Pour deux surfaces rationnelles régulieres et orientées, disjointes de paramétri-
sations respectives

Si(u,v), (u,v) € Dy et Sy(s,t),(s,t) € Dy,
un sens approprié de leur vecteurs normaux
N1 = (9u81 X &JSl et N2 = 87582 X atSQ,

sera bien choisi, c-a-d. : choisir Nj(u,v) ou —Nj(u,v) et Nao(s,t) ou —Ny(s,t) tels
qu’ils soient sortant aux faces opposées de surfaces Sy et S comme le montre la figure
3.3 . Bien que le vecteur normal N d’une surface paramétrique réguliere S dépend
de la paramétrisation S(u,v), (u,v), il possede un unique sens uniforme (sortant ou
entrant a la surface) pour tout (u,v) € D. Donc pour toute valeur paramétrique
choisie (ug,v9) € D, le sens du vecteur normal N(ug,vy) au point Py = S(ug, v),
détermine le sens uniforme de N(u,v). Ainsi done, pour déterminer le sens (sortant
ou entrant) pour le vecteur normal, il suffit de le déterminer en point quelconque de
la surface.

Soient Sy et Sy deux surfaces (qui peuvent étre : plan, quadrique ou tore) avec leur
représentations paramétrique et implicite, et leur vecteurs normaux respectifs :

Si(u,v), Fi(z,y,z) = 0,Ny(u,v) et So(s,t), Fo(z,y,2) =0, Na(s,1).
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Etant orientées, chacune des surfaces S; et S, partitionne (géométriquement) Ies-
pace R? en deux ou trois parties disjointes selon que la surface est a une ou deux
feuilles (ou nappes).

Soit N (ug, vg) le vecteur normal en un point P; = Sq(uo,vy) de la surface S;.
La droite orthogonale a la surface S; au point P

61()\) = P1 + )\Nl(uO,’Uo)

contient des points contenus dans les parties disjointes, partitionnées par la surface
S1, pour certaines valeurs du parameétre A €] — aq, as[, ag,as > 0.

Nous sommes particulierement intéressés par la détermination du sous-intervalle de
valeurs paramétriques de A du type

| — a1, 0] ou |0, ag

pour lequel un segment de la droite ¢1(\) est contenu dans une partie délimitée par
deux surfaces S; et Sy. Plus précisement on a

Lemme 2. Soient Sy, Sz, Pi, Ny et {4 comme ci-dessus. St la droite normale (1(\)
contient des points de la partie délimitée par les surfaces Sy et Sy pour \ €] —
aq, 0] (resp. 0, asl), alors Ny(ug,vg), et par conséquent Ny(u,v) est rentrant (reps.
sortant) d la surface Sy au point Py vis a vis de la face opposée de la surface Ss.

Démonstration. La preuve de ce lemme est tres élémentaire : 11 suffit de remarquer
qu'un point Ay de la droite paramétrique ¢1(\) (A & S situé entre S; et Sy), est
obtenu pour une valeur \g du parametre A, et que le signe de cette valeur donne le
sens du vecteur directeur (a partir du point) qui est dans ce cas le vecteur normal
a la surface S;. Plus précisement, si A\g < 0 (resp. A9 > 0), le vecteur normal est
rentrant a partir du point Ag (resp. sortant vers le point Ag) a la surface. O

On obtient le méme résultat pour la normale a la surface S,. Suite a ce précédent
lemme, nous dirons que, si une droite normale ¢;(\) a la surface S;, i = 1,2, contient
les points d’une partie délimitée par S et Sy pour A €] — oy, 0[ (reps. |0, az[), alors
—N; (reps. N;) est le choix approprié pour le vecteur normal a la surface S; tels
que les deux vecteurs normaux soient sortants vis a vis de faces opposées de deux
surfaces. Pour compléter cette étape, nous aurons besoin du lemme suivant, qui
va nous permettre de localiser les points de la normale contenus dans une partie
délimitée par deux surfaces.

Lemme 3. Soient

G = {Sl(u,v) = (81, (u,v), Sy, (u,v), 1. (u,v)), (u,v) € Dy
Fi(z,y,z) =0

SQ — SQ(S,t> = (ng(s,t>,52y<87t), SQZ(S,t)), (S,t) € DQ
F2($,y,2) = O,

les représentations paramétriques et implicites respectivement de deux surfaces ra-
tionnelles orientées et disjointes.
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Un point M = (0, Yo, 20) € R? est strictement contenu dans la partie délimitée par
les surfaces Sy et Sy si, est seulement si :

{Fl(xo,yo, 29) - F1(S2,(s,1),52,(s,t),52.(s,t)) >0 V¥ (s,t) € Dyet (3.8)

Fy(x0, 90, 20) - F2(S1, (u,v), 51, (u,v), 81, (u,v)) >0 V (u,v) € Dy

Maintenant, nous somme en mésure de vérifier les composantes de la paramétri-
sation de la médiatrice algébrique B;(u,v) et la condition que chacune d’elles doit
accomplir, pour réaliser la médiatrice géométrique. Ainsi comme déja annoncé, cette
condition est réalisée aux points de la médiatrice algébrique correspondants au vec-
teurs normaux sortant vis a vis de deux surfaces.

Soient B un point de la médiatrice géométrique et Ny (u, v) et Ny(s, t) les vecteurs
normaux sortants aux surfaces S; et So aux points P; et P, vis a vis de de leur
faces opposées tels que :

1B =Pl = nf (|B=S8i(wv)l)= inf (IB=8s,0)]) =B —Pll.

,)ED (s,t)eDy

Les points P;, P, et B forment ainsi un triangle isoceéle de sommet B (voir figure
3.4), donc nous avons

ce qui implique

Posons . .
p(u,v,s,t) = P1P2 = _P2P1
et soient

to = t(u,v,s), s; = s;(u,v),

les expressions résultantes de 1’élimination de ¢ et s a partir
G(u,v,s,t) =0, F(u,v,s,t) =0

dans I'algorithme 4. Suivant la condition (3.9), une composante de la paramétrisation
Bi,(u,v) qui contient les points de la médiatrice géométrique est celle obtenue pour
les expression paraméteriques ty et s;, vérifant les conditions :

{(Nl(u, v), p(u, v, Sig, to(54,))) = 0 (3.10)

<N2(Siovt0(3i0)) ,—p(u,v, SioatO(Sio))> =0

Exemple 29. Reprenons 'exemple 28 de deux spheres disjointes. Soient

4u 6s
1+u2+v? 1+s2+£2
4v 6t
Sl(ua U) = 1+u2—|—112 SQ(S;t> = 1+82+t2 )
2 (1—u?—v?) 3(1=s*—t*) 5

1+u?+0v? +1 1+52+t2
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FIGURE 3.4 — Les vecteurs normaux N; et Ny sont sortant vis a vis de faces opposées
et les points P, P, et B forment un triangle isocele en B

les deux paramétrisations.
Les deux vecteurs normaux correspondants sont donnés par

[ 32u T i 72s T
(1+u2+0?)” (1+4s2+12)°
32v 72t
Ny (u, v) = (1+u2+v?)° Ny (s, 1) = (1+s2+£2)°
—16 (—1+u*+0?) —36 (—1+52+t%)
(1+u2+02)’ (1452412)°
Aux points
0 0
Plzsl(0,0): 0 et PQZSQ(O,O): 0 s
3 -2

on a respectivement les vecteurs normaux et les droites normales, correspondants :

0 0
N, (0,0)=| 0 |, 60\ = 0
| 16 | | 161 +3 |
o S
Ny(0,0) = | 0 |, t(\) = 0
| 36 | | 36— 2 |
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— La normale ¢; contient le point A = (0,0,4), qui n’est ni & Uintérieur de la
sphere S; ni a l'intérieur de la sphere Ss, pour A = % > 0, et
— la normale /5 contient le point B = (0, 0, —%), qui n’est ni a l'intérieur de la
sphere S; ni a l'intérieur de la sphere Sy, pour A = i > 0,
Les vecteurs N1(0,0) et N3(0,0) sont donc sortant vis a vis de faces de deux spheres,
et par conséquent vecteurs normaux Nj(u,v) et No(s,t) sont sortant ( tandis que
—N; (u,v) et —Na(s, ) sont entrants) vis a vis de faces de deux spheres. Ainsi donc,
nous choisissons Ny (u, v) et No(u, v) comme le choix de sens approprié pour les deux
vecteurs normaux correspondant aux paramétrisations Si(u, v) et Sa(s,t).
Les expressions résultantes de 1’ élimination sont données

5V
tO - Za
1
s1(u,v) = —ﬁu,
5 U
wlwv) = g

et les deux composantes de la paramétisation de la surface médiatrice algébrique
sont données par

_ 1w  3bu
—11+u2+v? —54+Tu? 47 v?
11v 35v
B (u,v) = Ttz | Ba(uwv) = BT U 0?
_ 9u?+90v2+11 21 u?42102-25
2 (—114u?+0v?) 2 (=5+T7u2+7v?)
Posons
[ —2(=3 -3 su®—3 sv2+2u+2 us?+2t%u) T
(14s24+t2) (1+u+v?)
- —2(=3t—3tu®—3v*t+2v+2vs*+2 %)
p(u,v,s,1) = PPy = (12 +2) (1+u2+0?)
—(5+u+v2+11 s2+11 247 s2u? 47 202+ 7 22+ 7 t20?)
_ (52 2) (1207 _

Les conditions (3.9) peuvent ainsi s’écrire comme suit :

1
1. Pour t =ty = 7Y ot s =s1(u,v) = ——wu, on a
u 11

Bl - <N1(uav)> p(u>vasl7t0)>
_ 16 (55 4+ Tu? + 7v?) (u? — 11 + v?) -
(121 4+ u2 +02) (1 + u? 4 v2)*
B = (Na(s1,t0), —p(u,v,s1,tg))
(55 + Tu? + Tv?) (u — 11 + v?)

(1+u?+402) (121 + u? + v2)°

= —527076 <0

[1 et [y étant de signes opposés, la composante By qui correspond a I'expres-
sion s;(u,v), ne peut, donc représenter la médiatrice géométrique.
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S Tu
2. Pour t =ty = — et s = s3(u,v) = -—5——7, on a
u 5(u? + v?)

7= (Ni(u,v),p(u,v, s2,t))
5 (Tu? =5+ 7v%) (55 + Tu® + 7Tv?)
(49 u2 + 25 + 4902) (1 + u? 4 v2)?
(Na(sa,tg), —p(u, v, s2,to))
86436 (7u® — 5+ 702) (55 + Tu? + 70v?) (u? 4 v2)°
(14 u? +v?) (49u? + 25 + 4912)*

V2

71 et 75 sont du méme signe, le signe de 7u? — 5 + 7v?%, donc la composante
B, correspondante & 'expression ss(u,v) contient les points de la médiatrice
géométrique. Plus précisement Bsy représente la médiatrice géométrique sous
la condition

N>07%>0="Tu> -5+7v>>0

c-a-d la médiatrice géométrique est représentée par :

35u
—54+T7 u2+7v?
35
Bo(u,v) = Wg_'_m JTu? — 5+ T70v% > 0. (3.11)
21 u?+21v?—25
2 (=5+Tu?+T70v?)

Ainsi, comme le montre la figure 3.5, la médiatrice géométrique de ces deux spheres
représentée par (3.11) est déterminée par 1’ unique nappe de 1’ hyperboloide.

3.3 La paramétrisation de la médiatrice algébrique
d’un plan et d’une surface quadrique ou d’un
tore

Dans cette section, nous allons procéder au calcul d’'une paramétrisation algé-
brique pour la médiatrice algébrique d'un plan et d’'une surface quadrique ou un
tore. Nous allons aussi calculer I’équation implicite de la médiatrice algébrique.
Considérons un plan paramétrisé par

ar fr Ba! S
P(S,t) = (0%} 62 ’)/2 t y (312)
as 3 3
aq 51
ou les coefficients «y, 3; et ~; sont constants, et | as | X | B2 | #0.
a3 B3

Soit
S(u,v) = [Su(u,v), Sy (u,v), S, (u,v)]",
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FI1GURE 3.5 — La médiatrice géométrique de deux spheres disjointes
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une paramétrisation d’une quadrique ou d’un tore. Pour ces deux surfaces, les équa-
tions (3.4) ont la forme

o Q9 o % X 2 ai(ais + Bit + )

B Ba Bs v | = 2 Bi(cus + Bit + i) (3.13)
OuSz  0uSy 0.5, 7 S0,S ) )
0,5, 9,5, 5. 59,5

Dans ce cas, il faut noter que la matrice A ne depend pas de s et t, tandis que
le vecteur R est linéaire en s et t, P est linéaire en s et ¢, 'expression

(B(u,v,s,t),2(S(u,v) — P(s,1)))

est linéaire en s et t, et ||P(s,t)|* est quadratique en s et ¢. Donc les équations

G(u,v,s,t) =det(|A,R|) =0 et F(u,v,s,t) =0 ((3.3))

sont respectivement linéaire et quadratique en s et ¢, et il sera facile d’éliminer ces
deux derniers parametres.

Ainsi

— nous exprimons s = s(u,v,t) (ou t = t(u,v,s)) a partir de

G(u,v,s,t) =0,

et
— en substituant s par s(u,v,t) dans

F(u,v,s,t) =0,
nous avons
Fo(u,v,t) = F(u,v,s(u,v,t),t) =0
et on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 3.1. Soient 0, = ||0,P x 0,P|| et o5(u,v) = ||0,S x 9,S].

1. L’équation Fy(u,v,t) = 0 est quadratique en fonction de t, et par conséquent on
obtient deux composantes de la paraméterisation pour la médiatrice algébrique
qui pourrait contenir de racines carrées d’une expression polynomiale positive
( provenant de o).

2. Si os(u,v) est rationnelle, la paramétrisation de la médiatrice B(u,v) est ra-
tionnelle. Si de plus o, & Q et 0, € Q[6](u,v) alors B € Q[oy, - 0](u, v)

Démonstration. Exprimons s a partir de G(u,v,s,t) = 0, et soit s = s(u,v,t), en
substituant cette expression dans F'(u,v, s,t) = 0 nous obtenons

Fo(u,v,t) = F(u,v, s(u,v,t),t) = wot® + wit +ws =0 (3.14)

oll Wy, w1, wy sont des expressions de grande taille qui dépendent de o, B; v 0.S, 0,8, S.
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Le discriminant de 1’équation (3.14) par rapport a t est donné par :

A = 4(fs — fras)’ + (—froz + a1 B2)? + (2B — asfa)?)]
[(0uSy00S: — 0u5.0,5,)% + (0uS.0,Se — 9uS:0,5.)?
+(0uS200Sy — 048y 0,52)*][— (B3 P20 — 235 + Paci B1 — 2 f37)
(0uS20,S: — 04S.0,5;) + (a2fafls — sy + Bsarfi — asB3)
(0052008, — 045,0,5:) — (=Fafrag + Fian — azfi B + a1 53)
(0uSyDuSs — 0,S20,5,) (a3 — ctfa) (=71 + Sa)

—(a1Bs — Bras)(Sy — 72) + (—Brag + a1 Ba)(S. — 73)]°

Apres de trés longs calculs et simplifications a ’aide du logiciel Maple, nous avons
A = 4[(T,(0,P x O,P))P[{ (P x (O,P x &;P)), (9,S x 3,5))]?
1(0:P x 3, P)|*[1(9uS x 8,8)[* > 0
= 4[((T, (0P x 9;P))) . (3P x (0,P x 9,P)), (9,8 x 9,8)))* 02 2 (u,v) > 0

ou
S.Z’ -N
= [ Sy — 72 ], o, = [|0sP x O,P| et os(u,v) = ||0,S x 9,S]].

Sz -3
Donc I'équation (3.14) possede deux solutions :

_wl_\/z

ti(u,v) = N
—w1 + \/Z
to(u,v) = T

VA = 2|((T, (0,P x 9, P))) (9P x (3,P x 9, P)), (9,5 x 8,8))| 0y 05 (1, v).

En substituant, successivement, s par s(u, v,t) et puis ¢ par t;(u,v) et to(u,v) dans
B(u, v, s,t) nous obtenons deux composantes pour la paramétrisation de la média-
trice algébrique données par :

Bi(u,v) = B(u,v, s(u,v,t1),t1) et Ba(u,v) = B(u,v, s(u,v,ts),ts).
Puisque la quantité
[((T, (9P x 0, P))) (0P x (0:P x 6,P)), (0.8 x 9,8)))]
est une expression rationnelle et la norme du vecteur normal du plan
oy = 1P x P

est une constante réelle, donc la paramétrisation de la médiatrice algébrique est
rationnelle si la norme du vecteur normal og(u,v) est rationnelle. De plus, si la
constante o, n’est pas un nombre rationnel (c-a-d o, & Q) et si la quantité os(u,v)
est rationnelle avec des coefficients non rationnels (c-a-d : o4(u,v) € Q[d](u,v), pour
un certain § ¢ Q), alors la paramétrisation de la médiatrice sera rationnelle avec
des coefficients non rationnels (c-a-d : B; € Q[o,.6](u,v), € 0,.0 nQ). Le théoreme
est ainsi démontré. O
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Exemple 30. Soient

2uv
S 1+u2
P(s,t) = t et S(u,v) = 1’(12_“1)
+
%(t—i—s) uv

les paramétrisations respectives d’un plan oblique et d’un cone circulaire. Les normes
de leur vecteurs normaux respectifs sont :

v
T3

220

u2 +1

€ QV11] et oy(u,v) = € Q[v2](u,v)

Op
En appliquant I'algorithme 4 nous avons :

—6v+7 s+4t+6 uv—30 u2v+41 su+14 tu2—7 sut---+12 vud+6 vu’+120 udv3
6(15ut—10 u®+4 ud+--—16 uv? —8 ud+24 u?v24+18 v2ut —4 u”—8 udv24+13 ub)

1 B(u V.8 t) _ —6 v+5+10 t+6 uv—30 u2v—su2+56 tu2+5 su+---—60 v3ut+6 vu’+72 u3v3
: » Y2 ) T 6(15ut—10ud+4ud+--—16 uv2 —8 ud+24 u2v2+18 v2ut —4 u” -8 udv2+13 ub)

18 v—s—10t—18 uv+90 u2v+17 su2—28 tu?—19 su+---+144 v3u? —18 vu” =72 u3v3
6(15ut—10ud+4ud+--—16 uv2 —8 ud+24 u2v2+18 v2ut —4 u’ —8 udv2+13 ub)

2. G(u,v,s,t) = 13su® — 2tu? — 6u?v + 20tu +2su — 12uv — 4t +6v —7 =0,
a partir duquel nous exprimons t en fonction de s, u et v

13su? —6uv+2su—12uv +6v—"7s

=t -
(v, v, 5) 2(u — 10u + 2)

En résolvant
F(u,v,s,t(u,v,s)) =0

en fonction du parametre s nous obtenons :

k
s1(u,v) = El’
k
sy(u,v) =

avec

ki = 2(—22u — 33u” + 44u® + 11 4 22u* 4 2v/22 — 12v/22u + 15v/22u°
—21V22u® + 2v/22u* v

ke = —2(22u+ 33u® — 44u® — 11 — 220" + 2v/22 — 12v/22u + 15v/22u°
—22v/22u® + 2v/22u* v

m = 11(—=8u+3+9u* —4u* 4+ 12u?)

3. La substitution de ¢ par t(u,v,s), puis de s par si(u,v) et so(u,v) dans
B(u, v, s,t) nous permet d’obtenir les deux composantes pour la paramétri-
sation de la médiatrice algébrique :
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FIGURE 3.6 — La médiatrice géométrique (bleue) du plan oblique (jaune) et du cone
circulaire (rose).

Quw (2 V22u2—5u%—/22u+6 u+\/22+1)
- 3+12u24+9ut—4ud—8u
B, (u, v) = v(2v22ut—5 ut — /220 +6 1® — V2202 +6 u++/22u—6 u—v/22—1)
’ 312w +9u —4u3—8u
v(2 V22ult+13 ut—v/22uB -2 u3+3 v/22u2+20 u2 —/22u—10 u+7+\/22)
L 3+12u24+9ut—4u3—8u
2uv(2 V22u2+5u%—/22u—6 u+\/22—1)
34+12u2+9ut—4ud—8u
By(u, v) — v(2v22u' 45 ut — 2208 —6u’ —v/22u? — 61+ 22u+6u—/22+1)
’ - 3+ 1202+ 9u*—4u3—8u
v (2\/ 22u4—13u4—\/ 22u3+2 uB+3v/ 22u2—20u2—\/ 22u+10u—"T7++/ 22)
L 3+12u24+9ut—4u3—8u
Dans ce cas on obtient une paramétrisation rationnelle mais coefficients dans

le corps Q[v/22], c-a-d :

B,,B; ¢ @[\/ﬁ](u,v).

Nous obtenons comme conséquence au théoreme 3.1, le corollaire suivant qui
coincide avec un résultat prouvé par Peternell ([103])

Corollaire 2. La médiatrice d’un plan et une PN-surface est rationnelle. En parti-
culier la médiatrice du plan et de toute surface quadrique, a ['exception du cylindre
et du cone non circulaires et la médiatrice du plan et de tore sont rationnelles.

Démonstration. La preuve de ce corollaire est immédiate de part la définition de
PN-surface. En particulier toutes les quadriques, a I'exception du cylindre et du
cone non circulaires, sont des PN-surfaces (voir [91] et [93]). O
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3.3.1 L’équation implicite de la médiatrice d’un plan et d’une
surface rationnelle

L’équation implicite de la médiatrice algébrique d’un plan et d’une surface ra-
tionnelle de petit degré peut étre calculée a partir de :

— des équations (3.2 - 3.3) définisant la médiatrice, ou

— de la paramétrisation de la médiatrice que nous avons calculée.

L’équation implicite a partir des équations de la médiatrice

Soient P(s,t) et S(u,v) les paramétrisations respectives d’un plan et d’une sur-
face rationnelle. Le point de la médiatrice B = (z,v, z)T vérifie les équations (3.2 -
3.3). En appliquant la régle de Cramer aux deux prémieres équations de (3.2), nous
obtenons :

TB.(0P x (0,P x 0,P))
10sP x 0,P||? ’

TB.(0,P x (3P x 9,P))
10.P x OP2

S = SS9 =

t:toz

ou
r—n
I@ = Y=
S
Substituons s et t respectivement par sy and ty dans les trois derniéres équations
de (3.2 -3.3), et nous obtenons :

Fi(u,v,z,y,z) = (B — S(u,v),0,S(u,v)) =0
F(u,v,2,y,2) = (B — S(u,v),0,S(u,v)) =0
Fy(u,0,2,, 2) = (B,2(S(u,0) — P(s0.10)) + [|P(s0. t0)|I? — S, )[2) = 0.
Ensuite, en éliminant les parametres u et v, (en utilisant I'un des outils de la
théorie d’élimination : base de Grobner, résultants, etc.) nous obtenons 1’équation

implicite de la médiatrice algébrique du plan P et de la surface S.
Le processus de I'implicitation se résume dans le I’algorithme 5 suivant :

Algorithme 5. Equation implicite de la médiatrice algébrique d’un plan
et d’une surface a partir de la définition.

Input : P(s,t), S(u,v) les paramétrisations d'un plan et d’une surface rationnelle

Output: b(z,y,2) = 0 'équation implicite de médiatrice algébrique du plan P et
et de la surface S

1. On calcule :
— r—=N
~I'B=|[y—
2 =78
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e
I'B.(0;P x (0,P x 0,P))

S0 10.P x 0,P|
L TB.(0,P x (&P x ,P))
0~ |0,P x 0,P|?

2. On calcule :
— Fi(u,v,2,y,2) = ((B — S(u,v), 0,S(u,v)))

- Fy(u,v,x,y,2) = (B = S(u,v),0,S(u,v)))

- Fy(u,0,2,y,2) = ((B,2(S(u,v) = P(so, to))) + [P (s0, to) [* — [[S(u, v)|]?)
~ I = (I, F,, F3)

3. On calcule I'équation implicite de la médiatrice en éliminant les parametres u
et v : b(r,y,2) = eliminate (7, u,v)

Donnons un exemple pour illustrer cet algorithme.

Exemple 31. Considérons un plan et un cylindre circulaire de paramétrisations
respectives

1—u?
S 1—2i—u2
| _ — u
P(s,t) = 4 et  S(u,v) T2
¢ v
Dans ce cas, nous avons
. x
1.TB=|y+4|,s0=x,1lg==2
z

2. — Fi(u,v,z,y,2) = —2(1 + u?)(yu® + 2ux —y) =0
- B(u,v,x,y,2)=2—v=0
— F3(z,y, z,u,0) = —(1 + u?)(2?u? + v?u? — 15u? + 22u? — Syu?

2zu? — 2zvu? — dyu — 15 — 20 — 8y + 22 + 2% +v? — 220) = 0

- 7= (F(u,v,x,y,2), Fhu,v,x,y,z), F3(u,v,2,9, 2)).

3. L’équation implicite de la médiatrice algébrique est obtenue en éliminant les
parametres u et v du syteme Z et est donnée par

b(x,y, z) = eliminate(Z, u,v) = (—6y — 9 + 2*)(—10y — 25 + 2*) = 0.

L’équation
b(x,y,2) = (=6y — 9+ 2?)(—10y — 25 + ) = 0

représente deux composantes de médiatrice algébriques.

1. eliminate : désigne I'opération qui consiste éliminer un goupe de variable parmi tant d’autres
dans un systeme d’équations algébriques.
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L’équation implicite a partir de la paramétrisation de la médiatrice ob-
tenue

La paramétrisation de la médiatrice algébrique que nous obtenons est constituée
de deux composantes qui, en générale, ne sont pas rationnelles. Pour déterminer la
représentation implicite on va distinguer les deux cas possibles pour la paramétri-
sation obtenue.

1. Si la paramétrisation est rationnelle, alors I’équation implicite sera calculée
par la méthode classique d’implicitation basée sur la méthode de résultante,
procédé de base de Groebner ou la méthode de surfaces mobiles (voir [29, 30,
31, 68, 112, 110, 117]).

2. Si la paramétrisation n’est pas rationnelle, alors nous allons tout d’abord pro-
céder a des techniques simples pour rélever (éliminer) les racines carrées, puis
éliminer les deux parameétres de la paramétrisation.

Ainsi donc, dans le cas rationnel, la représentation implicite de la médiatrice al-
gébrique est donnée par le produit des deux équations implicites de chacune des
composantes By et By. Dans le cas non rationnel, comme les deux composantes
sont conjuguées (dans leurs expressions), I’équation implicite est tout simplement
donnée par la représentation implicite obtenue a partir de I'une (quelconque) des
deux composantes de la paramétrisation.

Le processus de I'implicitation se résume dans le I’algorithme 6 suivant :

Algorithme 6. Equation implicite de la médiatrice algébrique d’un plan
et d’une surface a partir de la paramétrisation.

Input : Bi(u,v), Bs(u,v) les deux composantes de la paramétrisation pour la média-
trice algébrique d'un plan P et d’une surface S

Output : b(z,y, z) = 0 ’équation implicite de la médiatrice algébrique P et S.

zi(u, v)
1. SiBi(u,v) = | yi(u,v) |,i=1,2 est rationnelle,
zi(u,v)
on pose :
_ et
r = z;(u,v) "
a2 ;
Yy = yi(U,U) b y
2,
_ @34
z = zi(u,v) by
et
g1i = $bl,i — Q14,

92; = ybu — Q24,

gsi = Zb3,i — A3,
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alors on obtient :
bi(z,y,z) = eliminate((g1, g2.i, g3.), U, V).
L’équation implicite de la médiatrice algébrique est donnée par le produit :
b(x,y,2) =bi(x,y,2) - ba(x,y, 2)

2. Sinon, on pose :

a1+ Briy/

r = xzi(u,v) = o ,
Qi + B/ V2
y = yi(u,v) = 5 7

2
Q3+ P3 i
2 = a(wy) = IR

034

et

gri = (w01; — Oél,z‘)2 - 512,2‘71,@

92 = (Yoo — 04271')2 - /8371'72,1',
gsi = (2035 —as:)” — B3 734,

alors on obtient :
bi(z,y,z) = eliminate((g1,, 92, 93,i), U, V)
L’équation implicite de la médiatrice algébrique est donnée par :

b({E,y,Z) = bl(xvya Z) = bQ(:L‘7ya Z)

Donnons quelques exemples pour illustrer cet algorithme.

Exemple 32.

1. Pour
1—u?
S 1+U2
P(s,t)=| —4 | et S(u,v) = 13;2 :
¢ v

les paramétrisations respectives d’un plan et d’un cylindre circulaire, la para-
métrisation de la médiatrice algébrique est rationnelle et est donnée par

—5(1+u) 3(—14u)
—110+u 1+6u
Bi(u,v) = ﬁ et Bo(u,v) = _ﬁ

(% (%
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— Avec la composante B (u,v) on obtient :

g2 = T+zu+3—3u,
Joo = y+2yu+yu2+6u,

g32 = 20,
et
bi(z,y,2) = eliminate({gi, g2, g3), u,v) = 36y — 62> + 54 = 0.
— Avec la composante By (u, v) on obtient :
bo(x,y,2) = —10y — 25 + 22 = 0.
Ainsi donc, I’équation implicite de la médiatrice algébrique donnée par

b(x,y,z) = bi(x,y,2) ba(x,y,2) = (—10y — 25 + :cz) (36y — 622 + 54) = 0.

2. Pour
1—u?
S 1+u?
P(s,t)=1| —4 | et S(u,v) = 1_&2 :
t v

les paramétrisations respectives d'un plan et d’un cylindre elliptique, la pa-
ramétrisation de la médiatrice algébrique n’est pas rationnelle et est donnée
par

—ut—16u3—2u?—16u—1—(4+4u>+u)v1+14u2+u?

—14+u?
B (u,v) = w(ut+64u3+14u> +64ut+1+4(4+4u?+u) vV 1+14u2+u?)
n (122 (1+u2) ’
(%

—ut—16u®—2u—16u—1+(4+4u?+u)v1+14u2 +u?

—14+u?
Bs(u,v) = w(ut4+64ud+14u? +64u+1—4(4+4u+u)v1+14u2+ut)
2 I+t (1+u?)
(%

Avec B,y on a :

—ut —16u® — 2u? — 16u — 1 — (4 + 4u® + u)V/1 + 14u? + u?

T —1+ut

o u(ut + 640 + 14u® + 64u 4+ 1+ 4(4 + 4 + u) V1 + 14u? + o)
v (—1+u?)2(1+12)
z = w
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gro = (=1+u)(1+u)(=15u’ + 22u’ + u®2? + 32720 + 24u°
+6zut — 120t + 2%ut + 64zu® + 120 — v?2? + 6au®
+32zu — 24u + 15 + 22 — %),

o2 = (—14+uw)?(1+u)?(y*u® — 2yu” — 255u® — 128yu’ — 30yu®
—498u* — 2y%u* — 256yut — 30yu® — 255u? — 128yu® —
2yu + y°),

93,2 = Z— .
L’équation implicite de la médiatrice algébrique est donnée par

b(z,y,z) = eliminate(< g12,922,932 >,u,0)
= 8037225 + 16737840y — 874314 2 + 12679254 ¢/
—256 2%y + 25832 2%y? 4+ 6912 2%y® — 508410 22y
—1269648 2%y + 16 21y* — 4352 2%y® — 11360 212
—10176 2*y + 224 2%* + 512 25y + 3946320 y°
4300321 y* — 44352 4° + 1008 3% — 12087 z*
4968 2% 4+ 16 2% = 0.

On obtient le méme résultat avec la composante B;.

3.3.2 Les représentations algébriques de la médiatrice algé-
brique, d’un Plan et d’une Quadrique/Tore

Dans cette sous-section, nous allons procéder au calcul des représentations algé-
briques (paramétrique et implicite) de la médiatrice algébrique d’un plan et d’une
surface quadrique et d’un plan et du tore. Pour des raisons de simplicité des cal-
culs, nous allons considérer que des cas générique proche du cas général pour les
PN-paramétrisations d’ellipsoide, de paraboloide et d’hyperboloide. De méme que
pour I’équation implicite, vu la complication dans le calcul, nous allons étudier que
des cas bien choisis, qui, sans perdre la généralité, nous permettent d’obtenir, expé-
rimentalement, le degré maximal de la représentation implicite.

1. Plan et Cylindre Circulaire Soient

r(l—u2)

1+u? §
S(u,v) = 12TU2 , P(s,t) = | s+a+t |,
+u
t
(%

les paramétrisations respectives d’un cylindre circulaire et d’un plan. La norme
du vecteur normal de la surface S

2r

€ R(u,v)
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est rationnelle, donc la paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue
par application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est
rationnelle, et est donnée par :

—3rut—v3ru*—2v3rud+ -+ 20u—2 ua—2 vuta+v—v/3v—/3a ) T
2(ut+2u+2u?+1—-2u3

B, (u’ U) — —u(—3ru2—\/§ru2—2\/gru—?)r—i-'~+21)u—|—2ua—a—v+\/§v+\/§a)
ut 42 u+2u2+1-2u3

v

3 ru4—\/§ru4—2 \/§Tu3+~-~+2 vu+2 ua—a—v—\/gv—\/ga)
2(ut+2 ut+2ul+1-2u?

B, (u7 U) _ u(3 ru?—v/3ru2—23ru+3r+-—2vu—2 ua+a+v+\/§v+\/§a)
ut+2ut+2u+1-2u3

()

L’équation implicite calculée a partir de I'un des deux algorithmes 5 et 6 est
donnée par :
b(x,y,2) = (=2>4+2yz+2y° + 22V3r —2yV3r — 31 — 2 za

+2ya+2\/§ra—a2 — 22x+2ym+2\/§rx—2ax
+222) (22 — 2yz — 29° + 22v/3r — 294V/3r + 372
+2za — 2ya~|—2\/§m+a2+22:r—2yx+2\/§rx
+2azr —22°%) =0,

et son degré est 4.

Poura=1etr=2 ona:

V3vut—5ut—vBut+out+2uP+-+4v3u—20u—/3v+7—3v3+v
2(2u+1+u*+2u—2u?)

Bi(u,v) = u(\/gvuz_5u2—\/§u2+vu2+2u—4\/§u+2vu+\/30—7—1—3\/3—@)
a 2u2+14+ut+2 u—2u3

()

. V3vut45 ut—vBut —vut 2wl 44 V3But2 vu—3v—7-3 V3—v
22 ul+14ut4+2u—2u3)

Bg(u, U) — u(\/gvu2+5 u2—v3Bul—vu2—2 u—4v3u—2 vu+v3v+7+3 \/§+v)
2uZ+1+ut+2u—2us

v
L’équation implicite est alors donnée par :
b(z,y,2) = (=13—20—22+42y+2yz —2z2+2yx +4+/3 — 22
+4V3z —4yV34+4aV3 42y  +22H)(13 + 20 + 22
—2y—|—2x2+22—2y:17—2yz—2y2—2:£2—|—4\/§

+4V32 —4yV3+42V3) =0
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2. Plan et Cylindre elliptique

Soient
r(lfuz)
142 S
S(u,v) = 2Ru et , P(s,t)=| s+a+t |,
(we)=| 2Ry (5.1
t
(Y

les paramétrisations respectives d’un cylindre elliptique et d'un plan.
La norme du vecteur normal de la surface

2VR? — 2 R2u? 4+ R2ut + 4r2y2

10,8 x 9,8 = d
(1+u?)

& R(u,v)

n’est pas rationnelle et que S n’est une PN-surface, donc la paramétrisation
de la médiatrice algébrique obtenue par application de I'algorithme 4 aux pa-
ramétrisations S(u,v) et P(s,t) n’est pas rationnelle, et est donnée par :

-2 TQuGRcH—---—|—u2R\/§(RU—|—---—|—u4Rr)\/R2—2 R2u?4 R2ut 44 r2u?
2 (u* R— R—ru—u3r)(R?u*—2 Ru?r—2 R?u?+4r?u?+2 Rru+R?)

Bi(u,v) = u(ll R2r2u2—|—-~-—|—r\/§(Rv+~--+u4R7“)\/R2—2R2u2+R2u4+4r2u2)

~ (WR—R—ru—u3r)(R*u*—2 Rudr—2 R*u>+4r2u?+2 Rru+ R?)

()

-2 T2u6Ra+---—uQR\/g(Rv—F---—Fu‘lRT)\/R2—2 R2u?4 R2ut 44 r2u?
2 (u*R— R—ru—u3r)(R?u*—2 Ru?r—2 R?u?+4r?u?+2 Rru+R?)

By (u,v) = u(ll R27“2u2+-~-—r\/§(Rv+---—|—u4Rr)\/R2—2 R2u?+R?u+4 r2u2)

~ (WR—R—ru—u3r)(R*u*—2 Rudr—2 R>u®>+4r2u?+2 Rru+ R?)

()

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de 'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(w,y,2z) = 9r%* — 6% +r*a® — 162 R%® + 81 R*® + 81 R%*
+(—1807*a*R? — 108 R®a? — 56 r*a® + 180 r%a*
—216 R%r%a® + 108 R%? — 108 rR* — 216 r°* R%a?
—10878a% — 180 R*a*r® — 108 RSr* + 112 a®2 R?
+648 r* R*a® — 56 R*a® + 108 r®* R* + 180 Rba™*)xy + . ..
+(—64 R* — 16 R** + 87r%) 2 + (16 R** — 87r* 4+ 64 RY)y
+8r%a — 64 R'a — 16 R*r*2" + . ..
+(—228 R--- + 360 R%a® + 648 R*ar*)z*y
+9 R%* — 6 R%a% + + R*a® — 54 R%a*r* + 54 R%r*a?
+18 Ra*r? + 6 R*r2a® — 54 R*a*r* + 54 R*a*r®
+6 R*r%a’ — 2 R%a®r? + 18 R?*rSa* — 54 R*r8a”* = 0,
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et son degré est 8.
Pourr=1et R=2,a=4,ona:

Bi(u,v) =

Bao(u,v) =

B 2vu8+--~+(\/§u2—\/§)(—10+3 ut+8u?—11 u3+6 u*—2 v—vu—vud+2 vu4)\/ 1—u24utT

B 2vu8+---7(u2\/§f\/§)(710+3 u+8u2—11 u3+6 ut—2 v—vu—vud+2 vu4)\/ 1—u24utT

2 (2ut—ud—u—2)(ut—ud—u2+u+1)

—u(—lO u6+~--+\/§(—10+3 u+8u?—11u34+6 u*—2 v—vu—vud+2 vu4>\/ 1—u2+u4)
2 2ut—ud—u—2)(ut—ud —u24ut1)

v

2 (2ut—ud—u—2)(ut—u3—u?+u+1)

—u(—lO u6+v--—\/§(—10+3 u+8u2—11ul+6 u*—2 v—vu—vu3+2 vu4)\/1—u2+u4)
2 (2ut—ud—u—2)(ut—u3—u2+u+1)

v

et I’équation implicite est alors donnée par :

b(x,y,2)

= 24336 + 213264 2> 4+ 127296 = + 127296 z — 127296 y
+3762 2% + 177192 22 — 484560 zy + 484560 22
—9504 y* — 484560 yz + 242280 2* + 99153 2*
+51264 9% — 1080 zz” + 792 z22% — 603 z*2?
+432 %23 — 252 2°2°% + 144 4522 + 72 27w + 288 230
+72 241 — 288 251 4 216 2%y — 7227y + 2124 4%2°
+2232 325 + 612 2%2° 4+ 1620 y*z* + 126 2°22
—288 225 — 6336 ya® + 6336 y'2® — 24084 y2®
1386208 2%y? — 54756 y2x* — 5760 z*y>
+46980 z'y% + 4032 y°x? + 2016 25z
—396612 23y + 7344 2225 — 3672 2%y*
—54054 222" + 6624 y32t + 3456 2%y° — 9648 23z
124084 z2° + 1152 2°y* + 3024 2°2? — 40896 3> x>
—36000 2323 + 5616 y'z? + 28620 2 2% + 220321«
+22572 2°x + 22032 z° — 37440 23> — 22572 2%y
—123696 za* + 4608 iz + 40 2223 + 135360 2322
—80640 2%y + 198720 2%y + 123948 ya® — 123948 2z
1334638 2%2% + 639792 2%z — 409968 yx? + 409968 22>
+269568 y% + 6336 225 — 4032 y22® — 5040 212®
—2304 yS2 — 2304 2° + 5184 259y* — 131328 3°2>
1128880 z*x — 128880 z*y + 349344 y*2* — 66240 y'x
+20808 21> + 269568 zy* — 639792 2%y + 9 2% + 18000 z°
—12096 2’y — 161280 zy*x — 406080 z2yx? — 2016 z2y323
+25776 2° — 2016 25y + 20808 >z + 396612 23z
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+1260 2* y:zc + 1008 Zy5x2 + 1908 2y a? 1008 2ya?
—756 2°yx? — 576 2%z + 288 23 — 1440 2*

+1296 z5y2x + 1584 zy4x3 + 1080 22 442

—2592 2312 0% + 864 2*y°x — 504 2Syx — 112320 2%z
4402048 zy2x2 + 596160 2%y%x + 772416 2y x

+3456 2%yt z — 16128 zy223 — 25920 zy?x* — 1008 zy°2°
—1836 2%yz® + 1656 zy>z* — 3240 z2y2x4 + —1584 zya"
+156960 3 + 144 y® + 288 27 — 4320 2" 4 2412 23ya!
—135036 y* — 16560 23 — 102663 z* — 8496 3/°

+324 2% + 13320 2° + 218880 zya® — 112860 2*yx
—669276 zyx® — 515520 2Pyx — 1279584 zyx

—66240 zy* + 123696 ya* + 30528 2%y%2* + 108000 2%y
—14688 zyx — 115776 zy3x2 + 172368 2%y?2*

+187920 23y%x — 1189836 22yx + 28944 2%yz*

—12096 z*y*2® + 20160 2*ya® + 8640 zy*x?

—31104 2%y*2* — 15120 z*ya? 4 6912 z°x

—23040 23y3x + 25920 2y%x 4+ 108108 zyx*

—31104 zy%2® — 114480 23yx? + 7344 zy*x + 108027y = 0.

3. Plan et Cylindre parabolique

Soient
u?—64 b2
64 b2u S
S(u,v) = (“2*6‘“’2)2 et P(s,t)= | s+a+t |,
s0asphe . T €
t
(Y

la PN-paramétrisation d’'un cylindre parabolique et la paramétrisation d’un
plan. La norme du vecteur normal

1 (u?+640%)°
1024 bud

est rationnelle, donc la paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue
par application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est
rationnelle, et est donnée par :

|0.S x 9,S|| =

€ R(u,v)

40960 b*ut—uB+---—1048576 u2b®+2048 v/3vb3ub
4096 u2b3 (4096 b* 41024 b3u+128 b2u2—16 bud+u?)

B, (u,v) = | 8192b'u!+u’+-—1048576 v/3b uv—16384 v/3bu'w
’ 2048 u2b3(4096 b1+1024 b3u+128 b2u2—16 buP+u?)

()
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40960 b*u* —u®4---+8388608 v/3ub"u? —2048 \/3vb>u’
4096 u2b° (4096 b*+1024 b3>u+128 b2u?—16 bud+u?)

By (u,v) = | 8192bu’+u’+-+1048576 V3P v+16384 /3bu v
’ 2048 u2b3(4096 b*+1024 b3u+128 b2uZ —16 bud+u?)

()

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de 'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(w,y,2) = 9a*—27c*+96b%a" + 432bc* — 2048 b*2°® — 512 b%°
+256 b*a® 4 256 b* 2% — 1728 b?c* + 288 b?a?c?
—144 bea® + 6144 b*ax® + 1536 b*z%y* + 1536 b 2?24
—6144 b*a°y + 6144 b*a 2 — 6144 b*aty? — 2048 b*ady?
—4096 b*x32 + 1536 b xy® 4 1536 b'y°2 — 1536 b*y2°
—2048 b3 2% — 768 byt 2* 4+ 3072 b*y%2* + 1536 b*x 2P
—30720b%x 2% + 2304 b3a*c® — 768 b*atc® — 768 bPa’c
+ -+ (4608 b?a + 3072 b*c® — 10752 b%c — 960 b?
+18432b%ac — 6144 b%a?)ylz 4+ - - + (15361 +
1536 b*a + 1536 b*c)y® + (—3072 b ac?
+384 b%a — 3072 b%ac + 5120 b*a®)2* = 0,

et son degré est 6.

Pour a =4 et b= —2, ¢ =1, nous avons :

[ uS4/3ub+160 u”+-+1073741824 /3u—4294967296 +/3+4294967296
32768 u2 (u 432 uP+512 u?—8192 u+65536)

B, (u,v) = | —*+16v/3u"—16 u"++268435456 v/3u+268435456 u—4294967296
’ 16384 w2 (u*+32 u3+512 u2—8192 u+65536)

()

u®—/3uB+160 u”+---+2684354560 u+4294967296+4294967296 /3
32768 u2 (ut+32 u3+512 u2—8192 u+65536)

B (u,v) = | —u=16v3u’—16u"++268435456 /3u+268435456 u—4294967296
’ 16384 u? (ut+32 u3+512 u>—8192 u+65536)

()

et I’équation implicite est alors donnée par :

b(x,y,2) = —327682°% — 98304 2°y + 98304 2°2 — 98304 x*y/?
1498304 xtyz — 49152 x*2? — 32768 x3y> — 98304 23y*~
+196608 23y2* — 65536 232 + 24576 2%y* — 98304 2%y> 2
+147456 2%y%2* — 98304 2%y2> + 24576 22 2*
+24576 x1° — 24576 2y* 2 — 98304 21> 22
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+196608 2y%2> — 122880 xyz* + 24576 22°

—81929° + 24576 y°2 — 12288 12?2 — 32768 323
+49152 4% 2* — 24576 y2° + - - - + 4328046 1/

—20624850 iz + 14015337 2% + 20699976 = — 13727538 3/
+20699976 z + 12459733 = 0

4. Plan et Cylindre hyperbolique Soient

o 14u?
(1) ;
Si(u,v) =1 9 1?”»;2 et P(s,t)=| s+a+t |,
t
(%

les paramétrisations respectives d’un cylindre hyperbolique et d’un plan. La
norme du vecteur normal de S

d2 2d2 2 d2 4 4 27,2
\/ + uU* + u2 +4ciu gZR(u,v)
(=1 +2)

n’est pas rationnelle et S n’est pas une PN-surface. La paramétrisation de la
médiatrice algébrique obtenue par application de l'algorithme 4 aux paramé-
trisations S(u, v) et P(s,t) n’est, donc, pas rationnelle algébrique et est donnée
par :

18,8 x 3,8 = 2

—u'd?act-—Ry/3(d+ud)Vd?+2 d>u?+d>u+4 c2u?
2(—14u?)(cu—du?—d)(d?u*—2 dudc+4 c2u? 42 d?u?—2 dcu+d?)

B, (u’ 1}) _ u(d2u4ac+~~~+¢:\/§R\/d2+2 d?u?+d?ut4-4 02u2)

(—1+u?)(cu—du?—d)(d?ut—2 dudc+4 Pu+2 d?>u?—2 deu+d?)

()

—u'd?act--+dRv3(u?+1)Vd2+2 d2u+d?u+4 c2u>
2(—14u?)(cu—du?—d)(d?u*—2 dudc+4 c?u? 42 d?u?—2 dcu—+d?)
B(u,v) = —u(—d2u4ac-~-+cRﬁ\/d2+2 d?u+dPut+4 cQuQ)
(—1+u?)(cu—du?—d)(d?u*—2 dudc+4 2u?+2 d?u? —2 deu+d?)

()

avec
R = (cu—du2—d) (—v—a—c+vu2+2ud+u2a—cu2).

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(z,y,2) = 905969664 c*a* — 301989888 a*c? 4 38654705664 a*
—393216 a’c* — 3538944 a*c* — 3538944 ®a?
—4608 c®a* + 347892350976 ¢* + 2717908992
+(—=73728 ¢* + 132 c*a® — 9437184 ¢* — 2415919104) +
4 (14336 ¢* + 64 " — 524288) 2%
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+ (—32 4 8192¢% + 1835008) 2395 + (=8¢t — 524288
—4096 ¢*) 2"y + (—100663296 + 6 ¢® + 28 c*a® + 1536 ¢*
+14336 c*a® — 393216 ¢* + - - - + 72 c%a + 16 *a®
+3221225472 a® + 73728 Pa — 154618822656

+43008 ¢*a® — 1310720 a® + 42467328 ¢*a — 1024 ¢*a’,
+96 ®a*)y® = 0

et son degré est 8.

Pour a =4 et d=1, ¢c =1, nous avons :

B, (u,v) = (vt RYB /(60 ) Y

BQ(U,, 2}) — <_UU6—5u6+u5—|—"'+\/§R /(1+6u2+u4))u

avec

[ uB+vuB 411 u 4 VB2 +1) R/ (146 u+ut)+ |
2 (—1+u?)(u?—u+1)(u* -2 ud4+-6 u?—2u+1)

(vt—ud+u—1)(u*—2ud+6 u>—2u+1)

()

[ vud4ud+11 "+ —/Bu2+1)Ry/ (146 u2+u?) |
2 (—1+uw?)(u2—u+1)(u* -2 ud4+6 u?—2 u+1)

(vt—ud+u—1)(u*—2ud+6 u>—2 u+1)

()

R:(—5—|—7u—4u2—u3+3u4—v+vu—vu3+vu4),

et I’équation implicite est alors donnée par :

b(x,y,z) =

5. Plan et Sphere

144400 + 58128 zy2* — 18688 23y~ — 8256 a3y? 2>
+17600 2*yz® — 6720 2%y 2 — 34944 x*y32* — 1400 zy2°
—8544 2°yz — 41280 2ty 2 + 699200  — 699200 ¥
+699200 2z — 2144 zy*2® — 1600 zy>2* + 3120 xy*2°
—2580 2%yz° + 320 2%z 4 1632 29°2* — 840 2*y* 22
—20912 22323 + - - - 4 80448 22y% 2% — 51600 %yz*
+13056 zy° 2 — 25728 zy* 2% — 25600 x> 23

+62400 xy?2* = 0.

Soient
2 e s
S(u,v) = | 2775051 | et P(s,t)= | t+s+a |,
r(u+v2-1) t

w2 +v2+1
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les paramétrisations respectives d’une sphere et d’un plan. La norme du vecteur
normal de la surface S
2

S X 0,S|| =4 ————— € R(u,v

108 x 81 =4 g € B )
est rationnelle, donc la paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue
par application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est
rationnelle, et est donnée par :

u(—3u2r—3vzr—3r—u2a—2ua+~-~+u2\/?:a+\/§v2a+\/§a)
ut—2ud+2 u2+2v2u2 2 vu+4 vut+2 u—2 uv+1+2 v2 -2 v+vt+2v3
Bl(u,v) — B v(73u2r—3v2r73r7u2a72ua+~«+\/31)27'+u2\/§a+\/§v2a+\/§a)
ut—2u3+2u24+2 v2u2+2 vul+4 vu+2 u—2 uv?+1+2v2 -2 v+vi+2 03

. —a+3r—2uv?a—2uv2a—2va+2ula+-+v3vta+v3rvt—v/3a+3r
L 2(u*—2u342u? 42 v2u+2 vu?+4 vut+2 u—2 uv?+14+2 v2 -2 v+ v 42 v3)

u<3 wir+3v3r+3r+ua+2 ua—a—|—-~-—|—\/§v2r—|—u2 \/ga—l—\/gvza—&—\/ga)
ut—2ud4+2 u2 2 v2u2+2 vul+4 vut+2 u—2 uv2+1+2v2 -2 v+vt4-2 03
B2 (u U) _ U(S wW2r+3v2r+3r+ula+2 uva—a+--+v3v2r+u? \/?:a—&—\/nga—i—\/ga)
7 ut—2 u3+2 u2+2 v2u2+2 vul+4 vu+2 u—2 w2 +14+2 v2 -2 v+vi4+2 03

a—3r+2uw?a+2uv?a+2va—2ua+ ~-~—|—\/§v4a+\/§m4—\/§a+ V3r
L 2 (u*—2ul+2u?+2 v2u? 42 vul+4 vut2 u—2 uv? + 142 v2 -2 v+v*+2v3) |

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(z,y,2) = —122%y%2% — 122%2% — 122%% — 42%2* — 42%y* — 42°
+24722%y? 4+ 24722t + 24?222 — 8y — 82223y
+8232% — 8ay® — 820y + 82°2 + 24 ayza®
+ (—12 r? 412 a2> yze? + 8ax® + (—12 a® +12 7’2> 22
+ (—12 r? 412 a2) yr® + (6 a’r? —9rt — a4) z?
+ (12 ar? — 4a3) zx? + (4 a® —12 a'rQ) yr? + 8az’x?
-8 ay3x2 + (12 ar® — 4a3) 3 =0,

et son degré est 6.

Pour a = 4 et r = 3, les deux composantes de la paramétrisation sont données
par :

u(\/§u2+\/§v2+6 \/gu—ﬁ V3v+5u24+50247 \/§+8u—8 U+l3)

w42 v2u2+vd 42 ud -2 ulv+2 v2u—2 V342 u+4 vut+2v2 —2u+2v+1

B (u,v) = v(VBu2+v/302+6 VBu—6 v3v+5u+5v2+7 V348 u—8 v+13)

’ ud+2v2u2+vt42 ud -2 u2v+2v2u—2v3+2 u2+4 vut+2 v2—2u+2v+1

_ V/But42V3u?0?4v/3u 46 v3uP —- 46 V3u+8u? +8v2 —7V3-8u+8v—13
2(ut42v2u+vt+2ud -2 u2v+2v2u—2v34+2 u2 +4 vu+2 v2 -2 u+2 v+1)

u(v/3u? 4302 +6 V3u—6 /3u—5u?—5 v2+7 V3-8 u+8v—13)
T w2022+t 12 ul —2 u2v+2 v2u—2v3 2 ul+4 vut+2 02 —2u+2 v+1
B, (u,v) = v(VBu? 430246 vBu—6 Bu—5 u2—5v2+7 /3-8 u+8v—13)
’ T w202l 4ot 2wl 2 wv+2 v2u—2 32 ul+ A vut2 v2—2u+2 v+1

V3ut+2v3u?v? +v3v4+6 v3uS— --+6 V3v—8u?—8v2—73+8u—8v+13
2(ut42v2u+vi+2ud —2u2v+2v2u—2v3+ 2u+ 4dvut2v2—2u+2v+1)
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FIGURE 3.7 — La médiatrice algébrique (bleue) d’une spheére et d'un plan sécants,
en couleur .

Le graphique correspondant est préenté a la figure 3.7 et I’équation implicite
est alors donnée par :

b(w,y,z) = —121 — 84wz — 1762y + 216 2> + 176 2 + 216 2* + 216 ¢/*
+176 2 — 124227 — 122%2% —122%y% — 4 2* — 4y — 42!
+322% + 84wy + 96 w2y + 84yz — S8yPz — 823y + 8x2?
—8ay® +322° —32¢y° — 823y + 8232 = 0.

6. Plan et Ellipsoide

Soient
2r1u
u?4v24+1 s
2719 v
S(u,v) = il et P(s,t)=|t+s+a |,
T3 (u2+v2—1) 2
uZ+v24+1

les paramétrisations respectives d’un ellipsoide et d'un plan. Pour cette para-
métrisation, la norme du vecteur normal de 'ellipsoide S

4 \/((u2 + 02 —1)% 12 4 402732 (u2 + %)2) ri2+4 (v2 - %)2r32u2r22
1048 x 98| =

(1+u?+ v2)3

n’est pas rationnelle. Mais comme S est une PN-surface et que le processus
du calcul de sa PN-paramétrisation dans le cas général (c-a-d pour quelconque
r1, 12 et r3) de lellipsoide (voir [91]) est tres long et un peu difficile, nous
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étudions qu'un cas de valeur numérique de ry, ry et r3. Ainsi, pour r; =
1, ry= i, r3 = 2, la PN-paramétrisation est donnée par :

50176 v*— 774144 u?v* 4336 u>+--+1835008 u?v® —34944 uv2+3136
50176 v2428672 u?v4+---41835008 u2v5+65408 u2v2+3136

~ —896 (2048 u?v* ~160 u?v?—3 u? —448 v>—56 ) uv
50176 v2+28672 u2vi+--+13312 w03+ 1835008 uZv5+65408 1202 +3136
—896 (2048 u?v* ~160 u?v?—3 u+448 v? 456 ) uv?
L 50176 v2+28672 u2vi+-+13312 u o3+ 1835008 u2v0+ 65408 uZv2+3136

et la norme du vecteur normal correspondant

802816 uv? (9 ut + 13312 uv? + - - - + 1835008 u2v°)”
(50176 v2 + 28672 u2vt + - - - + 65408 uv? + 3136)°

10.S x 0,8| = R(u,v)

est rationnelle. Par application de I'algorithme 4 aux paramétrisations S(u, v)
et P(s,t), pour a = 4, la paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue
est donnée par :

[ u(36ut+72v%u24+36 v+ (9 024+ 7+9 u?) V16 ut+32v2u? —28 uZ—31 v2+ 16416 v?)

2(14+u2+v2) (4 u2+v?2)
B (u,v) = (36 ut+72v%u2 4~ 28+ (9024749 u? ) V16 vt +32v7u2—28 u? —31 v2+ 16+ 16 v¥)
WY, = 4(14+u2+v2) (4 u2+v?2)
—(—14u?+0?) (144 ut 4 —4 (902 4+ 749 u?) V16 uT+32 v2u? —28 u>—31 v2+16+16 v7)
L 4(1+uZ402) (4 u2+0v?)
[—u(—36u*—7202u?——36 v+ (9 02+ 7+9u?) V16 ul+32v2u?—28 u?—31 02 +16+16 v7)
2 (1+u?+v?) (4 u2+v?)
B _ | —v(=86ut—7202u%— 428+ (902 +7+9u? ) V16 ut+320%u2 —28 uZ—31 v2+16+16 v7)
2(“7”) -

4(14u2+v2) (4 u?4v?2)

)

)

(—1+u?40?) (~144ut 44 (902 +7+9u?) V16 ul+32 v2u? —28u2—31 v2+16+16 v7)
4(14+u2+v2) (4 u2+0?)

Tandis que la paramétrisation de la méme médiatrice algébrique obtenue par

application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t), pour

a = 4, est donnée par :

9834496+2107392 u2+169344 u*+--- 424192 u"v> —80564191232 v8u
(50176 v2+28672 uZv4+---+65408 u2v2+3136) (9 ut+13312 udvt 4. +200704 v4+3136)

—448 (—175616—28224 u?—1512u*—4214784 v2 4. 428224 u5v2)uv
(50176 v2+28672 u2vi4---+3136) (9 ut+13312 utvi4---+200704 v14-3136)

Bi(u,v) =

896 (25769803776 w012 -6039797760 uSv10 +...4+12644352 v2+526848)uv2
L (50176 v24-28672 uZvi4-- 465408 u2v24+3136)(9 ul+13312 utvi4-- 4200704 v14-3136)

295034884-6322176 u2+508032 ut+--- 424192 u v2 —80564191232 v8u
(50176 v2+28672 u2v*+---+65408 u2v2+3136) (9 ut+13312 utvi+---+200704 v3+3136)

—448 (—526848—84672 u?—4536 u* —12644352 v2+---—28224 u51)2)m)
(50176 v2+28672 u2v3+---+65408 u2v2+3136) (9 ut+13312 utvt+---4+200704 v4 +3136)

Bo(u,v) =

—896 (42949672960 u%v12-10066329600 uSv10+... 421073920 v2+878080>uv2
L (50176 v24-28672 uZvi4-- 465408 u2v24+3136)(9 u?+13312 utvi4-- 4200704 v14+-3136)

L’ équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
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D’UNE SURFACE QUADRIQUE OU D’'UN TORE

FIGURE 3.8 — La surface médiatrice géométrique d'un plan et d’un ellipsoide

deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) =

112896 22 + 4010496 21%? + 3327744 21022
+42154240 2%y* — 45253120 28y% 2>
122886656 252 + 118865920 25¢/° — 214718720 25¢* 22
+138228224 25221 — 22773760 :c6z6
+143523840 218 — 354816000 z:1y5 2>
1332052736 'y 2* — 138280960 2*7? 2"
126214400 2% 2% + 79691776 22y*°
—263127040 x2y®2? + 340967424 x2y°2*
—208240640 z2y*2° + 52428800 xy?28

+ .-+ 190562604750 2%2* — 29680680960 3 ~
+155539440000 y2 2> + 3544416225 z*
+5401015200 z%y* — 96374364975 2% 2>
+2057529600 y* — 75999999600 v% 2>
121266497350 2%z 4+ 16203045600 3?2 = 0,

et son degré est 12.

7. Plan et Paraboloide elliptique

189
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Soient
i u(l—vz)
(=) (1) s
2
S(u,v) = 2(1,u12}75&(1+02) et P(s,t)=|t+a |,
w2re?2 —2u2ry2v + +r3r1 2py 2y tyt t
L 722 (— 1"‘“) (U'H) (1+v )2 i

respectivement la PN-paramétrisation d’un parabolo'ide elliptique et la para-
métrisation d’un plan. La norme du vecteur normal de la surface S

2u (1 +u?)?
12 (14w (u+1) 2 (1+02)
est rationnelle. La paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue par

application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est donc
rationnelle, et pour r; = 2, ro = 3, r3 = —4, a = 3, elle est donnée par :

18,8 x 8,8| = € R(u, v)
T

(513—3010 w2v24-3010 utv2+--- 4504 v/ 208ub+16 \/§u7u)u
36(utvt—2ulvitovi+2utv?—4 uv2+2 02 +ut —2u+1) (vt 2 utv? 4 4202 41)

Bi(u,v) = —(—254+42245 u20?+2245 u?v! 44252 V2u0 4756 /202 4756 v/2v uw
’ 9(utvt—2uvi+vi+2utv?—4ulv?+2 02 +ut —2u2+1) (utvt+2 utv2 4+ +20241)

—(396—4032 u?v? —7164 u2v*+4912 u* v 4 +8 udvv/2+24 udv3 /2424 uBv®/2)
36(utvt—2 ulvi+vi+2utv?—4utv2+2 v2+ut —2u?+1) (utvt+2 utv - +2 02 4+1)

—(=513+3010 u2v2—3010 uv? 44504 V20 ub+16 V20w )u
36(utvt—2 ulvi+vi+2utv? —4 uv?+2 02 +ut -2 u?+1) (utot+2 utv 4+ +20241)

Bs(u,v) = (254-2245 u?v2 2245 w204 4+252 V/2u®+756 /202 +756 v/2v Juw
’ 9(utvt—2uvi+vi+2utv?—4uv2+2 02 +ut —2u2+1) (utvt+2 utv 4 +20241)

—396+4032 u?v?4+7164 uv* —4912 utv? 4+ 8 ulvv2+24 103 V2424 u30®V2
36(utvt—2uvi+ovi+2utv?2—4uv24+2 02 +ut —2u2+1) (utvt+2 utv2 4 +20v241)

L’ équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) = —122088898406250 z 4 147190637531250 y
—60746220429500 zy* — 19807532904000 2%y
+30072130984000 2%y 4 41237005517200 1°2>
—1039571954000 z2* + 35667677199200 2%2>
—171493695219500 2%y* + 106079176641400 21>
+229275543306800 2>y — 30096725616960 2322
+ -+ 4 3297862750464 y°x? 4 452709077760 2522
+115557580800 21y/® — 617883697152 4" 2>
—1244152037376 3y°2* + 37139668992 /52>
+ .- — 102711877632 y? — 2314137600 2°
—42328508632450 y* — 82083941363800 z*
+18497254899960 ° + 50638830096600 2°
+4541681664 ' + 671846400 2'° + 50336658984375 = 0

et son degré est 10.
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8. Plan et Paraboloide hyperbolique

Soient
[ u(—1+v2) )
r12(—14u?)(1+v?) s
S(u,v) = T22(_112u;‘;)(1+02) et P(s,t)=1| s+a
u?re? —2u?ro2v 4 Fryr; 2ro2utet 13
L (= 14u) (k1) (1402) g

respectivement la PN-paramétrisation d’un paraboloide hyperbolique et la pa-

ramétrisation d’un plan. La norme du vecteur normal de S
2u (1 +u?)?

2 (=1 +u)" (u+1)" 12 (1 + 0v?)

est rationnelle, donc la paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue

par application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est
rationnelle, et pour r; = 2, o, =3, r3 = —1, : a = 3, elle est donnée par :

10,8 x 9,8 = € R(u,v)

(—9—216 u+86 u2v2—86 u2vt—--49 u3\/§v6—8 u3 \/§v+8 u3 \/§v5)u
36(—1+u?)(1+v?) (utvi+2 utv2+ut+8 u2v3 —8 u2v+vi+2v2+1)

B1 (u U) — (74+216 u—68 u2v?+18 ulvt — - +9uV/20*+8 udv/2v+8 u3\/§v3)uv
’ 18(—1+u?)(14+v?) (u*v*+2 utv2+ut+8 uv3 —8 ulv+vi+2v2+41)

724216 u—576 u?v? =864 uZv +---+108 uB /2108 v8v/2—24 u3 /203
72(vttutvi4-+14+ut —2u?) (vt 2 utol+ut 48 uv3 —8 ulv+vi+2v241)

(9+216 u—86 u2v2+86 u2vi4-+9u3v/205 -8 udv/20+8 uSﬂvs)u
T 36(—14u?) (1+02) (urvt 2wt Fud+8 uZvd —8 uZvf v+ 2 v2+1)

B2(u U) — (4—216u+68u2v2—18u2v4+~--+9u3\/§v4+8u3\/§v+8u3\/§v3)uv
’ T 18(—14u?) (140?) (wrviF 2wt Fut 8 uZvd —8 ulvtvi42 v +1)

—72—216 u+576 u?v>4+-864 u?v* —---4+108 uB+v/2—108 v8v/2—-24 u3 /20>
72(vitutvit+14ut—2u2) (utvt 42 utv? +ut+8 u2v3 —8 ulv+vi+2v2+1)

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de 'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) = —197057252840175 — 702325983414510 x
1+126212047781820 z + 702325983414510 y
—5708532151426 4* + 467618334595464 1
1343236212238192 22 + 339304362489560 222
—2548813143723912 xy? + 307308240353764 2>
—2597250534133580 3222 4 1281948563653472 y2°
+1111479700000696 zy° — 343236212238192 2y
+2605152931208256 2%y — 71838593523112 z*
—523958122079808 ° + - - - + 5711367168 2°
1375857750016 xy® + 33054842880 ¢/°
+11018280960 zy° + 671846400 *°
+1667719839744 1%z 4 2970684730368 1”22
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1587247501312 xy*2* 4 30890336256 1 2*

+ -+ + 143535244944000 232 + 137853779037936 22«
+127269087303176 z22* + 155133329286312 z'y
+2740434943896 zy* — 139793550566436 z1y? = 0

et son degré est 10.

9. Plan et Cone circulaire

Soient
Tl’u(l—UQ)
v241 §
S(u,v) = 9 rivu et P(s,t)=| s+a+t
v24+1
t
u

respectivement les paramétrisations d’un cone circulaire et du plan. La norme
du vecteur normal de S

2
19,8 x 9,8 = 2rvritlu g [\/m? n 1} (u,v)

v2 41

est rationnelle mais a coefficients dans le corps Q [\/ %+ 11. La paramétrisa-
tion de la médiatrice algébrique obtenue par application de I'algorithme 4 aux
paramétrisations S(u, v) et P(s,t) est, donc, rationnelle et a coefficients dans

le Q@ [\/7’12 + 1}, elle est donnée par :

—T74r1202u+-+36 r12uv5+(3 r12v2u+--+6 ri2uv—>6 r12uv5) r241
2(—2v2+4r1v24+20v+r1+2)

B (U, ’U) _ 7(76v4a+---+97‘1'L)4u)v\/7’2+17(72r12v2u+---736r12uv3)v
1A —2v24r1v24+2v+r1+2
—22r12v2u+4u+~~-+18v4r14u+<—9T12v2u+~~-—67"12uv+6r12uv5)m
2(=2v2+4r1v24+2v+r1+2)

A 2 T2 r12uv3—36r12uv5+<—3r12v2u+"‘+6 r12uy5)m
2(—2v2+r1v24+2v+r1+2)

B (U ’U) _ (—6U4a+“'+9T1v4u)vm+(—72r12v2u+-~+36r12uv3)v
2\ 20247102 +2 v+ +2
—22r12v2u+4u+~-~+18v4r14u+(9r12v2u+...+6rl2m}_6rlzuv5) ol
2(—2v2+4riv242v+r1+2)

L’ équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) = 18r%2%2% — 187 %y*2? +a* + 2a*r® + a'r?
+(—240%r% = 120% — 12a%1,") 2y

+ (12 alrit +24a*r% 4+ 12 a2) Tz +
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—24a%r% — 124 — 12a2r14) yz — (12a7’12 + 12(17’14) yx2
(12 ari® + 12 ar ) ny + (12 ar? + 12 ar14) y2z

( 12a — 12 ar; ) yz2 + (12 ar? + 12 ar14) %z

(12ar1 + 12&) 2+ (67’1 + 12) x2y?

(47> +8—dr)ay’ + (4r° + 8 —4n*) ¢z

(47“1 +8—4r 4) 73y

(47“1 -8 — 47"12> 3z

(47’1 —4+ 87"14) yz® + (—8 rmt—4r®+ 4) r2°

( 24ar* —24a — 48 ar12> yrz + (—12 r? — 12 7“14) ya’z
(12 ri-+12r ) nyz + (—12 2 — 12) :Uy22

(

(

(

(

(-

4a® +8a®r? +4a’r*

)x—l— (—8@7‘14 —4ar12+4a) 23
40> +8a’r* +4a 7“14)2+ (—4a3T14—4a3—8a37‘12)y

6a’r® + 6.a’r; )x2+<6a2r12+6a2r14) 2

+ + + + + + + + + + + + +7

6a® + 6 a’ry )22+ (8@—4@7’14—1—4@7"12) y3
47,2 +4+r14)y4+(—4ar12+4a7‘14—8a>m3
+(=ar? +44mt) a2t + (14+4n" —4n?) 2 =0,

et son degré est 4.

Bi(u,v) =

Ba(u,v) =

Pour ry =2 et a=—-3,0n a:
45uv8 —135uv® +3v° V15u+45uvt 4 —54v3 48402 +27v—9/15v+78—18 V15
2(v+2)
(45uv47135uv3+3\/15uv3+---+27v37162v2+18\/15v2727v+9\/15v778+18\/15>v
o v+2
45uv8 —135uv+3v° V1bu+-+18vV15v° 4361502 —240v% —27v+9/15v—784+1815
L v+2
[ —45uv84135uv® 4305 V15u—45uvt 4 +135v* +540° —84v2 —9v/150—27v—78—18+/15
2(v+2)
(—45 wv?+135 uv3+3 V15uv3 44162 v2+18 V1502 4+9 /150427 v+78+18 \/15)'0
v+2
_ —45uv84135uv5 4305 v/15u -4+ 18v1503 4+ 361502424002 +9v/15v+27v+-784+18v/15
v+2

et 1’équatior; implicite est alors donnée par

b(z,y,2) = 4da* —402%y + 40 2°2 + 108 2°y* — 240 2%y

—722%2% — 40 2y® + 240 vy*z — 60 xy2? — 140 22°
+ayt — 40932 — 72422 + 140y + 49 24

—720 3% + 1800 zyz — 180 22% 4+ 1209°® — 720 %2
—1202% + 720 2%y — 720 2%z + 180 y2* + 420 2
+1080 22 — 2700 zy + 2700 2z + 1080 y* — 2700 y=
1270 2% — 2700 2 + 2700y — 2700 z + 2025 = 0.
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10. Plan et cone elliptique

Soient
riu(1—v?
1 v(2+1 ) 5
S(u,v) = 2 I ,r1#ry et P(s;t)=1| s+a+t
U t

respectivement les paramétrisations d’un cone elliptique et d’un plan. La norme
du vecteur normal de S

2u\/<(02 + 1) + 402) 2412 (v —1)° (v+1)°
(v? +1)°

|0.S x 0,S|| =

n’est pas rationnelle et S n’est pas une PN-surface. La paramétrisation de la
médiatrice algébrique obtenue par application de l'algorithme 4 aux paramé-
trisations S(u,v) et P(s,t) n’est, donc, pas rationnelle et est donnée :

(76 v10r22\/§§a+---76 \/grgza)R718 vr2r92u+-49r108r93a
(v2+1)(—2r2v2+virira+2riv+2ra+rire)

B (U ’U) _ —41}(3'I’12\/§T2a+-.-+18y4r12r2\/§a)R_2U(_ISv97,13742u+m+9T13v10r22a)
1\, (W2+D)(—2r2v2+vrire 2 rivt2ratrirs)

(—18 vir12r92v/3u—-4+37r12r22v/3a+3 r13r22\/§u)R+-~~+18 r12rotuv
— 219024 v2r1re+2r1v+2rotriTe

(6U10T22\/3a+~--+6\/§r22a)R—18U11T12T22u—-~~+9r1v87"23a
(v2+1)(—=2r2vi+virira+2riv+2ra+r172)
B (u ’U) — 41}(3r12\/§7‘2a+~--+18v4r12r2\/§a)R+2v(18v97‘13r2u—~--—97‘131)107‘22@)
2 (vV2+1)(—272v2+v2rire+2 1 v+2 T2+ 7r1T2)

(18 vir12792y/3u+-—3r12r32v/3a—3 r13r22\/§u)R+--~+18 ri2rotuv
—279v24v3rire+2 1 v+2ratrire

avec

R= \/((v2 +1)% 2 + 41}2> 2412 (v —1)° (v+1)°.
L’équation implicite est alors donnée par

b(z,y,z) = (8 a'rodrt -1+ 16 a7r147~22) -
+ (—44 aSrotr b 4+ 4+ 32 a6r16> )2
+- (—16a7r28r12 44 8a7r18> Y+
(28 aSrotr® 4+ 4+ 32 a6r26) 72
+ (—34 a’ro® 4+ -+ 56 a27“26r14) .6
+ (192 rolrt 4+ 4+ 64 7“16) o
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+ (—88 it 4+ 4+ 32 r127’22) 2320
(56 aAritry? + -+ 8 a3r22r16) x°
—l—(22a rotr ---+7Oa4r28) y
+ ( 8ary®rit + - +20ary%r2 — 8 ar24) y7
+ ( 16 aro* + -+ + 76 a57’16) 23
+ (128a o0 4 o+ 34 a®rytr 16) 28
+2ar% + a8r14 + a87‘28 +2a8r95% + a®ro* + a8
—l—( 50 atri?rot 4+ - 4+ 224ty rlz)z4
(32a rotry© -+ 28a r2) =0.
et son degré est 8.
Si 71 = 79, nous obtenons exactement le résultat du cas Plan-Cone circulaire.
11. Plane et Hyperboloide & une nappe

Soient
[ a(1+u2)(1—v2) 1
(14+2v%)(1-u?) s
S(u,v) = 2137222 et P(s,t)=| s+t+d
cv(1+u2) t
L 2 (I402)(1—u?) |

respectivement les paramétrisation d’un hyperboloide a une nappe et d’un
plan. La norme du vecteur normal de S pour cette paramétrisation

||a S %9 SH . 4\/b202v4+2b202u2v4+b202u4v4+-~~+b202+2b202u2+b202u4+402u2a2(1+u2)
u v - (1+v2)2(—1+u2)3

n’est pas rationnelle. La paramétrisation de la médiatrice algébriqueobtenue
par application de I'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) n’est,
donc, pas rationnelle et est donnée par :

3633 a+--+acy/3bcu? (au4v4bc—|——|—---—2 aquCd) VB22vit 44 2a2u?
2 (audv?ctutv?be+--+audc—utbe) (4 c2a?u?+--+2 cv3b?a—2 cvab?)

Bl(u, U) _ (6 b4u4c3+---+ac\/§(au4v4bc++~-~—2 aquCd) Vh22vi+ 44 c2a2u2)u
(audv?ctu*v?be+--+audc—utbe) (4 c2a?u?+b2c? 442 cvdb?a—2 cvab?)
—v(2a4b3v2+~-~+\/§abu (au vibet—2 auw cd)\/b202 4. —|—402a2u2)
(audv2ctu*v?be+--+audc—utbe) (4 c2a?u?+b2c? 442 cvdb?a—2 cvab?)
3b3c3a—-—+/3bcu?v (au vibe+—2 auv cd)\/b202 d4... 44 c2a2u?
2 (audv2etutvbe+-+audc—utbe) (4 c2a?u?+b2c? 442 cvdb?a—2 cvab?)

B (u U) . —(—6b4u4c3—|—---—|—acxf(au vrbe-- —2auv2cd)\/b202v4+---+462a2u2)u
’ (auv?ctutv?be+--+audc—utbe) (4 c2a?u?+b2c? 442 cv3b?a—2 cvab?)

U(—Qa4b302+~-~+\/§abu2(au4v4bc—|—---—2aquCd)\/62c2v4—|—---—|—402a2u2)
(auv?ctu*v?be+--+audc—utbe) (4 c2a?u?+b2c? 442 cvdb?a—2 cvab?)
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Mais la surface S est une PN-surface, sa PN-paramétrisation pour a =1, b =
2 1 /
%, ¢ = 3 est donnée par
—4—8u—4v—8uv—3v>*+4u>v?
—3—4u—4u?—8v—8uv—v2+4uv?
a . —2—4utv+4ulv+2v?
S(u,v) = —3—4u—4u?2—8v—-8uv—v?+4uv? '
. 4uv®—4v—1+4utdu’®
2 (—3—4u—4u?—8v—8uv—v?+4uv?)

et la norme du vecteur normal correspondant

2 (4u2v? + 8u? + 8u — Suv + 50 + 4v + 6)°

10,8 x 9,S|| = 5
(—3 — du — 4u? — 8v — Buv — v? 4 4u?v?)

€ R(u,v)

est rationnelle. La paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue par
application de I'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t), est, donc
, rationnelle et est donnée par :

—600—4272u—1056v—6528uv—+-+-+128+v/305u’ —64+/30v5u>
4(524+160 u+---+16 utv*)(—3—4 u—4 u? —8 v—8 uv—v?+4 u?v?)

Bi(u,v) = | — 3244103204426 04120 uv++--+128 V3vtub+512 v/3v ub
15 2(52+4160 u+---+16 uv*)(—3—4 u—4 u?—8 v—8 uv—v2+4 u2v?)

_ 6—312u+114v—1896 uv+--4+512 v/3v*u’ 4512 /3v0u°
L 2(524160 ut--+16 u*v?)(—3—4 u—4 u?—8 v—8 uv—v2+4u2v?) |

_60044272u+10560+6528uv+--+128+/3v°u’ —64+/3v5u°
4(524+160 u+--+16 u*v*)(—3—4 u—4 u? -8 v—8 uv—v2+4 u2v?)

Bo(u,v) = —324—1032 u—426 v—120 uv—+---+128 v/3v*ub+512 v/3v5u°
n;E= 2(524160 u+---+16 u*v*)(—3—4 u—4 u?2 -8 v—8 uv—v2+4 u?v?)

—64+312u—114 v+---+512 v/3v*ub+512 /30515
2(524160 u+---+16 utv*)(—3—4 u—4 u2 -8 v—8 uv—v2+4 u?v?)

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) = —17288964 — 79484328 x + 5120 xy”2* + 15360 3° 2>
—5120y72% — 246912 1%2% — 64512¢%23 4+ 15104 ¢82*
—4096 2'92% — 79484328 z — 21504 xy/%2> — 168960 x1® 2>
—79484328 1y — 15930108 2° — 8574336 2" — 9216 y*°
—101472768 x'y?2® — 40960 2127y + 11264 12°?
+315904 21 2%y% + 9984 2% 2 y* + 347904 zy* 2
11294848 1y 22 — 40960 27y 2 — 4096 271 2>
+32768 7 yz* — 10543104 222"y — 1490400 y*
—473616 9% + - - - 4+ 122112 2%y5 — 104448 2*y”
—34816 21y 2 + 30720 21y ° 2 — 7168 1y02?
+2048 25y52 — 4096 2:5¢° 2 — 62584488 zy*
+40861800 xy° + 12498624 23/° — 3081888 zy” = 0,

et son degré est 12.
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12. Plan et Hyperboloide a deux feuilles

Soient
bLeu)
1—u? S
S(u,v) = (1_;‘20)% et P(s,t)=| s+t+a |,
2du(1—v?) t

(1=u?)(1+v?)

respectivement les paramétrisations d'un Hyperboloide a deux nappes et du
plan. La norme du vecteur normal de S

Suv/Ad2utvt + - - + 4b2u2c? + 2d? + 2c2d2u?
(=14 u2)® (1 +v2)?

10,8 % 8,S| =

’

n’est pas rationnelle, mais S est une PN-surface. La PN-paramétrisation pour

_ 1 g1 , i
b=1,c=3,d= 3, est donnée par :

I 312546400 u?v? 4119680 u?v?+--43125 v'54693550 54200500 v'2
—3125+32000 u?v2+---—1280 u*—3125 v164724050 ©v84191500 v 12

~ (200240 v 4+200 v+ —32 v/30uv+32 v30uv® 16 u?+32 u?0? ~ 16 uv?)
S(u,v) = 3125132000 uZ0?+ - — 1280 ul—3125 010 724050 05+ 191500 012

(400u+--—200v/300° ) v (25—30v2+ 250" +16u° — 32002+ 16uv" ) (—1+0")
L —3125+32000 u2vZ+-—1280 ut—3125 v10+724050 v5+ 191500 v12

et la norme du vecteur normal correspondant est donnée par

2

v?(140?)] (71+v2)3| (25—30v2+25 v*+16 u? —32 u?v?+16 u?v* ) (3125+--+447900 v9)

10,5 %, 8]| = (—3125-+---—1280 v/30uv5 41280 v11v/30u—491100 010491100 16 )

est rationnelle. Ainsi pour a = 0, la paramétrisation de la médiatrice algé-
brique obtenue par application de I'algorithme 4 aux paramétrisations S(u, v)
et P(s,t) est rationnelle, et est donnée par :

Bi(u,v) = B (u,v,s1(u,v), t(u,v, s1(u,v))),

Bo(u,v) = B (u,v, sa(u,v), t(u, v, se(u,v)) ),

ou B(u,v,s,t), t(u,v,s), s1(u,v) et so(u,v) ont des tres longues expressions.

L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de 'un des
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deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(x,y,z) =

202500 + 120089088 yz'! + 400003392 y2°

+175468000 y2" — 308563200 yz° — 64620000 y2*
+316859904 4221 4 1178079168 2zy° + 103720500 22>
42326734720 4°27 + 5113967184 y°2° + 1309359168 y*2®
43526164000 3?25 + 5993960976 1 2* + 4114965888 " 2°
+4855385088 723 + 2573777664 y°2% + 947968704 2 2°
+1049304172 3% 2% 4 863943300 y%2* + 648709632 13 2°
+1718686656 %27 + 3500494272 ¢/°2% — 26044416 y*2®
—26770752 2228 — 23156928 22 — 25344 232°

4 -+ 4 72487800 z* + 34065720 4% + 310605504 1'°
+195167616 2'° + 112896 22 4 401477764 2°

—146496 2'° — 2105564 2° + 32626944 22

180568576 y? 4 37686280324%2* = 0,

et son degré est 12. Le graphique correspondant est prsenté a la figure 3.9.

13. Plan et Tore

Soient

S(u,v) =

(r1+r1u2+r277"2u2)(71+v2) T
T (1+0?) s
2 (ri+riut+ra—rou? v et P(s,t)=| s+c+t
(14+u?)(1+v?)
t
27r9u
1+u? -

respectivement les paramétrisations d’un tore et d’un plan.

La norme du vecteur normal de la surface S

|0.S % 0,S|| =

41y (1) 4+ ru? + ro — rou?)
(14 u?)* (1 + v?)

€ R(u,v)

est rationnelle. La paramétrisation de la médiatrice algébrique obtenue par
application de l'algorithme 4 aux paramétrisations S(u,v) et P(s,t) est donc
rationnelle, et est donnée par :

Bi(u,v) =

c+H2r1u? =2 ut3 7+ 4/3ro 3 utvtry
22 utv+1+utvr =2 utvd 442 u2vi4+-2 vt 44 uvd+4 uv)
v(—cfQ riul4 42 \/§u3v27’2—2 uv2\/§r2)
T 2 vt 1+ et —2 ol +2 w20t +2 w44 uvd+4 uw
u(c—r1u2—|—3 rou?4-+u2vtv/3c—2 u2vv/3r; +4 uv? \/g’l"g)
2utv+1+utvt—2utvd 4+ 2wt 2 uvtt+4 w4 w4
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FIGURE 3.9 — Du haut en bas on a respectivement : le plan (en rouge) et Hyperbo-
loide & deux nappes (vert), et leur médiatrice algébrique (bleue).
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c+2ru—2rut3ri+-+V/3raF3utvtry T
22 utv+1+utvr =2 utvd 442 u2vt4-2 vt 44 w3 +4 uv)
BQ(U, v) _ B v(—c—2 riud4-+v/3Butve+2 V3udvZre—2 uv2\/§r2)
2utv+14+utvt -2 utvd+-+2 u2vt 2 uvt+4 uvd+4 uv
u(c—r1u2+3 rou2+-+uviyv/3e—2 uvv/3r +4 ’U/U2\/§’I"2)
L 2vtv+1+utvt—2utvd++2 u2ot 2 uvtH4 uvd+4uv
L’équation implicite de la médiatrice algébrique calculée a partir de I'un des
deux algorithmes 5 et 6 est donnée par :

b(z,y,z) = —64xy’2* —64cyPzt +-- - — 128 cay
+(=720m57r % 4 - + 648 7,") 2
+---+64 cy7 — 125792 + 54 ¢ty — 108 19862
+(64.¢2 — 19275 — 1927?) ° + 256 2%y 22
—192 ¢y?2° — 192 29%2° + 192 2y°2% + 192 cy®2* = 0,
et son degré est 8. Pour ry =3,y =1etc=1ona:

T 13—43Butv+4 V3uPvP 442 V3uPvt —4 VButv? +/3ut?
2(utvt—2 utv3+2 vt +2 utvtut++—2 03420242 v+1)

B (u U) . v(—13—|—4 V3utv+-—2V3u3+2 v/3u+2 \/§u2v2+\/§u4v2)
1% At 20t 2wt L2 utufud4 =203 4202412041
u(7—|—4 V3uZv3—4/3Buv?—...2/3u—-2 \/§u2v2—|—\/§u21)4)
utvt =2 utv3+2 utvi 2 utvtut 4+ + =203 +202+20+1

T 13—4v3u*v+4V3uPvP +- 42 V3uPvt —4/3Butv? +/3ute?
2(utvt =2 utvd 42 utv? 2 utvtut+- 4+ —2 03420242 v41)

. v(—13+4\/§u4v+'~—|—2\/§u3+2\/§u+2\/§u2v2+\/§u4v2)
By(u,v) = | — utvt =2 utv3+2 utv?+2 utotut 4+ 4+ -2 v3+202+2 v+1
u(7+4\/§u20374\/§u1}27m72 \/§u2v2+\/§u2v4)
utvr =2 utv3+2 utvl 2 utotut 4+ 4+ 203420242 0+1
L’ équation implicite est alors donnée par :
b(x,y,2) = 267289 — 49632 2%y + 49632 vz + 49632 27>
+5568 22% + 49632 zy* — 5568 y2% — 99984 zy 2
+16304 2* — 27760 2° — 119944 z — 119944 »
—64 a2t — 256 2°23 — 64272 — 64 xty32
—192 2%y%2 + 192 2%y°2 + 128 2%z + 64 23y 2
138496 zay? — 64127 — 256 2°2° + 119944 y
—128 2y2® — 64 23yz* + 192 2%y25 + 64 xyt2?
—256 239% 2 + 256 %% 22 — 64 xty2® + 192 20y 2>
—6427 — 19212 + 2208 zy'z — 38496 z2%y
—192 2592 + -+ + 256 32° + 64 2"
+256 1°2° 4 304 2*y* + 256 2°y® + 256 2%°
+1607°%2% + 160 2%y® + 64 xy” + 64y 2 + 384 21 2%y
—192 2% 2y + 384 2 2%y — 8322323y — 16304 ¢/
+256 239° 22 — 192 2*2° + 192 2y°22 = 0
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3.4 La paramétrisation de la médiatrice d’un cy-
lindre circulaire et une quadrique non déve-

loppable ou un tore

Dans cette sous-section nous allons procéder au calcul d’une paramétrisation
algébrique de la médiatrice algébrique d’un cylindre circulaire et une surface qua-
drique non développable et de la médiatrice algébrique d'un cylindre circulaire et
un tore.

Soient
2rs
1 522 Sm(u7v)
C(s,t) = T(ll;z) et S(u,v) =1 Sy(u,v)
¢ S, (u,v)

respectivement les paramétrisations d’un cylindre circulaire et d'une surface qua-
drique non développable ou d’un tore.
En appliquant 1’ algorithme 4 aux surfaces C(s,t) et S(u,v), ’équation

G(u,v,s,t) =det(|A,R|) =0

est linéaire en t et quadratique en s. Plus précisement on a :

G(u,v,s,t) = Oy(t) (s> — 1) +O(t) s = 0, (3.15)
ou
Oo(t) = —2a(0,5,0,5, — 0,5, 0,Sy)t —2a(0,5, S, 0,5, — 0uSy Sy 04y
—0uSy S, 045, + 0,5y Sy 04S:),
O1(t) = —2a(—20,8; 0,5, +20,5,0,5)t —2a(20,5; S, 0,5,

—20,5; Sy 0ySy + 20,5, S, 0,5, — 20,5, S, 0,5,).
Dans ce cas, deux configurations possibles pour les surfaces d’entrée, sont a distin-
guer :

1. La surface S est de révolution et partageant le méme axe que le cylindre C.
En parametrisant la surface de revolution comme suit

Au)=2
Au) =~ , A, B € R(u),

1402

B(u)

S(u,v) =

le parametre s peut étre exprimé en fonction v a partir de G(u, v, s,t) = 0,
comme suit :
1—v
14w
1+wv
T1—v

si(v) =

So(v) =

En substituant s par s;(v) et so(v) dans F(u,v,s,t) = 0, nous obtenons le
théoreme suivant :
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Théoréme 3.2. Soit o5(u,v) = ||0,S x 9,S]|.
(a) Les équations résultantes
Fi(u,v,t) = F(u,v,s1(v),t) =0 et Fy(u,v,t) = F(u,v, s2(v),t) =0,
sont quadratiques en t et de discriminants positifs. Ainsi donc, on obtient
quatre composantes B;(u,v),i = 1,...,4, pour la paraméterisation de la
médiatrice algébrique sont obtenues, qui, pourraient contenir de racines
carrées d’une expression positive (provenant de o).
(b) Sios est rationnelle, la paramétrisation de médiatrice B(u,v) est ration-
nelle. Si de plus o5 € Q[d](u,v) alors B; € Q[0)(u,v),i =1,...,4.
Démonstration. En substituant s par s1(v) et sy(v) dans I’équation
F(u,v,s,t) =0,
nous obtenons respectivement :
Fi(u,v,t) = F(u,v,s1(v),t)
= 64 (1 +vH*(r** + (Aw))*v* + 47%0° 4 6 r%0?
+2 (A(w))*v* + 4% + r?
d
+(A(u)*)(2A(u) B(u) JuB (W
24u) (LB ()}t~ 2B () B (u)
u) { 5B (u u) {5 B(u) |7
2 (LB )} tr+ (A @) A )
T B |tr )" 5 u
d d
“2(gea) rat - (fr @) B
+2 dA( )| tB (u) + 2dA( )
—A(u u) +r°—A(u
du du
d 9 d
(2 LA =
(4eA0) )t =0
et

Fy(u,v,t) = F(u,v,s9(v),t
_ 2

)
+ (A ()" (2 A (u)

—2A (u) (ddB (u)> t+2B (u) <ddB (u)> r

B (u) CfLB (u)

u
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9 ((ZLB (u)> b4 (A (u))? CZLT ()

+2 <dCZA(u)> rA (u) — (;ir (u)> (B (u))*

+2 <ddA (u)> tB (u) + r2ddA (u)

u U

d d
—|—A t*)—A (u) = 0.
(fA) A AW
Leur discriminants respectifs par rapport a t sont donnés par :

Ay = 4 (A) =) ((B ()’ + (A (u)?)

Dy = 4 (Aw) 1) (B () + (4 (u)?)

A(u)
et
VAL =2 <1 - AZ )> o(u,v)
VA =2 (1 n Ab) as(u, ),
o o(u, ) = [|0,S x 0,8|| = A (u) /(A" () + (B (u))%,
i thay- Ly

Ainsi donc, on obtient quatre expressions de ¢ en fonction de u et v :

(B' (w)) (A (u) = ) = (A" () B (u) + (=1)" (1 = 3f57) o(u,v)

th(u,v) = Yao) Ji=1,2,
Py = P+ - (4 <u>jli:;>+<—1>l (1+A(u))a<u,v>7i:172.

En substituant successivement (s, t) par (s1(v), t;(u)) et (s2(v), t2(u)) dans
B(u, v, s,t), nous obtenons quatre composantes pour la paramétrisation de la
médiatrice algébrique de C' et S :

Bi(u,v) = B(u,v,s(v),t(u,v)),
By(u,v) = B(u,v,s,(v),t5(u,v))
Bs(u,v) = B(u,v,ss(v),t3(u,v)),
By(u,v) = B(u,v,ss(v),t3(u,v)).
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Si o, est rationnel alors ¢} et ¢?, sont rationnels, et par conséquent les quatre
composantes de la paramétrisation de médiatrice algébrique seront ration-

nelles. Le théoreme est ansi démontré.

Puisque toutes les surfaces quadriques de révolutions et le tore sont des PN-
surfaces, nous obtenons le corollaire suivant qui coincide avec les résultats de

Dutta et Hoffman ([40]).

Corollaire 3. La médiatrice d'un cylindre circulaire et d’une quadrique de

révolution, ou d’un tore partageant le méme axe, est rationnelle.

Exemple 33. Soient

u( —1+v2
(=1+e?)
5 (1?;22) (—1+u22)1§;+vz)
C(s,t) = —5 et S(u,v) = —
1+tSQ (—14u?) (1+02)

les paramétrisations respectives d’un cylindre circulaire et d’un paraboloide
elliptique de révolution (avec sa PN-paramétrisation) de méme axe. Les quatre
composantes de la paramétrisation de leur médiatrice algébrique sont données

—ul4ut+1
(—1—|—u)2(u+1)2

par (voir le graphique correspondant a la figure 3.10) :

Bi(u,v) =

By (u,v) =

Bs(u,v) =

(14w (w022 uF 2 uv +1402)

(11 u2—9)u(—1—|—1}2)
(—14u?)(u2+vu? -2 uv? —2 u+1+v?)

-2 (11 u2—9)uv
(—1+u?) (w2 +v2u? -2 uv? —2 u+1+v?)
_Aut+ 11 w4343 -9 u—6
(—1+u)*(u+1)? |

(9u2—11)u(—1+v2) i

2 (9u2—11)uv

(—1+u?)(u?+v2u+2 u+2 uv?4+1+0?)
6ut—9ud—3u’+11u—4a
(—14u)* (u+1)’ |

(11u2—9)u(—1+v2> ]
(—14u?) (w2 +v2u?+2 u+2 uv?+1+v?)
-2 (11 u2—9)uv
(—14u?) (u?+v2u?+2 u+2 uv?+1+v?)

4u*—11u3+3u?+9u—6
(—14u)*(ut1)
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FIGURE 3.10 — Une composante contenant la médiatice géométrique (bleue) du
cylindre circulaire (rose) et du paraboloide elliptique (vert).

et

(9u2—11)u(-140?)
(—14u?) (u2+v2u? -2 uv? -2 u+1+v?)
Bu(u,v) = —2(9u?—11)uv
’ (—1+u?)(u?+v2u -2 uww? -2 u+1+v?)

6ut4+9u—3u’>—11u—4
L (—14u)*(u+1)

2. La surface S n’est de révolution ou ne partage pas le méme axe avec le cylindre
C.
Apres avoir exprimé le parametre ¢ de I’équation (3.15), soit t = t(u, v, s), et
substitué dans
F(u,v,s,t) =0,
nous obtenons le théoreme

Théoréme 3.3. Soit o5(u,v) = ||0,S x 0,S||. L équation résultante
Fo(u,v,8) = F(u,v, s, t(u,v,s)) =0,
est quartique en s, et peut étre factorisée comme suit :
Fo(u,v,8) = fi(u,v,04, ) fo(u,v,05,8) =0

ot fi(u,v,0s,$) et fa(u,v,04,s) sont quadratique en s. Ainsi donc on obtient
quatre composantes B;(u,v),i = 1,...,4, pour la paraméterisation de la mé-
diatrice algébrique qui, en générale, contiennent de racines carrées .



206 CHAPITRE 3. LA MEDIATRICE DE DEUX SURFACES DE PETIT DEGRE

Démonstration. Puisque 1’ équation (3.15) est lineaire en ¢, on peut exprimer
t en fonction de parametres s, u et vt :

Ao

t(s,u,v) = %

ou

Ay = 20,5¢Sy0,Sys+ 20,5t 520,52s — 20,5 Sy 0,5y s
—-20,81 520,58z s + 0,8y St 9,5 + 0,5y Sz 0,5z
—0,8y Sz 0,8z — 0,8y Sz 0,5z — 0, Sy Sx 0,5 5>
—0,8y Sz 0,5z s> + 9,8y Sz 0,,Sx s* + 0,5y Sz 0,5z %,

By = 20,5ts0,52 — 20,5t s0,5z + 0,5y 0,5z — 0,52 0,5y
—520,8Y 0,57 + 520,Sy 0,5z

En substituant ¢ par (s, u,v) dans I’équation F'(u, v, s,t) = 0, et en factorisant
dans R[o|(u, v, s), a Paide du logiciel Maple :

Fo(u,v,s) = factor(F(u,v, s, t(u,v,s,)),0s);

on obtient K
Fo(u,v,s) = — fi(u, s,05) fa(u, s, t, o) (3.16)
o

ol

fi(s,u,v,05) = 0,5y 0,5220,5 a + 0,5y 0,520, Sr a + . . .
—0,82%9,8y* Sz — 9,870, Sy* Sz —
2 S1 0,87%0,87° + (—4 0,52 0,8z 0,52 0,5z a
4t 28u5y28va28y)3 — (0uSz Sy 0,8y 9,57
+0,582%0,Sy* Sz + Sz 0,5y*0,52*
—0,82 Sy 0,8y 0,82° 4 - - - + 0,8y 0 0,8z a)s?,

fo(s,u,v,05) = —0,9 0,8220,5r a — 9,8y 0,52°0, 5t a + . . .
+(49,52 0,5t 8,52 0,5za — . ..
—20,8y*0,52° Sy)s + (0,5z Sy 0,5y 0,5%°
—0 0,5y 0,8za + -+ 20,5y 0,5y 0,5t Sx 0, Sx
—0 0,57 0,52 Sy — Sz 0,5y*0,, 57>
+0,8y 0 0,52 a)s?,

K = (1+5) (~20,500,50,59,51

+4 0,5Y°0, Sz s? + 4 0,51°0, Sy? s>
+0,5y%0,52%s% + 16 0, 52%a®s® + 4 0,,52°0,Sy*a®
+40,52°0,Sy*s® — 89,5y%a’s* + 16 9,52°a>s*
+4 0, Sy*a’s* + 40,5¢*0,52%a® + 6 0, 51%s%0,5y?
+40,8y%a*s* — 80, Sy*a’s* + . ..
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—80,,52 0,8y 0,5y 0,5z s°0, Sz 0,8y 0,8y 0, 5% s°
+16 429,51 0,52°0, 8y s — 16 >, Sz 50,5220, Sy
10,8720, 8y* + 0,5y°0,5z%),
os(u,v) = |0,S x 9,8

Les polynomes fi(s,u,v,05) et fo(s,u,v,0,) sont quadratiques en s. On peut
vérifier (expérimentalement) que pour toute surface quadrique ou tore de pa-
ramétrisation S(u,v) le polynéme K n’admet pas de solution en fonction de
s. Si o est rationnel, la factorisation (3.16) sera dans le 'anneau R|u, v, s].
En général, le discriminant de chacun des polynémes quadratiques f; et fs, en
fonction de s, n’est pas strictement positif. O

Comme en général le discriminant de chacun de facteur n’est pas positifs, alors
la paramétrisation de surface médiatrice peut contenir de racine carrée d’une
expression qui n’est pas positive comme le montre 'exemple 34 suivant.

Exemple 34. Soient

2s 2u
1452 +4 14u2+v?
v
C(s,t) = t et et Sa(u,v) = Tt |
1-s? 2 (1—u2—0v?)
I+s2 1+u?+v?

respectivement les paramétrisations d’un cylindre circulaire et d’un ellipsoide.
Les quatre composantes de la paramétrisation de leur médiatrice algébrique
sont données par :

—2u (4 (8,- (1+u2+v2) )2—44—3 s (u2—1+v2))
(I4u+v?)(s;u?—2us;>+2 u+s;v%—s;)

v((si (16 uw?—6u+16 ’U2—|-16))2—1—|-15 ui(uz—l—i-vz))

Bi(uv U) = )
(I4u2+v?)(s;u?—2us;>+2 u+s;v%—s;)
((ui(u2—1+v2))2—1) (2 w?+3u+2+2 v2)

(I+u?402)(s;u?—2us;2+2 u+s;v2—s;) |

1=1,2,3,4

ou

a1+b10+r1 a2+b20+7"1 a3+b30+r2 a4+b40+7"2
S1=———4~ 82— — , 83= yS4=————
16¢ 16¢ 16¢ 16¢

r=+la1 + Bro,re=1/as + Boo, 0 =Vut + 14 u? + 2102 + 6202 + 1 + v,

et a;, b, c,a;, B; € f(u,v,0), ont des trés longues expressions. La figure 3.11
montre le graphique correspondant a la médiatrice géométrique.
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FIGURE 3.11 — La médiatrice géométrique (bleue-violet) d’un cylindre circulaire
(jaune-claire) et d'un ellipsoide (vert-claire).

3.5 La paramétrisation de la médiatrice de deux
quadriques développables

Cette section est consacrée au calcul d’une paramétrisation de la médiatrice
algébrique de deux surfaces développables particulieres qui sont le cylindre et le
cone. Rappelons que les paramétrisations de surfaces cylindrique et conique sont
respectivement de la forme :

Ji(s)+ kit tf1 (s)
C(s,t) = | fo(s)+ ket | et C'(s,t) =] tfa(s) |,
fs(s) + kst tfs(s)

ou f; et k;, i = 1,2,3, sont respectivement des fonctions rationnelles et sont des
constantes réelles.

En appliquant I'algorithme 4 & un couple de paramétrisations Sy (s, t) et Sa(u,v)
qui peut respectivement correspondre a :

— deux cylindres,

— un cylindre et un cone, ou

— deux cones,
nous obtenons respectivement

G(u,v,s,t) = Go(u,v,s,t) =0,
G(u,v,s,t) =vGo(u,v,s,t) =0,
ou

G(u,v,s,t) =tvGo(u,v,s,t) =0,
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ou Go(u,v,s,t) = 0 est linéaire en des parametres ¢ et v et les solutions v = 0 ou
t = 0 ne géneére aucun point de la médiatrice. Apres avoir exprimé ¢ = t(u, v, s) (par
exemple) a partir de

Go(u,v,s,t) =0

et substitué dans
F(u,v,s,t) =0,

nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.4. Soient o1(s,t) = ||0sS1 X 0,S1|| et oa(u,v) = [|0,S2 X 0,Ss]|.

1. L’équation resultante Fy(u,v,s) = F(u,v,s,t(u,v,s)) = 0 est quadratique en
v, ainsi donc, nous obtenons deux composantes By et By pour la paraméteri-
sation de la médiatrice algébrique, qui pourraient contenir des racines carrées
des expressions positives (provenant de oy et o).

2. Sioy et oy sont rationnelles alors la paramétrisation de la médiatrice algébrique
est rationnelle. Si de plus

o1 € Q[01](s,t) et o3 € Q[d2](u,v), pour certains 6y, d2 ¢ Q,

alors

B, B, e Q[(Sl . 52](8,“).

Démonstration. Exprimons t (ou v) a partir de Go(u, v, s,t) = 0. Soit t = t(u, v, s)
(ou respectivement v(u, s,t)) et substituons la dans F'(u, v, s,t) = 0. Nous avons :

Folu,v,8) = F(u,v, s,t(u,v,5)) = wov* + wiv 4wy = 0,

ol wp,w; et wy sont des fonctions rationnelles dépendant de Of;, fi, ki,i = 1,2,3.
En calculant le discriminant de Fy(u, v, s) = 0 en fonction de v, nous avons :

A = wi — dwowy = 40%03@2, et VA = 2010,G

ol G est une fonction rationnelle, de trés longue expression dépendant de df;, f;,
et k;. Nous obtenons ainsi les solutions suivantes
—Wp — 20‘10'26 —W1 —|—2O'10'QG

v1(u, 8) = 2 , Vo(u,8) =

2(4}0

En substituant ¢ par t(u,v,s), et puis v par vi(u,s) et vs(u,s) dans B(u,v,s,1)
nous obtenons deux composantes pour la paramétrisation de la médiatrice de la
médiatrice algébrique :

Bi(s,u) = B(u,v(
Ba(s,u) = B(u,wvy

)’S’t( ’Ul( ’3)))

), s, t(u, va(u, s))) .

Si 01 et o9 sont rationnelles, alors les expressions vy (u, $) et vo(u, s) sont rationnelles,
et par conséquent les deux composantes de la paramétrisation de la médiatrice algé-
brique sont rationnelles. De plus, si o et o9 sont rationnelles et a coefficients respec-
tivement dans des corps Q[d;] et Q[d2], 61 # 5 et §; Iy € Q, alors la paramétrisation
de la médiatrice algébrique sont rationnelles et a coefficients dans Q[d; ds]. n

U, §
U, s
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Exemple 35.

1. Soient
T 2 T
Culst) = [ 205 ] et Cafue) = [ i, 55,0 ]

respectivement les paramétrisation d’un cylindre parabolique et d’un cylindre
elliptique. Les normes de deux vecteurs normaux correspondant sont données
par

o1(s,t) = V1+4s?
Vidu? + 14 ut

(u2 4 1)°

oo(u,v) =

Les deux composantes de la paramétrisation de la médiatrice algébrique (voir
le graphique correspondant a la figure 3.12) sont données par

u(—16u(u+1)(1+45?) (s2+2) +14 > +14+u'+4R)
(u?+8su—1)(—u?+8su+1)(u?+1)
By (u, s) = —(u2=1) (—4u(u?+1) (14+45%) (s +2) —2u?(—14245% ) +u'+1+ R)
e (u?+8su—1)(—u?+8su+1)(u?+1) ’
—s(—(u2—|—1)((u4—|—1)(5+232)+9u2(6—452))—|—2u(14u2+1+u4)—|—8uR)
(u?+8su—1)(—u?+8su+1)(u?+1)

u(16u(u+1) (14452) (s242) +u~14u>~1+4 R)
(u?4+8 su—1)(—u?+8 su+1)(u?+1)

By < | (P (442 (42) 202 80t 1m)

A (u?4+8 su—1)(—u?+8 su+1)(u?+1) ’

s(u2—|—1) (2 u*s?+5u*+32 s2ul+54 u2—32 82—|—5)+8 uR
(u?+8 su—1)(—u?+8 su+1)(u?+1)

avec
R=(s%?+ s>+ 207 + 2 —u) \/(14u2 + 1 +ut) (1+452).
2. Soient
1 u2—64a2
64 au §
2 2 2)2
Ci(u,v) = 1 (“2_64a2) et Ca(s,t) = 1 (t —64b ) ,
1( ) 2048 asu? 2( ) 2048 b3¢2 t+c
1 t?2—64b>
v 64 b3t

les paramétrisations respectives de deux cylindres paraboliques (avec leur PN-
paramétrisation) Les deux composantes pour leur médiatrice algébrique sont
donnée par
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FIGURE 3.12 — La médiatrice géométrique (bleue) du cylindre elliptique (vert) et du
cylindre parabolique (rose)

16777216 a%t20°+---—320 a* b3 t*u* 4512 t3u° b a—64 b2 uS — b3t
32768a3b3t2u?(—ut?a—64 ub?a+64 tha?+u?tb)
B (u t) - 262144 a%p*t® —262144 a*bSu>+ - —a*t5u3 —64 b*3uta?+3usb*
I 5= 2048a3b3t2u? (—ut?a—64 ub’a+64 tha?+u?tb)
—8388608 a®cb®t2u’+--+64 a?b3t 4 +2097152 a* b tu’ —512 a*btdu®
32768a2b3t2u? (—ut?a—64 ub%a+64 tha?+u?th)

16777216 a5¢20° +---—320 a*b>t*u* —512 t3uPb*a—64 b5t>u’ —b3t4us
32768a3b3t2u? (ut?a+64 ub?a+64 tba’+u’tb)
Bo(u,t) = 262144 a%b*t3+262144 a*bSu+--+a*t5u3 —64 b*3uta? +3usb*
2\ Y= 2048a3b3t2u? (ut?a+64 ub?a+64 tba?+u?tb)
—8388608 a’cb®t?u+---+64 a2b3t*u*—2097152 a*btu +512 a*bt®u?
32768a3b3t2u? (ut?a+64 ub?a+64 tba’+u2tb)

Pour a = —1, b = 2, ¢ = 3 nous avons le graphique correspondant a la figure
3.13.
3. Soient
au S
1+u?
2 2
C _ | o0=w) | oy, = | BO=E)
1(“’7 U) 12 2(87 ) 142 —|— d ’
v 2 b

1+t2
les paramétrisations respectives de deux cylindres circulaires. Les deux com-
posantes pour la paramétrisation de leur médiatrice algébrique sont données
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F1GURE 3.13 — La médiatrice géométrique de deux cylindres paraboliques

FIGURE 3.14 — La médiatrice géométrique de deux cylindres circulaires

par
[ u(—a+t2a—b+bt?—d—dt?) -
—14+t2u?
B (u t) _ | _=tatt?au® bt +dt* +but? —t*du’ +d+a—au’ +b—u’b—du?
A 2(—1+t%u?)
t(—a+au2—b+d+u2b+du2)
) —1+t2u? i
[ U(*a+t2a+bfbt2+d+dt2) T
1292
B (u t) — | = —2a+£2au2+bt2 —di2—bu2t2 +2du+dul+a—au2—b—d+u2b
2 2(t2—u?)
t(—a-+au?+b+d—uZb+du?)
- 122 ]

Pour a =1, b = 2, d = 4, nous avons le graphique correspondant a la figure
3.14.
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Remarque 17. Avec cette approche on peut facilement traiter le cas général de
deux surfaces développables quelconques

Observation sur l’efficacité de l’algorithme 4 Il faut noter que la 'effica-
cité de l'algorithme 4 dépend de la paramétrisation des surfaces d’entrée. Ainsi
le table (3.2) suivant montre qu’avec une implémentation en Maple (version 17,
sur le systéme mac osx 10.7.5, Processeur 2.4GHz Intel Core 2 Duo), I'algorithme
prend beaucoup plus de temps pour calculer la paramétrisation de la médiatrice
de deux surfaces données avec les PN-paramétrisations qu’avec les paramétrisations
classiques. En effet, le degré de la PN-paramétrisation est relativement plus grand
que celui d’une paramétrisation classique (qui trés souvent, conduit & une para-
métrisation non rationnelle a I'aide par notre algorithme) et le calcul devient plus
compliqué, notamment dans le calcul de I'inverse généralisée de Moore-Penrose et
dans les substitutions des expressions paramétriques dans la solution (3.6).

Surfaces d’entree Param. classc. | PN-Param.
Plan et Ellipsoide ( voir 6) 0.043 10.786
Plan et Paraboloide elliptique (voir 7) 0.340 348.905
Plan et Hyperboloide 1-nappe (voir 11) 1187.730 6272.393
Cylindre et Paraboloide elliptique (voir 33) 0.051 1.133
Deux Cylindres paraboliques (voir 2) 0.300 0.407

TABLE 3.2 — La comparaison sur le temps de calcul de la paramétrisation de la
médiatrice de deux surfaces données par leur paramétrisation classique et par leur
PN-paramétrisation.

Conclusion

Au terme de ce chapitre, dont le résultat a conduit au papier [6] qui est accepté
pour publication, nous avons présenté une nouvelle approche algorithmique, qui
permet de caractériser la représentation algébrique exacte de la surface médiatrice
algébrique d’un couple de surfaces rationnelles de petit degré, qui interviennent dans
plusieurs domaines d’applications tels que CAO/CGAO.

Il a été essentiellement question des cas de couples suivants :

— plan et quadrique,

— plan et tore,

— cylindre circulaire et quadrique non développable,

— deux cylindres,

— deux cones, et

— cylindre et cone.

Dans la plus part de cas de couples de surfaces, nous avons obtenu une paramétri-
sation rationnelle pour leur médiatrice algébrique, tandis que dans d’autre cas, la
paramétrisation contient de racines carrées, qui pourrait étre utilisée pour calculer
une paramétrisation rationnelle approximative de la surface médiatrice.
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Tout comme pour le cas de offsets, la PN-paramétrisation pour les surfaces d’entrée
est nécesaire dans la caractérisation d’une paramétrisation rationnelle de la média-
trice. Cependant, compte tenu de la grandeur du degré de la PN-paramétrisation, le
calcul de la paramétrisation de la médiatrice algébrique prend beaucoup de temps.
Pour le cas de plan et quadrique ou plan et tore, une équation implicite de la surface
médiatrice peut étre facilement calculée et nous avons présenté son degré maximal
dans chaque cas.

Il est a noter que cette nouvelle approche nous a permis de montrer que dans le cas
rationnel, les coefficients de la paramétrisation de la médiatrice ne sont pas toujours
contenus dans le corps de coefficients de représentations de deux surfaces d’entrée,
le méme constat est aussi valable pour la paramétrisation d’offset.



Chapitre 4

Le diagramme de Voronoi d’un
ensemble de demi-droites
paralleles restreint a un domaine
compact Dy C R3

Dans ce chapitre nous présentons le calcul du Diagramme de Voronoi d'un en-
semble de demi-droites paralleéles de méme orientation restreint a un domaine com-
pact de R? pour la distance euclidienne.

Introduction

Le diagramme de Voronoi (VD, pour Voronoi Diagram, en anglais) est une struc-
ture de données fondamentale en géométrie algorithmique avec de nombreuses et di-
verses applications dans des domaines théoriques et pratiques, tels que la recherche
du plus proche, la planification de mouvement, les problemes de classification, etc
(voir [17, 61, 80, 99]).

Etant donné un ensemble discret d’objets géométriques dans un espace métrique
&, le VD donne une partition de £ en des régions, dont chaque région par objet, est
constituée de tous les points qui sont plus proche de cet objet que de tout autre. Le
VD peut étre aussi défini, de fagon général, comme le diagramme de minimisation
(MD, pour Minimization Diagram, en anglais) d’un ensemble fini de fonctions conti-
nues. Chacune de ces fonctions est définie comme la fonction de distance a un objet.
Le VD associé donne la partition de I'espace £ en des régions, chacune constitué des
points qui sont plus proches de I’ objet que d’ autres (voir [22]).

Différents types d’objets dans plusieurs espaces métriques, ont été proposés avec
différents types d’applications selon le contexte.

Dans I'espace R?, le VD a été largement étudié, débouchant sur une meilleure
compréhension de sa structure, ainsi plusieurs algorithmes robustes et efficaces ont
été proposés (voir [47, 48, 50, 76, 114]). Cependant, dans les espaces tri-dimensionnels
et de dimension supérieure, le VD a été peu étudié, et de nombreux problemes restent
toujours ouverts. Toutefois des travaux récents pour des objets linéaires, quadriques,
et semi-algébriques ont été proposés (voir [13, 17, 21, 41, 73, 78, 80, 85, 99]).
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Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la détermination du VD, par
le MD, d'un ensemble de demi-droites paralleles de méme orientation restreint a un
domaine compact

Dy = [ay,b1] X [az, by] X [as, bs] C R,

pour la distance euclidienne. Ce type de VD est, particulierement, un tout nouveau
probleme difficile dans cette litérature, car la région assocée a chaque objet résulte
d’un arrangement de demi-plans et de morceaux de demi-cylindres paraboliques.
L’etude de ce type de VD peut aider a resoudre certains problemes dans I'indus-
trie du forage (exploitation miniere, forage en mer, hydraulique, etc), notamment lors
de I’ exploration des nappes la plus proche, pour éviter de collision entre des puits,
I'identification des nappes non-désirées (voir [18, 63, 74, 83, 120, 121, 125, 127]).
Deux classes générales d’algorithmes sont disponibles pour calculer le VD : exacts
et approximatifs. Certains algorithmes exacts nécessitent la manipulation de repré-
sentations exactes des composantes de la frontiere de régions du VD, qui sont des
courbes et des surfaces, souvent de haut degré, et de leur intersection menant ainsi
a des algorithmes complexes et tres difficiles a implémenter ([75, 115]). Pour sur-
monter de telles difficultés, des algorithmes approximatifs sont utilisés sans qu’il soit
toujours possible d’exhiber une topologie exacte dans certains cas (voir [21, 76]). Le
nouvel algorithme que nous présentons dans ce chapitre, inspiré du cadre algébrique
pour le VD généralisé dans le plan introduit par Emiris et al. (voir [47]), fournit
un résultat topologiquement correct pour 'approximation du VD d’un ensemble de
n demi-droites paralleles {d;, ¢ = 1,...,n} définies par (4.2) par le MD, restreint
a un domaine compact Dy, pour les distances euclidiennes associées g;, @ =1...,n
définies par (4.3).
Comme le VD peut étre construit par la projection de l’enveloppe inférieure de
fonctions distances (voir [41]), notre méthode utilise cette derniére pour identifier
un petit nombre de objets (fonctions distances) qui contribuent, localement, au VD.
La méthode consiste, grace a un test de régularité sur la topologie de courbes et
de surfaces algébriques dans un domaine compact, basé les résultats introduits dans
[9, 88], a subdiviser le domaine initial Dy suivant une structure arborescente kd-tree,
qui est une partition binaire récursive de I’espace par des hyperplans orthogonaux
aux axes du systéme de coordonées (voir [19]). Ensuite, en utilisant I’arithmétique
des intervalles (voir [28, 97]), les fonctions distances g; associées sont bornées sur
chaque sous-domaine tout en éliminant par filtrage celles qui, localement, ne contri-
buent pas a ’enveloppe inférieure. Les sous-domaines contenant les faces, les arétes
et les sommets de régions du VD seront identifiées et rangés dans un graphe d’adja-
cence. Il existe un seuil (une constante) ¢ fixé, initialement choisi, tel que le processus
de la subdivision s’arréte lorsque la topologie de régions dans un domaine est suffi-
samment bien définie, ou lorsque la taille du domaine correspondant est inférieure
a €. Les domaines de taille inférieure a e, peuvent contenir des arétes ou sommets
dégénérés et la topologie correspondante sera analysée séparément. Au moyen de
I'algorithme de parcours en profondeur de graphe DFS (voir [62, 77]) expliqué aux
chapitre 1, le graphe d’adjacence (dont les nceuds sont des d-listes, associées & des
domaines qui intersectent les faces et les les arétes de VD, calculées a l'issue de la
phase de la subdivision) sera traversé tout en maillant localement les faces (surfaces
médiatrices) et les arétes (courbes trisectrices) du VD contenues dans chaque do-
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maine traversé, et des approximations des régions de Voronoi seront reconstruites.
Ainsi, nous obtenons un polyedre par objet, qui est topologiquement équivalent a la
région exacte associée a 1’objet dans Dy.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : a la section 4.1, nous rappelons
le langage de VD, ensuite nous donnons la définition du VD par le MD dans notre
cas (de demi-droites paralleles) et les composantes de la frontiere de ses régions,
notamment la surface médiatrice, la courbe trisectrice et le point quadrisecteur. La
topologie de la médiatrice et de la trisectrice permettant de définir les criteres de
régularité, conditions fondamentales dans la subdivision, fera l'objet de la section 4.2.
La section 4.3 présente I'algorithme de la subdivision, les algorithmes de maillage et
I’algorithme de la reconstitution de régions de Voronoi. Nous terminons le chapitre
avec une conclusion et quelques perspectives.

4.1 Le diagramme de Voronoi d’un ensemble de
demi-droites paralleles restreint & un domaine
Dy C R3

Dans cette section, nous allons présenter la définition formelle du diagramme de
Voronoi et la définition de ses différents composantes dans notre situation ainsi que
de leur description algébrique.

4.1.1 Définitions
La théorie du diagramme de Voronoi dispose d’un langage propre.

Définition 39. Soit S = {s1,...,S,} un ensemble d’objets d’un espace métrique .

1. Les éléments de I’ ensemble S = {s1,...,s,} pour lesquels on va calculer le
diagramme de Voronoi sont appelés des sites de Voronot.

2. La région constituée des tous les points les plus proche d’un site s; est appelée
la cellule de Voromoi associée au site s;, et

3. L’ensemble de toutes les cellules de Voronoi constituent le Diagramme de
Voronot de l’ensemble S.

Nous nous sommes intéressés aux cas ou :
— D’espace est donné par un domaine compact Dy C R? de la forme

Dy = [alm blo] X [a207 b20] X [a307 b30] ) (41)

— les sites sont des demi-droites paralléles (supposées, ici, paralléles a 'axe (Ox))
et dirigées dans le sens de valeurs croissantes de z, c-a-d définies par

di = (zi+ty,z),t=0,i=1...n (4.2)

avec x; # xy, et (y, z1) # (Yk, 2), VI # k.
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La distance euclidienne d’un point Q = (x,vy, 2) de R® a une demi-droite d; est
définie par :

d(($7yuz)><xiayiazi)) si x <y,
A((y. 2), (v %)) siw >,

ou d(-,-) est la distance euclidienne.

gi(x,y,2) = { (4.3)

En associant a chaque site d;, défini par (4.2), la fonction distance g;, définie par
(4.3), nous avons :

Définition 40. Le diagramme de Voronoi (VD) de l’ensemble de n sites {d;, ..., d,},
restreint au domaine Dy, est une partition du domaine Dy en n cellules ot chaque
cellule associée a un seul site d; est constituée de points les plus proches de d; com-
parativement a tout autre site d;, pour la distance g; associée. La cellule de Voronoi
associée au site d; est definie et denotée par :

Vor(d;) ={Q € Dy : gi(Q) < g;(Q),j =1...n}. (4.4)

Ce VD est aussi connu sous le nom de VD par le diagramme de minimisation (MD)
de fonctions distances associées auz sites.

Remarque 18. Bien que 'elévation au carré de la fonction change leur I'enveloppe
inférieure, nous avons vu a la remarque 5 que le VD pour la distance euclidienne
reste inchangé. Ainsi, dans toute la suite, nous considérons le carré de la distance

d2§(l‘7ya 2)7 (%‘7%‘, Zz)) si o <z,

d2 (y,z),(yi,zi)) siz> (4.5)

gi(l’,y, Z) = {

a la place de la distance elle méme, d’autant que notre approche considere des
fonctions distances polynomiales (par morceaux).

Pour étudier le VD, il est nécessaire de procéder a une étude approfondie et dé-
taillée des composantes de frontieres de ses cellules, qui sont les surfaces médiatrices,
les courbes trisectrices et les points quadrisecteurs.

4.1.2 Meédiatrice, trisectrice et quadrisecteur de sites

Dans cette sous-section, nous allons donner la définition et la description algé-
brique de la surface médiatrice, la courbe trisectrice et le point quadrisecteur, qui
déterminent, localement, les faces, les arétes et les sommets des cellules de Voronoi.
Commencons par la médiatrice.

Définition 41. Soient d; et d;, x; < x;, deux sites d’extrémités respectives A; =
(@i, yi, i) et Aj = (x5,v;, 2j), de droites de support respectifs ; et {;, et des fonctions
distances associées respectives g; et g; au sens de la définition (4.5). La surface
mediatrice de deus sites d; et d; détermine, localement, une face du VD est définie
comme [’ensemble de points équidistants de deux sites :

{(z,y,2) € R3 . bij(x,y,2)=0,}
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ol
bi,j(xayaz) = gi<x7y72> _gj(xvya Z)- (46>

En développant I’équation (4.6), nous obtenons :

pig(@) + iy, 2) siw <,

b@j(l‘, Y, Z) = Qi,j('r) + Ei,j(yv Z) si T < T < L, (47)
iy, 2) sixz>xj.
avec
_ 2 2
pij(r) = 2x(v; —x;) + 27 — 13,
Gij(r) = (z—x;)°
Uiy, 2) = 2y(y; — i) + Yt — yj2 +22(z; — z) + 2% — Zj2-

Comme le montre la représentation (4.7), la surface médiatrice de deux sites est
une C'! surface, convexe et monotone, car elle est constituée d’'un raccordement de
trois morceaux de surfaces (algébriques) connexes, dont un morceau convexe (voir
la figure 4.1) suivants :

— Un demi-plan de représentation algébrique :

1 —
bi,j(xv Y, Z) =0 (48)
T < x;

avec

bij(x, y,z) = 2x(r; — ;) + ri — x? +2y(y; —yi) + y;? — yj2

+22(2; — z) + z° — 2%

Ce demi-plan est supporté par le plan médiateur de points A; = (x;, y;, ;) et
Aj = (25,95, %)-

Avece les conditions :

Z; 7é Ly, et (yivzi) 7é (yj’zj)vVi 7& ja

le demi-plan ne peut étre parallele a 'axe (Ox) et pour tout z < x;, le poly-
nome bz{j est strictement monotone en .
— Un morceau de demi-cylindre parabolique de représentation algébrique :

2 _
bi,j<$7y7z> =0 (4.9)
<<

avec

b i(w,y,2) = (=) +2y(y; —v) +u® =y +22(2 — )

2 2
+z;7 — Z5.
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Avec les conditions :

X 7é Zj, et (yiazi) 7£ (yjazj)a\V/i 7é ja

pour tout z; < = < xzy, bij est monotone en x et le morceau de surface
correspondant est supporté par la partie convexe du cylindre parabolique qui
est la médiatrice du point A; et de la droite ¢;.

— Un demi-plan de représeatation algébrique :

= o

T =
avec
b} i(x,y,2) = 2y(y; — i)+ — i +22(z — z) + 27 — 27

Ce demi-plan est supporté par le plan médiateur de deux droites ¢; et ¢;, donc
parallele & 'axe (Oz). Pour tout x > z;, le polynoéme b?,j est constant et donc
monotone en x.

Exemple 36. Soient
di = {(2+1,2,2),t >0} et dp = {(4+t,4,—4),t >0}

deux demi-droite paralleles. Les fonctions distances associée aux sites d; et dy sont
respectivement données par :

(x =27+ (y—27+(2—2)? siz<?2
(y—2)2+ (2 —2)% sixz>2

gl(x,y, Z) = {

92($7yaz) =

(x =42+ (y—4)2%+ (2 +4)? siz<4
(y—4)* + (2 +4)7, siz >4

et la surface médiatrice est donnée par by o(z,y, z) = 0, avec

bl,Q(xvyuz) = gl(ﬂf,y,Z)—gQ(I,y,Z>

4o — 36 + 4y — 122, six <2
= —40+4y — 122 —2*+ 8z, si2<z<4
—24 4+ 4y — 122 six > 4.

Donnons la definition et la descriptionn algébrique de la courbe trisectrice.

Définition 42. Soient d;, d; et di, x; < x; < x), trois sites de fonctions distances
associées respective g;, g; et gx. Soient A; = (v, yi,2), Aj = (v5,v5,%), A =
(T, Yk, 2) et l;, U;, Uy leurs extrémités et droites de support respectives.

La courbe trisectrice de trois sites d;,d; et dj, détermine, localement, une aréte
du VD. FElle est définie comme l’ensemble des points équidistants de trois sites. Flle
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FIGURE 4.1 — Les trois composante de la surface médiatrice de I'exemple 36 :
du gauche vers la droite : le demi-plan(vert), la portion du demi-cylindre para-
bolique(bleu) et le demi-plan parallele a 'axe (Ox).
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correspond a l’intersection commune de trois surfaces médiatrices générées par les 3
sites :

ﬁ,j,k = {(xaya Z) € RS? bi,j(xaya Z) = bi,k('xa Y, Z) = bj,k’(x7ya Z) = 0}
Toute portion de courbe équidistante de plus de trois sites est dites une aréte dégé-
nérée.
La courbe trisectrice est une courbe gauche constituée par un raccordement de

quatre portions de courbes, chacune d’elle est plane et rationnelle. En éliminant les
variables y et z du sytéme

bi,j(xvya Z) = bi,k($,y72) = bj,k<x>y7 Z) = 07 (411)

nous obtenons la paramétrisation de chacune des ces quatre portions (en fonction
de ) comme suit :

T
Q01 Fa11T a2,1+a3,13€}

x, e st x < @i,
I 0 o
[ ag.o+aq 2x+a 2 a +a4 2x+a x? .
_SIZ, _Gp2 1,i0 2,2 : 3,2 4@0 5.2 ] siz; <x< ;)
Tigr(®) =4 T (4.12)
e ag.3+a1 3T+as 3> as.3+ay4 3T+as T2 .
_ZE, 0,3 1,i0 2.3 - 3,3 4,?;0 5,3 ] S1 T << Lk,
[ a a .
x, R six =2 x,
avec :
app = (2 — zk)(xf + yj2 + sz) +(z; — zi) (e + i + 2°)
(2 — 25) (2 + yi® + 27),
a1 = 2wz — z) + w2 — 25) + x5z — 2)),
azy = (2" — 2 i+ (2 — 20y + (2% — 2%k

(i — ye) (@2 +92) + (e — ) (@7 + u7) + (5 — va) (@ + 53),
azn = 2(zi(y; — yk) + 25 (ye — yi) + 26(yi — y;)),
a2 = (2" +u") (2 — 2) + (@ + 2 + ) (2 — )
+(y® + z%) (2 — 2),
a1y = 2(zi(rp —xj) + 2 — 2508,
ass = (—z+2j),
asy = (2" + ") e — ) + (" + 22 + 27 (Wi — i)
+(37k2 + ka + Zk2)<yj — i),
asy = 2 (yi(wp — 25) + Yy — YjTk)
Qg2 = (?Jj - yk) )
a0z = —zja’ + 2yt =z + o2tz uite — 2zt + 2t — 2wl
—yit2 + yj2zk — 2+ 2z — Ziyj2 + 27,

al,g = 2$k(Zj—Zl‘),
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Qg3 = (Zz - Zj) )

ass = Yz Uy + Ukz — Yk — Ytk — Yt — vizit — Ukl
Yzt + yimn” + Yy’ Yk Y — Ykdis

ass = 22 (Y; — ¥i),

as3 = (yz - yj) )

aoa = Ykt — Ukzio +vizk Yyl ez’ yiEt =yt — vz’
—yizk = Y+ Uk — Yl

ara = Ykt — Unzio + vz Yyl ezt Yzt — it — vz’
—yiz — Yy kY — ykyi et

co = 2(—=vyizk — Yj% + Yk T ViZi + Yrzi — Yrzj)-

Les quatre portions sont :

— Une demi-droite (pour x < x;) supportée par la droite trisectrice (I'intersection
commune de trois plans médiateurs) des points correspondantes A;, A; et Ay ;

— Une portion de demi-parabole (pour z; < z < z;) supportée par I'intersection
commune du plan (médiateur de points A; et A;), du cylindre parabolique
(médiatrice du point A; et de la droite ¢;) et du cylindre parabolique (média-
trice du point Ay et de la droite ¢;) ;

— Une portion de demi-parabole (pour z; < x < ) supportée par 'intersection
commune du plan (médiateur de droites ¢; et ¢;), du cylindre parabolique (mé-
diatrice du point Ay, et de la droite ¢;) et du cylindre parabolique (médiatrice
du point Ay et de la ¢;) et

— une demi-droite (pour x > x;) parallele & (Ox) supportée par la droite tri-
sectrice (l'intersection commune de trois plans médiateurs des droites ¢;, ¢, et

Uk).
Exemple 37. Soient
dy = {(=3+1t,—-4,4),t > 0},dy = {(£,0,0),t > 0} et ds = {(3+1,4,3),1 > 0}

trois sites. Leur courbe trisectrice est représentée par la paramétrisation suivante et
la figure 4.2 montre les quatre composantes de la trisectrice :

[z, -2z + 8, BT six < —3,

o g 2+ f—a? = Ja 97 s <3< <o
Taal@) = 12 8,405 102 8,0 BT Gogp<s,

[, &, ?]T six = 3.

Ensuite, nous donnons la définition du quadrisecteur.

Définition 43. Soient d;,d;,dy, et di, x; < xj < xp < x;, quatre sites de fonctions
distances respectives associées g;, g;, gi €t g.
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FIGURE 4.2 — Les quatre composantes de la trisectrice de 1’ exemple 37

On appelle quadrisecteur de ces quatre sites, le point équidistant des quatre sites.
1l détermine un sommet du VD et il correspond a [’ intersection commune de quatre

courbes trisectrices engendrées 3 a 3 par les quatre sites :
(4.13)

Qigt = Tije N Tiga O Tivke N Tk

Tout point équidistant de plus de quatre sites est un sommet dégéneré.

Exemple 38. Soient
dy ={(=5+1,3,-2),t > 0},dp = {(=3+1,—4,4),t > 0},
ds = {(,0,0),t > 0} et dy = {(3+1¢,4,3),t >0}
quatre demi-droites de fonctions distance respectives associées g1, go, g3 et gy.

Leur point quadrisecteur ()1 234 est donné par :

Qi34 = Ti23NTi24N T340T34
r 9 /20869
4 28
2
_ 1 (9 v/29869\° 325 , 33 _/50%70
= 82 (4 28 ) 161 T 114s V29869
\/29869)2

T 920869 + 4 (%— o
[ —3.922375093
3.173924177
5.357142857
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La valeur numérique de la distance (au sens de (4.5)) commune & partir de quatre
sites est donnée par :

598399 — 1497+/29869

gl(Q1,2,3,4) = gz(Q1,2,3,4) = gs(Q1,2,3,4) = g4(Q1,2,3,4) = 6279

La figure 4.3 montre les quatre trisectrices concourantes au point quadrisecteur.

F1GURE 4.3 — Les quatre courbes trisectrices concourantes au point quadrisecteur
dans l'exemple 38

Une fois que les représentations algébriques de la surface médiatrice, de la courbe
trisectrice et du point quadrisecteur ont été bien définies, nous allons procéder a
I’étude de leur comportement topologique dans un domaine compact.

4.2 La topologie de la surface médiatrice et de la
courbe trisectrice dans un domaine D C R?

Nous consacrons cette section a I’étude topologique de la courbe trisectrice et de
la surface médiatrice. En partant des définitions et des criteres de régularité pour
la topologie des courbes et des surfaces algébriques introduits par L. Alberti et B.
Mourrain (voir [9]) et Liang et al. (voir [88]), nous allons dégager des criteres qui
vont, non seulement, étre utilisés pour établir un test de régularité qui est fondamen-
tal dans le processus de la subdivision, mais aussi, permettre de calculer la topologie
de la courbe trisectrice et la surface médiatrice dans un domaine compact. Le test
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de régularité identifiera des configurations pour lesquelles la topologie des trisec-
trices et des médiatrices sera correctement et facilement calculée dans un domaine
compact donné. Cela permettra de caractériser une approximation de la frontiere
qui est topologiquement correcte pour chaque cellule de VD dans le domaine D .
Le calcul de la topologie d’une courbe et d’une surface dans un domaine compact
consiste a déterminer un nombre fini de segments de droite et de polyedres qui sont
respectivement isotopes a la courbe et a la surface dans le domaine tel que expliqué
a la section 1.3.4 (chapitre 1).

Commencons par la notion de régularité topologique pour une courbe et une surface
algébriques dans un domaine compact.

4.2.1 Critere de régularité topologique pour les courbes

Donnons la définition de régularité topologique d’une courbe dans I’espace R, n =
2,3 dans un domaine compact D de la forme

D = la1,bi] X [ag, b)) C R? (4.14)
ou
D = [(ll,bl] X [ag,bg] X [a3,b3] C R?). (415)

Définition 44. On dit qu’'une courbe C de R™ est t-réguliére (pour la reqularité
topologique) dans un domaine compact D C R", si sa topologie est uniquement
déterminée a partir de son intersection avec le bord OD.

Cette définition signifie que pour calculer la topologie de C dans le domaine D,
on a tout simplement besoin de calculer les points d’intersection de C avec 9D et
I'unique graphe connectant ces points d’intersection détermine la topologie de C
dans D, c-a-d : isotope a C dans D.

Nous allons rappeler les criteres de régularité topologique d'une courbe algébrique
plane et d’une courbe algébrique spatiale.

Ainsi pour une courbe algébrique plane, les critéres de régularité topologique sont
formulés par la proposition suivante.

Proposition 4. (voir [88] ) Soit C une courbe algébrique plane définie par

f(z,y) =0.

Si 0y f(z,y) # 0 (resp. O.f(x,y) # 0) dans un domaine compact D C R?, alors la
courbe C est t-réguliére dans D.

Pour une courbe algébrique spatiale, les criteres de b-régularité sont formulés par
la proposition suivante.

Proposition 5. (voir [88] ) Soit une courbe algébrique spatiale C de R? définie par
P (z,y,2) =0
Py(z,y,2) =0.

Si :
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- (VPi(z,y,2) x VPy(2,y,2)), # 0 dans D, et
~ Oyh #0 (ou 0,h # 0 ) dans D, pour h = P, ou h = P,
alors la courbe C est t-réguliére dans D.

Pour une courbe algébrique de classe C*°, on a une formulation du critere de t-
régularité suivant.

Proposition 6. Soit C une courbe algébrique de classe C* dans le domaine compact
D. Si pour tout xg € R, le plan x = x¢ a au plus un seul point d’intersection avec
la courbe C dans D, alors la courbe C est t-réguliere dans D.

Remarque 19. La proposition 6 fournit un moyen simple et pratique pour véri-
fier la t-régularité d’une courbe algébrique, méme si la courbe est définie par une
paramétrisation.

4.2.2 Critere de régularité topologique pour les surfaces

Donnons la définition de la régularité topologique pour une surface dans un
domaine compact D de la forme (4.15)

Définition 45. Une surface algébrique S définie par f(x,y,z) =0,
est dite z-t-reguliére (resp. x,y-t-reguliére) si :
— S n‘admet pas de tangente paralléle d la direction (Ox) (resp. (Oy) ou (0z))
- 8NaD, (resp. SNID,, SNID,) est une courbe plane t-réguliére, ot D,
est une face de D qui est orthogonale a la u-direction, avec u = x, y, 2.

La surface S est dite t-réguliére dans le domaine D si elle est x, y ou z-t-réguliére
dans D.

Nous avons la proposition suivante pour la propriété de une surface t-réguliere.

Proposition 7. (voir [9]) Si S est une surface t-réguliére dans D, alors sa topologie
est uniquement déterminée a partir de ses points d’intersection avec les arétes de D.

La Proposition suivant donne un critere de régularité topologique pour une sur-
face algébrique.

Proposition 8. (voir [9]) Soient S une surface algébrique définie par f(z,y,z) =0
et (u,v,w) une permutation de (x,y,z). St Ouf # 0 dans D et si S N ID, est
une courbe t-réquliére, ot 0D, est une face de D orthogonale d (Ou), alors S est
t-réguliere dans D.

Remarque 20. Cette notion de t-régularité qui est purement topologique, est diffé-
rente de la notion classique (lisse) au sens différentiel. Cependant, il n’est pas difficile
de montrer que si une surface est t-réguliere dans D, elle est réguliere aussi au sens
différentielle dans D, car elle ne peut avoir de point singulier dans le domaine D.
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4.2.3 Topologie de la courbe trisectrice et de la surface mé-
diatrice

En adaptant les définitions et criteres de régularité topologique aux cas de la
courbe trisectrice et de la surface médiatrice, nous allons dégager des propriétés
topologiques qui seront utilisées dans le test de régularité topologique et dans le
processus de leur maillage.

Nous pouvons facilement montrer la proposition suivante.

Proposition 9. Soient D un domaine compact de la forme (4.15), b; ; la surface
médiatrice de sites d; et d;, et T; j i la courbe trisectrice de sites d;, d; et dy, tels que :

1. dim(b;; N OD) = 1 et que et que la partie de la médiatrice délimitée par les
points d’intersection avec les arétes de D est strictement contenue dans le
domaine D.

2. 7;7j7kﬂ8D:{P1,P2} et 7;7j,kﬂD:[P1,P2],
ou Py et Py sont des points.
Alors :

— La médiatrice b; ; est t-régulicre dans le domaine D.
— La trisectrice T, j 1 est t-régulicre dans le domaine D.

Démonstration.
Montrons que la surface médiatrice est t-réguliere dans le domaine D :
En différentiant 1'équation implicite (4.7) de la surface médiatrice nous avons :

2 (2 —2i), 2 (Y — i), 2 (25— 2)) six <
Vbij(w,y,2) =92 (x—2;),2(yj—vi), 2 (25— 2)) siz;<z<z; (4.16)
0, 2 (yj —vi), 2 (25— 2)) st T > x;

1. compte tenu de
z; <xj et (yi, z) # (Y5, %),

a partir de (4.16) on peut facilement vérifier 'une des conditions :
83561‘7]' ?é O, c%bm 7£ O ou 6zbi,j 7é 0;

2. et compte tenu de la condition 1 de la proposition, puisque la surface média-
trice b; ; est un raccordement de trois portions connexes (deux demi-plans et
un morceau de demi-cylindre parabolique), son intersection avec toute face
0D,,0D, ou 0D, est un segment de droite, une portion d’une parabole ou
une jonction de ces deux derniers, qui sont évidement des courbes planes t-
régulieres dans les faces, i.e : b, ; N ID,, est t-réguliere, Vu = z,y, 2.

De (1) et (2) et grace a la Proposition 8 on conclure que la surface médiatrice b;
est t-réguliere dans le domaine D.
Montrons que la courbe trisectrice est t-réguliere dans le domaine D :
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La courbe trisectrice est de classe C* et son vecteur tangent est donné par :

( (=mjtzr)yit+(i—wr)y —yu(xi—z;)  (zj—w)zi+(—zitor)zj+zp(Ti—;)

Y (zg—zr)yit(—zitzr)yituk(zi—zg) 0 (=yituk) ziH(vi—yk) zi— 2k (Yi—y;)
( (=zjtzr)yit(z—zk)y; —yr(—2;) (Ij_xk)2i+(—fﬂ+$k)Zj"!‘zk(w_l'j)) sizi <1<,

! (z) = ) (zj—zr)yit(—zit2r)yi+ye(2i—25) ° (—yj+yr)zi+(Yi—yr)zj—26(Yi—y;) ) @ J

1,5,k 1 —(yi—y;)(x—x) zi—2z;5)(x—xy,

P (zi—zk)yit (= zit )y +yk (2i—25) 7 (=Y +ye)zt+ (Vi —yr)zj— 26 (Y —y;)

(1, 0, 0), siz>xy

et pour tout x € R, T/, (z) # (0,0,0).
Compte tenu de la condition 2, et comme la courbe trisectrice 7; ; » est une jonction
des quatre composantes :
— une demi-droite (pour x < z;) supportée par la droite trisectrice de points A;,
A; et Ay, qui n’est pas orthogonale a (Ox);
— deux portions de demi-paraboles (pour z; < = < z;, et z; < x < ) de
directrice parallele a (Ox) ;
— une demi-droite parallele a 'axe (Ox) (pour x > xj) supporté par la droite
trisectrice de ¢;, ¢; and /y,
pour tout zp € R, le plan (z = x) intersecte la courbe trisectrice en exac-
tement un seul point et grace a la Proposition 6, on conclut que la courbe
trisectrice est t-réguliere dans D.

),six<xi

AN
Sl <o <oy

O

La surface médiatrice et la courbe trisectrice étant t-régulieres dans un domaine
D, en vertu de la définition et de critere de t-régularité, leur topologie dans le
domaine D est déterminée a partir de points d’intersection avec la frontiere 0D,
plus précisemnet on a :
— Pour la surface médiatrice b;; intersectant un domaine D, le graphe de ses
points d’ intersection avec les arétes de D détermine un polyedre isotope a b;
dans D (voir la sous-section 4.3.2 et figure 4.4).
— Pour la courbe trisectrice 7; ; , intersectant un domaine D, le segment de droite
joignant ses deux points d’intersection avec la frontiere 9D est isotope a T«
a l'intérieur de D.

Pour calculer la topologie de la surface médiatrice et de la courbe trisectrice dans un
domaine D, nous devons détecter et calculer effectivement leur point d’intersection
avec la frontiere 0D. La proposition suivante fournit un moyen tres élémentaire pour
y parvenir.

Proposition 10. (Une surface médiatrice a travers une aréte)
Soient b;; la médiatrice de deux sites d; et d; et &y = [, Sk| une aréte du
domaine D joignant les sommets S; et Sy.

1. La surface médiatrice b; ; intersecte l’aréte ouverte &, =|5;, Sk| si et seulement
St :
bm(sl)bi,j(sk) <0
2. La surface médiatrice b; ; intersecte l'aréte fermée &y, =[S, Sy] si et seulement
St :
bi ;(S1)bij(Sk) <O
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Démonstration. Soient & = [S}, Sk] une aréte joignant les sommets S; et Sy du
domaine D et b; ; = g; — g; la médiatrice de sites d; and d;.

Nous allons montrer que :

1. la médiatrice b; ; intersecte une aréte ouverte & =|.S;, S| ssi :
bi’j<Sl)bi7j(Sk) < 0.

Supposons que la médiatrice b; ; intersecte 'aréte & .

Par définition, la médiatrice b; ; partage I'espace R? en un sous-espace de points
plus proches du site d; et un sous-espace de points plus proche du site d;. Ainsi
les points S; et S) sont respectivement distribués dans ces deux sous-espaces
separés, supposons que S; plus proche de d; et Sy plus proche de d;. Dans ce
cas on a :

gi(S1) < g;(S1) et g;(Sk) < gi(Sk)

ce qui implique :
(15) ~ (50 (500 - (50 ) <.
c-a-d : bi,j(Sl)bi,j(Sk) < 0.

Supposons que
bi7j(Sl)bz‘7j(Sk) < 0,

alors on a :

2i(S1) — g;(S1) > 0 et gi(Sk) —g;(Sk) <0
ou

2i(S1) — g;(S1) <0 et gi(Sk) — g;(Sk) >0,

ceci implique que les points S; et Sy sont respectivement plus proche du site
d; et du site d;, ou respectivement plus proche du site d; et du site d;. Ainsi
donc, tout chemin, et en particulier le segment joignant S; et Sy, c’est a dire
I'aréte &, traverse la surface médiatrice b; ; de deux sites d; et d;.

2. Nous allons montrer que la médiatrice b; ; intersecte & = [S;, Sk] ssi :

bi;(S1)bi;(Sk) < 0.
Comme
bi’j(Sl)bm(Sk) <0< bi,j(Sl)bi’j<Sk) < 0ou bi,j(Sl)bi,j(Sk) =0

Mais le cas b; ;(S;)b; j(Sk) < 0 vient d’étre traité ci-haut, nous allons donc
vérifier I'équvalence avec la condition b; ;(S;)b; ;(Sk) = 0.
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La condition

bi,;(S1)bij(Sk) = 0,

est équivalente a 'un des cas suivants :

(a) 2i(S)) —g;(S) =0 et gi(Sk) — g;(Sk) # 0.
(b) gi(S1) — g;(S1) # 0 et gi(Sk) — g;(Sk) = 0.

() i(S1) —g;(S1) =0 et gi(Sk) — g;(Sk) = 0.

Etant donné que la médiatrice est monotone et convexe, les cas (2a) et (2b)
impliquent que la surface médiatrice contient au moins I'un des deux sommets
Sy et Sy et éventuellement un sous-segment de l'aréte &, tandis que le cas (2¢)
implique que 'aréte &), est strictement contenue dans la surface médiatrice.
La proposition est ainsi démontrée.

O

Remarque 21.

1. Pour les cas (2a) et (2b) de la preuve précédente on doit calculer le point d’in-
tersection en substituant la représentation paramétrique de I'aréte dans I’équa-
tion implicite de la médiatrice. S’il existe un point d’intersection Sy €5, Sk|,
donc I'un des sous-segment [S;, So] ou [Sy, Sk] serait strictement contenu dans
la surface médiatrice.

2. Ces différents cas seront utilisés dans le test de régularité afin de détecter le
type d’intersection entre la médiatrice et 'arétes d’'un domaine.

3. Le trisectrice étant une intersection commune des trois médiatrices, son inter-
section avec la frontiere du domaine D peut étre détectée a travers les (deux)
faces qui coupent les trois médiatrices correspondantes.

Maintenant, nous allons aborder la partie algorithmique et fondamentale de ce
chapitre.

4.3 L’Algorithme

Cette section qui constitue la partie fondamentale de ce chapitre est composée
de deux grandes parties : la subdivision du domaine initial Dy et la reconstruction
de cellules de Voronoi.

— Durant la phase de la subdivision telle que résumée dans l’algorithme 7, en

utilisant des critéres de t-régularité, le domaine initial Dy sera subdivisé en
des sous-domaines suivant une structure arborescente kd-trees (voir [19]), c-
a-d : le domaine Dy sera tout d’abord divisé en deux sous-domaines par un
plan médiateur perpendiculaire a I'une des directions du répere (O, i ,7, k),
ensuite chacun de domaines fils sera aussi divisé en deux par un plan mediateur
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perpendiculaire a une autre direction, et ainsi de suite. Tous les sous-domaines
intersectant les cellules du diagramme de Voronoi, c-a-d : les sous-domaines qui
génerent les surfaces médiatrices et les courbes trisectrices, seront identifiés,
et reliés suivant un graphe d’adjacence.

— La phase de reconstitution consiste a traverser le graphe d’adjacence a I’aide
de I'algorithme DF'S (Depth First Search) (voir [62, 77]), tout en maillant tous
les (médiatrices et trisectrices contenues dans) sous-domaines intersectant les
cellules de Voronoi le long de la traversée. L’algorithme DF'S parcourt chaque
branche d’un graphe a partir d’un noeud donné, tout en marquant les sommets
rencontré avant d’atteindre le noeud initial. Des approximations des cellules de
Voronoi qui sont topologiquement correctes dans Dy seront ainsi determinées.

Avant d’aborder la phase de la subdivision, nous aurons besoin d’une formulation
d’un test de régularité qui permettra d’identifier les sous-domaines comportant de
configurations topologiques bien définies, pour les surfaces médiatrices, les courbes
trisectrices et les points quadrisecteurs.

Nous allons introduire un certain nombre de définitions techniques que nous aurons
a utiliser dans la suite.

Définition 46. Soient {d;,i = 1,...,n} un ensemble de n sites, (gi)i=1,.n les
fonctions distances associées et D un domaine de la forme (4.1).

1. Une distance g;, est dite active dans le domaine D si elle contribue localement
a lenveloppe inférieure des fonctions de distance (g;)i=1...n dans D, c-a-d si

min(g;,|,) < min{ max(g;,),7 = 1,...,n}.

2. Un site d; est dit actif dans D si la distance associée g; y est active.

3. On appelle d-liste notée B(D) = {gllD, e ’gpm}’ la liste de p distances déte-
nues pour un domaine subdivisé D et notons |B(D)| = p.

Une d-liste B(D) génere des surfaces médiatrices, des courbes trisectrices et des
points quadrisecteurs. Leur topologie dans un domaine D sera referée par la topologie
de d-liste correspondante B(D), par conséquent, le test de régularité topologique sera
établi sur B(D). Ainsi donc, & la place d'un domaine D, la d-liste correspondante
sera utilisée dans le processus de la subdivision.

Donnons la définition de la topologie d'une d-liste B(D).

Définition 47. Une d-liste B(D) est dite b-réguliére (pour la régularité topolo-
gique de B(D)) si toutes les surafces médiatrices et toutes les courbes trisectrices
qu’elle génere sont t-réguliére dans D.

Au cours du processus de la subdivision toute d-liste B(D) qui est b-réguliere
sera transformée en une d-liste des médiatrices et des et trisectrices correspondantes.
La définition précédente va nous permet de définir le test de régularité topologique.

Le Test de Régularité (IsRegular) permet une identification judicieuse de toutes
les d-listes qui sont b-régulieres engendrant (ou éventuellement, pour les d-listes
dont les domaines correspondants sont inclus dans) les cellules de VD, a partir
des quelles la topologie correcte des cellules va étre aisément calculée. Un code
Maple avec quelques exemples pour ce test est présenté a 'annexe A.1.
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Pour une d-liste B(D) donnée, seules les configurations de médiatrices, de
trisectrices et de quadrisecteurs engendreés par B(D) et pour lesquelles les
médiatrices, les trisectrices et les quadrisecteurs possédent une intersection
générique avec domaine D permettant une approximation topologiquement
correcte, sont autorisées pour déclarer la b-régularité de la d-liste. Une inter-
section générique est réalisée :

— pour la médiatrice qui possede une intersection de dimension 1 avec les faces
de D, et que la partie de la médiatrice délimitée par les points d’intersection
avec les arétes de D est strictement contenue dans le domaine D.

— pour la trisectrice qui possede exactement deux points d’intersection avec
le bord du domaine D et la portion delimitée par les deux d’intersection est
strictement contenue dans le domaine D.

— pour le quadrisecteur qui est strictement contenu dans le domaine D.

Ce test va jouer un role fondamental dans le processus de subdivision en faisant
découvrir l'information topologique d'une d-liste B(D). Plus précisément, Il
permettra de savoir si la d-liste requiert la condition topologique suffisante, ou
bien elle doit étre subdivisée.

Puisque dans notre contexte, nous nous intéressons au calcul de la topologie de
faces de VD (médiatrices), de arétes de VD (trisectrices) et de sommets de VD
(quadrisecteurs) dans un domaine D, une d-liste avec plus de quatre distances
est naturellement non b-réguliére, donc la b-régularité ne sera effectivement
vérifiée que pour une d-liste contenant au plus quatre distances.

Avant de proceder a la vérification de la b-régularité des d-listes, il y’a lieu de

préciser que

— Pour la médiactrice b; ; de deux sites d; et dj, les types d’intersections avec
les arétes de D seront detectés et calculés grace a la proposition 10. Si
I'intersection b; ;NOD est générique, la topologie de la médiatrice sera donnée
par un polyedre (déterminé par les points d’intersection avec les arétes de
D) isotope a b; ; dans D.

— Pour la trisectrice de trois sites d;,d; et dj, I'intersection sera détectée a
travers les faces de D sur lesquelles se croisent les trois surfaces médiatrices
correspondantes. Cela peut se faire en se servant de la paramétrisation cor-
respondante (4.12) de la trisectrice. Si I'intersection 7; ; x NOD est générique
(c-a-d en exactement deux points sur les faces de D), la topologie de cette
trisectrice sera donnée par le segment de droite, joignant les deux points
d’intersection, qui est, évidement, isotope & 7; ; dans D.

— Le point quadrisecteur Q) ; j» de quatre sites dy,, d;, d; et dj, peut étre calculé
par un calcul exact en résolvant l'intersection commune des quatre trisec-
trices, puis sa position par rapport au domaine D est facilement déterminée
a partir de ses coordonnées.

Ainsi, pour toute d-liste B(D) telle que |B(D)| < 4, nous avons :

1. Une d-liste B(D) d’une seule distance active g; (c-a~-d : D C Vor(d;)) est
trivialement b-réguliere.

2. Une d-liste B(D) de deux distances actives g; et g; (D peut contenir une
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surface médiatrice) est b-réguliere si la médiarice b; ; admet une intersec-
tion générique avec le domaine D.

3. Une d-liste B(D) de trois distances actives g;, g; et g (D peut contenir
trois médiatrices et une courbe trisectrice) est b-réguliere si :

(a) chacune des trois médiatrices b; j,b; s et b;; prises séparément est
t-réguliere dans D,

(b) la courbe trisectrice 7; ;5 est t-réguliere dans D.

4. Une d-liste B(D) de quatre distances actives g;, g;, g et g, (D peut
contenir six (6 = (3)) médiatrices, quatre (4 = (g)) trisectrices et un
quadrisecteur) est b-réguliere si :

(a) chacune des trois médiatrices by, ,, m < n € {i,j, k,l}, prises sépa-
rément est t-réguliere dans D,

(b) si chacunne des quatre trisectrices Ty pnp, m < n < p € {i,7,k, [},
prises séparément est t-réguliere dans D, et

(c) le point quadrisecteur correspondant @);;x; admet une intersection
générique avec avec le domaine D (c-a-d : @k, est strictement
contenu dans D).

Remarque 22. Dans la pratique, nous pouvons imposer des conditions supplé-
mentaires pour éviter des intersections non-génériques pour la médiatrice, durant
la subdivision afin d’alléger le test de régularité. Quelques explications sur la fagon
de gérer des intersections non-génériques pour une médiatrice le domaine D, seront
données en annexe A.1.

Une fois que notre test de régularité est bien établi, nous sommes en mesure de
procéder a la premiere étape principale de ce chapitre, qui est la subdivision.

4.3.1 Subdivision de domaine

Dans cette sous-section, nous allons procéder a la phase de la subdivision du
domaine initial pour identifier toutes les d-listes qui y génerent les cellules de VD.
Soit

Dy = [alovblo] X [aQOa b20] X [a3ovb3o]
un domaine dans lequel les n sites di, ..., d,, sont actifs et un seuil € > 0.
Le domaine Dy sera subdivisé en sous-domaines, et les d-listes correspondantes en-
gendrant les cellules du VD seront identifiées et rangées dans un graphe d’adjacence.

Le phase de subdivision telle que résumée dans ’algorithme 7 commence par le calcul
de la d-liste initiale associée au domaine D,

B('DO) = {g1’D07 ce agn‘Do}7

comportant toutes les fonctions distances. Le processus se poursuit avec les étapes
suivantes :

1. linitialisation :
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— d’une pile P par la d-liste B(Dy),
— du graphe d’adjacence G par le graphe vide.

2. La principale étape commence une boucle en prenant une d-liste B(D) de la pile
P, et ensuite en utilisant I'arithmétique d’intervalles, les fonctions distances
seront bornées sur le domaine D c-a-d :

mp < g, < Mp,i=1,...,|B(D)|.

Toute distance qui n’est pas active dans D sera éliminée par filtrage, c-a-d
toute distance g;,  vérifiant

miy > Mp := min{Mb,i=1,...,|B(D)|},
sera eliminée de la d-liste B(D) :
B(D) := B(D)\{8i,,, }-

Ainsi il va rester que des distances actives (c-a-d qui contribuent a I'enveloppe
inférieure de distances) dans D (voir définition 46). La d-liste résultante suivra
le test de régularité topologique "IsRegular".

Si la d-liste B(D) est b-réguliere ou bien si la taille du domaine est atteint le
seuil € (c-a-d : |D] = maxj<;<3(|b;—a;|) < €), alors cette d-liste sera transformée
en une d-liste des médiatrices et des trisectrices correspondantes :

B" (D) = {bi,ja Tiig  Tigrk = bij Nbig N Ojk, b = 8m — &ny >

m<n € {1,...,|B(D)\}},

et qui sera ajoutée au graphe G. Sinon, la d-liste (c-a-d : le domaine corres-
pondant) sera divisée, le long de la plus longue aréte de D par un plan per-
pendiculaire a la direction de cette méme aréte, en d-listes identiques B(D;)
et B(Ds) (i.e : telles que |Dy| = |Dy|). Le graphe d’adjacence G sera mis a
jour en remplacant B(D) par les deux nouvelle d-liste, en ajoutant une aréte
d’adjacence entre elles et en les reliant avec leurs d-liste voisines. Enfin les
deux d-listes seront renvoyées dans la pile P et le processus continue jusqu’a
I’épuisement total de P (i.e : jusqu’a P = ().

Le processus de subdivision s’arréte lorsque toutes les d-listes b-régulieres et toutes
les d-listes dont la taille du domaine correspondant est plus petit que le seuil € sont
identifiées, transformées en d-listes des médiatrices et les trisectrices, et rangées dans
le graphe d’adjacence G.

Remarque 23. Cependant, les d-listes identifiées, lorsque le seuil sur la taille du
sous-domaine correspondant est atteint, pourraient générer des arétes et/ou des
sommets degénérés du VD. C’est précisément ce qui pourrait arriver si toutes les
parties de médiatrices (resp. des parties de trisectrices) impliquées ont une portion
de courbe (resp. un point) d’intersection commune dans le sous-domaine.
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Les différentes phases de la subdivision sont résumés dans ’algorithme suivant :

Algorithme 7. (Subdivision)

Input: Dy C R? un domaine compact, gi,...g, € R[x,y, z| (par morceaux) les
distances associées aux sites di, ..., d, et le seuil € > 0.

Output: G graphe d’ adjacence des d-listes des médiatrices et des trisectrices génér-
ant les cellules du VD de {dy,...,d,} dans D.

1. Calculons B(Do) :={g1_ ,---+8n }i
Dy Dy
2. Initialisons
(a) une pile P :={B(Dy)};
(b) un graphe G :=0;
3. Tant que P # () faire
(a) Prenons une d-liste B(D) de P
(b) Filtrons de la d-liste B(D) :
i. calculons Mp := min{max(g; ), =1...,[B(D)|};
ii. pouri=1...|B(D)| faire
si min(g;_) > Mp alors

B(D) := B(D)\{8g;,};
fin si;

iii. fin pour;
(c) Si; B(D) IsRegular or |D| < ¢ alors;
calculons

B"(D) := {bi,j77;,j,k t Tigge = big Mg N bjky b = 8my — 8ny»

m<ne {1,...,|B(D)]}}
et I'ajoutons a G ;
(d) Sinon
i. subdivisons B(D) en B(D;) et B(Ds);
ii. mettons a jour G avec B(D;) and B(Ds);
iii. remettons B(D;) et B(D,) dans P ;
(¢) Fin Si;
4. Fin Tant que;

5. Faisons tourner G ;
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L’efficacité et I'exactitude de cet algorithme ont été justifiées par la validité et

la fiabilité de deux étapes clés de la boucle, qui sont :

— L’étape du filtrage, qui permet de ne conserver que les fonctions distances qui
contribuent localement a I’enveloppe inférieure, car, localement, seul un petit
nombre de sites participent aux cellules du VD. Pour une d-liste B(D) donnée
cette opération a un cotit de l'ordre du nombre de fonctions distances qu’elle
renferme : O(|B(D)|).

— L’étape proprement dite de la subdivision a été realisée grace aux criteres
d’arrét : le test de régularité topologique (IsRegular) et le test sur le seuil de
la taille du sous-domaine correspondant, permettant de décider si les cellules
de VD engendrées par la d-liste B (D) possedent une topologie entierement
bien connue, ou bien, si le sous-domaine correspondant doit étre divisé. En
effet, notre objectif est d’identifier toutes les d-liste b-régulieres engendrant
les cellules du VD. Si la d-liste échappe aux criteres d’arrét, alors le partition
de la d-liste en deux avec la mise a jour du graphe d’adjacence et la remise
de nouvelles d-listes dans la pile, assurent la continuité de la boucle jusqu’a
I'identification complete de toutes les d-listes engendrant le VD.

Le graphe d’adjacence servira d’une trajectoire idéale, pour traverser toutes les d-
liste des médiatrices et des trisectriceces, durant la phase de reconstruction.
Puisque la b-régularité d'une d-liste B(D), qui est le critére fondamental dans 1’algo-
rithme, n’est réalisable que pour |B(D)| < 4, dépend donc de efficacité de 1'étape
du filtrage, dont le cotit est de O(|B(D)|), par conséquent le cofit global de I’algo-
rithme dépend de l'efficacité du filtrage.

Une fois que le domaine D, est subdivisé et que toutes les d-liste des médiatrices
et des trisectriceces générant les cellules de Voronoi sont bien identifiées et rangées
dans un graphe d’adjacence, nous allons procéder a la deuxieme phase fondamentale
de ce chapitre, qui est la reconstruction.

4.3.2 La reconstruction de cellules du diagramme de Voro-
noi

Cette sous-section présente la phase finale de ’algorithme qui est la reconstruc-

tion de cellules de VD a partir du graphe d’adjacence de toutes les d-listes des

médiatrices et des trisectrices, issu de la phase précédente. Comme durant la re-

construction, toutes les d-listes B%*(D) seront maillées lors de leur traversée, nous

aurons a présenter, tout d’abord, les procedures de maillage de différents types de
d-listes B"*(D) résultantes de la subdivision.

Maillage de la d-liste B(D)

A Tissue l'algorithme 7 de la subdivision, la d-liste B(Dy) correspondante au
domaine initial Dy a été subdivisée et transformée en des d-listes B%*(D) des mé-
diatrices et des trisectrices, qui génerent les cellules Voronoi dans des sous-domaines
D. Nous obtenons ainsi des d-listes générant respectivement aucune, une médiatrice,
trois médiatrices et une trisectrice, ou six médiatrices et quatre trisectrices ,et éven-
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tuellement de d-listes générant des arétes de VD dégénérées ou des sommets de VD
dégénérés.

Dans cette partie des algorithmes vont étre congus pour le maillage de chacune de
ces différents types de d-listes. L’éventuel cas de d-listes générant des arétes de VD
et des sommets de VD dégénéré peut étre traité de maniere identique aux cas régu-
liers. 11 y’a lieu de noter ici que le maillage d'une d-liste B*(D) signifie le maillage
ou le calcul de la topologie des surfaces médiatrices et de courbes trisectrices cor-
respondantes dans le domaine D.

Pour le cas d’une d-liste qui ne géneére aucune surface médiatrice (c-a-d une d-
listes avec un seul distance active), le sous-domaine correspondant est intégralement
contenu dans une cellule, aucun traitement n’est nécessaire.

Pour une d-liste d'une seule médiatrice, de trois médiatrices et d'une trisectrice, et
de six médiatrices et quatre trisectrice, le processus de maillage est le suivant :

Maillage d’une d-liste B"¢(D) d’une seule médiatrice
Pour une d-liste B"$(D) d'une seule surface médiatrice by, le processus de
maillage tel que résumé dans l'algorithme 8 est assez simple. Il consiste :
— tout d’abord a détecter et a calculer les points d’intersection de la médiatrice
avec les arétes du domaine D en utilisant la proposition 10 :
Si
b12(51)b12(Sk) <0,

on calcule
Bis(l, k) = b1aN &y,

ou & = [91,Sk], 51 et Sk, sont respectivement une aréte et les sommets du
domaine D.

Le calcul de points By (I, k) peut se faire en substituant la paramétrisation
de I'aréte & dans I’équation implicite de la médiatrice by o.

— Ensuite les points B »([, k) seront rangés dans une liste circulaire de telle sorte
que deux points consecutifs appartiennent a une méme face de D. Ces points
seront connectés 3 a 3 par des triangles successivement joints formant ainsi un
polyedre P; 5. La figure 4.4 montre une illustration du processus.

Le polyedre P; o détermine la maille de la surface médiatrice b, » dans le domaine

D.

Algorithme 8. Maillage d’une d-liste d’une seule médiatrice

Input: BY(D) d-liste d’une seule médiatrice.
Output: P;2 un polyedre isotope a la médiatrice b; o dans D.
1. Initialisons Py :=0; V :=0;
2. Calculons £(D) :={& =[5, 5] : | #k € {1,...,8}, arétes de D} ;
3. Pour chaque aréte &, € £(D) faire
(a) Si by 2(51)b12(Sk) < 0 faire
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i. calculons By o(l, k) :=b12NE
ii. ajoutons Bjs(l, k) dans V;
(b) Fin Si;
4. Fin Pour;

5. Rangeons )V en une liste circulaire
V= {%7 ‘/17 ‘/27 ceey ‘/|V|—1} such that [‘/p—lv ‘/p]p=1,...,\V|—1 C 82)7

6. Pour; p =1,..., |V| — 2 faire;
Pio:=PiaUAVp_1,Vp, Vi)

Fin Pour;

7. Faisons tourner P o ;

L’efficacité et I'exactitude de cet algorithme réside en :

— La définition 45, assurant la déduction de la topologie de la médiatrice dans D a
partir de ses points d’intersection avec les arétes du domaine, car la médiatrice
y est t-réguliere, et de la proposition 10 qui permet de détecter les arétes du

domaine possédant une intersection avec la médiatrice.

— La maniere de calculer de la topologie par jonction des triangles successifs
définis par les points d’intersection (car ils ne sont pas tous coplanaires) de la

médiatrice avec les arétes, rangés dans une liste circulaire.

s

.—o-'-"'_'_'d_—'_

FIGURE 4.4 — La figure correspondant a la d-liste initiale (& droite) et la d-liste

mailée (gauche)

Maillage d’une d-liste B"*(D) de trois médiatrices et une trisectrice

Pour une d-liste B%*(D) avec plus de une seule médiatrice, ce n’est pas I’ inté-
gralité de toute la partie de la médiatrice (contenue dans D) qui définie une face de
VD dans D. La courbe trisectrice divisant chaque médiatrice b; ; de sites d; et d; et
en deux parties, et seule la partie délimitée par la trisectrice et les points d’inter-
section de b; ; avec les arétes de D qui ne sont pas plus proches de un autre site dj,
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détermine la face de VD dans D. En effet les points d’intersection de la médiatrice
b;; et les arétes qui sont plus proche du troisieme site dj, sont contenus dans la
cellule Vor(dy,) et non plus a la frontiere des cellules Vor(d;) et Vor(d;). Les points
d’intersection B; ;(I,m) de la médiatrice b; ; = i, — &), avec Varéte &, =[S, S
du domaine D qui ne sont pas plus proche d’'un autre site d; sont définis par :

B; ;(l, =b,;,N&E,m et
fruem =0t .

VE#i,7, g, (Bim(l,m)) > g (Bi;(l,m)) =g;_(Bi;(l,m)).

Remarque 24. La deuxiéme condition de (4.17) signifie que le point d’intersection
B; j(l,m) de la médiatrice b; ; avec I'aréte &, est plus proche des sites d; et d; que
de tout autre dy, k # 1, j.

La maille d’une d-liste B*$(D) de trois médiatrices et une trisectrice est donnée
par un ensemble de trois polyedres joints le long d’un méme segment de droite, qui
est isotope a la courbe trisectrice dans D, et chaque polyedre est isotope a la partie
de chaque médiatrice déterminant a une face de VD dans D.

L’algorithme 9 donne les différentes étapes du calcul de la maille comme suit :

1. Premierement, nous calculons les deux points d’intersection P; et P, de la
trisectrice avec les faces du domaine D, puis leur milieu C.

2. Pour chaque médiatrice b;;,7 < j € {1,2,3}, tous les points d’intersection
B; j(I,m) avec les arétes vérifiant la condition (4.17) seront calculés et rangés
dans la liste V = {V4, ..., Vjy_1} tels que :

Vo, PuJ, Vo1 Vil iy et [Vivir, 2] € D,

c-a-d : chaque segment [Vy, P1], [Vp—1,V,] et |:‘/|V‘_1,P2:| est contenu dans une

face de D.
(a) Ensuite, nous initialisons un polyedre P;; avec les deux triangles ex-
trémes :
Pz"j = A(Pl, C, ‘/0) U A(‘/\V\—h C, PQ),
et

(b) On ajoute successivement le triangle A, = A(V,_1,C,V,) a P;; :

P =PijUl, pour p=1,...,[V| -1

A la fin nous obtenons un ensemble de trois polyedres (isotopes aux faces de
VD dans D) joints le long du segment [Py, P,] (isotope a la trisectrice dans
D), la figure 4.5 donne une illustration du maillage.

Par exemple si une médiatrice b;; possede un seul point d’intersection vérifiant
(4.17), c-a-d si [V| = 1, alors on a Vjy—1 = V{ et donc
Pi,j - A(‘/07 07 Pl) U A(WV\*M C) P2) = A(be P17 P2)7

c’est a dire que le polyedre P; ; est donné par I'unique triangle défini par les points
Pla PQ et Vb
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Remarque 25. Le méme procédé peut étre utilisé pour calculer la maille de la d-
liste qui génere une aréte dégénérée et le résultat de I'algorithme serait un ensemble
de plus de trois polyedres joints le long d’un segment commun (isotope a 1’ aréte
dégénérée dans D).

Algorithme 9. Maillage d’une d-liste de trois médiatrices et une trisectrice

Input: BY*(D) une d-listes de trois médiatrices et une trisectrice

Output: P U P13 U Psg I'ensemble de trois polyedres isotopes aux faces de VD
dans D joints le long d'un segment commun qui est isotope a la trisectrice D.

1. Calculons £(D) :—{Sl,k =[S, 5], L #ke{l,...,8}, arétes de D}

2. Caleulons {Py, P} := T 3N 0D; C := Btz
3. Pour i < j € {1,2,3} faire;

(a) Initialisons V := )
(b) Pour chaque aréte &, € £(D), faire;
1. Si; bi7j(Sl)bi7j(Sk) < 0 faire;
A. calculons B; ;(1,k) :==b;; N & ;
B. pour h # i, j, faire;
si gn (Bi;(l, k) = gi_(Bi;(l,k)) faire;
ajoutons B; ;(l, k) dans V;
fin si;
C. fin pour;
ii. fin si;
(¢) Fin Pour;
(d) Rangeons V= {%7 ) ‘/\V|71} tels que [%7 Pl] ) [V;J*la ‘/ZD} ) {WV\*I? PZ} C
oD
(e) Imitialisons P; ; := A(Py, C, Vo) U A(Viy—1, C, Po);
(f) Pour p=1,...,|V| —1 faire;
,P@j —- ,PiJ U A(V;)_l, O, V;v) )
(g) Fin Pour;
4. Fin Pour;
5. Faisons tourner P; o U Py 35U Pa3;

Puisque chacun des trois surfaces médiatrices et la courbe trisectrice sont t-
régulieres dans le domaine D, 'efficacité et l'exactitude de l'algorithme 9 a été ont
été assurées grace a la définition 45, déterminant leur topologie dans le domaine D a
partir de ses points d’intersection avec la frontiere 0D, et a la proposition 10 pour
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FiGURE 4.5 — La figure correspondant a la d-liste initiale en haut et a la d-liste
maillée en bas.

la détection des points d’intersection. Et ensuite, comme pour chaque médiatrice,
seule la partie délimitée par la trisectrice et les points d’intersection de b;; et les
arétes de D, qui ne sont pas plus proches d’'un autre troisiéme site di, constitue une
face du diagramme de Voronoi, la simple comparaison de la distance de chaque point
de b;; N E(D) aux trois sites, données par la condition (4.17) permet la détection
de tous ces points d’intersection. Il est a noter que I'implication idéale du point C'
(milieu du segment isotope a la trisectrice dans le domaine D) a été d’une grande
importance dans la construction correcte de la topologie des parties de chaque mé-
diatrice, qui déterminent les face de VD dans D, le long du segment isotope a la
trisectrice, en joignant les triangles successifs définis par les points d’intersection
(4.17), préalablement bien ordonnés ensemble avec les deux points d’intersection de
la trisectrice avec 9D.

Maillage d’une d-liste BY*(D) de six médiatrices et quatre trisectrices
Pour une d-liste B%*(D) avec plus de trois médiatrices et plus d'une seule trisec-
trice, ce n’est pas toute I'intégralité de une courbe trisectrice 7y, qui définie une



4.3. L’ALGORITHME 243

aréte de VD dans D. Les courbes trisectrices étant concourantes au point quadri-
secteur Q. jx (de sites dp, d;, d; et dj,) dans D. C’est seulement la portion délimitée
par le point Qp; ;x et le point d’intersection de la trisectrice 7y, ; avec la face du
domaine D, qui n’est pas plus proche d'un autre quatrieme site dy, détermine une
aréte de VD dans D. Ces genre de points P ; ; sont déterminés par :

{m Thig (4.18)

Vk#h i, g (Prij) > 8n, (Prij) = i (Prij) = & (Prij)

Remarque 26. La premiére condition de (4.18) détermine un point d’intersection
Py ; ; de la trisectrice Ty ; ; avec la face du domaine D, tandis que la deuxieme signifie

que le point P ; est plus proche de trois sites dj, d; et d;, que de tout autre site
dk7 k 7& h7 Za]

Comme dans ce cas on a exactement quatre portions de trisectrices concourantes
au point quadrisecteur @ 234 dans D et compte tenu de la condition (4.18), on aura :
— quatre demi-portions de trisectrice délimitées par Q1234 et les points P ; ;
vérifiant la condition (4.18), et
— trois parties de médiatrices le long de chacune de quatre demi-portions de
trisectrice. Chaque partie de médiatrice est délimitée par une demi-portion
[Q1,2,34, Pn,ij] et les points d’intersection B; j(m,[) vérifiant (4.17).
Les étapes de maillage de la d-liste B(D) par 'algorithme 10 sont :

1. Tout d’abord nous calculons le sommet ;234 et les quatre points d’inter-
section Pj,; ;, entre de chaque trisectrice Ty, ; et la frontiere 0D, vérifiant la
condition (4.18).

En reliant chaque point P ; ; au sommet ()1 234 par un segment de droite, on
obtient un graphe isotope aux arétes de VD , qui est étoilé autour du sommet
Q1234

2. Ensuite, nous calculons la topologie des trois parties des médiatrices, suppor-
tées par chaque demi-portion de trisectrice (1,234, Pri ], comme suit :

Pour chaque médiatrice by j,7" < j° € {h,i,j}, leurs points d’intersection
By ji(m,1) (s'ils existent) avec les arétes de D vérifiant la condition (4.17) et
qui ne sont pas plus proche d'un quatrieme site dj, seront calculés et ajoutés
a une liste V.

La liste V pourrait étre vide plus précisement lorsque aucun point P}, ; ; véri-
fiant (4.18) n’appartiennent aux arétes de D, et que la médiatrice n’a pas de
points d’intersection avec les arétes vérifiant (4.17).

Cela nous amene a distinguer deux cas possibles :

(a) Sila liste V est non vide, alors

i. la liste va étre rangée par V := {Vp, ..., Vjyj_1} de telle sorte que :

[%7 Ph,i,j] ) [V;Jfla V;)] C aD

p=1...|V|-1

c-a-d, chacun des segments [Vy, Py ;] et [V,—1, V}] est strictement
contenu dans une face du domaine D
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ii. nous initialisons le polyédre Py ji = A(Phij, Q1,234, Vo) et

iii. on ajoute successivement le triangle A, = A(V,_1,Q1234,V,) au
P jr
PZ'/JI = Pi/,j/ U Ap, P = 1... |V| -1

(b) Silaliste V est vide, il existe deux points distincts B, ; j et Py, ;, j, vérifiant
(4.18) qui sont strictement contenus sur une méme face du domaine D et
partageant la médiatrice by j, c-a-d : tels que

hl = hailziajl#jv
ou
hi = hyiv#i, 1=
ou

hl 7é hailziajlzja

et la partie de la médiatrice contribuant a la face de VD dans D est prise
en sandwich par les deux portions

[Phyivgi> Qi234] €t [Prij, Q123.4]-

Ainsi donc, le polyedre qui sera isotope a la médiatrice by j» est réduit a
I” unique triangle défini par les points Py, i, j,, Prij et Q1234 :

Pirjr = DN Pry iy grs Priigs @12,34)

A la fin, le long de chaque segment [(Q12,3.4, P |, on obtient un ensemble de
trois polyedres joints P47 = Pri U P UP;; isotope aux trois parties de
médiatrices (qui contribuent aux faces de VD) dans le domaine D. Au total,
nous obtenons quatre ensembles de ce type qui forment une structure étoilée
autour du point Q1234 (voir figure 4.6).

Remarque 27. Le méme processus peut étre utilisé pour mailler une d-liste avec
un sommet de VD dégénéré, et le résultat de I’algorithme serait une famille de plus
de quatre ensembles de trois polyedres qui forment une structure étoilée autour du
sommet dégénéré Q23 i, k = 4.

Algorithme 10. Maillage d’une d-liste de six médiatrices et quatre trisec-
trices

Input: B(D)"une d-liste de six médiatrices et quatre trisectrices.

Output: PL23 U PL24 U P234 U PL34 ot PWF est I'ensemble de trois polyedres
(isotopes aux faces de VD b; ;,b; ), et b;j dans D) joints le long d'un segment
commun (isotope a la trisectrice 7; j dans D).

1. Calculons £(D) ::{El,k =[5, Sk, L # ke {l,...,8}, arétes de D} ;
2. Calculons Q :=T1 235N T124 NT234NTi34;
3. Pour h <i<je{l1,2,3,4} faire
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(a) Calculons P ; ; := Tp;; NOD;
(b) Pour k # h, i, j, faire
i. si gkI'D (Ph,i,j) > gh\D (Phﬂ',j) faire
A. pour ¢ < j € {h,i,j} faire
pour chaque aréte &, € £(D), faire
si bigj/(Sl)bi/,j/(Sm) < 0 faire
Initialisons V := 0);
Calculons By j(I,m) == by jy N Em;
Pour i/ #£7', j/, faire
si gh‘/D(BZ-/J/(l,m)) > gi‘/D(Bi@j/(m, l)) faire

ajoutons By j/(I,m)) aV;

fin si;
Fin Pour;
fin si;
fin pour;
B. fin pour;

C. si V :# () alors
rangeons V := {Vp,...,Viy_1} tels que [Vo, Ph;],[Vo-1,V}] C
oD
initialisons Py ;o := A(Phyij, A, Vo) ;
pour p=1,..., |[V| — 1 faire
Pirj =Py UA(Vp-1,Q, Vp);
fin pour;
D. sinon, let Py, 4, j, = Thyiy.j; NOD such that [P, 4, 4y, Prij| C 0D
Pirjr i = D(Prirgi Prig Q) 5
E. fin si;

ii. fin si;
(c) Calculons P := Py, UPy,; UP;;;
(d) Fin Pour;
4. Fin Pour
5. Faisons tourner P123 U P24y pr3dy plsd,

Etant donné que dans ce cas il y a six médiatrices qui s’intersectent 3 a 3 le
long leur trisectrices correspondantes, qui sont eux aussi, concourantes au point
quadrisecteur Q, alors nous avons une configuration quadruplée de ’algorithme 9, et
donc I'argument de I'exactitude de 'algorithme 9 doit étre valable pour I’algorithme.
Mais dans ce cas les conditions (4.18) compleéte 'argumentation pour identifier les
points d’intersection de chaque courbe trisectrice avec les faces de domaine D, qui
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FIGURE 4.6 — Du haut en bas on a la d-liste initiale de six médiatrices, les quatre
trisectrices concourante au point quadrisecteur et ’ensemble de polyedres qui repré-
sente la maille de la d-liste initiale.

ne sont pas plus proches d'un autre quatrieme site. Il est a noter que le point
quadrisecteur Q a joué le méme role que le point C' (dans I'algorithme 9) dans la
construction correcte de la topologie de chacune de parties des trois médiatrices, qui
contribuent aux face de VD dans D, tout au long de chaque segment isotope a la
portion de trisectrice, qui contribue a une aréte de VD dans D.

Observation sur une d-liste BY*(D) avec |D| <
Nous venons de présentrer les procédures de maillage pour une d-liste B%*(D) qui
contient respectivement :

— une surface médiatrice ;

— trois surfaces médiatrice qui s’intersectent le long de la courbe trisectrice cor-
respondante et

— six surfaces médiatrices qui s’intersectent 3 a 3 respectivement le long quatre
courbes trisectrices correspondantes,
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c-a~-d une d-liste qui correspond a la d-liste B(D) b-réguliere. Mais comme men-
tionnée a la remarque 23, la d-liste qui correspond au domaine D dont la taille est
inférieure au seuil € peut générer des arétes ou des sommets de VD qui sont dégéné-
rés. De plus, de telles d-listes peuvent comporter des configurations plus compliquées
que l'on pense, notamment c’est le cas ou toutes les surfaces médiatrices et/ou toutes
les courbes trisectrices n’ont pas d’intersection commune dans le domaine D. Pour
tenir en compte de cette situation on va établir un test supplémentaire qui permet
de verifier si

1. oui:
— il y’a plus de trois médiatrices qui ont d’intersection commune le long d'une
portion de courbe dans D, et/ou

— il y’a plus de quatre trisectrices qui sont concourantes en un point commun
dans D,

2. non : il n’ y’a pas de telles intersections.

— Dans le cas du oui, on pourrait se trouver dans la situation d’arétes et de
sommets de VD dégénérés dont le processus de maillage est similaire aux cas
réguliers comme expliqué aux rémarques 25 et 27. On pourrait aussi se trouver
dans la situation ou il y’a plus d’'un sommet de VD dans le domaine D, et en
ce moment on va subdiviser D pour obtenir des sous-domaines qui contiennent
exactement un sommet de VD (normal ou dégénéré), ce qui va permettre de
calculer la topologie dans chacun des sous-domaines.

— Sinon (c-a-d dans le cas du non), la topologie n’est pas tres bien connue dans
le domaine D.

Reconstruction de cellules de Voronoi

Dans cette derniere partie, nous allons procéder a la reconstruction des cellules
de Voronoi en traversant tout en maillant toutes les d-listes B(D) obtenues &
Iissue de l'algorithme 7, qui sont rangées dans le graphe d’adjacence G.

— La traversée de d-listes sera réalisée par application de ’algorithme de parcours
en profondeur DFS (détaillé aux chapitre 1). On rappelle que Ialgorithme
DF'S (voir [33, 62, 70, 77, 81]) est un algorithme de parcours d’un graphe (ou
d’une structure arborescente) qui se décrit en recherchant progressivement a
partir d’'un noeud S donné du graphe en s’appelant récursivement pour chaque
noeud voisin de S. Cet algorithme est appliqué dans notre cas a un sous graphe
Gi.m du graphe d’adjacence G & partir d’une d-liste B%*(D) (qui est un noeud
de G). Le sous-graphe considéré dans ce cas est celui de toutes les d-listes qui
contiennent une médiatrice by, :

Gim = {B"(D) € G : b, € B"™(D)}.

— Le maillage des d-listes traversées se fera en utilisant I'un des algorithmes de
maillage 8, 9 ou 10 correspondant selon le type de la d-liste.
Ainsi une approximation de la frontiere de la cellule de Voronoi associée a un site
d; sera reconstruite en traversant et en maillant toutes les d-liste dans lesquelles,
le site d; est impliqué. Toute cellule ouverte (c-a-d non bornée) sera complétée par
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une partie du bord 0Dy de maniere a contraindre la reconstruction a l'intérieur du
domaine Dy.

Pour des raisons de necessité et de commodité nous réintroduisons la définition
suivante.

Définition 48. On dit qu’un site d; appartient a une d-liste BY(D), si il existe
j €{L,...,n} tel que byj_ € B (D).

Le processus de reconstruction, tel que présenté dans l'algorithme 11, commence
par une d-liste (un noeud) B”*(D), quelconque non encore traversée, du graphe G,
la frontiere de la cellule associée a un site d; va étre reconstruite en traversant et en
maillant toutes les d-listes impliquant d; comme suit :

— Pour tout site d; € B"(D) et tout site d; € B"(D),j # i, parcourons en

profondeur le sous-graphe G;; C G, de toutes les d-listes qui contiennent la
médiatrice b; ;, & partir de BY*(D) par : DFS(G, ;, B®*(D));

— Si au cours de la traversée une d-liste B"$(D); contient une aréte (7;;,,) de
VD, alors le site d; sera substitué par un autre site dj,, j1 # ¢ et nous conti-
nuons avec le parcours du sous-graphe G; ; C G, de toutes les d-listes qui
contiennent la médiatrice b; j, a partir de B*(D); par : DFS(G; j,, B"*(D),);
et

— Si au cours de la traversée une d-liste B*$(D), contient un sommet (Q; ;)
de VD, le site dj, sera a son tour substitué par un autre site d;,, j» # 4, et nous
continuons avec le parcours du sous-graphe G, ;, C G, de toutes les d-listes qui
contiennent la médiatrice b; j,, & partir de B¥*(D), par : DFS(G, ;,, B"(D)2).

Le processus se poursuit ainsi jusqu’a atteindre la d-liste initiale B%*(D) pour la
deuxieme fois.

La cellule Vor(d;) est ainsi reconstruite. On repéte le méme processus pour les tous
sites. A la fin on obtient une approximation polyédrique de la cellule du VD associée
a chaque site restreinte au domaine D,. Le processus de reconstruction est résumé
par l'algorithme 11 suivant :

Algorithme 11. Reconstruction de cellules du VD

Input: G le graphe d’ adjacence de d-listes générant le VD de sites {d,...,d,}

dans D,.
Output: VD la partition Dy en des cellules maillées de VD associées aux sites
{dy,...,d,}
1. Pour:=1,...,n faire

2. On initialise VD [i] := 0;
3. Pour chaque d-liste B*(D) (noeud) non traversée du graphe G faire
(a) pour chaque site d; € BY(D), faire

i. pour chaque site d; € B"(D), j # i, faire
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A. Parcourons le sous-graphe G; ; a partir de B%*(D) :
DFS(G:;, B"(D)),
tout en maillant les d-listes qui intersectent la médiatrice b, ; ;
B. Si une certaine d-liste B%*(D); contient une aréte de VD, alors
Ji=01
et continuons le parcours avec le sous-graphe G;; a partir de
Bbis(D)l .
DFS<gi,j17 B (D)1)>
tout en maillant les d-listes qui intersectent la médiatrice b j, ;
C. Fin SI
D. Si une certaine d-liste B%* (D), contient un sommet de VD, alors
J1=J2;
et continuons le parcours avec le sous-graphe G, j, a partir de
Bbz‘s(fD)2 .
DFS(giJé? B" (D)Q)v
tout en maillant les d-listes qui intersectent la médiatrice b; j,, et
continuons le parcours jusqu’a atteindre B%*(D) pour la deuxiéme
fois;
E. Fin SI
F. Ajoutons la cellule reconstruite a VD [i] ;
ii. fin pour;
(b) fin pour;
4. Fin Pour;

5. Faisons retourner VD ;

Malgré que I'algorithme développé n’a pas pas encore été implementé, nous allons

présenter quelques exemples réalisés manuellement.

Exemple 39. Nous allons présenter deux exemples réalisés manuellement a 'aide
du logiciel Maple pour le calcul des points d’intersections de la médiatrice et de la
trisectrice avec le bord du domaine of D, ensuite en se servant du logiciel GeoGebra
3D (version 4.9.32.0-JOGL1 sur le systéme mac os x) pour le maillage manuel des
surfaces médiatrices et des courbes trisectrices dans le domaine D.

Ainsi pour :

1. I’ensemble

{dy = (=5+1,3,-2), dy = (-3 +1t,—4,4),ds = (3+1,4,3), t >0, }

de trois demi-droites paralleles et le domaine

Dy = [-10,10] x [—6,6] x [—6,6],
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FIGURE 4.7 — La maille de la cellule associée au site d; de ’exemple 1.

FIGURE 4.8 — La maille de la cellule associée au site dy de 'exemple 1.
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FIGURE 4.9 — La maille de la cellule associée au site d3 de ’exemple 1.

FIGURE 4.10 — La maille du diagramme de Voronoi de d;, dy et d3 restraint a Dy de
I’exemple 1.
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AAS

FI1GURE 4.11 — La maille de la cellule associée au site d; de I'exemple 2.

en calculant 25 points d’intersection, en construisant et connectant 28 tri-
angles, le maillage de chacune des cellules du VD de l’ensemble {d;, ds, ds},
restreint au domaine Dy, peut étre visualisé séparément, respectivement , dans
figures 4.7, 4.8 et 4.9, et ceux de trois cellules sont simultanément présentées
a la figure 4.10,

. I'ensemble

{di = (=541,3,-2), dy = (=3 +t,—4,4), dy = (3+1¢,4,3) et
dy = (t,0,0), t > 0}

de quatre demi-droites paralléles et le domaine
Dy = [—10,10] x [-6,6] x [—6,10],

en calculant 45 points d’intersection, en construisant et connectant 65 tri-
angles, le maillage de chacune des cellules du VD de 'ensemble {d,, d, d3, ds},
restreint au domaine Dy, peut étre visualisé séparément, respectivement, dans
le figures 4.11, 4.12, 4.13, et 4.14, et ceux de quatre cellules sont simultanément
présentés a la figure 4.15.

Conclusion

Au terme de ce dernier chapitre, nous avons developpé un nouvel algorithme

pour calculer une approximation du diagramme de Voronoi d’une famille finie de
demi-droites paralleles restreint & un domaine compact Dy C R3, pour la distance
euclidienne. Ce nouvel algorithme qui est basé sur les méthodes de subdivision du
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FIGURE 4.12 — La maille de la cellule associée au site dy de 'exemple 2.

AAS

FIGURE 4.13 — La maille de la cellule associée au site d3 de 'exemple 2.
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FIGURE 4.14 — La maille de la cellule associée au site ds de 'exemple 2.

Add

FIGURE 4.15 — La maille du diagramme de Voronoi de dy, ds et d3 restreint a Dy de
I'exemple 2.
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domaine D, et de maillage de courbes et surfaces algébriques dans un domaine
compact, calcule le VD de ces nouveaux type de sites par le MD des fonctions
distances associées aux sites. L’algorithme développé calcule une approximation du
VD qui est topologiquement équivalente au VD exact dans le cas ou la taille de tous
sous-domaines D issus de la subdivion est plus grande que le seuil € (|D] > €), ou
dans le cas ot [D| < € et que la d-liste BY$(D) contient une seule aréte dégénérée
ou un seul sommet dégénéré, pour € > 0, convenablement tres petit. Dans les autres
cas la topologie n’est pas déterminée, et donc des méthodes doivent étre établie pour
s’assurer de l'exactitude de la topologie de VD de fagon générale. Cette méthode
pourrait étre appliquée au cas de tout domaine compact d'un espace métrique dont la
fonction distance peut étre transformée en une fonction polynomiale. Nous comptons
implémenter notre algorithme dans un langage de programmation pour analyser sa
complexité pratique. Nous avons en projet de nous intéresser a des cas plus généraux
ol les fonctions distances ne sont pas euclidiennes et au cas d'un ensemble de demi-
droites non paralleles.






Conclusion et perspectives

Au terme de cette these, nous avons développé des nouvelles approches pour
calculer des descriptions exactes des courbes médiatrices planes et des surfaces mé-
diatrices et une approximation de la description du diagramme de Voronoi d’une
famille de demi-droites paralléles de R3.

En ce qui concerne les médiatrices :

— Nous avons proposé une nouvelle approche algorithmique, pour calculer des
paramétrisations algébriques exactes de la médiatrice algébrique de deux ob-
jets géométriques réguliers (deux courbes rationnelles planes, deux surfaces
rationnelles). Cette approche permet de calculer facilement une paramétrisa-
tion de la médiatrice algébrique de deux courbes planes dont 'une est au moins
un cercle ou une droite, et des paramétrisations des médiatrices algébriques
des paires de surfaces de petit degré telles que : plan-quadrique, plan-tore,
cylindre circulaire-quadrique non développable, deux cylindres, deux cones et
cylindre-cone. Dans le cas ou la médiatrice posseéde une paramétrisation ra-
tionnelle, les résultats obtenus coincident avec les résultats déja existant dans
la littérature. Dans les autres cas, les paramétrisations contiennent des racines
carrées qui sont bien adaptées aux calculs approchés. Pour le cas de de deux
courbes planes, en s’inspirant de la méthode introduite par Farouki et Johns-
tone pour le cas point-courbe, nous avons appliqué un processus d’'élagage'
afin de caractériser la médiatrice géométrique a partir de la paramétrisation
calculée. Cependant, dans le cas non-rationnel, le calcul des points critiques
reste aussi une tdche non évidente. De méme pour le cas de deux surfaces
rationnelles, régulieres, orientées et disjointes, en se basant sur un choix ju-
dicieux de sens des vecteurs normaux des surfaces, nous avons développé une
méthode d’"élagage" a partir de la paramétrisation calculée. Il y’a lieu de pré-
ciser que ces nouvelles approches ont fait ressortir, explicitement, le lien étroit
qui existe entre la rationnalité de la médiatrice et celle des normes de vecteurs
vitesses des deux courbes ou de vecteurs normaux des deux surfaces d’entrées.
De plus, ces approches ont permis de montrer que, méme dans le cas rationnel,
le corps de coefficient, n’est en général pas conservé par la médiatrice (c-a-d :
le corp des coefficients d’une paramétrisation de la médiatrice, n’est pas tou-
jours contenu dans le corps des coefficients des représentations de deux objets
géométriques d’entrée).

— Nous avons aussi proposé une approche expérimentale a 'aide de couleur dy-
namique au logiciel GeoGebra, qui permet de caractériser géométriquement
et numériquement la courbe médiatrice géométrique d’un point et une courbe
rationnelle plane, ou de deux courbes rationnelles planes. Cette méthode, bien
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qu’elle ne fournit ne aucune réprésentation algébrique, peut donner lieu au

calcul de la représentation approximative de courbe médiatrice géométrique a

partir de coordonnées de points, ainsi collectées.
En ce qui concerne le diagramme de Voronoi, nous avons proposé un nouvel algo-
rithme pour calculer une approximation du VD d’une famille finie de demi-droites
paralléles restreint & un domaine compact Dy de R3, pour la distance euclidienne.
La méthode développée utilise ’enveloppe inférieure de la famille des carrées des
fonctions distances associées aux demi-droites, le processus de subdivision et du
maillage, qui donne une approximation du VD restreint au domaine Dy. L. approxi-
mation du VD obtenu, est topologiquement équivalente au VD exact dans le cas ou
la taille de tous sous-domaines D issus de la subdivision est plus grande que le seuil
e (|D] = ¢), ou dans le cas ou |D| < € et que la d-liste BY*(D) contient une seule
aréte dégénérée ou un seul sommet dégénéré, pour € > 0, convenablement tres petit.
Dans les autres cas la topologie n’est pas déterminée.
De nombreuses perspectives restent a explorer :

— Bien qu’il est conjectural que la rationnalité de normes de deux vecteurs vi-
tesses des courbes ou de deux vecteurs normaux des surface est une condition
nécessaire pour la rationnaité de la médiatrice, des criteres supplémentaires
pour la rationnalité de la médiatrice restent toujours a explorer pour une iden-
tification et une classification des paires de courbes et de surfaces possédant
une médiatrice rationnelle.

— La méthode de couleur dynamique en GeoGebra nécessite d’étre intégrée dans
le programme source de GeoGebra afin d’accroitre la rapidité et la stabilité du
processus du scannage.

— Le nouvel algorithme introduit pour le calcul de VD, nécessite d’étre implé-
menté dans un langage de programmation pour une analyse compléete de son
éfficacité. De méme des approches plus sophistiquées sont a explorer pour ga-
rantir 'exactitude de la topologie de VD de fagon générale. L’algorithme doit
étre aussi étendu au cas de demi-droites non-paralleles et au cas d’'un espace
métrique non euclidien et dont la distance est transformable en polynome.
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Annexe A

Annexes

A.1 Le code Maple du test de régularité de I’al-
gorithme 7

Dans cette section, nous allons donner le code Maple du test de régularité utilsé
dans l'algorithme 7 (chapitre 4) pour la subdivision. Le test est constitué d’un
certain nombre de tests et de procédures intermédiaires que nous allons décrit suc-
cessivement. Nous allons tout d’abord donner les procédures relative aux calculs de
la médiatrice, la trisectrice et le quadrisecteur.

A.1.1 Le code Maple pour le calcul des représentations al-
gébriques de la médiatrice, la trisectrice et le quadri-
secteur

1. la représentation implicite de la surface médiatrice de deux sites
La procédure intitulée BIS, permet de calculer la représentation implicite de
la surface médiatrice de deux sites

di = (z1 4+ t,y1,21),do = (22 + t, Yo, 22)t = 0

avec 1 < Xy, induisant les distances :

g (.CL’ y Z): (l'—$1) (?/—y1)2+(2—21)2 six<3c1,
e (y — 1) (2—21)2 six > x.
o (x y Z) . (ZU - xz) (y - y2)2 + (z — 22)2 six < x9,

2\4, Y, - .
(Y —y2)* + (2 — 22)? si x> @

Cette procédure dont le code Maple s’ensuit, prend les deux fonctions distances
associées aux sites sous forme d’une liste de deux listes comme suit :

62 = [ fonlo= o+ = + = sl =+ =]

o= 0+ =+ 5= 2P =+ = 2] |

et donnera I’équation implicite de la surface médiatrice sous la forme (4.7).
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BIS = proc( G2::( listlist( ratpoly) ) )
local xI, x2, x3, T123, bi2, bi13, b23, d!I, d2, d3;

dl =G2[1];
2= G2[2];
xl:=dl[1];
x2=d2[1];

b12 :=piecewise(x < xI, simplify(dI[2] — d2[2]),x] <=x and x < x2,
simplify (d1[3] — d2[2]), x2 <=x, simplify(dI[3] — d2[3]));
bi2

end proc

BIS([[-3, (z +3)% + (y +4)% + (2 — 4)%, (y + 4)> + (= — 4)7,
(0,22 +y° + 2%, 4% + 2%]]);

6r+8y—8z2+41 x<-3
224+ 8y —82+32 -3<zand <0
8y —8z+ 32 o<z

2. La paramétrisation de la courbe trisectrice de trois sites

La procéndure intitulée TRIS, permet de calculer la paramétrisation de la
courbe trisectrice de trois sites

di = (z1+t,y1,21),de = (x2 + t, Y2, 22),ds = (w3 + t,y3, 23),t = 0

avec r1 < Ty < x3, induisant les distances :
r—21)2 4+ (y—y1)?+(z—2)* siz<a,
(o 2) {( D2+ (=) + (2 — =) 1

(y—mn)*+ (2 — =1)? six > 2.

222, y, 2) = (@ —22)’+ (=)’ + (: —2) siz<my,
s (¥ —12)” + (2 — 22)? six > xo.
gs(z,y,2) = (z—23)* + (y—ys)’ + (2 — z3)°  siz <uws,
- (y —ys)* + (2 — 23)° six > ws.

Cette procédure dont le code Maple s’ensuit, prend les trois fonctions distances
associées aux sites sous forme d’une liste de trois listes suivante :

G3 = ||o,(@—2)?+ (W—v)’+(z—2)% W — )+ (2 — 2%,

o, (1= 22)? + (y — 12)? + (2 — 22)%, (y — 12)? + (2 — 22)7],

00 = ) (0= e 2P = G2 ]|

et donnera la paramétrisation de la trisectrice sous la forme (4.12).
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TRIS = proc{ G3::( listlist{ ratpoly) ) )
local x/, x2, x3, T123, bi2, bI3, b23,dl, d2, d3;
dl = G3[17];
d2 = G3[2];
d3 = G3[3];
xf=dI[l];

x2=d2[1];
x3=di[1];
hi12=lop(2, BIS([d], d2])). op(4, BIS([d], d2])), op(6,
BIS([dI, d21))];
hi3:=op(2. BIS([dl. d3])). op(4. BIS([4], 43])). op(6,
BIS([dI. 431 1;

23 = |op(2, BIS([d2, d3]) ), op(4, BIS([d42, d2]) ), op(6,
BIS([d2, d310)1;
T123 = piecewise(x < x{, Vector([x, op(2, sohve({bI2[]1], bi3
[L1h A» 2} [1]). op(2, solve({BI2[1] BI3[1]} {0 2})[2]10])
cxl <=xand x < x2, Vector([x, op(2, solve( {h12][2], bI3[2
1h {0 2H[1]), op(2, solve( {b12[2], b13[2]}, {»,2})[2])]).
x2 <=x and x << x3, Vector([x, op(2, solve( {h12[3], b23[2]}.
{». 2} [1]). ap(2, solve({£12[3], b23[2]}, {3 2})[2])]). x3
<=x, Vector( [x, op(2, solve( {bI3[3], b23[3 ]} {w. 2})[1]).

op(2, solve( {pI3[3], 623[3]} {v. 210210 D ):
riz2s

end proc

TRIS( [=3,(x +3)2+ (y+4)2+ (2 —4)%, (y + 4% + (z — 4)],
[O,$2+y2+22,y2+z2],
8, (=34 2) 4+ (y— 42 + (= — 2 (y — 42 4 (= — 3>2]D;

T
—3/4z+ £ x< -3
75
14

x

5/7T4 & a?—3/Tax ] -3<x and x< 0

| —3/7Tz+ 3 —1/1422
B T

5/7+1/14x23/7x] 0<x and x< 3
2 33
L 1/142% —3/Ta+ 3
[ =z
1/14 3<x

57
- 14
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3. La procédure de calcul des surfaces médiatrices et de courbes tri-
sectrice de n < 4 sites
La procéndure intitulée BISTRI permet de calculer les représentations im-
plicites de surfaces médiatrices et les paramétrisations des courbes trisectrices
d’un ensemble de n < 4 sites
diy = (z1+ty1,21)s -y dp = (Tn +t,Yny 20), 1 20, 11 < -0 < Ty,
induisant les distances
(z—z)* 4+ (y—w)*+ (z—2z)* siz<ua,
(y—u:)* + (2 — 2)? six >y
Cette procédure dont le code Maple s’ensuit, prend les n fonctions distances
associées aux sites sous forme d’une liste de n listes suivante :

gi(x,y,z) = i=1,...,n.

Gn = “3717(55—151)2—1-(y—y1)2+(2’—21)2,(y—y1)2+(z—zl)Q] e

[:L‘n, (=) +(W—yn)? + (2= 2)% (Y —yn)* + (2 — zn)ﬂ ],

et donnera les représentations des médiatrices et les paramétrisations des tri-
sectrices correspondantes au n sites.

BISTRI = proc( G::( listlist( ratpoly) ) )
local i.j. k. n,m, H B, TTT,

H=G
B:=[]
TT=1]

for i to nops(H) — 1 do
for j from i + 1 to nops(H) do
B:=[op(B),bli,j1=BIS([H[i], H[j1]) ]
end do
end do;
for i to nops(H) — 2 do
for j from i + 1 to nops(H) — 1 do
for &k from j + 1 to nops(H) do
TTT = [op(TTT), T[i,j, k] =TRIS([H[i], H[j], H[k]]) ]
end do
end do
end do;
[op(B), op(TTT) ]
end proc
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BISTRI ([[—3, (432 + (y+4)2+(z—4)2% (y+4)*+ (2 —4)?],[0, 2% + y* +

2+ 2B (=342 + (-4 + (2 =3 (=4 + (2 - 3)2]]>;

6z +8y—8z24+41 x<-3
[b1,2= —x2—|—8y—8z—|—32 B3<zxand x <0,
8y —8z+ 32 <z
12z +16y —22+7 x<-3
big=¢-22+6x+16y—22—-2 -3<zand z <3,
16y —22+7 <z
6rz+8y+62—34 x<0
boz=14 -2 +62+8y+62—34 0<zand <3|,
8y+62z—25 3L x
13
—3/4334‘% x<-3
- 75
i 14
T
5/T+ 22 =3/Tx 3<zand =<0

| —3/Ta+ 2 —1/1427
i

5/7+1/142* = 3/7x 0<zand =<3
| 1/142% = 3/Tx + 2

a

1/14 <z

57
L L 14 i

4. Les coordonnées du point quadrisecteur de quatre sites

La procéndure intitulée QUADRI permet de calculer les coordonées du point
quadrisecteur de quatre sites

diy = (z; +t,y;,2),t = 0,0 =1,...,davec 11 < Ty < x3 < T4,

induisant les distances :

(x—z)?+ (y—w)*+(z—2z)* siz<ua,

2 2 . ,’i:l’,.,74,
(v —u) + (2 — z) six > x;.

gi(z,y,2) :{

Cette procédure dont le code Maple s’ensuit, prend la liste d’indices de quatre
sites, la liste de quatre trisectrices associées aux sites et une des médiatrices
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(ici by 4) comme suit :

X = [ZL‘1<£L‘2<£L‘3<£L‘4],
T = [712,3, 7'1,2,4, 71,3,4, 75,3,4]

b1,4 = b1,4 ,b1,4 b1 )
|z<m1 |w]_

Sz<zy ’ ‘x>w4

et donnera les coordonnées du point quadrisecteur.

CQUADRI = proe( Xdist, T2 (dist( function) ), B:0( fist{ raipaiv) ) )
bocal i, O & Y1, Y2, 822, Y3, Y4, Lm, T, T2, 5, AL, 51,52, 53, §53, 54, x4,
2. x3, x4 Y, TI, TR,
=Tk
for [ to nops (I7) do
Yi=lap( Y, [comvert{ap( 2, TT[i]), list'), convert(ap(4, T[]}, fist
), comvert(op (6, TT[i]}, fist"), convert{op(8, TT[i]}), st} ]]
end do;
TT=[¥I1]YI[2) YI[3] YI[4])
TR =subs(x=1 TI[1]):
&I = [sodve( {sups(x=TR[1 ][ L y=TR[1][2}z=TK[1][3 | B[1]}. !
<=X[1]} {t}) }
82 = [sodve( {subs(x=TR[2Z)[1Ly=TR[2][2), z=TR[2][3 ] B[2]). X]1]
<tand t <=X[2]} {1} ]}
33 = [sodve[ {subs(x=TR[I|[1Ly=TR[3][2}z=TR[3][3L B[2]). X[2]
<tand r <=X[3]}, {t}}]
M = [sodve( {subs(x=TR[4][1Lyv=TR[4][2]. z=TR[4][3] B[ 2]). X[3]
< tand t <=X[4]} {1t} |
35 = [sadve| {subs(x=TR[4])[1Ly=TR[4][2}, z=TR[4][3] B[3]}. X[4]
<1} {1h )
§=[5,82, 85 8 55}
for i to nops (5] do
if §[i]<>]] then
Al = [seq(eval (T x=ap( 2, ap(ap(S[i]) ) 0= 1 naps(TT)) ]
end if
end do:
for [ to nops(Af) do
WAIIJ[Z2]=AL[1][2] and AS[i][3]=AI[1][3] then O =AI[]]
end if
end do:
A1]
end proc

Pour

X = [_57_37073] )
T = [71,2,37 71,2,47 7?[,3,4, 75,3,4]

b]_,4 - l16$+4+2y+1oz|z 5’_1:2+6x+2y+10z_21|75§z<3’

29 — 12+ 1Oz|z>3],
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avec

Ti23 =

71,2,4 =

X

7
13/2x 4+ 47

29 ., 215
1Tt
x

3/2x + % —1/2a?
B —1/227+9/4x

x
29 2
37 7,2
2 — g7
x
29
2
37
2
x
_38 .. 39
FTIRC-))
_ 58 . 25
R IRCA))
x

9 4 15 .2 4 3
a TRt

X

31, 3 2 18
Tl T

83 7221
a1 T T a’

T

23

82

103
82

-H<x and x< -3

-3<x and x< 0

O<x

-H<x and x< =3

-3<x and x< 3

JI<x
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i x
9 91
AT
29 25
L~ T
xr
107 3 6
STl e UL
9 25
Tisa= :—1—737+T7+2/17$2
™ xr
1/172? — £z 4 11
3.9 9 25
I T TR AT
T
89
34
23
L 34
i x
13
—3/4x+%
75
L 14
X
5/T+ &4 =3/Tx
—3/Tx+ 3 —1/142?
75,3,4— -
xr
5/7+1/1422 —3/7x
2 33
! 1/14$ —3/7934—7
X
1/14
57
L 14
on a

QUADRI(X, TT, by 4);

-b<x and x< 0

O<x and x< 3

3<x

-3<x and x< 0

O<x and x< 3

3<x
L /29869
2
— 1 (4~ & v/29869)
29869) — %5 V29869
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A.1.2 Le code Maple du test de régularité

Maintenant nous allons donner un certain nombre de codes de test intermédiaires
utiles avant d’ arriver le test de régularité proprement dit.

1. Le test d’intersection de deux domaines D;, D, C R?
Il va nous permettre de savoir si deux domaines

D1:A1X31X016tDQIAQXBQXCQCRg

ou Ay, B;,C;,i = 1,2 sont des intervalles de R,
s’intersectent ou pas. Ce test va étre utilisé dans la suite pour décider si une
portion de courbe trisectrice, bornée dans un domaine D;, intersecte le D,.

Le test donné par la procédure INTERCUBE dont le code Maple est le
suivant, prend les deux domaines sous la forme

TT = [Ay, By, C1] et DD = [Ay, By, C),

et tournera :

~ "true' siD;NDy £ 0
— "false" si D; N Dy = 0.

INTERCUBE = proc( TT::listlist, DD::listlist)

local T, D:
T7=T1T:
D :=DD;

if 7[1][2] <DJ[1][1]er D[1][2] < T[1][1] then
return false

elif 7[2][2] < D[2][1] er D[2][2] < T[2][1] then
return false

elif 7[3][2] < D[3][1] or D[3][2] < T[3][1] then
return false

end if;

return true

end proc
Pour
Dy = [—15,—4] x [~ 4] x [, 3] et Dy = [—4,7] x [-4,4] x [-4,6],
on a :
INTERCUBE([[-15, —4], [~ &, &, [~ 5, 5] . [-4,7), [-4,4], [-4,6]))

true
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c-a-d : Dy N'Dy # ().

Pour

Dy =[-1,1] x [-1,1] x [=1,1] et Dy = [2,4] x [2,4] x [2,4],

INTERCUBE([[-1,1],[-1,1],[-1, 1]}, [[2, 4], [2, 4], [2, 4]));
false

c-a-d : Dl N DQ = @

. Le test d’un point contenu dans un domaine D C R?

I va nous permettre de savoir si un point ) = (g, yo, 20) est contenu dans un
domaine D ou pas. Ce test intitulé INSID, dont s’en suit, va étre utilisé dans
la suite pour décider si un point quadrisecteur () contenu dans un domaine D.
Le test prend les coordonnées du point et le domaine

D=AxBx(C

respectivement sous forme d’une liste de trois nombres réels (les composante
de @) et d’une liste de trois intervalles comme suit :

Q = [iL‘(),y(),Zo], D= [A,B,C],

et tournera :

— "true'si Q € D
— "false" si Q € D.

INSID = proc( Q::list, D::listlist)

local B, al, a2, a3, bl, b2, b3, F;

B =D,

P = convert( Q, 'list');
:=min(seq(B[i][1].i=1 ..nops(B)));
bl =max(seg(B[i][1].i=1.nops(B)));
a2 =mn(seq(B[i][2],i=1.nops(B))):
b2 :=max(seq(B[i][2],i=1..nops(B)));
al:=min(seq(B[i][3].i=1.nops(B))):
b3 =max(seq(B[i][3],i=1.nops(B)));
if not (al < P[l]and P[1] < b! and a2 < P[2] and P[2] < b2
and a3 < P[3] and P[3] < b3) then

return false
end if:

return frue

—

o

end proc
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INSID([-3.922375092, 3.173924180, 5.35714286], [[-5, -5, 0], [-5, -5, 10], [-5, 5,
0], [-5, 5, 10], [5, -5, 0], [5, -5, 10], [5, 5, 0], [5, 5, 10]]);

true

INSID([12, 3, 4], [[-5, -5, 0], [-5, -5, 10], [-5, 5, 0], [-5, 5, 10], [5, -5, 0], [5, -5,
10], [5, 5, 0], [5, 5, 10]]);

false

Maintenant, nous sommes en mesure d’établir le test régularité. Il y’a de pré-
ciser, comme déja annoncé a la remarque 22, que les cas d’intersections non-
génériques avec le bord du domaine D, c-a-d une intersection de dimension
deux pour une surface médiatrice et une intersection de dimension une pour
une courbe trisectrice, seront évités durant la phase de la subdivision. Un test
supplémentaire sera envisagé lors de 'implémentation de notre algorithme, Ce
test supplémentaire va détecter de telles intersections, et dans ce cas, au lieu
de diviser le domaine par un plan séparateur médian,(c-a-d en son milieu),
le domaine sera divisé a é, i ... de telle sorte que le morceau de la surface
médiatrice ou la portion de courbe trisectrice, qui était en intersection non-
générique, soit contenue dans un sous-domaine. Ainsi, le test de régularité que
nous allons suppose que toute surface médiatrice et toute courbe trisectrice
qui intersectent un domaine D, admettent des intersections générique avec le
bord du domaine. Le test va s’établi comme suit :

— Une d-liste de deux distances, c-a-d qui génere une seule médiatrice, est
naturellement condérée comme t-réguliere, et on n a rien a vérifier.

— Pour une d-liste de trois distances, c-a-d qui génere trois médiatrices et une
courbe trisectrice, on va tout simplement vérifier si une portion de la trisec-
trice est conténue dans le domaine. L’idée consiste a calculer un plus petit
domaine D’ bornant la trisectrice sur le domaine D, le test INTERCUBE
appliqué aux domaines D et D’ compleéte le test.

— Pour une d-liste de quatre distances, c-a-d qui génere six médiatrices et
quatre trisectrices, on va tout simplement vérifier si les portions de chacune
des quatre trisectrices et le point quadrisecteur correspondant sont conténus
dans le domaine D. A ce niveau, on applique le test précédant a chacune
des quatre trisectrices et le test INSID appliqué au point quadrisecteur et
le domaine D complete le test.

. Le test de régularité pour une d-liste B(D) de trois distances

Il permet de savoir si une d-liste de trois distances est t-réguliere ou pas. Ce
test intitulée REGULS3 dont le code Maple est presenté ci-apres, prend le
domaine D donné par ses huit sommets et les trois distances associées aux
sites sous forme des listes de liste suivantes :

D = Halvblacl]a"'7[a87b8768]]

G3 = ||z, —m)+ -+ (—2) G —n)’+ (-2,

o, (1= 22) + (Y — 1) + (2 — )%, (y — 1) + (2 — )],

:553, (x —23)” + (y —ys)* + (2 — 2)°, (y —y3)* + (2 — 23)2} 1 )
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et tournera
— "true' si B(D) est réguliere,
— "false" sinon.

REGULS = proci Dofistlise, G fiselist | ragpadv) ) )
local af bf, B a2, a3 b2 b3, OO X, T, TAV, TT, i, j, O, Dy, Bz, T, T, Tz,
T
g=D
TAV=11}
al =min(seq(BlI[1Li=1 . nops(B)} ).
bl =max(seq(B[i][1Li=1 . nops(B))):
al =mmseg( G 2Li=1 nops(8))):
bl =max (seg( B[1][2) 1= 1. naps(8))):
aid =min(seq(BlI[3Li= 1 . .nops(B)} ).

3 =max(seg( B[i)[3Li= 1. .nops(B)) )

Dr=[al.d]:

Dy = [a2 b1l

Dz = (a3, b3
X=[al, bl],
=TT

=]k

=1 F

oo = Do, Dy, Dz,
IT=[ Lk
T=TRI5(G):

for i to nops (G do
il af < G[i][1] and G[i][1] < &/ then
XN=gart( [ap(X). G[i][1]])
end if
end do;
for i to nops(X) do TAV = [op(TAV ), eval [ T, x=X[1]}] end do;
for i to nops( X} — 1 do
Tx = [op(Tx), [TAV[I][1 ], TAV[i + L[ 1]]:
Tv=[lop(Tv), [mn| TAV[i][2], TAV[i+ 1T][2]), max{TAF[i][2], TAV
[i+ 1][2])1F:
Tz = [op(Tz), [min| TAV[i][3] TAV[i 4+ 1J[3]), max(TAF[i][3 ] T4V
[i + 1][31)1%:
TT = [op(TT), [Tx[i}, Ty[i]. T2[i]]]
end do;
TM=ap(IT);
for j to nops (777} do
it INTERCUBE(IT[], DY) then return frue end if
end do:
return false
end proc

REGUL3([[-7, -7, 7], [-7, 7,7}, [=7,7,7), [=7, 7, =71, [7, =7, 7], [7, =7, 7],
(7,7, 7,17, 7, =T, [-3, 22 + 12 + 22+ 6x 2+ 8%y — 8x 2 +41,9y% + 22 + 8%
y—8x2+32],[0, 2% + 9>+ 25,92 + 2%, [3, 22 +y? + 22 —6xx —8xy —6G* 2z +
34,y° + 2% — 8%y — 6% z + 25]));

true

4. Le test de régularité pour une d-liste B(D) de quatre distances
Il permet de savoir si une d-liste de trois distances est t-réguliere ou pas. Ce
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test intitulée REGUL4 dont le code Maple est présenté ci apres, prend le
domaine D donné par ses huit sommets et les trois distances associées aux
sites sous forme des listes de liste suivantes :

D = [[al,bl,cl] ., [as, b, cs]

G3 = |[m, (x =) +(y—y1)2+(2—21)2,(y—y1)2+(z—21)2},
w2 (= 22)* + (y = o) + (2 = 22)° (y = o) + (2 — 22)°) |
|75, (= 23)° + (y — ys)° +(2—23)2,(y—y3)2+(2—23)2”,

et tournera

— "true' si B(D) est réguliere,
— "false' sinon.

Le test REGULA4 utilise un test intermédiare REGULO04 qui permet de
savoir si la d-liste B(D) est t-réguliere pour chaque triplet de distances prise
parmi les quatre distances associées aux quatre sites. Cet test REGULO4 est
donné comme suit :
REGULM = proc( Dodissliss, Gofivtlisg |
local i, j & [ m. B, H, Hi df a2 d3 a4, T123 Tild, T34 T2534, TT,

8=D,
H=[I
Hi=[1
df =01}
g2 =a[2]
di=a[3]:
i =G4

F123 = TRIS| [df, dZ, d3]);
24 = TRIS| [df, dZ, d4]);
T34 = TRIS| [df, d3, d4]).
FI3d = TRIS| (a2, d3, d4]).
= [T123, T124 TI34, TI34];
for [ to nops (G ) — 2 do
for j from 7+ 1 to naps (G} — 1 do
for & from j = | to nops (&) do
H=lop(H) (G G Ge]E: Hi = [ap( ). [§ 5 E]]
end do
end do
end do;
for i to nops|( ) do
if mot REGULI(E H([i]} then return false end if
end do;
return Irue
end proc

REGULO4([[3, —4, —4], [~3, —4,4], [~3,4,4], [-3,4, —4], [5, —4, —4],
[5’ _4a4]7 [574a4]7 [5a4a _4”7 [[—3,I2+y2+22+6*$+8*y—8*2+41,y2+22+

8xy—8x2+32],[0, 22 +y2 + 2% 2 + 2%, [1, 22 +y* + 22 —2xx — 6% 2+ 10, 9% +
22—6%2+9], [3, 22+ 92+ 22— 6x2—8xy — 62 +34,y> + 22 —8xy— 6% 2+25]));
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false

REGULO04([[—5, —5,0], -3, —5,10],[-3, 5, 0], [-3, 5, 10], [5, =5, 0], [5, =5, 10],
[5,5,0],[5,5,10]], [=5, 2% 4+ 9> + 22+ 10% 2 — 6%y +4* 2+ 38, y> + 2% — 6%y + 4%
24+13], [=3, 22+ 2+ 22+ 6% 1+ 8%y —8x 2 +41, Y2 + 22 +8xy — 8+ 2+ 32|, [0, 22 +
yi 422, g2+ 22, [3, 22y 4 22 — 6k x —8xy —6x 2+ 34, y* + 2% — 8%y — 6% 2+ 25]]);

true

Et le test REGULA4 est donné comme suit
REGULS = proc| Dofistlise, Grdistlist)
bocal 1, f, & 0 m, O, 0, O, 03, af, b4, R3 P, RS, al, a3, hi, b2, b3, B, H,
Hi dl, a2 a3 dd, xf x2 x3. x4, TI23, TI2 TI134 T234. TT,
A
H
Hi

D
[k

[ k
G
id2 =2
d3 =03
=04
=dl[1]
=d2[1];
=d3[l];
M=add[ 1]
al =mmseq(E[[][1L1=1 . nops(8))):
Al =max(seg( B[I][1}Li=1. napz(H)) ).
al =miniseg( B[][2Li=1 nops(B)) )
b2 = max (seg(Bi][2]i= 1 .nops (8] ) ).
ai =min(seq(B[][3Li= 1 nops(E))):
A =max(seg( S[1][3)L =1 . napz(H)) ).
fld = [wimplifv (@f[2] — @[ 2] ). simpdife (o F | 3] — @[ 2] ), simpdifi (o7 3
] — d4[3]);
123 =TRIS([d!, d2,d3]);
7124 = TRIS| [df, d2, d4]).
T134 = TRIS| [df, d3, d4]).
TI34 = TRIS| (a2, d3, d4]).
for i to pops(G) — 2 do
for j from i+ 1 to nmops (G — 1 do
for & from j + | to nops| G} do
H = [op(H), [G[i], G[/], G[k1]}: Hi= [op(Hi). [i,]. k]]
end do
end do
end do;
f3 = [reg (REGULI( B, H[i])i=1 . naps ()} L
IT=[TI23, TI24, TI34, T234];
= QUADRI( [xf, x2, x5, x4 | TT, bid):
O =evalf [ 10](C1]):
L2 =evalf T10]( G 2]1):
03 = evalf [ 10]{ Q[ 3]}
F=[08 02,05
A = [REGULIMH (B T 1
if mot (REGULOS(E, ) and INSID{F, §)) then return fiolse end if;
returm frie
end proc

Gt
o
I R

uch
il



Al

LE CODE MAPLE DU TEST DE REGULARITE DE L'’ALGORITHME 7 283

REGULA([[-5, 5,0, [—5, —5,10], [-5,5,0], [-5, 5, 10], [5, =5, 0], [5, =5, 10],

[5,5,0],[5,5,10]], [[-5, 22 +9y* + 22+ 10z — 6%y +4x 2+ 38, y* + 22 — 6xy + 4%
24+13], [=3, 22+ 9y + 22+ 6% 2+ 8%y —8x2+41, y* + 22+ 8%y — 8% 2+32], [0, 22 +
Y 422 2422, [3, 22+ Y2+ 22 — 6% — 8%y —6x 2+ 34, y? + 2% — 8y —6x 2 +25]]);

true

REGULA([[—3, —4, —4],[~3, —4,4],[~3,4,4],[-3,4, 4], [5, —4, —4], [5, —4, 4],
[5,4,4],[5,4, —4]], [[-3, 22 + 9>+ 2 + 6% 2+ 8xy — 8x 2z +41,y* + 2% + 8y —
8x2+32],[0, 22+ 32+ 222+ 22, [, 22 + 2 + 22 — 2% 2 — 6% 2+ 10, 9% + 22 —
6x2+9],[3, 2> +y? +22—6xx—8xy—6%2+34, 9>+ 22 —8xy — 6 x 2 + 25]]);

false

Enfin, nous arrivons au test de régularité global.

. Le test de régularité (Isregular) pour une d-liste de n distances

Le test Isregular pour une d-liste B(D) de n, qui prend le domaine D donné
par ses huit sommets et les n distances associées aux sites sous forme des listes
de liste suivantes :

D = [[&171)1761}7[a27b2702]7"'7[a87b8768“

Gn = [ {fla (-2 +y—y)?+(z—20)% (=) + (2 — zl)z} ,

e [mn, (x—2)? + (Y —yn)?+ (2 — 22)% (Y —yn)? + (2 — zn)2] ] ,

s’exécute comme suit :

— sin = 1,2, B(D) est réguliere
— si n = 3 on applique le test REGUL3 a D et a Gn
— si n =4 on applique le test REGUL4 a D et a Gn

— sin >4, B(D) est non-réguliere.

Le test tournera

— true' si B(D) est réguliere
— "false" sinon
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ISREGULAR = proc| Dofisilist, Gruistlist)
local 1, j, & B, H, 0.
8=D,
H =1
n = nops | f):
if n <=4 then
if n=1 or n=2 then return e end if;
if n=23 and KEGUL3I B H) then return frue end if;
if n=4 and REGULS( S, i) then return frue end if
end if;
return false
end proc

ISREGULAR([|—5, —5,0], =5, —5,10], [5, 5, 0], 5,5, 10], [5, =5, 0],

[5,—5,10],[5,5,0], [5,5, 10]], [[=5, % +y?+ 22+ 10% 2 —6xy+4* 2+ 38, y? + 22 — 6%

y+4x2+13], [=3, 22 +1y°+ 22+ 6% 0+ 8xy—8*2+41, y?+ 22 +8*y—8x2+32], [0, 22+

i +22 P+ 2%, [3, 2%+ y? + 22 — 6% 1 — 8%y —6x 2+ 34, y? + 2% — 8xy — 6% 2+ 25]]);
true

ISREGULAR([[—3, —4, —4],[~3, —4,4],[~3,4,4],[~3,4, —4], [5, —4, —4],

5, —4,4],[5,4,4], 5,4, —4]], [[-3, 2® +y* + 2>+ 6% x4+ 8y —8x 2 +41, 3> + 2> +

8xy—8x2+32],[0, 2% +y*+ 2%,y + 2], [1, 22 +y? + 2% —2x 2 — 6% 2+ 10,y +

22 —6%x2+9], 3, 2%+ 1y2+ 22 —6xx—8*xy—6%2+34, y? + 22 —8xy — 6% 2 +25]]);
false

ISREGULAR([[-5, —5,0], [~5, —5,10],[5,5,0], [~5, 5, 10], [5, —5, 0],

(5, —5, 10, [5, 5, 0], [5, 5, 10]] (5,2 497+ 22 41050 — Gy + 42 438,47 +
2?2 —6xy+4*z+13],[-3, :E2+ Y2422+ 6xx+ 8%y —8xz+41, 42+ 22+ 8%y —
8x2+32], [0, 22 +y*+ 2%,y +22], 3, 2% +y° + 22 — 6% v — 8%y —6x 2+ 34, 4% +
22 —8xy—6x2+25,[2,(x—2)2+ (y—5)*+ (2 —5)% (y — 5)*+ (2 — 5)?]]);

false
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