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s Résumé

Les équations de Maxwell-Klein-Gordon (MKG) sont un systéme d’équations non
linéaires qui modélisent le mouvement d’une particule chargée dans un champ électroma-
gnétique. Dans ce travail, nous considérons le systeme d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire
avec constante cosmologique positive (EMSC)y) qui est ainsi une forme générale des
équations de MKG et nous étudions la stabilité asymptotique dans le futur des solutions de
ce systeme. Cette étude apparait comme une généralisation des travaux de Dongho Chae
[7] et de Costa et al [15]. En effet, nous modifions le cadre développé par Chae dans [7]
pour étudier le systeme d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire sans constante cosmologique
en introduisant une constante cosmologique positive A > 0. D’autre part, le systeme
d’Einstein-Champ Scalaire avec constante cosmologique positive (EC'Sy) étudié par Costa
et al dans [15] devient un cas particulier du systeme d’EMC'Sy étudié ici; puisque nous
considérons un champ scalaire complexe contrairement au choix d’'un champ scalaire réel
fait par Costa et al.

Pour atteindre ce but, nous choisissons comme cadre géométrique 1’espace-temps a
symétrie sphérique de Bondi dans lequel nous écrivons le systeme d’ EMCSy en coor-
données de Bondi et nous remarquons que le contenu complet du systeme se réduit en
une seule équation aux dérivées partielles (intégro-différentielle) non linéaire du premier
ordre équivalente au systeme. Pour étudier le probleme de Cauchy associé a cette équation
intégro-différentielle équivalente, nous prescrivons la donnée initiale sur un coéne isotrope.
Avec une telle donnée initiale choisie suffisamment petite, nous démontrons que cette équa-
tion admet une unique solution locale et globale en temps de Bondi. Nous montrons aussi
que l'espace-temps est asymptotiquement de De-Sitter et est géodésiquement complete
vers le futur : il s’agit d’un résultat de stabilité non linéaire de De-Sitter pour le systeme
d'EMCS) mais aussi d'une réalisation de la Censure cosmique.

Mots clés : Espace-temps a symétrie sphérique de Bondi, équations d’Einstein-Maxwell-
Klein-Gordon, stabilité, Espace-temps de De-Sitter, complétude géodésique, censure cos-

mique.
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s Abstract

The Maxwell-Klein-Gordon (MKG) equations are a system of nonlinear equations that
model the motion of a charged particle in an electromagnetic field. In this work, we consider
the Einstein-Maxwell-Scalar Field system with a positive cosmological constant (EM SC}),
which is thus a general form of the MKG equations, and we study the asymptotic stability
of the solutions to this system in the future. This study appears as a generalization of the
work by Dongho Chae [7] and Costa et al. [15]. Indeed, we modify the framework developed
by Chae in [7] to study the Einstein-Maxwell-Scalar Field system without a cosmological
constant by introducing a positive cosmological constant A > 0. On the other hand, the
Einstein-Scalar Field system with a positive cosmological constant (EC'Sy) studied by
Costa et al. in [15] becomes a special case of the EMCSy system examined here, since we
consider a complex scalar field, unlike Costa et al’s choice of a real scalar field.

To reach this goal, we choose the Bondi spherically symmetric spacetime as the
geometric framework in which we write the EMCS, system in Bondi coordinates, and
we remark that the full content of this system is encoded in a single nonlinear first-order
partial differential (integro-differential) equation equivalent to the system. To study the
associated Cauchy problem for this equivalent integro-differential equation, we prescribe
the initial data on an isotropic cone. With such initial data chosen sufficiently small, we
demonstrate that this equation admits a unique local and global solution in Bondi time.
We also show that the spacetime is asymptotically de Sitter and is geodesically complete
in the future : this is a result of nonlinear de Sitter stability for the EMC'S) system as
well as a realization of cosmic censorship.

Keywords : Bondi spherically symmetric spacetime, Einstein-Maxwell-Klein-Gordon

equations, stability, De-Sitter spacetime, geodesic completeness, cosmic censorship.
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» Introduction

En 1917, Albert Einstein [18] publia dans un document sur la théorie de la relativité
générale et les équations d’Einstein, qui integrent la théorie classique relativiste des champs
avec les effets de la gravitation. Quelques années auparavant, Einstein avait profondément
marqué la communauté scientifique avec sa théorie de la relativité restreinte, dans laquelle
les anciens postulats galiléens tels que le temps et I'espace absolus étaient abandonnés au
profit d’une théorie plus complexe ou il n’existe pas d’observateur absolu. Du point de
vue mathématique, la théorie de la relativité générale est assez complexe, car elle est de
nature géométrique, décrivant le systeme physique a travers la structure de 1’espace-temps.
Les conséquences directes de cette théorie incluent les prédictions des trous noirs et de
I’expansion de 'univers.

Bien que Y. Choquet-Bruhat [11] a montré que le probleme de Cauchy associé aux
équations d’Einstein est bien posé, la recherche d'une solution globale en temps d’'un tel
systeme sans hypotheses de symétrie est difficile en général et est restée assez longtemps un
challenge pour les mathématiciens et les physiciens [10]. C’est ainsi que pour simplifier la
preuve de l'existence globale de solutions, les chercheurs font des hypotheses de symétries.
Dans cette perspective, le premier résultat sur l'existence locale de solution pour les
équations d’Einstein sans hypothese sur la métrique avait été prouvé par Y. Foures-
Bruhat [20]. Cependant, les résultats d’existence globale ne sont pas généraux en termes
d’hypotheéses sur les données initiales et les symétries des géométries lorentziennes a
construire. Dans le méme sens, Chae a généralisé (en y ajoutant un champ scalaire chargé)
dans [7], le travail monumental de Christodoulou [12] sur I'existence globale des solutions
classiques pour le systeme d’Einstein-Champ Scalaire en prouvant un théoreme d’existence
des solutions globales classiques a symétrie sphérique du systeme d’Einstein-Maxwell-
Champ Scalaire qui s’approchent asymptotiquement de I’espace-temps plat de Minkowski.
Compte tenu de la variété d’articles publiés sur I’étude du systeme d’Einstein-Maxwell-
Champ Scalaire et dont nous ne pouvons tous les énumérer ici, nous renvoyons le lecteur

intéressé a [27, 28, 29, 39] et aux références qui s’y trouvent.
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D’autre part, I'introduction d’une constante cosmologique positive A dans les équations
de champ d’Einstein permet de modéliser les périodes d’inflation et d’expansion accélérée
de I'univers et par conséquent joue un role central dans la modélisation de 1’expansion
de I'univers. En plus, ’étude du systeme Einstein-Maxwell-Champ scalaire offre plusieurs
perspectives enrichissantes pour explorer la physique gravitationnelle, la cosmologie, la
physique des trous noirs et les liens avec les théories fondamentales telles que la théorie
des cordes [24]. Ainsi, un cadre est fourni par la censure cosmique, qui stipule que les
solutions génériques en expansion des équations de champ d’Einstein avec une constante
cosmologique positive s’approchent asymptotiquement de la solution de De-Sitter [36, 46].
Cette censure cosmique a été rigoureusement prouvée pour une variété de modeles de
matiére avec ou sans conditions de symétrie dans [1, 2, 5, 21, 17, 39, 45]. Ainsi, nous
remarquons que si nous couplons les équations de Maxwell au systéme de champ d’Einstein
avec une constante cosmologique positive, les mémes résultats peuvent étre prouvés, puisque
le champ électromagnétique F', solution des équations de Maxwell peut étre facilement
relié a la métrique g de 'espace-temps considéré.

Par conséquent, nous considérons le systeme d’ EMC'S) qui a 'avantage de modéliser
un ensemble de particules (qui peuvent étre des étoiles, des galaxies ou des amas de galaxies)
dans 'univers. La motivation principale de ce choix vient du travail de Chae [7] (inspiré
par [28] mais aussi par une quantité considérable de travaux numériques, notamment
ceux de Hod et Piran [25, 26]) portant sur l’existence globale de solutions a symétrie
sphérique du systeme d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire sans constante cosmologique
(A = 0). Ensuite, nous modifions le cadre fonctionnel développé en [7] pour prendre en
considération la présence de la constante cosmologique, réduisant ainsi le contenu complet
du systeme de champ d’Einstein-Maxwell a une seule équation aux dérivées partielles
d’évolution non linéaire du premier ordre. Il est donc naturel, étant donné la structure de
I’équation et le domaine du systéme de coordonnées de Bondi ou la réduction est effectuée,
de considérer un probleme de Cauchy caractéristique en prescrivant la donnée initiale
sur un cone isotrope. Nous prouvons alors que pour une donnée initiale petite, un tel
probleme possede une unique solution globale en temps qui décroit exponentiellement
en temps (de Bondi). Il s’ensuit que des données initiales suffisamment proches de celles
de De-Sitter évoluent selon le systéme considéré vers un espace-temps qui se rapproche
asymptotiquement d’une région de De-Sitter a une vitesse exponentielle : il s’agit d’un
résultat de stabilité non linéaire pour De-Sitter et peut ainsi étre considéré comme une
réalisation de la Censure Cosmique.

Comme le cas d'un champ scalaire non chargé [15] et le cas du systeme d’Einstein-
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Maxwell-Champ scalaire avec une constante cosmologique nulle [7] ont été déja étudiés,
I'ajout d'un champ scalaire chargé d'un coté ([15]) et la présence d’une constante cosmolo-
gique positive de I'autre coté ([7]) augmentent considérablement la difficulté du probleme
a résoudre. En effet, au moyen du théoréme du point fixe de Banach, un théoreme d’exis-
tence de solution globale (et unicité) a été directement prouvé dans [7] pour le domaine
entier (global en temps et en espace) ; cependant, une telle stratégie (preuve directe de
'existence globale) ne fonctionne pas (au moins pour des espaces fonctionnels analogues
i.e les espaces fonctionnels dont les normes sont définies avec poids (1+r+wu)?, j>1)
lorsqu’une constante cosmologique positive est considérée, puisque la contraction globale
n’est plus possible avec le terme apporté par A. D’autre part, en couplant les équations
de Maxwell au systeme d’ EC'S, étudié par Costa et al. [15], I’équation de Klein-Gordon
déduite possede des termes supplémentaires apportés par la fonction charge locale @) liée
au potentiel A, ce qui a une conséquence importante sur la technique utilisée dans [15] pour
la preuve de 'existe locale de solution. En effet, ces nouveaux termes redent impossible
I'utilisation de la méthode basée sur les itérations. Nous notons en plus que contrairement
au cas du champ scalaire réel, qui contraint les équations de Maxwell & étre sans source,
un champ scalaire complexe qui satisfait I’équation de Klein-Gordon apporte un autre
probléeme mathématique intéressant a résoudre car sa source dépend maintenant du champ
scalaire complexe ® via le vecteur courant J. Ainsi, la conséquence directe des problemes
causés par l'ajout des équations de Maxwell est que la stratégie utilisée dans [15] devient
obsolete.

Pour surmonter ces difficultés, nous avons été contraints de modifier considérablement
la stratégie utilisée non seulement dans [7] mais aussi celle utilisée dans [15]. Pour montrer
I'existence globale de solutions de en temps, nous procédons par deux étapes : nous
prouvons premierement un théoreme d’existence locale en temps, puis nous trouvons un
moyen d’étendre indéfiniment la solution. Contrairement a la méthode d’itérations utilisée
dans [15] pour prouver l'existence locale en temps, nous sommes contraint de passer par
la méthode du point fixe & cause de I'apparence de la constante C° > 0 dans (2.39). En
effet, si nous supposons comme hypotheése d’induction |h,, “CIOJ.,RO <C%hol o, . alors nous
arrivons au rang n+1 A | hn+1||cg’R0 < Clhg ||C9%o’ ou O est strictement supérieur a C°.
De ce fait, il devient impossible de conclure par induction que | hnHCIOJ,RO < C%holeo, .
pour tout n. D’autres part, la méthode utilisée dans [15] pour étendre la solution étant
principalement basée sur I'égalité ||h]cojo,r])) = ||h0||c%O (ou au moins avec l'inégalité
1] cocro,mo1) < | hOHC%O) que nous n’avons pas dans le cas étudié ici. Cette égalité permet de

montrer que chaque fois qu’on étend la solution d’un temps a un autre temps U > 0, on
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obtient toujours ||h||c](€>Uﬁ0 = h0||c%0, pour k € N ce qui essentiel lorsqu’on veut appliquer
le résultat d’existence locale de maniere itérative. Cependant, puisque nous avons plutot
obtenu l'inégalité \]h\\C&RO < C%hy ”C%o’ ( et on montre que CY > 1), en proceédent de méme,
nous obtiendrons ”h”CIgU,RO < kCOhg ||C%O, ce qui ne permet pas de controler |h(kU, .)||C%0
lorsque £ — +o00. C’est pourquoi, nous utilisons le critére de continuation afin de contourner
ce probleme. Pour le bon fonctionnement de cette stratégie, nous limions notre analyse
comme dans [15] & un intervalle fini de la coordonnée radiale (nous prenons r € [0, Ro[) ;
il convient de noter que bien que finie (la coordonnée radiale), les résultats obtenus ici
peuvent rester valable pour un domaine radial arbitrairement grand. En effet, si on impose
des conditions aux limites a r = Ry, avec Ry le rayon maximal, ce sera sans importance
car pour un rayon suffisamment grand, la coordonnée radiale des caractéristiques devient
une fonction croissante du temps u et par conséquent, les données a la frontiere r = R

sont completement déterminées par les données initiales.

0.1 Résultats connus

L’étude des propriétés globales de solutions de diverses équations d’Einstein-matiere
avec une constante cosmologique positive a été d’un intérét particulier pour les mathémati-
ciens (et les physiciens) et une activité récente remarquable, motivée par sa riche structure
mathématique et son contenu physique pertinent.

Le premier résultat de stabilité non linéaire pour les équations d’Einstein a été prouvé
par Friedrich [21]. Au moyen de la méthode conforme, il a prouvé la stabilité non linéaire
de 'espace-temps de De-Sitter dans la classe des solutions des équations d’Einstein du
vide avec constante cosmologique positive sans hypothese de symétrie. Bien que cette
méthode ait 'avantage d’éviter des difficultés liées a ’existence globale des solutions d'un
systeme d’équations aux dérivées partielles hyperboliques non linéaires, elle est limitée
au cas ou la dimension de l'espace-temps est 3 + 1 et est difficile a généraliser au systeme
d’Einstein-matiere. Anderson a apporté dans [1] une nouvelle preuve du théoreme de
Friedrich sur I'existence et la stabilité des espaces-temps asymptotiquement de De-sitter
en dimension 3+ 1 et a étendu ces résultats en dimension n+ 1 avec n impair. Toujours par
rapport au résultat de Friedrich, Ringstrom a développé dans [37] une nouvelle méthode
plus souple pour obtenir une décroissance exponentielle pour les perturbations non linéaires
dans les modeles cosmologiques localement de De-Sitter dans le contexte du systeme de
champ scalaire non linéaire d’Einstein avec un potentiel positif. Christopher Svedberg dans

[39] a généralisé les travaux de Ringstrom [37] en y couplant les équations de Maxwell.
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En considérant un potentiel V' vérifiant V' (0) = V5 > 0, V'(0) > 0 et V"(0) > 0 comme dans
[37], il prouve aussi sans hypotheéses de symétrie un résultat de stabilité similaire a celui
obtenu par Ringstrom [37]. Nous notons que le cas dont nous étudions ici ne vérifie pas les
conditions imposées sur le potentiel V' et n’entre pas donc I’étude faite dans [39].

Par la suite, Ferreira A. dans sa these [19] a étudié la stabilité future des solutions
cosmologiques dans le systeme d’Einstein-Champ Scalaire non linéaire. Elle comprend une
analyse des perturbations linéaires et non linéaires dans les espaces-temps homogenes et
isotropes, ainsi que I’étude des solutions inhomogenes a champ scalaire dans les espaces-
temps a symétrie sphérique. Les résultats qu’il obtient confirment la censure cosmique pour
De-Sitter et fournissent des informations sur la décroissance et la stabilité des solutions
cosmologiques. Costa et al. dans [14] ont prouvé un théoréme d’existence globale du systeme
d’Einstein champ scalaire dans I'espace-temps de De-Sitter. Ce résultat était considéré
par ses auteurs comme une condition préalable a 1’étude des équations d’Einstein couplées
au champ scalaire avec constante cosmologique positive dans I'espace-temps a symétrie
sphérique. Dans cette perspective, ils poursuivent dans [15] avec ’étude de la stabilité
de I'espace-temps de De-Sitter pour le systeme d’Einstein-champ scalaire en montrant
qu'un tel systeme possede une solution globale qui décroit exponentiellement en temps de
Bondi et qui est géodésiquement compléte vers le futur. Ils montrent dans [16] qu'un tel
systéme a une solution classique globale unique qui est géodésiquement complete vers le
futur et décroit polyndmialement en rayon et exponentiellement en temps de Bondi et qui
est asymptotiquement de De-Sitter. Nous avons généralisé dans [43] ces travaux de Costa
en couplant les équations de Maxwell au systéeme Einstein-champ scalaire et montré que le
systeme Einstein-Maxwell-champ scalaire obtenu posséde une solution globale décroissant
exponentiellement en temps de Bondi et est asymptotiquement de De-Sitter.

D’autre part, D. Tegankong et al. ont considéré le systeme Einstein-Vlasov- Champ
Scalaire sous 'hypothese des symétries de surface dans [42] et ont prouvé un théoréme
d’existence locale en temps et des criteres de continuation pour les solutions cosmologiques.
Pour ce méme systeéme, D. Tegankong a prouvé dans [41] pour les cas de symétrie plane et
de symétrie hyperbolique un théoreme d’existence globale des solutions cosmologiques dans
le futur. A. L. Tchuani et al. dans [40] ont aussi considéré le systeme d’Einstein-Vlasov
mais couplé plutdt a un champ scalaire non linéaire avec un potentiel scalaire vérifiant
les conditions de Ringstrom [37] et ont prouvé sous I'hypothese de symétries de Gowdy
I’existence globale de solutions dans le passé de ce systéeme pour les modeles cosmologiques.
P. Noundjeu a prouvé dans [32] un résultat de stabilité pour le systéme d’Einstein-Vlasov-

Maxwell & la symétrie sphérique, et plus tard avec D. Tegankong [33] un résultat similaire
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0.2. Résultat principal

pour le systeme d’Einstein-Vlasov-Maxwell-Champ scalaire sous 'hypothese de la symétrie
cylindrique. Tchapnda et Rendall ont prouvé dans [44] un résultat d’existence globale
couplé a I'étude du comportement asymptotique dans le futur du systeme d’Einstein-Vlasov
avec constante cosmologique positive et plus récemment, Nungesser a montré dans [34] un
résultat sur la stabilité non linéaire dans le futur des solutions du méme systeme. Notons
également que tout récemment, H. Barzegan et D. Fajman ont établi dans [3] un résultat
de stabilité des modeles de Milne dans le systéeme Einstein-Vlasov-Maxwell, décrivant des
univers avec des ensembles de particules chargées sans collision. Ce résultat montre que
ces modeles (Milne) sont stables non linéairement grace a une hiérarchie appropriée basée
sur la densité d’énergie des champs de matiere. Par contre, Philippe G. and Yue M. ont
étudié dans [30] le probleme de valeur initiale pour le systéeme d’Einstein-Klein-Gordon et
ont établi un résultat de stabilité non linéaire globale de la matiere massive dans le régime

de la proximité de I'espace-temps de Minkowski.

0.2 Résultat principal

Notre principal résultat obtenu dans cette these peut étre résumé en un théoreme dont

I’énoncé est le suivant :

Théoréme 0.2.1 Soient A >0 et Ry > 0. Il existe une constante ny = no(A, Ry) > 0 telle

que pour @y € C2([0, Ry]) satisfaisant

sup |Po(r)|+ sup |0,Po(r)| < 1o,

0<r<Rp 0<r<Rp

le systéme d'EMCSy, (1.18) avec le champ scalaire ® satisfaisant la condition initiale
CI)|u:0 = (I)Ov

admet une unique solution C%, (M, g, ®) a symétrie sphérique de Bondi. Les coordonnées
de Bondi pour M sont prises dans [0, +00[x[0, Ro] xS?, et la métrique g dans ce cas prend
la forme (1.2). De plus nous avons l’estimation en fonction de la donnée initiale :
(@] <C° sup |9, (rPo(r))l, (1)
0<r<Ry
ot C° > 0 est une constante dépendant uniqguement de A et Ry. Concernant le comportement
asymptotique, il existe P € C et une constante positive C' >0 dépendant uniquement de la

donnée initiale, de la constante cosmologique A et Ry tels que :

@ (u,r) - B s e, (2)
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et
lg-g°| s e, (3)

oti ¢° est la métrique de De-Sitter en coordonnées de Bondi définie en (1.3) et H une

constante positive dépendant uniquement de A et Ry définie en (3.20).

0.3 Plan du travail

Dans le chapitre 1, nous rappelons tout d’abord quelques notions qui sont importantes
pour la bonne compréhension du sujet traité et par la suite, nous transformons via le
systeme de coordonnées de Bondi le systeme d’EMC'S) qui est une équation aux dérivées
partielles (e.d.p) hyperbolique non linéaire de second ordre en une e.d.p non linéaire de
premier ordre appelée équation intégro-différentielle d’évolution, ceci dans le but de pouvoir
utiliser aisément la méthode du point fixe de Banach.

Le chapitre 2 est consacré a la preuve d'un théoreme d’existence locale en temps de
Bondi de solution de I’équation aux dérivées partielles considérée, au moyen du théoreme
du point fixe de Banach dans un espace fonctionnel approprié.

Enfin dans le chapitre 3, nous prouvons 'existence globale par le critere de continuation
et par la suite, nous montrons que ces solutions décroissent exponentiellement en temps

(Bondi) afin d’obtenir la stabilité asymptotique et la complétude géodésique.
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x ok Chapitre Un x %

Equation intégro-différentielle

d’évolution

Dans cette premiere partie, nous rappelons des notions qui seront utiles pour mieux
manipuler et mieux comprendre certains concepts abordés dans cette these. Ensuite,
nous allons écrire le systeme d’EMCS, en coordonnées de Bondi puis, réduire 'EDP
hyperbolique de second ordre obtenue appelée équation d’Einstein-Maxwell-Klein-Gordon

en une EDP non linéaire du premier ordre.

1.1 Quelques notions préliminaires

1.1.1 Propriétés fondamentales des équations différentielles or-

dinaires

Théoréme 1.1.1 (Théoréme du point fize de Banach)
Soit F' un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach E et T une application de F

vers F'. Si T vérifie

|T(z) =T < plz -yl Va,ye F, 0<p<1,
alors il existe un unique vecteur u € F tel que u="T(u).
Preuve Voir [23].

Théoréme 1.1.2 (Cauchy-Lipschitz)
Soit f: RxR"* - R" une fonction continue par morceauz par rapport a la premiére

composante et vérifiant la condition de Lipschitz

[£ () = f(E ) <klz-yl, k=0
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Va,y € B(xg,r) ={zxeR": |x —xo| <r}, Vte[ty,t1]. Alors il existe 6 >0 pour lequel le
probléme de Cauchy
= f(t,x)

.T(to) =X

z(t) e R"

a une unique solution définie sur [to,to + J].

Preuve Voir [23].

Corollaire 1.1.1 Soit f: [a,b] x D - R™ pour tout domaine D CR"™ et x € D. Si le gra-
dient de f, Of[0x existe et est continue sur [a,b]x D, alors [ est localement Lipschitzienne

en x sur [a,b] x D.

Lemme 1.1 (Principe de comparaison)

Considérons ’équation différentielle ordinaire
u(t) = f(t,u(t)) avec la donnée initiale u(ty) = ug

ot f est une fonction numérique continue en t et localement Lipschitzienne en ue I c R
pour tout t > 0. Soit [to, T[ (T pouvant étre infini) l'intervalle maximal de solution u, et
supposons que u(t) € I pour tout t € [to, T[. Soit v une fonction C' vérifiant l'inégalité

différentielle
o(t) < f(t,0(t)) v(to) <uo

avec v(t) € I pour tout [to, T[. Alors, v(t) <u(t) pour tout t € [to,T].
Preuve Voir [23].

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de la valeur moyenne)
Soit f: R* — R™, une fonction différentiable en tout point x d’un ouvert U c R™. Si
y est un point de U tel que le segment reliant x et y, [x,y] c U. Alors, il existe z € [x,y]

tel que
of
oz

Cet intervalle est tel que si x,y € R™, on définit le segment reliant x a y comme

[z,y]={zeR"| z=0x+(1-0)y, 0<O<1}.

f(@)=f(y)=(x-y)

Preuve Voir [23].
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Théoréme 1.1.4 (Inégalité de Gronwall-Bellman)
Soient \: [a,b] = R une fonction continue et p: [a,b] > R une fonction continue et

positive. S’il existe une fonction continue y: [a,b] > R satisfaisant

TORPYORS IO

avec t € [a,b], alors sur le méme intervalle,

u() S)\(t)+[at)\(s)u(s)exp(/:M(T)dT)ds.
Preuve Voir [23].

Corollaire 1.1.2 (Lemme de Gronwall)
Supposons que nous avons les mémes hypothéses du théoréme 1.1.4. En posant pour

tout t, \(t) = C, une constante, nous obtenons l'inégalité dit de Gronwall (ou lemme de

Gronwall)
y(t) < cexp [/at,u(s)ds] :

1.1.2 Géométrie Pseudo-Riemannienne

Notion de ’espace-temps

Dans la relativité générale, la présence de masse et d’énergie dans ’espace-temps
crée une courbure de l'espace-temps autour de ces objets. Cette courbure est décrite
mathématiquement par le champ gravitationnel, qui est représenté par la métrique de

I’espace-temps.

Définition 1.1.1 (Espace-temps)
Un espace-temps est la donnée d’un couple (M, g) ot (M, g) est une variété Lorentzienne

de dimension 4.

Espace-temps a symétrie sphérique

Ici, on utilise souvent le systeme de coordonnées standard (¢,7,60, ) ou t désigne le

temps, r le rayon, # I'angle azimutal, ¢ I'angle d’inclinaison ou d’altitude.

Définition 1.1.2 [}6]

Un espace-temps est dit a symétrie sphérique si son groupe d’isométrie contient un
sous-groupe isomorphe au groupe SO(3), et les orbites (I’ensemble des points résultants
de laction du sous-groupe sur un point donné) de ce sous-groupe sont des sphéres d deux

dimensions.
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Les isométries SO(3) peuvent alors étre interprétées physiquement comme des rotations,
et donc un espace-temps a symétrie sphérique est celui dont la métrique reste invariante

sous les rotations.

Remarque 1.1.1 [7, 12]

On considére la variété lorentzienne orientée espace et temps difféomorphe a R4, sur
laquelle le groupe SO(3) agit comme une isométrie dont les orbites (du groupe) sont les
2-sphere de type espace. Les invariants du groupe forment une courbe de type temps dans
l’espace-temps, qui est la ligne d’univers du centre des sphéres. Dans cet espace-temps a

symétrie sphérique, il convient d’introduire la fonction r, définie par

[ A
r=v\/—,
41
ou A est Uaire de la 2 — sphere. Ainsi, la métrique de la 2 — sphere est donnée par
ds® = r2d¥? = r*(df* + sin’ dp?).

Le quotient de ’espace-temps par SO(3) est la 2 —variété lorentzienne. On suppose que
les lignes d’univers r = rq (constantes) dans chaque demi-plan sont toutes temporelles.
On définit alors la coordonnée souvent appelée temps retardé w, qui est constante sur
tout cone nul dont les sommets sont au centre de la 2-sphére et qui est sur une ligne
d’univers r = ro; u tend vers le temps propre t ro > +o00 ou 0 selon le choix du domaine
de r (compact ou non) on remplace +oo par 0 et inversement. Dans ce nouveau systéme
de coordonnées (u,r,0,p) appelé coordonnées de Bondi, la métrique de [’espace-temps d

symétrie sphérique peut étre représentée par
ds® = g(u,m)§(u,r)du?® - 2g(u, r)dudr + r*d%?,
avec g et g des fonctions différentiables définies sur [0,a[x[0,b[, a,beR, U {+o0}.

Remarque 1.1.2 La considération de la métrique a symétrie sphérique a ['avantage de
simplifier le probleme en réduisant les équations aux dépendances radiales uniquement. De
plus, la symétrie sphérique est souvent utilisée pour étudier des phénomenes physiques
dans des configurations sphériques, comme les étoiles, les trous noirs ou les monopoles

magnétiques.

1.1.3 Les équations d’Euler-Lagrange

Il n’est pas souvent facile de quitter de I’équation de la conservation de 1’énergie

vV, I =0 pour arriver a I’équation de Klein-Gordon : C’est ainsi que pour éviter ces
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difficultés, on passe souvent par les équation d’Euler-Lagrange (pour le champ scalaire)

afin d’obtenir cette derniere équation.

Définition 1.1.3 L’action lagrangienne d’un champ scalaire dans un espace-temps courbe
est une quantité qui mesure la différence entre l’énergie cinétique et le potentiel du champ.
Elle est généralement exprimée comme une intégrale sur l’espace-temps de la densité

lagrangienne L, qui dépend du champ scalaire et de ses dérivées.

Définition 1.1.4 Mathématiquement, 'action S pour un champ scalaire ¢ est générale-
ment définie par

s= [ £(.0,0)d",
ou L est le lagrangien du champ scalaire (qui dépend uniquement du champ scalaire et de

ses dérivées partielles) et d*x représente l’élément de volume dans [’espace-temps.

Théoréme 1.1.5 L’équation d’Euler-Lagrange pour le champ scalaire est obtenue en
appliquant le principe de moindre action, qui stipule que le champ scalaire doit suivre le

chemin pour lequel l'action lagrangienne est stationnaire (c’est-a-dire que sa variation est

nulle, (;—Z =0). Ainsi, on obtient pour toute variation
oL oL
— -0, | =———=1|=0. 1.1
% \aw) -

Preuve Voir [38].

Définition 1.1.5 (Equations d’Euler-Lagrange)
La relation (1.1) est appelée les équations d’Euler-Lagrange. Elles définissent les équa-
tions du mouvement (ou les équations de Klein-Gordon) a partir d’un lagrangien et décrivent

dans la théorie des champs comment le champ scalaire évolue dans [’espace et le temps.

Théoréme 1.1.6 [38/(Théoréme de Noether)
Si une lagrangienne posséde une symétrie continue, alors il existe un courant associé a

cette symétrie qui est conservé lorsque les équations du mouvement sont satisfaites.

Remarque 1.1.3 (Cf.[38], Sect 3.3.1)

Il y a un cas tres important du théoreme 1.1.6 qui s’applique a une symétrie globale
de l'action, et non a la lagrangienne. Il s’agit de la symétrie des translations(globales)
dans [’espace-temps. En relativité générale, cette symétrie devient une symétrie locale
appelée invariance de difféeomorphisme, mais pour obtenir la conservation du courant, il
suffit d’avoir une symétrie globale. Dans ce cas, le courant correspondant est le tenseur

énergie-impulsion, T, qui représente l'énergie et la quantité de mouvement.
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1.2 Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Dans cette section, nous écrivons le systeme d’équations d’Einstein-Maxwell-Champ
Scalaire avec constante cosmologique en coordonnées de Bondi afin d’obtenir une équation
hyperbolique non linéaire du second ordre.

Le cadre géométrique est I'espace-temps a symétrique sphérique.

En coordonnées de Bondi (u,r,0,¢), la métrique s’écrit comme :
ds* = —a(u,m)b(u, r)du® - 2a(u, r)dudr + r*df? + r* sin® Odp? (1.2)

ou (u,r) € [0,U[x[0, R[ avec U, Re R, u{+o00}, 0 €]0,7[, p€[0,27] et a, b des fonctions
de classe C! sur R, xR,, a>0 .
Comme dans [15], nous voulons que les fonctions a et b satisfassent les conditions aux

limites :

lim a(u,r) =1, Vre [0, R[

U—>+00

A
lim (b(u, r)—1+ §r2) =0, vre [0, R[.

U—>+00

Dans ce cas, I'espace-temps de De-Sitter pourra donc étre couvert comme dans [15] par
les coordonnées de Bondi (u,r,6,¢) de maniere isométrique sur ([0, +oo[x[0, Ry] x S?, go)

avec la métrique gg donnée par
A
go =— (1 - 57"2) du® - 2dudr + v (d6* + sin? dp?). (1.3)
En effet, la métrique De Sitter-Schwarzschild sans la masse est de la forme
2 Ao\ e A, - 2020702 o in2 2
ds® = - 1—§r dt® + 1—§T dr® +r*(d6” + sin” 6dp?). (1.4)

Elle admet une singularité en r = \/3/A. Comme cette singularité est liée aux coordonnées
(elle disparait lorsqu’on choisit un systeme de coordonnées approprié), nous choisissons

un systeme de coordonnées adapté qui montre qu’il ne se passe rien de spécial lorsque

r=+/3/A. Soit
. dr
" / 1—%7”2'

Alors, pour r*(0) = 0 et en se restreignant sur r < /3/A, on a

r

\/§L 1+
r* = o
2VA I 1—

r

Considérons la nouvelle coordonnée u appelée temps retardé définie par u =t —r*. Alors

A -1
dt = du + (1 - §r2) dr
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et en injectant cette égalité différentielle dans (1.4), nous obtenons une nouvelle forme de

la métrique De Sitter-Schwarzschild encore appelée la métrique pure de De-Sitter (1.3).

Remarque 1.2.1 Nous notons que méme comme la coordonnée temporelle u en (1.2) est
différente de la coordonnée standard t, elle coincide avec t au centre de symétrie r =0 et
est donc proche de t dans notre domaine r <\/3[\, ce qui donne la méme décroissance

exponentielle. Ainsi dans [’espace-temps pure de De-Sitter, nous avons u =1t —r*.

Le systeme d’EMCS, (voir [7]) est défini par

R, - %RQW +Agu =81 (Ty + ) (1.5)
VR = 4 Y (1.6)
VuFoa+ ViFo,+VaF,, =0 (1.7)
" DDy =0 (18)
avec
Ty = %[D,ﬂ)(Dﬂ))* +(D,®)*Dy® - g,,, D, B(D7D)*]
S [—%F O+ F, F’Y]
oarl 47 s
JH = Im(®* D' D) (1.9)
VA, =V, A, = FL, (1.10)

ou les inconnues sont g, P et F,,. Les équations (1.5) sont les équations d’Einstein ou
R, représente le tenseur de Ricci de la métrique g, obtenu par contraction du tenseur
de Riemann-Christoffel et couplé a une variété lorentzienne M de dimension 4, T},
est le tenseur impulsion énergie, 7, est le tenseur de Maxwell, le réel positif A est la
constante cosmologique; R est la courbure scalaire obtenue par contraction du tenseur
de Ricci. Les équations (1.6) et (1.7) sont les équations de Maxwell o F = (Fop) le
champ électromagnétique est une 2-forme antisymétrique lié a la 1-forme linéaire notée
A = (A,) et appelée potentiel par la relation (1.10) , J = (J#) est le vecteur densité de
courant engendré par le champ ®, comme défini en (1.9). Les équations (1.8) représentent
I’équation du champ scalaire ou de Klein-Gordon ou la dérivée covariante de jauge est
définie comme dans [36] par

D,® =V, +iA,®. (1.11)

Nous notons que ® est un champ scalaire complexe et ®* désigne son complexe conjugué.

Nous allons a présent écrire le systeme d’ EMC'Sy en coordonnées de Bondi.
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Lemme 1.2 Pour la métrique (1.2), les composantes non nulles ( de g et de son inverse

g~' respectivement) en coordonnées de Bondi (u,r,0,p) sont :

Guu = —Clb, Gur = Gru = —Q, oo = 727 Jop = r?sin® §
b 1, 1 1
a

rTr

g =

ur _ ru _ _ pp _
g =9 =9 =—=5,97= - :
’ a’ r2’ r2sin? 0

Lemme 1.3 Les composantes non nulles des symboles de Christoffel en coordonnées de
Bondi (u,r,0,¢) sont :

" Ja 10 w T w T
I = [____( b):|7 F99:a7 F¢¢:_Sln29;

ou 20 a
M=) -2 [S2- 2@, r=me ), Thea S
L't = —Sr sin® 0, g = —rg;
=19 = %, I, =—sinfcosb;
Iy, =T¢, = %, Iy, =17y = cotant.

Preuve C(es composantes s’obtiennent en utilisant la formule :
[y = 0™ (Bugon + Osve — O
af ~ 59 ( agﬁu+ BYva — Vga,B)
pour A\, v, 3 € {u,r,0,0}.

Lemme 1.4 Les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont :

1 0%a 1 dada _0Oa O
v = - b) +b—(ab) - 2b 20— — - b——(ab
h 2Jmm()aaw“ 3(ab) - G&JQﬁ[W% wm(ﬂ
1
+— [—(ab) + b—(ab) Qb@] (1.12)
ra 0
0%a 1 [Oa O Oda da 1 0
- L P -9 - 22— — |+ —— 1.1
Fur = T [87“2 (ab) 87“8u] 22 [87" 87“( ab) - ou 87‘] ra Or (ab) (1.13)
2 1 8&
rr -5 114
radr ( )
R@gz—lg(rb)+1 (1.15)
aor
Ry, = [—lg(rb) + 1]sin20 (1.16)
|l aor ’ ’
Preuve On obtient ces différentes composantes en utilisant la formule :
Rup = aur —0q I‘“ + oI, F”ﬁf
pour o, 3 € {u,r,0,p}.
Lemme 1.5 La trace du tenseur de Mazwell est nulle. C’est-a-dire
7=9"7,5=0. (1.17)
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uv
T = g T(Ll/

:_L(_%ﬂﬂf
4 4

1 v oo v a oo
- An (_FaﬁFaﬁ + 9" Guo Fual’ ) car " g =4 et F = guaF

1
= (—FaﬁFQB + FmF‘m) car 9" guo = 0

= 0.

FsF + gWFmFg)

Proposition 1.2.1 Le systéeme d' EMCSy se réduit a
Ry = Mgy + 47 [D,®(D,®)* + (D, ®)* D, ®] +877,,.
Preuve En multipliant (1.5) par g"v, nous avons
9" (R = %Rguu + Aguv) = 879" (T + Ty

ce qui conduit a

9" R, - %Rg““guy + Ag" g = 87 g" (T + Ty).- Do

R-2R+4A =8ng"" (Ty + 7)) car g g, =4 et R =g" R,,. Ainsi,

AN - R=8r(T +7) avec T = ¢*T,5 et T = g*P1,p,
ce qui d’apres (1.17) donne

R=4A-8nT.

Mais
T=g"Tw

nuv
- 97 [D,®(D,®)* + (D,®)*D,®] - 2D, &(D"®)*

1 1
= 5D"®(D,®)" + £ D"B(D,®)* - 2D, @(D"P)"

- D, ®(DVD)".
De plus de (1.5), on a
1
2
1
= ég#,,(élA —-81T) = Ag +81(Ty + Ty)

R, = =Rgu — NGy + 81 (T) + 7))

=2MAg, — 4T [—D,\CID(D)‘@)*] — NG + 87(T) + Ty)
= NGy + 47 DyP (D ®)* + 87 (T} + Ty

=Ag + 47Tgw,D,\<I>(D’\<I>)* + 8T Ty

47 [D,0(D,®)" + (Du®)" D, - g, Dy O(D'D)°]

=Ag,, +47 [D,2(D,®)* + (D,®)*D,®] + 877y,

(1.18)
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Lemme 1.6 En posant O = V*0,,, nous avons :
D,D'® =0® +2i1A,V'P +iPVHA, - DA, A" (1.19)
Preuve
D,D"® =g¢"D,D,®
=g"(v,D,®+iA,D,P) d’aprés (1.11)
= g™ [V (V, P +iA,®) +iA,(V, P +iA,P)] d'aprés (1.11)
=" (V,V, @ +iA,V,2+i®PV,A, +iA,V, 0 - DA A)
=V"0,® +iA,V'D +1PVIA, +iA,VID - DA, A
=0 +2iA,V*P +i®VHA, - DA, AF.
Lemme 1.7 La dérivée contravariante du tenseur de Mazwell 7,, conduit a
2VHT,, = i®VID Y, A, — i VIOV, A, - 2|PPAFY, A, —iPVIDHY A,
+i®* VIOV, A, - 2|PPA*V A, (1.20)
Preuve

1 oy gH?
V“Tm, = _EVV(FPUFP ) + EVQ(FVPFL))

1 ap
= 1o (FP7VuFpo + Fpo VL F77) + i—w (FOVLF,,+ FpVaF?)

1
- _F -[ve (Vchru + VO'FVP) +FPUVVFPU
T
=0 (p—0)
gt
o —FP (Vo Fpa + Vo Fou) +F,, Vo Ff
=0 (v<—p)
ac gpf ar
- % Fou (VgEy +VoF,p) | + J 47{’“’ (FLpVa k")
=0 (B<—p)
1
_ —F,/ aFa/\
A7 AV
= J F,,
AB
_ _927 (®VD* - &*Vd - 2|02 A5) (V, Ay - VaA,)
\B
= - (BV5" T, Ay - V5DV, Ay - 20|DPA57, Ay - BV5E VA, + B7T5DV,A,)
g

~Z— (2i|®[2A5V\A,

5; (2i0[*A5v2A,)
1

=5 (iov'd v, A, - i®* VIV, A, - 2|0PA"V, A, —idV O VA, +iP VIOV ,A,)

1

2

(2|0[*A4*v,A,).
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1.2. Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Lemme 1.8 La dérivée contravariante du tenseur impulsion énergie T,, conduit a
VAT, = % [(D,®)* D, D"® + D,®(D, D'B)* = 27"7,,] (1.21)
Preuve
2viT,, =v, @ 0 +v,oVIV, 0" -iA,V,oVHP" —id*VFAV,P-i®"A, 0

+1A4, VPV, d* +iPVFA,V,P* +iDA, VIV, D" +20A,A, VIO
+20% A, A, VFD +2|P2PA,VHA, +2|DPA,VFA, +V, P00 +V,0* VIV, P
—iA, VDY, D — i VFA, Y, D — DA, VIV, D +iA, VPV, +idVFA, Y,
+i®A, 0®* -V, 0V Y, 0" - V,0* VIV, P +iA, VIOV, D" +id*V, A,V D
+i9*A, V'V, P -iA,V'PV, P - iV, A, V'O —iPA, VIV, P - DA, LAY, D"
- P* A AV, D - 2|DPAFY A,
= (V,®* —iA,2*) (0 + 21 A, V"D +iDdVFA, - DA, A") + 2|07 A,V A,
+(V,® +iA4,®)(0d0* - 24,V 0" —id* VA, - DA, A") - 2|9 A*Y A,
+1PVFA,V,P* + 1DV, A, VD - i VAV, P -idV, A, VI
=(D,®)"D,D*® + D, ®(D,D'®)* = 2V"T,,.

Définition 1.2.1 [7] (Lagrangien de Mazwell-Klein-Gordon)

Nous définissons le Lagrangien de Mazwell-Klein-Gordon Ly ke avec champ scalaire

associé au systeme d’EMCS en fonction de la métrique g par

1
Luxe =g FuaFpg" 9" - gD, 2 (D, )" (1.22)

Lemme 1.9 Avec le Lagrangien Lyke tel que défini en (1.22), nous obtenons

OLukG . .

5% - (1A, V'D - A, A D) (1.23)
OLukc _
AFD + VHD 1.24
Tk (a0 + T (1.24)
Preuve FEn développant D, ® et D,® dans (1.22), nous pouvons réécrire (1.22) comme
1
Lure = —g—Fuakupg™g b _ g [v,oV, 0" —iA,0*V,d +iA,oV,d" + A, AP

1
:—8—F oFpg" g*? =V, OVFP* + i AFD*Y D — i A, OVID* - A, AFPD*.  (1.25)

Ainsi, en dérivant (1.25) par rapport a ®, nous obtenons

L vk
0D

=—iA,VId* - A A",
En dérivant (1.25) par rapport a V,®, on a

OLyvika .
= —VHD* + 1 AHD*.
(7, D) '
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1.2. Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Théoréme 1.2.1 (Equations de Klein-Gordon)

Les équations dites de Klein-Gordon déduites du systeme d’EMCS sont définies par :
D, D'® = 0. (1.26)

Preuve Les équations d’Fuler-Lagrange pour le champ scalaire étant définies par

o [PLuxc) _9Luxc _,
"\ 0(0,9) 0P ’

nous obtenons de (1.24)

5 0Lk
“\ 9(0,0)

) = —(10,A"® + {A*0, D + 0, V'D)”".

En combinant avec (1.19) et (1.23), nous obtenons du fait que A*0,® = A, V+®,

0= 8 a»CMKG _ a»CMKG
"\ 0(0,9) 0P

= —(i0,APD + iAPD, D + 0, V"D)" — (iA, V' - A, A D)*

= —(i0, A" D + i AP, D + 9,V D +iA,VFD - A, A"D)*
= (0, V"D + 20 A, VID +i0, APD — A, AFD)*
- (D, D"®)*.

D’ou le résultat.

Corollaire 1.2.1 Pour le systeme d'EMCSy étudié ici, la loi de la conservation de
[’énergie

VH( Ty + 7)) = 0 (1.27)

est vérifiée.
Preuve De la relation (1.21), nous obtenons
VAT + VHET = % [(D,®)*D,D'®+ D, ®(D, D'P)*]
= Re[(D,®)* D, D"®],
et suivant (1.26), nous obtenons V(T + Tu) = VT, + VAT, = 0. Dot le résultat.

Corollaire 1.2.2 Le vecteur courant J dans le second membre de (1.6) vérifie I’équation
dite de conservation du courant :

VaJ*=0
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1.2. Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Preuve De la définition de J* en (1.9), nous avons

Jh = 21 (®* D - B[ DHP]*)
1

9o s .
= %5 (27 Da® ~ B[D,2]")

ap
= £ [0 Va0 - 07, 0" + 2iA, 0],
7
et en prenant la dérivée covariante de cette derniere égalité, nous obtenons

1
V,JH = Q_i(vaq)*vacl) + d*VVL,D - VOV, D - DVIV,LDT + 2iva|@|2Aa

+ 2| PPV A,). (1.28)
Cependant,

Vaq)vaq)* — gauvaév,uq)*
= gauga)‘v/\(bv“(b*
= 6, VA PVH P

=V, OV D" (1.29)
et en injectant (1.29) dans (1.28), nous obtenons
Vb = Qli(cp*vavacp YOV + 2V DR A, + 2i|DPVOA,). (1.30)
De (1.26), nous avons
VAV, P +iBVIA, + 2iAPY D - DAA, = 0. (1.31)
En multipliant (1.31) par ®*, nous obtenons
VY, D +i|DRVIA, + 2 A T, B - |BPArA, = 0. (1.32)
En prenant le conjugué de (1.31) puis en multipliant par ®, nous obtenons
PVHY, 0 —i|®PVIA, - 20 APV, 0" — |®PAF A, = 0. (1.33)
La différence entre des équations (1.32) et (1.33) donne
PVIY, 0" - VY, D = 2|PPVHA, + 21AY(PV DT - DV, D). (1.34)
Maintenant, en injectant (1.34) dans (1.30), nous obtenons

Ut = [~AN(DV, 0" + B V,B) + A, VO[], (1.35)
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1.2. Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Mais,
AVOP = Ay (DVOD* + ¥V D)
= ga,\A)‘(CI)ga“VMCD* + P gy, D)
= ga,\ga“A)‘(CI)VM(D* +0v,P)
= A(PV,P* + DV, D). (1.36)
On a finalement en injectant (1.36) dans (1.35), V,J* =0. D’ot le résultat.

Remarque 1.2.2 Les équations (1.6) couplées aux équations (1.26) forment les équations

de Mazwell-Klein-Gordon (MKG).

Remarque 1.2.3 /6, 7]
En symétrie sphérique, nous supposons Ag = A, =0. Alors, nous pouvons choisir une
jauge telle que A, = 0. Ainsi, parmi les quatre composantes du potentiel, nous ne nous

retrouvons qu’avec A, = A, (u,) comme seule inconnue non nulle.

Corollaire 1.2.3 Les équations de Klein-Gordon (1.26) peuvent ainsi se mettre sous la

forme d’une seule EDP hyperbolique du second ordre de la forme :
A, D
0P =2i—0,P +1—0, A,. (1.37)
a a
Preuve De (1.19), nous avons
D, D'® =0 < 0P + 2iA,V"'® +i®dVFA, - DA, A" =0
— 0,®=-2ig""A,0,® - ig""0, A, P
= Qié&xb + i?(?rAu.
a a
Corollaire 1.2.4 L’équation en (1.37) peut encore s’écrire,
b
o®=-2r"'a (0, - Ear)ar(rq)) +a7'0,60,. (1.38)
Preuve On a :
0P = |g| 20, (19|2 "0, P)

=r2sin ' a7t [@u (7"2 sin 0ag“’”0r<1>) +0, (r2 sin Qg’"“aéu@) +0, (7’2 sin Qg””a@,@)]

=r2gin"!ha! [—Gu (7‘2 sin 0@@) -0, (7“2 sin 08u<1>) + 0, (7‘2 sin Obarq))]

=r2sin" fa~' (-r? sin 002, ® - 2r sin 00, ® — r* sin 002, ® + 2br sin 60, P

+ 1% sin 00,60, ® + r’bsin 00%.P)

b
=-2rta 1 (0,® +rd? ® - b0, P - §T(93T<I>) +a70,00,®

=-2r"'a71(0, - g@r)&(rq)) +a710,00,9.
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1.2. Equations d’Einstein-Maxwell-Champ Scalaire

Lemme 1.10 Nous avons les composantes suivantes du tenseur de Mazwell 1, :

Trr = 07 (139)
r
oo = 3 (1.40)
r2sin? 6
Top = 5 (0,A,)% (1.41)

Preuve FEn remplacant les indices p et v du tenseur de Mazwell par les coordonnées de

Bondi, nous avons du fait que A, =0, F“" = gvrg™F,,, F™ =gg“F,,. et Fya =0 Va,

1
Too = — 2R s FOP 4 —Fiafy

167
72 N

T
T2

- (P P+ By F™)
T2

= 16 ——(~29""g"™F},)
7/.2

~Sraz ()

Puisque g, =0, nous avons en procédant comme précédemment

r2sin%6
Top = — (arAu)Za

ma?

Grr
167
1
= —F. B> car
47
1

i

1
- —gF F
47Tg ruld’ Br

= —g"" F by
47Tg u

Typ = —

1
FagFo‘ﬁ + —F. F°
47

Fo FY

= 0.
Comme dans [8], nous introduisons la fonction charge locale @) est donnée par

(u,r) — Q(u,r) = / J dv,

B(O,r)

et qui représente physiquement la charge totale dans la boule B(O,r) ¢ R? de rayon r au
temps retardé u et dv I’élément de volume sur la sous-variété B(O,r) de R3 (considéré ici

comme une variété riemannienne).
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1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

Remarque 1.2.4 Nous notons que dans espace courbe, la métrique peut étre représentée

par un tenseur ¢,,. L’élément de volume dv dans un espace de dimension n est défini par :
dv = /| det(g)|d"x (1.42)
ou |det(g)| est le déterminant de la métrique

Proposition 1.2.2 La charge locale QQ se réduit a
Q(u,r) =47rf JUsads. (1.43)
0

Preuve En effet, en posant g = det(g,, ), nous trouvons que g = —a>r*sin® @ et en utilisant

un changement de variables en coordonnées sphériques on a :

Qu,r) = J4dv
B(O,r)

2[ J*(u, s)\/_dsdedcp

[x]0,27[

2m
/ f f as®J"sin Odsdfdy
2
:f dgof sin@d@f J'as*ds
0 0 0

=47Tf J4s%ads.
0

Remarque 1.2.5 Dans ce travail, nous travaillons avec un champ scalaire ® régulier au

centre de symétrie c’est-a-dire tel que ®(u,0) =0, Vu>0.

1.3 Equation intégro-différentielle équivalente

Dans cette section, nous transformons par un changement de fonction inconnue 'EDP
hyperbolique non linéaire du second ordre (1.37) obtenue de I’écriture du systeme d’' EM SCy
en une équation intégro-différentielle non linéaire du premier ordre nécessaire pour I’appli-
cation du théoreme de point fixe de Banach.

Comme Christodoulou [12], introduisons la nouvelle fonction inconnue A définie par

a(rd)

hur) = =

(u,r), (1.44)
et définissons la moyenne radiale de la fonction h par

h(u,r) = % for h(u,s)ds. (1.45)
Alors par une intégration de (1.44), le champ scalaire s’obtient de h par

¢=h (1.46)

Thése de Doctorat/Ph.D ﬂ TEYANG Franck Modeste



1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

Lemme 1.11 La fonction de charge s’écrit en terme de la fonction h comme

Q(u,r) = 2mi fo " s(h*h - hh*)ds. (1.47)

Preuve En effet, nous avons de (1.9), du fait que 0,9 = ——, qui provient de la relation
r

(1.44) et des relations (1.45), (1.46)

JU=Im[®*D"®] = Im[g*’®* D)
= g Im[®* (Vs +i45P)]

= ¢ Im [$*0,®]
[ *0,® - B(0,D)*
-9 [ 2 ]
1

() ()]

1 - _
=—1i(h*h-hh").
2ar

Finalement, nous obtenons de la relation (1.43),

Q(u,r) =4r /T JUs*ads
0
=47 fr [Li(h*h - hh*)] s*ads
0 L2as
= 27rz'f (h*h — hh*)sds.
0

Remarque 1.3.1 Comme | s(h*h — hh*)ds € iR, nous déduisons de (1.47) que Q est

une fonction a valeurs réelles.

Lemme 1.12 Si A,(u,0) =0, alors la composante temporelle du potentiel A se réduit a

A, = rQads. (1.48)

0 2

Preuve FEn utilisant la dérivée covariante, on a

1
VVFVu - —&,(\/EF”“)

Vidl

1
=——0,(ar’*sinF™)
ar?sin @
1
— _28T(ar2.grugur ru)
ar
2
Y (T—&Au) |
a

ar?
D’autre part, la relation (1.6) conduit a

1

ar?

7’2
0, (—GTAU) = dr e,
a
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1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

et on obtient

2
&(L&Adzkmﬁﬂ. (1.49)
a
En intégrant (1.49) puis en utilisant de définition (1.43), nous avons
a)

Ainsi, en supposant que A,(u,0) =0, nous avons (1.48) par une intégration de (1.50) sur

[0,r].

Proposition 1.3.1 La composante {rr} de (1.18) est :

210a oD |?
——— =81 1.51
radr or (151)
Preuve En effet, en remplacant dans (1.18) les indices p et v par la coordonnée r, nous
0P
obtenons du fait que g,, =0, A, =0, 7., =0 et D,®=V,d=— 5
"

R.. = Agyr + 47 (2D, ®(D,P)*) + 877

od|?
=875, or

Ainsi, la relation (1.14) conduit a

210da s 09|
radr or

Corollaire 1.3.1 Si la condition de régularité au centre de symétrie a(u,0) =1 est vérifiée,

a(u,r) —exp[47rf n=nP _h|2 ] (1.52)

alors on a :

o h-
Preuve £En combinant la formule (2— = et la relation (1.51), nous avons
r r
210a 0P | |h - h2
——— —| =8 d’ou
radr or T o
1 _hl2
10a _, |h-hp
adr r

en intégrant cette égalité sur [0,r] avec la condition a(u,0) =1, nous obtenons
" |h = hf?
In |a| =47Tf uds‘ (1.53)
0 s

D’ou le résultat en prenant [’exponentielle.

Proposition 1.3.2 La composante {00} ou {pp} de (1.18) conduit a

_ 2
% = ar b_ alr - a3 (1.54)
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1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

Preuve En prenant pu=v =460 dans (1.18) puis en injectant les relations (1.40) et (1.50)
dans expression obtenue, nous avons
2
Rgg = A7”2 + ? (155)
En combinant (1.15) et (1.55), nous avons

2

10
2 _
AT‘ +T—2——5E(Tb)+1.

D’ou le résultat.

Corollaire 1.3.2 La fonction b peut s’écrire comme

b(u,r)=a- E /0 (As + QQ) (1.56)

r 52

Preuve D’aprés (1.54), on a :

0 ob
ar(rb) b+7"E,
_ 2
=b+r(a b—aAr—aQ—3),
r r

2

=a - Aar? —a—5-
,

et par une intégration sur [0,7] nous avons

r r QQ
rb:f ads—/ a(A32+—2)ds
0 0 s

Ainsi,

bz%[ﬂrads—%[o (As +Q2)
za—%fo (As +Q2)

Remarque 1.3.2 Compte tenu du Lemme 1.4, les équations de champ (1.18) peuvent
s’écrire suivant les composantes de la métrique (1.2) de sorte que nous obtenons des
équations dépendant du champ scalaire. Ainsi, nous pouvons procédé comme dans [12] pour
montrer le contenu complet du systeme étudié se réduit a trois équations : La composante
{rr}, la composante {00} ou {py} des équations du champ (1.18) et I’équation de Klein-
Gordon (1.37).

Ce sont donc ces trois équations (1.51), (1.55) et (1.37) qui attirera notre attention pour

la suite.
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1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

Théoréme 1.3.1 (Equation d’évolution)
Le systeme d' EMCSy se transforme en une seule équation intégro-différentielle d’évo-

lution non linéaire du premier ordre qui est une e.d.p de la forme :

Dh:GO(h—i_z)+G1(h—7z)—z'a§—Q (1.57)
T
ol
b
D := au_ 587’7
1 a-a 1 r Q? a Q?
0 = — = s A 2 Y - 3 A T 1'
G =50 = " +2r2f0 a(As? + S )ds - S(Ar+ %), (1.58)
Gl = -iA,. (1.59)

Preuve Des relations (1.37) et (1.38), nous avons [’égalité

22'@8,@ + ig(?rAu __2 (au - 9&) Op(r®) + l&b@r@
a a ar 2 a

Ainsi, en utilisant la relation (1.44), on a

3(0u—98,ﬂ)h:10rb h=h) 24 (h=h Qh, d’ou
ar 2 a r a r r2
1 aQh

Dh ==0.b(h - h)—zA (h- h)—z—
2 2r

:5(“;6_ Ar—a—)(h h) —iA(h - h)—ﬂQh

=[““”+if a(As2+?)ds—§(Ar+T—3)](h—h)

2r 212
th
2r

—iA,(h—h)—i

Lemme 1.13 Nous avons les égalités suivantes :

2 1 02 0 3 2)
0__=0 . _ % 31 _ = _ X
0,G"=-2G" + 2T8ra(1 A ) (2 S50.Q+ SAr - (1.60)
.aQ)
&Gl _Z’["_2 (161)
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1.3. Equation intégro-différentielle équivalente

Preuve Comme G° = 10,b d’aprés (1.58), nous avons de (1.54),

_ 2
8,.GO = %ar (a L —a—)
T

73
b-a 2 aQ SaQ 1 Ar?

- —ahr - = ar
2z~ g0 = QS = SO =0,
b-a @7 Q 302\ | 1 1, A2

= _— —_ A _ _—_— _— —_ — 0 —_—_—
52 2T38Ta a( r+ T38TQ 5 ) + QT@a G 8Ta,

1 ({a-D a@?\ a@Q? 3a Q? Q
i —alr? - —=- ) —— - —Ar-—=—0,a
2r ( r aar r3 r4 9 Mo %Q+
2
Lol A_Tara’
r 2
2
=—13b @—3—“/\ ——a Cfarmara
r 2
2

- —GO - A—ra a,

2 2

:——G0+—8ra(1—Q——Ar3) (Q8Q+3A Q).

r 2r r2 rt
En dérivant (1.59) par rapport a r, nous avons de (1.50)
0,G' = —i0, Ay,
_ 99
= _ZT_Q

Proposition 1.3.3 Pour la méme fonction définie en (1.44), nous pouvons avoir [’équa-

tion en O,h suivante :

(D -2G° - G)(d,h) = W,h + Gh, (1.62)

ot
W=-3G°-G' - a(Ar s %arcg _ %2) . 8;a (1 - ;2—:2 - Ar2) _ @% (1.63)
G=o (ag — Qd,a-ad, Q) (1.64)

Preuve En supposant que la fonction h est assez réguliére, nous avons en dérivant (1.57)

par rapport a r, nous obtenons

'@&a

(au- gar) (0uh) = (h - h)D, G0+ GO(Duh - DLh) — i 9900

ah
—0,Q -
227“ Q-1
o0,b

2h +0,GY(h—h) + G*(0.h - O.h) +

a
‘ 1.65
it (1.65)

h=h et GO = %, nous obtenons de l’égalité (1.65), la

En utilisant le fait que O.h =
r

nouvelle égalité

(au— ;a _9G0 - Gl) (8h) = 0, h(8,G° + 0,G1) - G0, h—@Q Dvat - f&,Q—z’@&h
+29h ~GYo,h,
27“2
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de sorte qu’en utilisant (1.60) et (1.61) on ait

(D =2G° - GVY(0,h) = [F(8,G° + 8,G") - GO~ G - 'Q]ah—zQ Oa-is aQ
+ith
272
:[—3G0—G1+%(1—Q A3) 3“Q]ah
2 r2

—a(garQ+%r2 Q2)8 h+2—(aQ—Q8a a0, Q)

Remarque 1.3.3 Si ® = ®* (champ scalaire réel), avec les mémes identités (1.44), (1.45)
et (1.46), nous avons de (1.47) Q =0, de (1.48) A, =0 et donc F,, = 0.
L’équation (1.57) devient finalement

Dh=N(h-h) (1.66)

ot

N:=Y 27“ 2r2.[ gs ds——rg,

et le probléme de Cauchy associé a (1.66) a été déja traité dans [15].

Proposition 1.3.4 Pour la métrique a symétrie sphérique (1.2), le systéme (1.5),(1.6),
(1.7) et (1.27) est équivalent au systéme (1.44), (1.48), (1.51), (1.54) et (1.57). Les nou-

velles fonctions inconnues étant a,b et h.

Preuve Nous remarquons que si les fonctions ®, F' et les fonctions a et b définies par la
métrique g donnée en (1.2) satisfont (1.26), alors la fonction h définie par (1.44) vérifie
(1.57). Réciproquement, si h est suffisamment réguliére et est solution de (1.57), alors
les fonctions ¢ = h, a, b et le champ électromagnétique F définis par les relations (1.2) et

(1.10) sont des solutions du systéme (1.5), (1.6) et (1.7).

Remarque 1.3.4 Nous déduisons de la proposition 1.3.4, que étudier le systéeme d’EM K Gy
revient a étudier I” EDP (encore appelée équation intégro-différentielle) du premier ordre

(1.57).

Nous nous intéressons donc au prochain chapitre au probleme de Cauchy de 'e.d.p (1.57)

dont un théoreme d’existence locale de solution sera énoncé et prouvé.
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* ok Chapitre Deux *

Existence locale de solution

En écrivant le systeme d’équations d’ EMC'Sy dans le systéeme de coordonnées de Bondi
au Chapitre 1, nous avons montré que ce systeme se transformait en une seule équation
dite de d’Einstein-Maxwell-Klein-Gordon que nous avons transformé en une équation aux
dérivées partielles du premier ordre (1.57).

Dans ce chapitre, nous démontrons un théoreme d’existence locale de solution en
temps pour le probléme de Cauchy associé a (1.57) avec la donnée initiale choisie petite,

moyennant le théoréeme du point fixe de Banach.

2.1 La fonction de masse de Hawking

Etant donné que Chae dans [7] a eu besoin de positivité de la fonction b pour montrer
que la fonction masse est bien définie, nous avons besoin de faire de méme dans ce travail.
Cependant, 'ajout d’une constante cosmologique au systéme étudié par Chae dans [7]
(ce qui donne le systeme étudié ici), rend difficile la possibilité de trouver le signe de la
fonction b telle que définie en (1.56) sans condition supplémentaire. Ainsi, nous pouvons
néanmoins obtenir cette positivité sur un intervalle réduitPar conséquent, nous avons le

résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 Soit U un réel strictement positif. Considérons la fonction b définie en

(1.56). Alors, il existe ro > 0 tel que pour tout (u,r) € [0,U] x[0,709], b(u,r)>0.

Preuve Sous la condition de régularité a(u,0) = 1 pour tout uw > 0 et de la définition
a(u,r) =1 [ a(u,s)ds, nous obtenons en appliquant le nombre dérivée en 0 d la fonction
F(r) = [, a(u,r)ds, a(u,0) = 1. Comme le deuziéme terme de la fonction b s’annule en 0,

nous obtenons b(u,0) = a(u,0) =1 pour tout u > 0. B
|h = h[”

D’autre part, en dérivant (1.52) par rapport a r, nous obtenons 0.a = 4wa >0, ce

qui montre que la fonction r — a(.,r) est croissante. Ainsi, nous obtenons pour tout
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2.1. La fonction de masse de Hawking

u>0,s€[0,r], 1 =a(u,0) <al(u,r) et a(u,s) <a(u,r) de sorte que

a(u,r) = %‘/Ora(u,s)ds < % ATa(u,T)ds =a(u,r).

Ainsi nous obtenons de la relation (1.56) et du fait de la croissance de la fonction a par

rapport d sa deuxiéme composante que pour tout (u,r) € [0,U] x [0, Ro],
1 r 2

b(u,r) =a(u,r)—- f a(u, s) (A82 + Q—2) ds

r Jo s

Sa(u,r)—%fora(u,s) (As2+22—22)d3

~ a(u,r) —%for/\sQa(u,s)ds—%j:g—;d
a(u,r)(1 fr(1—A32)ds)
uRO( f (1- As2)ds)
:a(u,RO)(l—%r2).

Nous déduisons donc que b tend vers —oo lorsque r tend vers +oo et comme b(u,0) =1 >0,

d’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ro > 0 tel que b(u,r) > 0.

S’inspirant de [7], nous définissons par m, la fonction de masse renormalisée de Hawking
aussi appelée masse de Bondi qui est une quantité qui joue un réle important dans les
problemes de radiation dont ’expression est :

m(u,r) = ;(1—§—§r ?22) (2.1)

qui mesure la masse contenue dans la sphere de rayon r au temps retardé u.Alors, nous

obtenons m(u,0) =0 et des relation (1.52) et (1.54) nous avons :

a(m-5) -5 l50-0-57)
or or)  orl2 a 3
1 b A, (a@b baa) A
=——— =" [——]-=r
2 2a 6 2 a? 3
1 b A, 7 rb
—5—%—57’ ——8,,b+—8Ta
1 A 2 -
=——£——r2 (a b—aAr—aQ—)+27ré|h—h|2
2 2a 2 2a\ r r3 a
2, @
=2m Ih hf? + L (2.2)
. . Q*(.,r) . . :
ce qui montre que la fonction r — m(.,r) - . est croissante si b > 0. D’autre part,
r

en intégrant (2.2), nous obtenons une autre représentation de la masse définie par

mu,r) = [ (27r h—hp + )ds+§—; (2.3)
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2.2. Espace fonctionnel

puisque liI%(m - Q?/2r) = 0. Nous remarquons que tous les termes de (2.3) sont positifs
Tr—
sauf peut étre le terme comportant la fonction b et comme b >0 pour r <ry d’apres le

Théoreme 2.1.1, nous pouvons conclure d’apres ce qui précede que m(u,r) >0 pour r < rg.

2.2 Espace fonctionnel

Dans cette section, nous définissons ’espace fonctionnel dans lequel nous montrerons

I'existence locale et globale de solutions.

Définition 2.2.1 Soient U, Ry > 0 et finis. Notons par C?]’RO l’espace de Banach des
fonctions continues sur

[0,U] x [0, Ry] muni de la norme

Ifleg, = sup  |f(u,r)|

R0 )e0,U]x[0,Ro]

Nous définissons aussi Xy g, l'espace des fonctions
f:[0,U] x[0,Ry] — C
(u,7) — f(u,r)
continues ayant la dérivée partielle par rapport a r continue et muni de la norme
I£1:= 1 £ley,,, + 10 ey, (2.4)

Nous notons que pour les fonctions r —> f(.,r), Uespace C°([0, Ry]) sera noté C%O et

CY([0, Ro]) par Xg,-
Proposition 2.2.1 [] existe une constante positive K telle que la fonction a satisfait
1<a(u,r) < K. (2.5)
pour tout (u,r) € [0,U] x [0,70].
Preuve Pour tout h € C&RO, nous avons de la relation (1.45)
st [Mihus)ds<= [ Ihle ds=|h
b [T inuslas< = [Clbley, ds= [l

et pour tout h € Xy gy, nous avons :
=Ry <~ [ hta, r> ' = [
r Jo

<L Ll

<0:hles,,, ~ [0 (r =,

URT

' frlr%(u,s)ds dr’

dsdr’, (2.6)

,
< Z10vhley,, 27)
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2.3. Estimations a priori

En intégrant (2.7), nous avons

r|h_B|2 9 1 r ~ ) T2
fo ECds<|ohldy 1 [0 sds = |0,hlZy |

R2
§0|‘arh’|(2;g e sire[0,Ry] est supérieur a 1
<3 fouhiz,

5 & sire0,Ry] est inférieur a 1.

Posons

T 1672
K = max (exp (T 1h1Be, o, 7). =5 B3I, ) (2.8)

Nous déduisons de (1.52) et du fait que la fonction r — a(.,r) soit croissante que
1 = a(u,0) < alu, r) < exp (gnarhng(m Rg) <K.
Corollaire 2.2.1 Avec la méme constante positive K définie en (2.5), on a linégalité :
%for g—;dssKr2. (2.9)
Preuve De l'ezpression de Q) en (1.47), nous déduisons :
Q| < 4r fo slhllhlds < amr?| R, (2.10)

amst,

1 r ()2 16 2
= 9 ds < T2t <o
rJo s 3 v:fo

2.3 Estimations a priori

Les caractéristiques associées a I'opérateur D sont définies par les solutions de ’équation
différentielle ordinaire

—= —%b(u,r). (2.11)

Les solutions de (2.11) existent grace au théoreme de Cauchy-Lypchitz (car b est de classe
C' par hypotheése) et nous supposons que la solution qui vaut r; en u = u; est de la
forme r(u) = r(u;uy, ). Mais pour simplifier les notations, nous désignerons la fonction
u —> r(u) comme la solution de (2.11) et satisfaisant r(u;) =r;.

Nous allons a présent faire une estimation de ces caractéristiques. Pour cela, recherchons
d’abord une estimation de b.

Comme a > 1, nous déduisons de (2.5) et (2.9) que
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2.3. Estimations a priori

-Pour r <+/1/A,

1 2
b(u,r)z;fo (1 As? —g)ds

21—A—Kr2—K27"2,
3
:1—K(%+K)T2

-Pour r > \/1/A et en utilisant (2.5) et (2.9), nous avons

b(u,r):%](;\/l/_Aa(l—ASQ ij)d8+_f\/7 (1 As? ——)ds

E%foma(l—/\ 2 Qz)ds+—f\/r(1 As? —Q—Q)

v

r

2 2K A
= +K(1——r2)——f —ds
3\/K7’ 3VAr 3

r

> 2 — 2K +K(1—ér2)—K2r2
3VAr  3VAr 3
2 A
= 1-K)+K-K—r?-K?r?
AL ) 3

v

g(l—K)+K—K(%+K)T2
:2+K—K(Q+K)r2

3 3
21—K(%+K)7"2

Nous pouvons donc déduire que pour tout (u,r) € [0,U] x [0, Ro],
A 2
b(u,r)>1-K §+K r

D’autre part, nous avons de la double inégalité (2.5)
1 r 1 r 2
b(u,r) =— f a(l-As?)ds -~ [ aQ—st,
r Jo rJo s

SlfTads—é/Taﬁds
r Jo r Jo

SK—érz.
3

Ainsi, de (2.11) et (2.12), nous avons l'inégalité différentielle suivante

du 2 2\3
__1 K(A+3K) 2
2 6

Posons

1 [K(A+3K)
) 3 K(A+3K

1./0\/_(1 As? )ds——/o\/TQ2 +—/ (1- ASQ)dS—E ' Q2d$

VI/A §2

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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2.3. Estimations a priori

A
ou r, est la racine positive du polynéme 1 - K (5 + K ) r2. La solution r (u) de I’équation
différentielle obtenue de (2.14) en remplagant I'inégalité par I’égalité et satisfaisant

r7(u1) =7 > 7, est donnée par
1
ro(u) = ﬁtanh{a(c_ -u)},

1
avec ¢~ = uj + —Argtanh(2ary ). Ainsi, nous déduisons du principe de comparaison (Lemme
!
1.1)
1
r(u) > 2—tcmh{04(c’ —u)}, Yu<u. (2.16)
o

Comme précédemment, notons

ﬁ— /AK et 7t /3K

ou 77 est la racine du polynéme de membre de droite de (2.13). L’équation différentielle

dr K A
T —
du 2 6

a pour solution satisfaisant r+(u;) = ry <r}
r*(u) = tanh{ﬁ(c —-u)}, (2.17)

1 2
avec ¢t =wuq + EA'rg tanh (%) Ainsi, une fois de plus par le principe de comparaison,

nous avons
K
r(u) < %tanh{ﬁ(dr —-u)} Vu < uy.
Nous déduisons des relations (2.16) et (2.17) que pour r; <rq <71},
1 K
— tanh{a(c” —u)} <r(u) < — tanh{B(c" —u)}, Vu <. (2.18)
2a 206
Et en particulier pour r(uy) =7 > 77, nous déduisons de (2.18)
r(u)>r; >0, Yu <. (2.19)
Nous nous proposons de prouver le Lemme ci-dessous qui sera indispensable dans la preuve

de D'existence locale de solution pour le probleme de Cauchy associé a (1.57).

Lemme 2.1 Soit he Xyg,, A>0 et Ry>0. I existe des constantes x* = x*(A, Ry) >0 et
Ci = Ci(z*, A, Ro) > 0,0 = 1,5 telles que si |h|x, ,, <x*, alors

G° < -Cr, (2.20)
|G < Cor, (2.21)
|G| <Csr, (2.22)
W| < Cyr, (2.23)
G| < Cs, (2.24)
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2.3. Estimations a priori

de plus, pour toute solution de (2.11) vérifiant r(uy) < Ry pour tout uy >0, nous avons

‘/0“1 eXp(fUU1(2GO+G1)(v,r(v))dv) du

< Cg. (2.25)

Preuve Dans cette preuve, le symbole " = 7 signifie "approrimativement égale a".

Pour [h|x, 5, <%, nous pouvons combiner (2.5) et (2.8) et obtenir

1672
1<a(u,r) < K*:=max (exp (g(:ﬁng) : %Ré(x*)“) : (2.26)
En prenant la dérivée partielle de (1.52) par rapport a v, nous avons
_ B2 r|h — B2
@ = 47rM exp (47Tf il ds) .
or r 0 s
Ainsi, nous obtenons de (2.7),
_h2
0< da 47r|h i K*
or r
<TK*(z*)?r
<K (x*)?r. (2.27)
En utilisant (2.27), nous avons
1 T T
0<(a-a)(u,r) < - ](; ([T/ %(u,s)ds) dr’
1 T r
<TK*(x*)*- / / sdsdr’
T JO r!
<TK* (%)% (2.28)
D’aprés (2.10), nous pouvons estimer ) comme suit :
|Q| < 4mr? ||h||§(URO <Am(z*)?r? (2.29)

Considérant (1.58) puis en combinant (2.26), (2.28) et (2.29), nous avons

r * 2
crlorr @)+ AR +CK*(1:*)4—%],
=r|K* (C(x*)2+0(x*)4+%)—%],

A A
=-r [— -K* (C’(x*)2 +C(z*)* + —)] .
2 6
Puisque K* — 1 quand x* — 0, nous pouvons choisir x* suffisamment petit tel que

A A A A
——K*(C(:U*)2+C(x*)4+—)>02>——201:*——>0
2 6 2 6

d’ot % -2Cx* > 0.
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2.3. Estimations a priori

1l suffit donc d’apres ce qui précede de choisir x* tel que

A
Fl—. 2.30
<o (2.30)

Comme %—K*[C’(m*)Q +C(x*) ] < A= K*[C(x*)?+C(2*)*], nous pouvons donc prendre
Ci=A-K*[C(x*)?+C(a*)*],
de sorte que pour x* suffisamment petit, ’on ait avec (2.30),

Cy 2 AN-2Cz"

>A—%

6
- % > 0. (2.31)

En considérant de nouveau (1.58) puis en utilisant (2.26), (2.28) et (2.29), nous avons

* *\2 * r * 2 *\4 r *
|G| < i (2) r+ AR / sds + Kr8n*(ar)! f sds + ATKT + 1672 (K*)*(2*)*r,
0 0

4 2r2 r?
* *\4 * *)2 *
gr[C(K*)2(:c*)4+K C(a)t | OK*(x)  2AK ]
6 2 3
SCQT,

o
K*C(z*)* . CK*(z*)? . 2AK*
6 2 3

Co=C(K*)*(a*)* +
Maintenant, on peut écrire d’aprés (2.26),
|G| < / a@ds,
0o s
< K*f @ds
0 S
<CK*(z*)*r
< 037“,

ot Cy = CK*(2%)2.

De (1.47) nous avons

%—? = 2r(h*h — hh*)

d’ou

‘% < dzrh|l,

<amr|hl,

<C(z*)*r. (2.32)
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2.3. Estimations a priori

Ainsi, nous avons de (1.63) et dans l'ordre des relations (2.21), (2.22), (2.26), (2.29),
(2.32) et (2.27) :

[W|<3Cyr + Csr + AK*r + 3202 K* (2 ) r + 1672 K * (%) *r + %K*(w*)zr + 2 K (%) %3
+ %K*(l’*)%ﬂ +6mK*(x*)?r
<[3Cs + Cy + AK" Ry + 487K (27) + K (2°)? + 20K (o R3] (2.33)
. [%K*(ﬂ)?}ga v 67rK*(a:*)2] .
<[3Cy+C5+ CK*A+ CK*(2*)* + CK*(2*)? + AK*(2*)? + CK*(2*)%]r
< Cyr.

De (1.64) puis des relations (2.26), (2.29), (2.27) et (2.32), nous avons

1
|G| < Py [4m K (27)2r + 212 K () P + A K (27) r
r
<K ()2 + w2 K (%) r? + 2n K* (27)?
<6rK*(z*)? + K" (%) R2

<CK*(2*)?+ CK*(2*)* = Cs.

Comme |e><;p{fuu1 Gl(u,r(u))du}‘ =1, nous avons de (2.20)

‘/Oul exp(fuul(QGO+G1)(v,r(v))dv) du| < [OUI exp (—201 LUIr(v)dv) du

Or, sirT <r., (2.16) conduit a

-204 /um r(v)dv < —% LUI tanh{a(c™ —v)}dv
G ln(cosh(a(c - ul))) ‘

" a2\ cosh(a(c -u))

Mais pour tout réel m,n >0, si x est positif, nous avons

cosh(mzx) eme4eme  emz—nz 4 p-mr—nz

cosh(nx) en®+eme 1+ e 2

< emx—nm + e—mm—n:r

< eME—NT | oMT-NT < 26(m—n)x.

Nous déduisons alors que
cosh(a(c™—uy))

-9 a(u—uy)
cosh(a(c™ —u)) ‘ ’

et par la suite, nous obtenons

-2C [m r(v)dv <ln (2%6%(“_“1)> . (2.34)

Thése de Doctorat/Ph.D ﬂ TEYANG Franck Modeste



2.3. Estimations a priori

D’ou

fom exp(fuul(QGo+G1)(v,r(v))dv) du

o [t c
£2a2f eil(u_ul)du,
0

(2.35)
Siry >7r;, nous avons de (2.19)

ful eXp(ful(QGo +G1)(U,T(U))dv) dul < [m 6_2017”2(U1—u)du
0 u 0

— 1 [1 _ 6—2Clrgu1:|

D dre C { 1L go }
onc prenare =maxy — as ——
p 6 40[01 ’ Ol

Les constantes C; étant toutes définies d’apreés tout ce qui précéde, mous pouvons, vu

l’estimation de W prendre la constante

C = max {487r2; gRO + (2%3 + i) R%}

. A
T E:IO,@I:

Lemme 2.2 Soient les constantes positives Cy, Cy, C3 définies comme au lemme 2.1 et

et d’aprés (2.30), prendre

K* comme en (2.26). Alors, pour x* choisit suffisamment petit, nous avons

CQ +03 +K*C(LL’*)2 <1

- (2.36)

Preuve Comme de l’expression de K* en (2.26), on a K* — 1 lorsque x* — 0, alors

pour x* suffisamment petit, nous pouvons écrire

2A
CQ N ESC* + —
3 3

03 ~Co*

K*C(z*)* = Cx*
Ci2AN-2Cz".

Ainsi,

&

Co+ Cs+ K*C(27)2 1 (11033* ) %)
Cy ~A-2Cz*\ 3 3

11Cx* + 2A

3A-6Cz*
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

Ainsi, nous pouvons choisir x* tel que

* : 2.37
K* * )2
afin d’obtenir Cy + Gy + K*C(z7) <1.
Cy
Pui < toute la suit travaill *E]OA[
uisque —— < —, pour toute la suite, nous travaillerons avec x — .
M T7c 6 P ’ 170

2.4 Théoréme d’existence locale de solution

L’objectif de cette section est de démontrer un théoreme d’existence locale de solution

au probleme de Cauchy associé a 1’équation (1.57). D’ou le théoreme ci-dessous.

A
Théoréme 2.4.1 Soient A > 0, Ry > 0, z* < T7e] et hg € CH([0,Rp]). Il existe une

constante C* = C*(z*,\, Ry) > 0 telle que si HhOHXRO <

*

1f—C*’ alors le probléeme de

Cauchy

Dh = (GO + GV (h - 1) —i%};“

(2.38)
h(0,7) = ho(r)

posséde une unique solution h € C*([0,U] x [0, Ry]) pour U =U ( ; fC’*) suffisamment
petit. En outre, cette solution satisfait :
lblls,,. < Clioles, (2.39)
17l x05, < (14 C) Aol xp, (2.40)

ot C°=C%x*,A, Ry) > 0.

Soit I'application h — F(h) définie comme solutionde ’équation intégro-différentielle

(1.57). Alors, nous avons

DF(h) = (G°+GY)(F(h) - h) - z“;?

(2.41)
F(h)(0,h) = h(0,7) = ho(r)

Pour la suite, nous simplifierons les notations en notant F pour désigner F(h) de sorte
que pour prouver ce théoréeme (Théoréme 2.4.1), nous utiliserons par trois lemmes (lemme

2.3, lemme 2.4 et lemme 2.5)

Lemme 2.3 Supposons qu’il existe une fonction h vérifiant (2.38). Alors, il existe une

constante C° = CO(x*, A, Ry) > 0 telle que

I7leg, . < COHhOHC%O-
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

Preuve Le systéme caractéristique associé a l'équation aux dérivées partielles (EDP)

(2.41) est
dr b

- -2 2.42
du 2 B ( )
dF 0 1 - .ahQ
— = -h) - 2.4
T (G°+G)(F-h) = (2.43)
avec la condition initiale
r(0)=ry et F(0,7(0)) = ho(ro)
Soit u— r(u) = x(u,ro) la solution du probléme de Cauchy
dr b
Y r(0) =19. (2.44)
Alors,
1 u
r(u1,m0) = 11 27“0—5[ 15(%7”(“))6“)7 (2.45)
0

ot 1 = x(u1,r9). En intégrant 'EDO (2.43) le long des caractéristiques, nous obtenons
F(ur,m1) = ho(ro) exp {_/ I[GO + Gl]xdu}
0
+ / 1 exp {f 1 [G + Gl]xdv} [f]ydu, (2.46)
0 U

o

f=-h [G0+G1+i§]. (2.47)

En effet, posant A(u) = F(h(u,r(u)))exp{[,"[GO+ G']\dv}, nous avons par dérivation
A'(u) = %ih) exp {fUI[GO + Gl]xdv} - F(h)(G®+ G exp {fUI[GO + Gl]xdv} ;
0, 1 - hQ a0,
- [ (G + GY(F(h) = b) = iam = |exp f (G0 + G, dv
_ F(h)(G0 + GY) exp {f“ N Gl]xdv} ,
= - lh(GO +GYY + zaZ—Q] exp {/ul (GO + Gl]xdv} :
r u
Par une intégration sur [0,u1] de cette derniére égalité, nous obtenons,
F(uy,m) = A(uy) = A(0) - /ul lh(GO +GY) + z’a%] exp {ful[GO + Gl]xdv} du
0 u
X
= ho(ro) exp {/m (G0 + Gl]xdv}
0
“ 0 il =0y h@Q
+f exp f (GO + G ydv b (G0 + GY) ~ a7 = | du.
0 u r
e
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

Par une intégration le long des caractéristiques avec plutét h au lieuw F(h) au membre
de droite de (2.46) d’une part, puis en utilisant les relations (2.19)-(2.22) et le fait que

‘exp {foul Gl(v,r(v))dv}‘ =1, nous arrivons a :
(sl < Pholey, exp{ [ 6o}« [Mexp{ [ 6o} ()i,
< HhOHC%O exp{—c1 /;ul r(v)dv}

+|h|CUU,R0(02+C3+K*C(x*)2)_/(; exp{—C’lj; r(v)dv}r(u)du,

u u1 w
< ||h0HCORO€_Cl Jo rwydv Hh”cg,RO (Cy+ C3+ K*C(2*)?) ./o e OOy () du,

Cy+ C'3 + ‘Kv*ct('r*)2 -C1 [yt r(v)dv
< Iholleg, +I1hley,,, & (1- s rrar),
A
CQ + 03 + K*C(.ZC*)2
< Iholeg, + - IRy, (2.48)

Finalement, en passant aux sup au membre de gauche de (2.48), nous avons

Cy+Cy+ K*C(z*)?
e

Ileg, . < lholy, +

d’otu )
Cy+Cs+ K*C(2*)?\
Ibllg, < (1= =) ooy,

Nous pouvons donc prendre

00:(1_CQ+03+K*C(CL’*)2)_1’

- (2.49)

(qui d’aprés (2.36) est positive) pour conclure.

Lemme 2.4 Soit p > 0. Posons B, ={f € Xur, : |f|xyz, <p}. Alors, B, est un sous
espace fermé du complet Xy g, donc un espace métrique et dont la distance est celle induite

par la norme sur Xy g,. Alors

f:Bx* e Bl‘*'

Preuve Fizons U > 0.
Soit h € Byx. Montrons que F(h) € By» c’est-d-dire que |F(h)|x, , <z*.
Puisque h € By, alors nous avons |h|x, , <x*. En changeant h par F(h) dans (2.48),

nous obtenons directement
|\ F (ur,71))| SCOHhoHc%O- (2.50)

Considérons le systeme caractéristique

dr b

du 2
d(0,F)

o (2G° + G1)0,F + WO,h + Gh,
u
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

avec les conditions initiales
r(0) =19 et 0,F(0,7(0)) = 0rho(ro).
En intégrant le long de la caractéristique x, nous obtenons
0, F (ur, 11) = By ho (o) exp { fo 1260 + Gl]xdu}
- fom exp {/;ul[2G0 - Gl]xdv} [Wo,h + Gh],du. (2.51)
En effet, posant B(u) = 0,F (u,r(u)) exp{ [ [2G° + G'],dv}, nous obtenons par dériva-
tion
B'(u) = W exp {fuu [2G° + Gl]xdv} (260 + G1)d, Fexp {fuu [2G° + Gl]xdv} ,
= [(2G° + G1)O,F (u, r(u)) + W, h + Gh] exp { A 260+ Gl]xdv}
- (2G° + GY O, F(u,r(u)) exp {fuul [2G° + Gl]xdv} :
= [W0,h+Gh]exp {fum [2G° + Gl]xdv} :
En intégrant cette derniére égalité sur [0,uq], nous avons
0.F () = Bu) = B(O) + [ “[Woh + Gh, exp { [ Gl]xdv} du
= O,ho(ro) exp {fou [2G0 + Gl]xdv} du
. fo " (W, h + Ghl, exp { fu 260+ Gl]xdv} du.
De la définition (2.51), nous avons de (2.20), (2.39), (2.23)-(2.25) et du fait que

exp{/ow1 Gl(v,r(v))dv}

=1,

|0, F (u1,71)] < Hf)rhoHc%o exp{—QC’l fo T(v)dv}
#(Calh=Rleg .+ Csliley, )| [ exp{ [ 267+ 6w r(0))ds
U,Rg U,Rgy 0 u

<[0:holey, + (201 + C5)Collhley,,

Y

< H(?ThOHC%O +[C°C1C6(2C, + C5)] Hh0||c%0- (2.52)
Alors de (2.50) et (2.52), nous avons

|7 (R) Cur, 7)) x5y = 1 F (R) (ur,71) +0-F(h) (ur, 1) leg,

< Cholley, +10rholleg, +[COC1C6(2Cs +Cs)]lholley,

o
CU,RO

< C%hollxp, + ol xg, +[C°C1C(2Cs + C5)]hol x4,
<(1 +C’*)Hh0||XRO, (2.53)
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

avec C* = CO+ COC1C(2C, + Cs). Ainsi, nous déduisons de (2.53) que

||f(h)”XU,RO <z, (254)

*

des que |[hol xp, < . Done, F: By — By-.

x

1+ 0

Lemme 2.5 L’application h— F(h) est contractante dans B,-. i.e,
IN=A(@", A, R, U) €]0,1[ = [F(ha) = F(ha)lxy p, < AMAa = halxy

pour tout hy,hy € Xy g, .

Pour prouver ce Lemme (2.5), nous allons procéder en deux étapes. Nous allons premie-
rement faire une estimation de la différence F(hy) — F(hs), puis de 0,[F(hy) — F(hz)].

Soient hy, he € Xy g, deux solutions de (2.43) vérifiant la condition initiale
h1(07 ’f’) = hZ(Oa ’I“)-

Supposons que

max([|h1 ] xy,py» [h2l x05,) < 27 (2.55)
et notons pour [ =1,2 a;:=a(ly), b :=b(h), Au=Au(l), Q=Q(k), G, =G(h),
GV :=G(l), G} = GY (), W, =W (h) et les caractéristiques x; = x;(u;r).

Premiére étape : Estimation de F(hy) — F(hs),
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

Preuve En utilisant (2.46) puis une factorisation élémentaire, nous obtenons

|-7:(h1) _F(h2)| ”hO”cO Gfoul [G9+G b du efoul [G2+G2lxpdu

Dy

+/u1 |/ GG hade _ o[ (G54 Gilade] |y || G9|du
0

Do

ul _ w uy _ w
A e e A A

D3 D4

+[ h OV G _ JH GGl ], (G du
0

Ds

U1 - u uy _ _ w
+ [) |G% - G%“hﬂ |efu 1[G3+G%]X2dv‘ du + /(; |h1 _ h2||G%| ‘efu e ey du

~

DG D7

ul 7
. / h GG _ o[O3+ ok a@il
0 2r

du

Dg

Q21h1 ‘e[u“l[Gg+G%]X2dv‘ du
r

u1

+/ lay — as|
0

+/ |h1 ]’L2|
0
ul

¢ [T la-a

De (2.7) et (2.55), nous avons

~

Dy

(I2Q2 ‘efuul[Gg+G§]X2dv‘du

~

D1o

ashs

‘efuul [G8+G%]X2dv‘ du .

Dqy

_ _ r
|(h1 = h1) + (hg = ho)| < 5 (Harhl HC&RO + [0 R “C?J,Ro>

< g(zx*) =27 (2.56)
et

(R = h1) = (ha = ho)| = |(h1 = ha) = (h1 — ho))|
<2lh~holey, (2.57)

De (2.56) et (2.57), nous déduisons

1hy = By [* = [hg = haf?| < [(hy = ha) + (ha = ho)l|(hy = hy) = (ha = hy))|

< 21'*7"”]11 - hg “Cg,RO (258)
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

En utilisant inégalité (qui s’obtient en appliquant le théoréme 1.1.3 d la fonction complexe
zr— ),

" —e?| <max{le”], [e[}z —yl,  Va,yeC, (2.59)

nous avons de (2.26) et (2.58)

r _ B2 r _ha2
exp (47T / Mds) — exp (47T f Md&)‘
0 5 0 S

r 1 \2 _ 7 \2
347rK*f [(h1 = h1)? = (ha = ho) |ds
0 S

|a1 - CL2| <

< SW‘T*K*”hl - hg”cgﬁoT
<Cr|hy = ho ||cg,R07 (2.60)
ot C = C(x*, A\, Ry) >0 ayant la propriété d’absorber z*, Ry, A.
De (1.47) et (2.55), nous obtenons
Q1 - Qo] < 87?[0 slhally — halds + 87rf0 slhallhs — halds
2 g2
<8mlhy=haley . (Ihaley , 5 + 5 Iheley )

= 8mx*r?|hy - ho HC&RO

< CT2‘|h1 - h2HCOU7Ro . (261)
Ainsi, de (1.48), (2.26), (2.29), (2.60) et (2.61), nous obtenons

|Au1 - Au2| < [0 %kﬁ - a2|ds + ,/() |Z—;||Q1 - Q2|d8
<2m(x*)2C | hy - halley,,, + K*rC||hy - hs leg, .

< C|hy - hy les, . - (2.62)
Combinant (1.56), (2.26), (2.29),(2.60) et (2.61), nous avons

1 rr 1 7?2 1 rria
b1 — by < —f |(1—A52)(a1—a2)|d5+—/ @|G1—a2|d5+—/ |—§‘|Q%—Q§|d5’
T JO T JO S T JO S
AN - o
< (1 " §r2) Crlin = haleg,, +42(")'rClin ~ haley

8T ... ~
+ ?K (I' )27“20Hh1 _h2||CIOJ,RO

< é’f’”hl - h2Hcg,R0’ (263)
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

et en utilisant (1.58),

a1 — as| + a1 — as] Q3] |as]
6y -Gy e, [T M—nww+22f 212z - @alds

o [ = anlsPds + vl — anl + 5o (Jor - a2lQ31 + el - G3)

. 47
< C”hl - hZHC?},RO + 27’(2(.1' )4T2CHh1 - hg ”CO + —K (i[) )27’CHh1 hQHC&Ro

A -~ A ~ .
+ §0T2Hh1 ~haleg . + 507”2\“11 ~halleg . + 872(95 )1Cr* | hy - halleg .
+4m(2*)2K*Cr|hy - hy| o
U,Rg

< C|hy - haley, - (2.64)

Pour la suite des estimations, nous ne distinguerons pas les caractéristiques x, et xo car

en considérant deuz caractéristiques différentes, on peut toujours majorer par |hy - hQHCOUR
»Ro

a une constance prés. En effet, considérons les caractéristiques r1 et ro passant par (uy,79),

nous obtenons de (2.11)
ri(u) =7o+ % /UI b(s,m(s))ds,
et en faisant la différence, nous avons
1w
rw) =ra(w) = 5 [ Tbu(sri(5)) = bals.ra(s)) s
1w 1w
=3 f [b1(s,71(8)) = b1(s,72(8))]ds + 5 f [b1(s,72(8)) = ba(s,72(8))]ds
De la définition de G° en (1.58), nous avons 0,b =2G° et de (2.21), nous déduisons que
10,0 < 2|G°| < 2Cyr < 2C5Ry < C". (2.65)

En combinant (2.63) et (2.65), nous avons

1 ra(s) 1w
i1 (1) = 7o ()] < 5[ fh(s) B,by (5, v)dv ds+§/u Cllh = holey,, ds

<€ [ (o) - ra()lds + s~ )y ~ ol

ce qui d’apres le lemme de Gronwall-Bellaman conduit a
71 () = ()| < Oy = w) [y = halles, +C'Clhy = halen f (uy - 5)e” -0 g
IRt} s 120 u

¢
- Sl = By, [ - 1]

c U
< Sl =1l = haly,,,

Pour toutes les estimations qui suivent, nous utiliserons la restriction u; <U <1 et le fait

que ]efo” Gl =1 vj=1,2

Thése de Doctorat/Ph.D TEYANG Franck Modeste




2.4. Théoréme d’existence locale de solution

Des relations (1.59), (2.19), (2.20), (2.62) et (2.64), nous avons :

u u
D; < max {efo FOthadu o fot Gglxsz}

u “ “
sl "6t [["161- Gl
<1

sofo ||h1—h2|cgﬁodu+cf0 Iy = haey , du

< CU|hy - hy les, . -
De(2.21), (2.55) et (2.66), nous avons

Dy= [ il Gl
< CUln = halley,,, [ CoRolnley,, du
< CQROx*ulé'UHfM —hs ||C?],Rov
< CU?||hy - hy ||cg,ROv

<UC||hy - hQHC?;,RO'
En combinant (2.19), (2.20), (2.55) et (2.64), nous avons

5 “1 ~C1 [ r(v)d
D3 < Cth - hQHCg,RU f(] “thCIOJ,RO e Y1)y T ”du,

<1

< x*é’uthl - h2”CIOJ,R0’

<UC|hy - hale,, -
De (2.19)-(2.21), nous avons

w1 u
Dy < |hy = holeo [ CyRy e O L ) gy,
URy Jo N

<1

< CyRouy||hy - thcOuRO,

<UC|hy - hy les, . -

En procédant comme en (2.67) pour l'estimation de Do, nous obtenons

D5 < CU|hy - haley,,
et de (1.59), (2.19), (2.20), (2.55) et (2.62)

- " ~C1 [ r()d
D6SCHh1_h2Hcg,RO _/0 “thC{Oj,Roe 1/ T Udu’

<1

< x*uléth - hz”C(OJ,RO’

< UC”hl - hQHCIO],RO.

|6t Glldu= [ 168+ G

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

D’autres part, l’estimation de D7 s’obtient de la méme facon que celle de Dy et celle de Dg

s’obtient également de la méme facon que celle de Dy ou de Dy de sorte que nous obtenons

D; <UC| hy - haley,, (2.72)

D <UC|hy = halcy, . - (2.73)
» 410
De (2.19), (2.20), (2.29), (2.55) et (2.60), nous avons

~ ul w
D9 < 27TR2(I*)ZC” hi — ho ”CIOJ,RO A th HC[O],RO e—Cl o r(v)do du

<1

<unClhy = hafley,
<UC||hy - haley,, - (2.74)

L’estimation de Do s’obtient de la méme facon que celle de Dy ou de Dr. Ainsi, nous

obtenons

Do <UC|hy = haey,, (2.75)
>0

et en combinant (2.19)-(2.20), (2.26), (2.55), (2.61), nous obtenons

Du < ROy = halley, K* [ Ihalley,, @5 7% du,
U,Rg 0 U’RO%—/

<1

<urClhy = haey,,

<UC|hy - halles, . - (2.76)

Finalement, nous déduisons de (2.66)-(2.76) que |F(hy) — F(hy)| < 11UC|hy - hy leo . et
\Ro
donc

|7 () = F(ho)ley,, < UC[ha = hacy,, - (2.77)
Ce termine la preuve de la premiere étape.

Deuxiéme étape : Estimation de 0,[F(hy) — F(hs)]

Preuve En appliquant comme précédemment une factorisation élémentaire sur (2.51),
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

nous obtenons

10,(F1 = Fo)| < [0rhofley [elo™ PET+CrIxdv) _ glo 265+ Gal v}
0

I

+ fm el [269+GiIdv} _ {0 2G5+ G v} W10, by — Gy hy |du
0
II
- [ " exp{ / U1[2G8+G§]de} (W, = W[, ot du
I‘Ir]
+/0"1 exp{fuul[2G3+G§]de} Gy = Gol|h|du
v
+f0"1 0,5 = O, ho|| V| exp{fuul[zggwg]xdv} du
|4
+f0“1 1By = |G| exp{fuu1[2G3+G%]xdv} du.
VI

Nous allons a présent trouver une estimation de I, I1,---,V'I.

Suivant 'estimation de Dy en (2.66), nous obtenons directement
I<CU|h; - hQHC&RO, (2.78)
et combinée avec (2.23)-(2.24) et (2.55), nous avons

II< fo 1[CaRo|0 Iy . +Cal ey, V.
< [C4R01'* + C4[E*]U16~1UH}L1 - hg ”cloj,Ro’

< CU?|hy - hy leg, ., < CU|hy - hy leg. . - (2.79)

Pour estimer I11, nous avons besoin de trouver premiérement une estimation de |J; — Jo|.
En dérivant (1.52) par rapport a r, puis en faisant la différence, nous pouvons avoir, en
utilisant les relations (2.7), (2.26), (2.55), (2.58)
= a2 |he = hof?
1 )
r
|71 = B2 = |ho = hof?|
47'('@2

r

|0,a1 — Oras| = 47 |a

| 2
+

hi—h
S47r|a1—a2|—| ! !
r

<720, Cllhy = holley , +8ma* K*|[hy = hol
0 s 110

|12 o
CIOJ,R CU7R0

<wR(2")2Cllha = halley , + 872 K [ha = haey

<C|hy - haley,, - (2.80)
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En dérivant (1.47) par rapport a r, puis en faisant la différence, nous obtenons en utilisant

(2.55),

10,Q1 = 0,Qs| < 4mr|hy — hollhy| + 47r|hy = ho||hi |
<dmrlmley,, I holey, +4nrlhiley, b= haley
< 8ma*r|hy — ho ||C[0J,R0 < Cr|hy - hy “C?J,RO' (2.81)

Maintenant, de la définition de W en (1.63) puis des relations (2.26), (2.27), (2.29) (2.32),
(2.55), (2.60)-(2.62), (2.64) et (2.80)-(2.81), nous avons

1 1 3
Wy — Wy < 3|G(1J - G8| + |G% - G%| +|ay — ag| |Ar + ﬁ|@2@»@1| + ﬁQ% + Z|Q1|

O, + + 3
+|Q1_Q2|(al|r2Ql| |Q14 2Qz| D0y + |Q1T Q2|a2+§a1)
1+Ar?2 Q3
+|9,a1 - 8a2|( s ) 18,01 - 8Q2|‘“‘Q1|

<C|hy - halco {4+ r[Ar +4xC(a*)*r + 1672 (") r + 67r(27)?]}
(K*C’(J;*)2 8mK*(x*)? +3K*)
r

2 *4K>«— +
7w (z*) r . 5

+Crhy - halleg, ..

1+AR?
o, 4 (x*)r? + dor K (m*)Q] :

+Cl el |
< Clhy = halcy,,, -
et combinée avec (2.19)-(2.20) et (2.55), nous obtenons

~ w1 “
HI<Clhy = haley fo [0:halcg,,, € Jr@)dv g,

<1

< le*é” hl - hg ”C?J,RO

<UC|hy - holley, . - (2.82)

Pour estimer IV, nous avons besoin d’une estimation de la différence G —Gy. Ainsi, de la
définition de G en (1.64), nous avons en faisant la différence puis en utilisant les relations

(2.26)-(2.27), (2.29), (2.32), (2.60)-(2.61), (2.80) et (2.81) :

Q1] [0:Q:1]) Q]
|G1—G2|S|a1—a2|(22+ 5 ) |0,a1 — Oras)|

a9 (9,@1
+1Q1- Qal (35 + 2 )+2—r|ar@1—arc22|,
< C|hy = hy leo . [2m7(2*)? +rC(a*)? + 277 (27)?]

K*

+éT2||h1—h2||CO (2 5

T ~
¢ D)) Kl = ol

< Cllhy = haley
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En combinant cette derniére inégalité avec (2.19)-(2.20) et (2.55), nous obtenons

~ ug N
1V < C” hi— hs ”COU,RO [0 ” hq HCOUJ;»O 6*201 St r(v)do du,

<1

< x*uléﬂhl - h2‘|cgﬁ0,
<UC||hy - hy leg. . - (2.83)

hl_h2_(ﬁl _h_2)

r

Puisque 0.hy — 0.hy = , en combinant (2.19), (2.20) et (2.23), nous

avons

hy-h hi—h
S ful || 1 2||c(l)f,Ro + || 1 QHCIOJ,RO 0470 6—201 ]uul T(v)dv du
0

7,1 \—(__/
<1
<2Cquq by - hQHCOU,Ro

<CU|hy - haley,, - (2.84)
tandis que de (2.19)-(2.20) et (2.24), nous avons

ul )
Vi< / I = haleg,  Cs 7261 1 r)dw gy
" o Y—

<1

< Csun|[ha = halleg
<CU|hy - hQHCOU,RO‘ (2.85)
Ainsi, de (2.78)-(2.79) et (2.82)-(2.85), nous déduisons que
[0-(F(h1) = F(h2))ley, . < CUlh1 = halleg, . - (2.86)
PRt} >0

Ce qui termine la preuve de la deuxieme étape.

Les étapes préliminaires étant été prouvées, nous pouvons donc prouver le Lemme 2.5.

Preuve FEn combinant les estimations (2.77) et (2.86), nous obtenons :

|F(h1) = F(ha)lxvn, = 1F (1) = F(h2)lleg, . +10-(F(h1) = F(ha))leg, .
<CU|hy = hy leg, ., * CU|hy - halle .

<2CU||hy - ho|

‘XU,RO'

1
Ainsi, pour U < 0’ nous déduisons que lapplication h— F(h) est contractante dans

le Banach By« et d’aprés le Théoréme 1.1.1 ( du point fixre de Banach), il existe un unique

h e By« tel que F(h) = h.

Ce qui complete la preuve de Lemme 2.5.
A la suite de preuve des Lemmes 2.4 et 2.5, nous pouvons donc prouver le Théoreme

24.1
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Preuve (du Théoréme 2.4.1)

Du lemme 2.5, la contraction de l'application h — F(h) dans B+ implique que la
solution h de (2.38) appartient @ Xy g, puisque By € Xy g, .
La solution h e Xy g,, donc elle est continue et O.h est continue. Ce qui reste a montrer
est la continuité de O,h d’une part et d’autre part, de montrer ['unicité de la solution h
dans Xy R,-
Ainsi, la continuité de Dh vient directement (somme et produits de fonctions continues)
de (1.57) et comme O,h = Dh + garh, nous déduisons la continuité de O,h ce qui montre
que heCY([0,U] x [0, Ro])-
Etablissons Vunicité de solution du probléme.
Soient hy et hy deux solutions de (2.38) telles que hi(0,7) = ho(0,7). Alors, avec les mémes
notations a la preuve du lemme 2.5, la différence donne
Orho
. 2
— (G +G3)(hy = hs) - QZ—T [(a1 = a2)Q1hy + (Q1 = Qa)azhy + (hy = ha)asQs] .

D(hy = hy) = (G5 + G3)(h1 = hy) + (b1 - b2) +[(GY - G9) + (G1 - G})](h1 — ha)

Comme en (2.46) ou (2.51) nous pouvons intégrer le long des caractéristiques associées d

hi et obtenir

(h1—h2)(u1,m1) = /‘“1 eXP{[UI[Gg+G%]xQdU}‘I’|X1dU
0 u

ol

Orhy

W= (b = b2) == + [(G] = G) + (G} = G3)] (7 = In) = (G5 + G3) (= 2)

]

[(@1 — a3)Q1hy + (Q1 — Qa)ashy + (hy - ﬁz)@@z] .

o
En utilisant les relations (2.7), (2.26), (2.29), (2.55), (2.60)-(2.64), nous obtenons

)< C s = holey

Ainsi, en posant
() = s~ ) (e
nous avons du fait que |exp {[" Gi|,,dv}|=1

(=) ()] <€ [V otwesn{ [ lado}du,

ce qui tmplique que

o(uy) < C’/m o(u) exp{/u1 G3|X2dv}du.
0 U
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2.4. Théoréme d’existence locale de solution

En appliquant le Lemme de Gronwall a cette derniére inégalité, nous déduisons que
o(up) =0

ce qui conduit a 'unicité. Ainsi s’achéve la preuve du théoreme 2.4.1.
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* ok Chapitre Trois IS

Existence globale et comportement

asymptotique

Puisqu’il est impossible de procéder comme pour 'existence locale en montrant direc-
tement un théoreme d’existence globale de solution en temps via le théoréme du point fixe
de Banach, nous procédons dans ce chapitre par le critere de continuation afin d’étendre
indéfiniment la solution.

Une fois I'existence globale de solution prouvée, nous décrivons le comportement

asymptotique des solutions et nous finissons par ’étude de la complétude géodésique

3.1 Existence globale de solution en temps

L’objectif principal de cette section est de démontrer le théoreme suivant qui conduit a

'existence globale de solution en temps du probleme (2.38).

Théoréme 3.1.1 Soit A>0, Ry >0, C=max{487% 2Ry + (273 + 1) R2}, ho € C' ([0, Ro])

A
et T* < hrak Alors, il existe C*(x*, A, Ro) >0, tels que si [ho| xp, 1fC’*’

bléme de Cauchy (2.38) admet une unique solution h € C*([0,+00[x[0, Ry]). De plus cette

1
4
<

alors le pro-

solution globale satisfait :

||h\|c2w,R0 < C%holleo(o,r0)) (3.1)
et
|2l e my < (L +C) o] xp, - (3.2)

Nous notons que I'espace fonctionnel X, g, se définit de facon analogue de I'espace Xy g,

avec U prenant la valeur +oo.

Preuve D’aprés le théoreme d’explosion en temps fini, il suffit comme de montrer que
les solutions ®, a, b, A, et leurs dérivées partielles sont bornées sur l’intervalle maximal

d’ezistence pour conclure que la solution est globale en temps.
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3.1. Existence globale de solution en temps

Soit U, le temps mazimal d’existence de solution.
Comme [’estimation de la fonction a en (2.26) reste vraie pour tout u € [0,U,], elle reste

également vraie pour les w € [0,U,[ donc pour tout (u,r) € [0,U[x[0, Ry], nous avons
a(u,r) < K* < Ky

avec Ky qui s’obtient de K* en remplacant x* par ——

17C”

Nous notons que les constantes C’}%O A que nous obtenons lors des différentes estimations

sont telles que v représente un indice et non une puissance.

De (1.56), (2.29), nous avons pour tout (u,r) € [0, U.[x[0, Ro],

1 T 1 r 2
|b(u,r)| < = / all — As?|ds + - [ aQ—ds,
r Jo

A 1
KT+ 5K ﬂK*( )4f 2ds,

A 167
<K'+ KR+ %K*(I*)4R3,

A 167m2A
SKA(1+§R3+ 10 RO)
Pour tout (u,r) € [0,U.[x[0, Ro], nous déduisons

1. de (2.40) que

|h(u’ ’I“)| < Hh”XU,RO’

<(1+C)holey,.
A
<—.
17C

IN

(3.4)
2. En remplacant dans (2.52) F(h) par h, nous déduisons que

|0Th(uvr)| < (1 + C*)HhUHXR(y
A

<zt —
ST ok

(3.5)

3. et comme par définition, D = 0, — b/20,, nous avons en utilisant les relations (1.57),

(3.4)-(3.5), (2.21), (2.22), (2.29), pour tout (u,r) € [0,U.[x[0, Ro]

10uh(u, )| = [Dh + bj20, 1],
_ _ 1
<G+ GYh =Rl + Lk Z1bl10,h
<IGO+ G~ Bl + o-[ENl + 5 och

9A 1
170(02 + Ca)r+2m(@") K + 5 b0, |
9 A AKA A . drA
Cy+ C3)R RoK 1+ 2R 4 R)
170(2+ 3) 1o + 7COA 34C(+3° 5100
= . (3.6)

Thése de Doctorat/Ph.D ﬂ TEYANG Franck Modeste



3.1. Existence globale de solution en temps

Comme des relations (1.45) et (1.46), nous pouvons écrire ®(u,r) =1 ["h(u, s)ds, nous

avons pour tout (u,r) € [0,U.[x[0, Ro]
1 T
)<~ [ b, s)lds
r Jo
< —
17C’
d’apres (3.4), puis
1 T
0u0(u )= [ 10uh(u5)lds,
r Jo
< O s
d’aprés (3.6) et de (3.5)
1 -
|aT¢)(u7T)| = ;|h - h|7

1 T
< f B (u,7) - h(u, £)|dt,
T JO

Slfr /r|8sh(u,s)|dsdt,
rJo Jt

A r
S17crfo (r - t)dt,

A
< %7’ < %Ro

Nous avons de (2.27),

Ora(u,r) < TK*(x*)?r,

Ar
< WKARO (3.7)

En dérivant (1.52) par rapport a u, nous avons
1 _ _ _ _
Bua = dr f ~[(h=0) (@uh = 0uh) + (=)D"= 0.1 ]
0
ce qui donne en utilisant les relations (3.5) et (3.6)
dua(u, ) <8k [ b = 0uh - Duh)ds,
0 s
r 1 _
< 167rf 21— ||@uhlds,
0 s
< 167Cpy f Lih = hjas,
0 s
r ] s s
< 167Cg, f - f f 10,k (u, )| dr'dtds,

16AT r1
< 170 ——Chrya f [ (s —t)dtds,

4A7r

170

4AT
——Cpryn siT<1
17C ) (3.8)

4\
175030 AR sir>1

CRO A?“

IN

Thése de Doctorat/Ph.D TEYANG Franck Modeste




3.1. Existence globale de solution en temps

Combinant (1.54) et (1.56) et (2.28), (2.29), on obtient

|0,b(u, )| < 1|a a|+a(Ar+?—§)+i'/0T (As +Q—)ds

r r2 52
< gK*(x*)zr + K*(Ar +167%(2*)r) + A—;{ r+ 16—7T(x YK,
Am 16A AK, 16A7T
<—K K A+ — 2) K
Sgyoliafior ARO( Y™ )Ty ot e Bt
= C’}%’A.

En dérivant (1.47) par rapport a u, puis en utilisant les relations (3.4) et (3.6), nous avons

100 (u, )| < 27 ‘[ s(hOuh* + T Ouh = h*O, T — huh*)ds| |
0
<8n frs|h||(9uh|ds,

TA T
1706’30 fsds,

47TA

En dérivant (1.56) par rapport a u, puis en utilisant les relations (3.8), (2.29) et (3.9),

nous avons

10,b(u, )| < [0d] + -f 10, a|( 32)d8+ 2 f ©1Q18.Qlds.

< |0 a|+—/ |0y a|(As +Q—)d3+327r ( A ) Cron RS,

17C

AAr J(A ATAN] ( A ) )
9

17CCR°[ RO( 510)]R +32m° 75 ) CroaBi,

:C%io,/\'

Combinant (1.48) et (2.29),

" a
A< [ Slaws

<A K*(z*)%r

En dérivant (1.48), (3.8), (2.29) et (3.9), nous avons

r1
DA< [ = (@l +1Ql0.al)

47TA 167m2A
K 2..3
S el TeR G
< 4 A 167m2A2

<K R?
170 A T 86702
2013%0,/\
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3.1. Existence globale de solution en temps

De (1.50) et (2.29), nous avons

a
<AnK*(x*)?
4\
<—K
“ 170t
= C?%O,A
En posant
- A 4 4 A
Cpy = max {OII%O»A’ Chonr Co s Cro o T K0, 175 Croa B, 17(]KA} ’
nous déduisons que
|CL| < C_'A7R0 |(9TCL| < éA,RO |(9ua| < C_’A,Ro
|b| < CYARO |(9Tb| < CYA730 |(9ub| < C’A,Ro
|<I>| < éA,Ro |5T(I)| < CA,RO |8u<1>| < C_’A,Ro
|Au| < éA,Ro |8TAu| < CA,RO |8uAu| < OA,RO'

Corollaire 3.1.1 Si h vérifie le Théoréeme 3.1.1, alors
¢(u,0) = h(u,0), (3.10)

pour tout u >0

Preuve Soit h e C1([0,+00[x[0, Ry]). Ainsi, la fonction qui d r — h(u,r) est localement

C! sur [0, Ro] pour u >0 fixé et combinant les relations (1.45) et (1.46), nous avons

o(u,r) = % for h(u,s)ds.

La fonction qui a s —> h(u,s) étant continue sur [0,r], par la formule de la moyenne,
il existe ¢, € [0,7] tel que h(u,c,) =+ [ h(u,s)ds en faisant r — 0, on a ¢, — 0 on

déduit donc que ¢(u,0) = h(u,0) = h(u,0) pour tout u > 0.

Remarque 3.1.1 Pour la régularité au centre de la solution h, nous choisirons suivant

la Remarque 1.2.5 et de la relation (3.10) la condition

h(u,0) =0

pour tout u> 0. De ce fait, nous pouvons écrire pour u >0 firé, h(u,r) = [, sh(u,s)ds
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

ce qui implique
_ 1 r
|h(u,r)| = ‘—f h(u,s)ds
r Jo

1/r[SGUh(u,v)alsdv
rJo Jo

Slfr fs|8vh(u,v)|dsdv
r Jo 0

1 T
<., ey, [ sds

.
= Z10:h(u, )y,

Ry
< 7|\8rh(u,r)||c%o. (3.11)

3.2 Comportement asymptotique des solutions

L’existence globale de solution en temps du probléme (2.38) étant déja montré au

théoreme 3.1.1, le résultat suivant donne le comportement asymptotique des solutions du

systeme d'EMC'S,.

Théoréme 3.2.1 Soit hg € C1([0, Ro]), A >0, Ry >0, z* petit et H = O(x*). Alors pour
|hol xp, suffisamment petit, la solution h € C'([0, +00[x[0, Ro]) du Théoréme 3.1.1 satisfait

sup |9,h(u,r)| < CeHu

0<r<Rp

et il existe une fonction constante h: [0, Ry] —> C telle que pour tout (u,r) € [0, +o0[x[0, Ro],

on ait :

[ r) = hf < Ce™
la(u,r) -1] < CeHu

b(u,7) -1+ %TQ < CeHu

avec les constantes C' et C' qui dépendent de | hy Ixg,, Fo et A.

Preuve Posons

() = [0:h(u. ey, (3.12)

Nous déduisons de (2.7) que

(= B)(u.r)] < Ge(u) (3.13)
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

En intégrant le long de la caractéristique comme en (2.51) avec h au liew de F(h), nous

obtenons :

O,h(uy, ) = &h((),r)exp{ fo " (26 + Gl)(v,r(v))ds}
+[0"1 exp{/;M(QGO+Gl)(v,r(v))ds}(Jarﬁ+Gﬁ)(u,r(u))du.
En utilisant (2.20), (2.23) (2.24), (3.2), (3.11) et le fait que |efo" @' @r@Dds| = 1. nous
avons
10, h(uy, )] < |0,1(0,7)|e 201 Jo " r()ds

+ f [04 R0€(U) n —R()E(U)] -2C1 [, r(v)dsdu
0

04 + 05
2

uy w
= |arh(O,T)|€_201 fo r(v)ds+ RO/ €(U)€_2CI fu 'r(v)dsdu
0

et suivant (3.12) nous obtenons
U1 C C u
e(ur) < e(0)e 20 ot r()ds 4 =2 ; — R, f e(u)e 201 Lt r@ds gy, (3.14)

pour tout r € [0, Ro].

Pour r(u) =r(u;uy,ry) et ry <r;, nous avons de (2.34)

c’

Cy+C u
e(uy) < 201/“25(0)6’%“1 + 201/‘12(4;—5)}30 f 1 e(u)e%(u”‘l)du
0

donc

e (uy) < 20119 ¢(0) + 2C1/9*1(C, + C5) Ry [ " e(w)e S rdu, (3.15)
0
Posons ¥(v) = e%vs(v), nous déduisons de (3.15) que
2 U1 2
Y(uy) < 20/9%(0) + f [264/2*-L(C, + Cs) Ro Wb () du. (3.16)
0
Suivant (3.16), nous avons d’apres le lemme de Gronwall appliqué a v,
W(uy) <297 (0) exp {201/0‘2_1(04 +Cs5)Rou } -
Ce qui implique que :
C1/a? C1/a?-1 Cl
e(up) <297 (0) exp{ (2" (Ci+C5)Ry - — g (3.17)

Pour r(uy) =ry 21, (2.19) implique que r(u) > r. pour tout u < wy. Ainsi, nous avons de

(3.14)

5(“1) < 8(0)6—2017‘2-11,1 + 04 + 05 RO f €(u)6_201r;(u1_u)du,
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

ce qui est équivalente a

- Cy+C
e2Crrenig(uy) < e(0) + 1+ L5

Ro[ 1a(u)ew”gudu, (3.18)
0

et en appliquant le Lemme de Gronwall sur ¢ (v) = e2¢17eve(v), nous obtenons :

C4+C5
2

e(uy) <e(0) exp{( Ry —ZClrc_)ul}. (3.19)

Posons
B (04 + 05)
2

]ff = % - 201/a2—1(04 + C5)R0 et FI = 2017’(: Ro. (320)

1
Or, nous pouvons écrire d’aprés (2.15) r; = % et d’autre part, utiliser la croissance de la
o

fonction x — 2% sur [0,+00) afin d’obtenir,

H-H=C, (Qrg - l) LG ; C5Ro(zcl/a2 -1)
[0
_ G ; Cs Ro(2€1/%* —1) > 0.

Donc

H<H. (3.21)
Nous avons donc de (3.17) (ou de (3.18) vu (3.21) ) l'inégalité
e(ur) < max {29Y£(0),2(0) } e
= 201/‘”25(0)6_3“1
= 20 g | x €71
Puisque les constantes C1,Cy et C5 >0 dépendent de x* = |h|x,., 5 , alors (3.2) montre
que x* = |h]x, . p, < (1+C*)|holxp,- Ainsi, nous pouvons avoir H >0 vu que |ho | x5, est

choisi suffisamment petit.

£(u) <29 o | e (3.22)
Nous déduisons de (3.22) l'inégalité
sup [0.h(u,r)| < CeHu (3.23)
0<r<Rop
ot C' = 2CI/O‘QHh0HXRO. De plus, en combinant (3.12), (3.13) et (3.22), nous obtenons
\h(u,r) = h(u,r)| < gée_ﬁ“. (3.24)
D’autre part,

[0 (u,r) = B (u,r)| = |[Cu, ) = ACu, ) ]| = R(u, 7) = Bu, 7))

—

< —(Ce Hu

[N ]
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

Ainsi, de (1.47), nous avons
Q = 2ri fo s(h*h - hh*)ds = 2mi fo s[(h=R)h* = (h* - h*)h]ds,
ce qui implique d’apres (3.2) et (3.24) que
0] < 4n fo slhllh - Rlds,

~ A T
<2mCe|h|x, fo §ds,

< 2mrd(1+ C*)|[ | xp, Ce 0. (3.25)

Wl N

De (1.57), nous avons
Ouh = (G°+ GY)(h - h) + garh - i—;hQ.
r

A
En remarquant que a < K* et |b] < K* (1 + §r2 - r2) puis en utilisant (2.21), (2.22), (3.24),
(3.25), (3.23) et (3.2) nous avons

2 . * R .
|0,h| < (Cy + C’g)%C’@‘H“ + KT (1 + %7’2 + 7“2) Ce
K(1+C*)|ho
" 2r
<[(Co+Cy)r? + K* (1 . %ﬁ +7“2) 2K (14 C)2rlhol%, 10,

s, 4rr? (1 + C’*)||h0||XROCA'e_ﬁ”,

<[(Co+C3)RE2+ K~ (1 + %R(Q) + R%) + 2R K (1 +C*)2C2)C e v, (3.26)

T

Nous déduisons de (3.26) que O,h(u,.) est intégrable sur [0,+oo[ et du théoréme fonda-

mental de l’analyse, lin+1 h(u,r) existe. Posons

lim h(u,r) = h(r).

U—>+00
Montrons que la fonction r — h(r) est constante.
Soient 11,79 € [0, Ry] avec r1 > ry. Alors
|h(r1) = h(r2)| = ul_l)ﬂnoo [7(u, 1) = h(u,r2)]
T1
< lim |0sh(u, s)|ds
u—+00 Sy,

< lir+n (r1 - rz)é’e_H“ =0.
Donc h(ry) = h(ry) et par conséquent, il existe h € C

h(r) = h. (3.27)
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

Finalement, nous obtenons de (3.26)

) =bls [ 00, e,

+o00 PN
<Y, f e M,
u

T, 5
= TG_Hu,
< CeHu

et donc

Y

- 1 rr 1 rr
|h(u,r)—@|:‘—f h(u,s)ds——f hds
r Jo r Jo
1 T
<= [ nu,s) - blas,
r Jo

< Ce . (3.28)

De (1.52), (2.26) et (3.24), nous avons
ja(u,r) = 1} = |a(u, ) - a(u,0)],
= f 0sa(u, s)ds,
0
T _ B2
:47rf uozds,
0 s

. N r
SWK*CQG_QH“f sds,
0

<TRIK*C? e, (3.29)
—_—
To
< Ce v, (3.30)

De la relation (1.56), (2.26), (3.25) et (3.29) nous avons
r 2 r
:‘lf a(l—AsQ—Q—Q)ds—lf(l—Asz)ds
r Jo s r Jo
r T 2
Slf |a—1|(1+A52)ds+lf aQ—st,
r Jo rJo s

~Hu r K r 2
<18 / (1+A32)ds+—/ Q—st,
T 0 T 0 S

o~

b(u,r) -1+ %rz

)

<Y, fr(1+A32)ds
0

4 * * A2 - Aul "
# ST K (1 GO o, Coe™ ;[0 shds,

r

AN

A 4 * * A —Hu
< [T2+T2§r2+ =K (1+00)2|h0||§%02r4]e .

A 4 * * A -Hu
< [T2 TS B+ KN (14 C )QHhO\?XROC2R§] o fl

~

T3

< Ce . (3.31)
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

Ainsi, vu que les inégalités (3.28), (3.30) et (3.31) sont contrdlées par la méme constante

C, nous pouvons prendre

é = maX{Tl, TQ, Tg}

Remarque 3.2.1 Dans le cas du systéme d’Einstein-Mazwell Champ Scalaire étudié par
Chae [7], le nombre compleze h de (3.27) est nul. Mais lorsque nous introduisons une
constante cosmologique positive A a ce systeme comme étudié dans ce travail, nous trouvons

un nombre complexe qui peut étre nul ou non nul.

Remarque 3.2.2 Finalement, nous déduisons des relations (3.25), (3.30) et (3.31) et de

la définition de la fonction de masse en (2.1) que

lim m(u,r) =0, Yre[0,Ry].

U—>+00

3.2.1 Complétude géodésique

D’apres ce qui préceéde, nous avons montré I'existence d’une nouvelle métrique g% solu-
tion des équations d’Einstein-Maxwell, mais il est possible que 'espace-temps ([0, +oo[x[0, Rg]x
S2, g%%) ainsi construit possede des singularités. C’est pourquoi il est important de montrer
la complétude géodésique de ([0, +oo[x[0, Ry] x S2, g¢%). Pour ce faire, nous avons besoin

du résultat suivant :

Lemme 3.1 Soient les symboles de Christoffel T'%,, I't . I'T. et I'" . Alors il existe une

uu?

constante négative ko et des constantes positives Ky, ko, k3 telles que

D 2 Ko, (3.32)
Dol < K1, (3.33)
Tl < k2, (3.34)
7] < s, (3.35)

Preuve De la relation (2.12), nous pouvons trouver une constante positive
xg = 2o(A, K, Rg) > 0 telle que b(u,r) > 1 -y de sorte qu’en combinant cette derniére

inégalité avec (2.13), nous avons pour tout (u,r) € [0,U] x [0, Ro]
1 -9 <b(u,r) < K. (3.36)

Mais d’apres le Lemme 1.3,

pu 1 [@ - 13((15)]

v o lou 20r
_1[@_9@_9@]
Calou 200 20r]

Thése de Doctorat/Ph.D ﬂ TEYANG Franck Modeste



3.2. Comportement asymptotique des solutions

Comme les fonctions a et b sont C*([0,U]x[0, Ry]), nous pouvons dire les dérivées partielles

sont bornées :
da

ou

ob

r

da

r

< M,

< My,

< Ms, (3.37)

ot My, My, M3 sont des constantes positives. Ainsi, nous avons des relations (2.5) et

(3.36)
adb K boa K

—— < —Ms et —— < —M;.
20r = 27 " 28r 27 °
Nous pouvons obtenir une borne supérieure pour I'Y,, en substituant ces précédentes bornes,
puis en utilisant la positivité de la fonction a mais aussi une fois de plus sa borne en (2.5),
pour obtenir

K K

1
re > = (=M - =M, - =M.
uu—K( 1 9 2 2 3)

1
Maintenant, nous pouvons choisir kg = X (M1 + %MQ + %Mg) )

Comme les composantes I'" ., T T'T  dépendent uniquement des fonctions a, b et de leurs

uu? ru?

dérivées partielles (Voir Lemme 1.3), en combinant les relations (2.5), (3.36) et (3.37),

nous obtenons facilement les constantes k1, ko et k3. D’ou la preuve du Lemme 5.1.

Soit 2 := z*(7) une géodésique définie sur un intervalle de parametres maximal. Nous
voulons monter que le réel 7 appelé parameétre affine est défini dans [0, +oo[. A cet effet, il
suffit de montrer que les géodésiques 7 — 2 (7) et leur dérivée sont bornées en temps
fini.

Suivant [8], I'équation des géodésiques s’écrit :

2 A o «
Co” oy drdrt (3.38)

P

ou 2t = (u,r,0,p) = (20,2, 22, 23).
En supposant que 6(7) = 22(7) = ¢(7) = 23(7) = 0, nous avons de (3.38) pour A =0

dr? pedr dr

qui conduit
v dudx® o datdz®
—— tloa7-—75*+1ia —5 =Y
dr? dr dr dr dr
ou i€ {1,2,3}. Cette derniére équation se réduit a
d?u du \?
ey ¥ (—) -0,
dr? 0\ ar

compte tenu de hypothése sur 22 et 23 et du fait que I'§; =T, =I'Y; = 0 (voir Lemme 1.3).

du
Sans nuire a la généralité, posons d—(O) =¢gg > 0. Nous obtenons de I'égalité précédente :
T

d*u du\? d?>u/dr?
— =] _ t d - _Tu.
d7—2 w (d'r) [§ onc (du/d7)2 uw
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De la relation (3.32), nous obtenons de cette derniere égalité —% > Ko et en intégrant
membre & membre sur [0, 7], nous obtenons

%—%2/{07 — i2,‘-@07'+l-

o a(0) i £

En posant (y = —kpep, nous obtenons de I'inégalité précédente,

du €0
=&
dT 1+ KoeoT 1-C(or

<eo(2+ (o7) = 260 + £9(oT- (3.39)

D’autre part, on peut toujours trouver une constante positive M > 0 telle que |[T'%,| < M,
d?ufdr?® T

de sorte que de —W s

ont ait par une intégration membre a membre

— <M
du ~ d =
o ar(0)
Cette derniere inégalité conduit a

€0
ETE
qui combinée avec (3.39) montre que 24(7) reste borné en temps fini et donc u(7) aussi.
Montrons & présent que 2 (7) et r(7) restent bornées en temps fini.
Pour X\ =1 dans (3.38), puis en tenant compte du fait que certains symboles de Christoffel

sont nuls, nous obtenons I’équation différentielle

d?r du du dr dr
+1I +2I, ——+17, =0. 3.40
dr? ( dr ) v dr dr ( dT) (3.40)
Comme 3“ reste bornée en temps fini, il existe une constante C' telle que 2_1; < C de sorte

qu’en combinant (3.33), (3.34) et (3.35), nous obtenons l'inégalité différentielle

d?r dr dr
W SKIO2+I{QCE+H3(dT) .

Posons 7y = k1C? et 1y = koC'. Alors cette inégalité différentielle devient :

&r L dr (dr)
drz TR T
dr )2 U
_ 2 I 3.41
" (dT ’ 2K3 *h 4K3 ( )

2
Posons (1 =n; — 477—2 Nous distinguons deux cas selon le signe de (;.
K3
i) Si ¢; >0, alors en posant

d
\//ﬁl_g(d: 222 )z ¢ tan X, (3.42)

nous obtenons de (3.41), X’ < \/k3(;. En intégrant membre a membre cette derniere

inégalité différentielle sur [0, 7], nous obtenons

X(7) <r3GiT + X(0), (3.43)

Thése de Doctorat/Ph.D TEYANG Franck Modeste




3.2. Comportement asymptotique des solutions

avec X (0) = Xy = Arctan [, /C_S( 2(0) + )] La fonction tangente étant crois-

sante, en combinant (3.42) et (3.43), nous obtenons
dr., 12 \/?1 tan(y/ksCi7 + Xo). (3.44)
dT 2K3
ii) Si ¢4 <0, en posant
wf—?,(;l—: + 2”—;) = \/—C tanh Y, (3.45)

nous obtenons de (3.41), Y’ < \/-k3(;. Comme la fonction tangente hyperbolique
(tanh) est croissante, nous pouvons procéder comme précédemment pour la fonction

tangente et obtenir

Z—T + 2772 \ / G tanh(\/—/ﬁg(ﬁ +Yp), (3.46)
T 2K

ou Yy = Arctanh [\/Z( “(0) + 2123 )] :

D’autre part, nous obtenons de (3.40)

d?r du du dr dr\?
O pr (EE) —opr SET _pr (20
dr? “u(dT) “dr dr TT(dT)

Dans cette derniere égalité, seul le terme —2I'7 949X heut avoir un probléme pour la
) ur dr dr

minoration car d’apres (3.33), -I'7, (—“) > —Ky (Zu) et comme 2“ est bornée en temps

fini, on peut avoir la minoration -I'7,, (ﬁ) > -1 C?. Avec (3.35), on a aussi —I'7, ( T) >

—K3 (g’“ ) Maintenant,

a) Si Z—: >0 alors, plus besoin de continuer la preuve.

b) Sl ~ <0 alors =92 > 0 et on distingue deux cas selon le signe de
i) si 2 >0, alors de (3.34), on a 2I7, > 252 et donc 217, % > -2, 9% > —,C
car ‘;“ est bornée en temps fini. Comme -9 > 0, on obtient
du dr dr
=21 —. 4
urd d HZCdT (3 7)

ii) Si 2 <0 alors toujours de (3.34), on obtient 2I";, < 2k, qui conduit &

ur —

2, Z“ > 2k, Comme 2* reste bornée en temps fini, cette derniére inégalité

conduit a 2I'7 Z“ > 2k9C et on obtient ainsi

du dr dr
21" > — —. A4
wgrdr 2 RO (3.48)

Finalement, les relations (3.47) et (3.48) montrent que peu importe les hypotheses

sur le signe de d’" et d“ , il existe un réel non nul p, tel que
du dr dr
=21 >
wardr - Par
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3.2. Comportement asymptotique des solutions

2 2
Ceci combiné aux minorations de I'", (2—;‘) et de I', (g—:) , nous obtenons de (3.40)

de_pl psz S\dr)

ou p; = —-k1C?. Ce qui peut se mettre sous la forme

d?r dr  po

2
LU i 4
dr? ~ & (dT 2/13) P3; (3.49)

2
. p
el
4/‘63
Sans nuire a la généralité, supposons que p3 >0 et posons
dr — ps

NG (d_ - 2—) = /pstan Z. En dérivant, puis en substituant dans (3.49), nous
T R3

obtenons Z'(s) > —\/k3ps, et par une intégration sur [0, 7], nous obtenons

Z(7) 2 Zo = \/K3psT, (3.50)

Zy=Z(0) = Arctan [\/%(Z—:(O) - 2'0—;)] :

En utilisant le fait que la fonction tangente est croissante sur (3.50) combiné avec le

ou

changement de variable, nous obtenons

d /
d—r N tan(Zy — \/K3psT)- (3.51)
T K3

Ainsi, les relations (3.44), (3.46) et (3.51) montrent que 4 reste bornée en temps fini et
donc r(7) aussi. Ce qui acheve la preuve de la complétude géodésique de 1'espace-temps

([0, +00[x[0, Rg] x S2, g49).

Remarque 3.2.3 Le théoreme 3.2.1 précédent nous fournit une réalisation de la censure
cosmique. En effet, ce théoréme nous permet de conclure que la métrique de notre espace-
temps de départ converge uniformément en temps infini et en norme vers la métrique de

De-Sitter (pure).

3.2.2 Résultat de stabilité

Nous avons montré notamment au théoreme que les solutions du systeme d’Einstein-
Maxwell-Klein-Gordon avec une constante cosmologique positive approchent asymptoti-
quement les solutions de De-Sitter : Il s’agit d'un résultat de stabilité future de De-Sitter

pour les équations d’Einstein-Maxwell-Klein-Gordon.
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3.3 Preuve du théoreme principal

Dans cette partie, nous traduisons les résultats obtenus aux théoremes 3.1.1 et 3.2.1
afin d’obtenir les principaux résultats regroupés au théoreme 0.2.1.

D’apres le théoréeme 3.1.1, nous remarquons que ® est une solution C? a symétrie
sphérique de (1.37) puisque h = 0,(r®) satisfait (1.57), avec ® = h. Ainsi, les inégalités (1),
(2) et (3) s’obtiennent respectivement des relations (3.1), (3.28) et (3.30)-(3.31). Ce qui

complete la preuve du résultat principal énonce au Théoreme 0.2.1.
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» Conclusion et perspectives

Nous avons modifié le cadre fonctionnel développé dans [7] pour tenir compte de la
présence d’une constante cosmologique positive, réduisant ainsi le systeme d’Einstein-
Maxwell-Champ scalaire a une seule équation intégro-différentielle d’évolution non linéaire
du premier ordre. Il est alors naturel, compte tenu a la fois de la structure de ’équation
et du domaine du systéeme de coordonnées de Bondi ou la réduction est effectuée, de
considérer un probleme de Cauchy caractéristique en prenant des données initiales sur un
coOne isotrope.

Pour un tel probleme de Cauchy, nous avons prouvé premieérement un théoreme
d’existence locale en temps au moyen du théoreme du point fixe de Banach, puis nous
avons prouvé l'existence globale et la décroissance exponentielle en temps, pour la donnée
initiale choisie suffisamment petit. Il s’ensuit que des données initiales assez proches des
données de De-Sitter évoluent, selon le systéme considéré, vers un espace-temps géodésique
complet qui se rapproche asymptotiquement d’une région de De-Sitter a une vitesse
exponentielle ; il s’agit d’un résultat de stabilité asymptotique pour 'espace-temps de
De-Sitter dans la classe considérée. Ainsi, I'espace-temps obtenu satisfait la Censure
Hu

Cosmique. Nous notons également que le taux de décroissance exponentielle < e %, avec

H>2\/A/3>+/AJ3 obtenu est censé étre exactement comme dans [35] ou [15]. En effet,
malgré que le temps retardé u en (1.2) soit différent de la coordonnée du temps standard ¢,
ils coincident le long du centre r = 0, et est ainsi proche de ¢ dans notre domaine r < +/3/A,

donnant ainsi la méme décroissance exponentielle. Nous avons montré par exemple que
V3 [1r/ET

Log| ——
2V/A 1- \/§T

Une perspective serait d’étendre ces résultats au cas ot la borne supérieure Ry est infinie.

dans le cas de I'espace-temps de De-Sitter, u =1 -

Une fois le cas non compact étudié, il serait aussi intéressant d’examiner le méme systeme
avec la donnée initiale large (sans hypothese de petitesse). Une autre perspective serait de
coupler le potentiel de Higgs au systeme d’ EMC'Sy afin d’obtenir une généralisation du

cas étudie dans [6] puisqu’une constante cosmologique positive sera désormais considérée.
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On pourra aussi coupler les équations de Yang-Mills, puis de Yang-Mills-Higgs a un tel
systeme afin de chercher a obtenir des résultats similaires, mais aussi étudier des tels

systemes non plus en dimension 4 mais en dimension supérieure.
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Abstract

We consider a characteristic initial value problem, with initial data given on a truncated
null cone, for the Einstein—-Maxwell-Klein—Gordon system with a positive cosmolog-
ical constant to the Bondi-spherically symmetric spacetime. We prove that, for small
initial data, this system has a unique global in (Bondi) time solution which is causally
geodesically complete to the future and decay exponentially in (Bondi) time approach-
ing the de Sitter solution.

Keywords Bondi-spherically symmetric spacetime - De Sitter spacetime -
Contraction mapping theorem - Continuation criteria - Gronwall’s lemma

1 Introduction

The first result on local solution to Einstein’s equations was established by Choquet-
Bruhat [4]. Compared to the local existence, the global existence results are not general
in terms of the assumptions on the initial data, and symmetries of the Lorentzian
geometries to construct. In this sense, Chae generalized in [3] the monumental work
of Christodoulou [5] in proving the global unique existence of classical solutions
to the Einstein—-Maxwell-Klein—Gordon field system for small initial data under the

B F. M. Teyang
teyangfm @ gmail.com

P. Noundjeu
pnoundjeu@ymail.com

D. Tegankong
dtegankong @yahoo.fr
Department of Mathematics, Faculty of Science, University of Yaounde 1, PO Box 812,

Yaoundé, Cameroon

Department of Mathematics, Advanced Teacher Training College, University of Yaounde 1, PO Box
47, Yaoundé, Cameroon

Published online: 21 October 2022 @ Springer


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/s10714-022-03009-z&domain=pdf
http://orcid.org/0000-0001-8536-349X

127  Page2of 29 F.M.Teyang et al.

spherical symmetry and obtain the solutions which approach asymptotically a flat
spacetime. For complete the literature on studies that were carried out for the Einstein—
Maxwell-Klein—Gordon system, we refer the interested reader to [3, 8, 10-12] and
references therein. On the other side, the study of global properties of solutions to
various Einstein-matter equations with a positive cosmological constant has both along
and prestigious tradition as well as a recent remarkable amount of activity, motivated
by its rich mathematical structure and relevant physical content.

This paper is concerned with cosmological solutions to Einstein’s equations with
accelerated expansion, one motivation being that, at present, physicists use such solu-
tions to model the universe. From the mathematical point of view, when studying
initial value problem for the Einstein-matter field equations with positive cosmologi-
cal constant, a general framework is provided by the cosmic no-hair conjecture, which
states that generic ever expanding solutions of Einstein’s field equations with a positive
cosmological constant approach the de Sitter solution asymptotically into the future.
This conjecture has been rigorously proved, in the class of Spatially Homogeneous
models Bianchi types [-VIII by Wald [18], and later for a variety of matter models
with (or without) symmetry conditions in [9, 15-17]. Costa et al. [7] established a
global existence in (Bondi) time theorem to the Einstein-Scalar field equations in the
presence of a positive cosmological constant in Bondi-spherically symmetric space-
time. The solutions obtained in this case approach the de Sitter spacetime through an
exponential rate, and then the well known cosmic no-hair conjecture holds.

However, since Costa’s work [7] treats the Einstein system case with a real scalar
field, we remark that if we couple Maxwell’s equations to this system, the same results
can be proved, since the electromagnetic field F, solution of these latter (Maxwell’s
equations) is easily related to the metric g. Thus, having this type of solution could
help in the construction of the universal bosonic sector, which corresponds in four
dimensions to the so-called Einstein-Scalar-Maxwell theories [12]. We therefore con-
sider in this paper the Einstein—-Maxwell-Klein—Gordon field system with a positive
cosmological constant (EMKG ) in Bondi-spherically symmetric spacetime, which
has the advantage to describe some classes of particles (which could be stars, galaxies
or clusters of galaxies) in the universe. We modify the framework developed in [3] to
accommodate the presence of a cosmological constant, thus reducing the full content of
the Einstein—Maxwell-Klein—Gordon system to a single integro-differential evolution
equation. In this case, the study of EMKG 5 system appears clearly as a generalization
of the case studied in [7] in the sense where if we consider a real scalar field, the
EMGK, system his reduce to the Einstein-Scalar field system (see Remark 2.1) but
also the case studied in [3] since we add a positive cosmological constant.

Unlike the case of the real scalar field, which forces Maxwell’s equations to be
source free, a complex scalar field ® which satisfies the Klein—Gordon equation brings
another interesting mathematical problem to solve, since the source of Maxwell’s
equations now depends of @, via the current vector J. As a first consequence, con-
trary to what happens for the wave equation, the Klein-Gordon equation (for the
Einstein-Scalar-Maxwell system) does not admit constant solutions. Another direct
consequence comes from the complexity of the present system gives rise to an inter-
esting problem of nonlinear partial differential equations, which no longer allows to
use the same functional spaces defined in [3]. This trick has an important consequence
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in the asymptotic behavior of solutions, since the solution ® of Klein—Gordon equa-
tion (7) approaches from now on constant, which not necessarily null when u goes to
infinity.

At the same time, the method used in [7], based on a iterative scheme to show local
existence in Bondi time theorem is obsolete in EMKG 5 case, because it does not allow
to prove (51). Indeed, if we suppose by induction that ||/, || s < CYholl Co , we

Ro

find that [|A,,41 || ) < C'|lhol| CO with C’ strictly greater than CO. Furthermore the
0

argument developed in [7] to prove the global existence in time result is rigidly based
on the estimate ||/]| ey, = = |lhol| o and we don’t have this equality in EMKG case,
-0 0

but the inequality (estimate) (51) with CY > 1. So, to skirt these problems, we use
the contraction mapping theorem in the appropriate space to prove the local existence
theorem, and the method based on the continuation criteria to extend the solution in
the order to obtain the global existence in (Bondi) time.

For related literature, Tchapnda and Rendall proved in 2003 in [17] the global exis-
tence theorem and asymptotic behavior in the future for the Einstein—Vlasov system
with positive cosmological constant. Anderson [1] brings a new proof of Friedrich’s
theorem [9] on the existence and stability of asymptotically de Sitter spaces in 3 + 1
dimensions, and extends these results to the n + 1-dimensional case for n odd. On
the other side, the same type of result was proved in 2005 by Noundjeu for the
spherically symmetric Einstein—VIasov—Maxwell system in [13] and later in 2016,
the global existence of solutions to the Einstein-Maxwell-Vlasov-scalar field system
under cylindrical symmetric was established by Noundjeu and Tegankong [14]. More
recently Besset [2] studied decay properties of the charged Klein—-Gordon equation in
the exterior of De Sitter—Reissner—Nordstrom spacetime, while Costa and Mena proved
in 2021, in [6] that, for small initial data, the Einstein-scalar field system with a positive
cosmological constant in Bondi-spherically symmetric has a unique global classical
solution which is causally geodesically complete to the future and decays polynomially
in radius and exponentially in Bondi time, approaching the de Sitter solution.

The paper proceeds as follows: In Sect. 2, we present the EMKG A system in Bondi
coordinates and show how to control the characteristics. Section 3 is devoted to the
local existence in Bondi time theorem. In Sect. 4, the global in Bondi time existence
theorem is stated and proved; Sect. 5 deals the asymptotic behavior of solutions.

2 The Einstein—-Maxwell-Klein-Gordon-A system in Bondi
coordinates

The framework is a Lorentzian spacetime (M, g) that is Bondi-spherically symmetric.
This means that the metric g can be written in the form

ds* = —a(u, r)b(u, r)du2 —2a(u, r)dudr + r2d§22, (D
with d2? being the metric of the 2-sphere
d? = do? + sin 6%d¢?,
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and (u,r) € [0, U[x][0, Ry, U, Ry € Rt U {+00}. We want as in [7] that the
functions a(u, r) and b(u, r) to satisfy the boundary conditions

Iim a(u,r)=1,
u—>—+00

A
lim (b(u, P —1+ —r2> =0, Vrel0,Ry]
% 3

u—> +

such that as a special case, we recall that causal future of any point in De Sitter
spacetime may be covered by Bondi coordinates with the metric given by

A
¢S =— (1 - §r2> du® — 2dudr + r?dQ%. 2)

We refer the reader to [7], if details are needed on how to obtain (2). Throughout the
next subsection, we will use Einstein’s summation convention and assume that all the
Greek index run in {u, r, 0, ¢}.

2.1 The partial differential equation equivalent to the EMKGp system

Given a local coordinates (x,,), the Einstein-Maxwell-Klein—Gordon-A system can
be written

Ry — %ng + Aguy = 8 (Tyy + Tpuv) (3)
V,F" =47 J" “)

VuFou + VyFoy + Vo Fyuy =0 5)

VA Ty + Tuw) =0 ©)

where R, is the Ricci curvature of the metric g, R stands for the corresponding scalar
curvature, T, (resp. 7,,) represents the energy momentum (resp. Maxwell) tensor.
We recall that (3) is the Einstein equations, (4) and (5) are the Maxwell equations
that determine the electromagnetic field F, while (6) is the conservation law that
determines the complex scalar field ®, and A is the positive cosmological constant.
On the right hand side of (4), there is the current vector defined as in [3] by

JH = Im(®* D, ®).

On the right hand side of (3), conformly to [3] or [10], we have quantities

1 * * Yy *
Ty = 3 [Du® (D, ®)* + (D ®)*Dy® — g,y Dy P (DY D),

1 8w
Ty = o - L Fyo FY + Foy Fr].
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where ®* being the complex conjugate of ®. We also recall that the electromagnetic
field F can be expressed in terms of a four-potential A, through the relation

F/w = a/LAU - avA,uy

so, in the above D, = V,, + i A, stands for the gauge covariant derivative, and V,, is
the Levi-Civita connection associated to g. We now deduce from (4) and (6) that

D*D,® =0, )

which yields the Klein—Gordon equation.
Following [5], we introduce the new unknown function

h = 0,(r®). (@)

Then, define the average of a continuous function % (u, r) in the r variable on [0, r]
by

_ 1 r
h(u,r) = ;/0 h(u, s)ds.

We mention as in [3] that the assumption of spherical symmetry allows us to take
Ag = Ay = 0, and choose a gauge such that A, = 0. Thus, among the four gauge
field components, we have A, = A, (u, ) as a unique nontrivial unknown.

Analogously to the flat Maxwell-Klein—Gordon system we introduce the local
charge function (see [3])

.
Qu,r) =/ J"dv =f J"Igldx =4n/ J'as*ds,
B(0,r)CR3 B(O,r) 0

which, physically, represents the total charge inside B(O, r), the ball with center O
and radius r, at the retarded time u. Here, we use the notation |g| = det(g,,). With
our choice of metric in (1), we can represent the charge function Q(u, r) in terms of
h as

r

O(u,r) =2mi / s(h*h — hh*)ds. )
0

We mention that Q is a real values function. Applying index v = u in (4), we can
obtain by integration

,
A= [ Sads (10)
0o S
The component {rr} of (3) gives
2 2
—0ra = 81|03, P|”. (11)
ra
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Next, assuming ® (u, 7) to be continuous function, we obtain from (8) by integration
over [0, r]

®(u,r) =h(u,r), 12)
and this implies that
dh  h—h
— = . (13)
ar r

So, integrating (11) with initial condition a(u, 0) = 1, we have

B r |/’l—/’_l|2
a=exp |4 ds|. (14)
0

N

The component {66} of (3) gives

1 2
——3,(rb) + 1 = Ar? + Q—2
a r
and this implies
1 r 2
b:&——/ a<As2+Q—2>ds~ (15)
r Jo r

b
From (11)—(15), we can rewrite (7) with differential operator D := 9, — 58, as

_ h
Dh:(GO—i-G])(h—h)—iazQ,
r

(16)

where

p 2 2
0o_a—a 1 r 2 Q_ _a Q_
G = > +ﬁ/0 a<As + 2 ds > Ar + ) a7

G'=—iA,. (18)

Remark 2.1 If ® is a real scalar field i.e ®* = ®, we deduce from (9) that Q = 0,
and following (10) that A,, = 0 and we recover the integro-differential equation (15)
of [7].

Proposition 2.1 For the spherically symmetric metric (1), system (6) and (7) is equiv-
alent to system (8) and (16), together with (9), (13) and (14).
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We will also need an evolution equation for 9,4 given a sufficiently regular solution
of (16). Differentiating (16) with respect to r, and assuming that we are allowed to
commute partial derivatives, we obtain

(D —2G° — GYY(8,h) = Jo,h + Gh, (19)
where
J=-3G"-G'-a Ar+ga Q—Q—2 +a,_a I—Q—Z—Ar2 —iSaQ
- P2 r3 2 2r2 2r
(20)
G=_ <a9 — 0ba —aarQ) . Q1)
2r r

2.2 The mass function

Consider a Bondi-spherically symmetric C* solution of the system (3) on [0, U] x
[0, Ro] (with Ry > 4/3/A). Differentiating (15), we have

%(rb) =a (1 —Ar? — Q—z) ) (22)

r

From Eqs. (14) and (22) it is clear that rb is increasing in r for r < /1/A and

decreasing for r > +/1/A. In this case, Eq. (15) implies that b(u, r) goes to —oo as

r goes to +o0o and having in mind that b(u, 0) = a(u, 0) = 1, there exists a unique

re = re(u) > 4/1/A where b vanishes. So, the set of points where 9, is null defined,

and the curve r = r.(u) is known to determine an apparent cosmological horizon.
Following [7], we prove that

,/1< ()<,/3 (23)
=relud) =
for all u.

From (22), itis then clear that 9,0 < 0 for r = r.(u), and so by the implicit function
theorem, the function r.(u) is CX.
As in [3], let m be the renormalized Hawking mass function defined by

b A 2
m(u,r):%(l —5—§r2—|—?—2>, (24)

which measures the mass contained within the sphere of radius r at retarded time u,
renormalized so as to remove the contribution of the cosmological constant. Clearly,
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m(u, 0) = 0. We compute

9 0* 0*
— — = )=2n—|h—h , 25
or (m 2r> Ta ' 452 (25)
2
which shows that the function m — —— is a monotone increasing function of » at u.

,
On the other hand, (25) can be integrated to give another representation of mass

B r Q2 Q2
m(u,r)_/O [ —|h - h| +2 2i|ds+2— (26)

Since lim, _,o(m — Q2/2r) =0 and b > 0 in the case r < r.(u), we deduce from
(26) that m(u, r) > 0 forr < rq(u).

2.3 Functional spaces and basic Estimates

Let U, Ry > 0 be fixed. Following [7], we denote by COU Ro (resp. Xy, r,), the Banach
space of functions which are continuous (resp. admits continuous partial derivatives,
w.r.t.t)on [0, U] x [0, Ro]. The space Xy g, is endowed with the norm

17 == 0Ny, + 0oy, @7)

Forall h € C?/,Ro’ we have
_ 1 [ 1 [
Al < ;/0 G, $)lds < ;/0 ey, ds = llly , .
and for h € Xy g,, we can estimate
- r r
[(h —h)(u,r)| < Ellarhllco Ellhllxu Ro- (28)
By integration, we deduce from (28),

r 712 2
|h — h| 5 RO
fo s < i,

Using the fact that a(., r) is a increasing function, we get from (14)

2
T
2 4
—Ronhuxu,&))

T 2 2
1=a(u,0) <a(u,r) < K := max (exp (E”h”XU.RORO) 73
(29)
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From (9), we have
' A 2017112
10| < 8%/ slhllhlds < 4mreihlly,, . - (30)
A .

Thus

2
/ —ds < r2||h||;‘mO < Kr. (31)

2.4 The characteristics of the problem and preliminary lemmas

The integral curves of D, which are the incoming light rays, are the characteristics of
the problem. These satisfy the ordinary differential equation

A P (32)
du ~ 2 “Tr

To simplify the notation we shall denote simply by u —— r(u) = r(u; uy, 1), the
solution of (32), satisfying r(u1) = ry.

Using (29), we can estimate b defined in (15), and consequently the solution to the
characteristic Eq. (32). Thus, for r < +/1/A, we get

A 2
b(u,ry>1—K §+K r

Forr > /1/A, we have

1 (YUA 2 1 5
b(u,r)z—f a(l—Asz—Q—2>ds+—/ a(l—Asz—Q_>ds
r Jo N r /A S
1 JI/A 2 K [ 2
—/ a(l—Asz—Q—z)ds—i——/ (I—ASZ—Q—)ds
rJo s r /A
2 2K A rQ2
> - + K 1——r2>— / ds
3VAr  3JAr ( 3 r Jo 52
A 2
1-K g‘}‘K r

Therefore, we can conclude that for all (u, r) € [0, U] x [0, Ro],

v

v

(5+4)
bur)z1=K(5+K)r (33)
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On the other hand, we have from (29)

IA

1 [ A [T
—/ ads——/ as’ds
rJo r Jo

A

S (34)

So, from (32) and (33), we obtain the following differential inequality

dr< 1+K A+K 2 (35)
- 2" 2\3 T

and by the comparison principle, it follows from (35) and [7] that the solution of (32)

passing through (u, 1) satisfies, after distinguishing cases r; < r. andr; > r.

ru)>rs >0, Yu <u (36)

/ 3
where r; = KA+ 3K) We now state and prove this useful result

Lemma 2.1 Let A > 0 and Ry > 0. There exists x* = x*(A, Ro) > 0 and constants
Ci =C;(x*, A, Ry) > 0, such that if||h||XU’R0 < x*, then

G’ < —Cir (37)
IG°| < Cor (38)
IG!| < C3r (39)

|J| < Car (40)

|G| < Cs 41)

and, foruy > 0 and r(u1) < Ry,

ful exp (/M1(2GO + Gl)(v, r(v))dv) du
0 u

where r(u) = r(u; uy, r1) is the characteristic through (uy, ry).

=Cs (42)

Proof Following (29), we get
. T %\2p2 167722*4
1 <a(u,r) < K™ :=max ( exp (E(X ) RO) , TRO(x ) ). 43)

Differentiating (14) w.r.t r, we have

da |h — h|?
— =4mna .
ar r
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So, from (43) and (28), we get

8a b4 ,

and consequently
_ 1 " da
0<(a—a)u,r)<- —(u s)ds
r as

< K (x )2 / / sdsdr’

< %K 22 (44)
From (30), we can estimate Q as

101 < 4nr?llhll, , < 4. (45)

Following the definition of G in (17) and from (43)—(45), we have
A A A A
(- — —K*> r<GY<—r [3 —K* <C(x*)2 + C(xH* + E)} :

and as K* — 1 when x* — 0, we can choose x* sufficiently small such that

IA

X< —. (46)

and C; = A — [C(x*)2 4+ C(x*)*]. On the other hand,
IG°| < Cor,

where

K*C(x* 4 CK*(x* 2 IAK*
C2 — C(K*)2(x>k)4 + ('x ) + (x ) + .
6 2 3

From the definition of G! in (18) and using (10), (45), we have

1G] < C(K*)*(x*)*r
< Csr,

where C3 = C(K*)%(x*)2.
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Differentiating (9) w.r.t r, we can obtain the estimate
90
ar

So, we have from the definition of J in (20) combined with the Egs. (38), (39), (43),
(45) and (47),

< 8mr|hl|h]|

< C(x*)?r. (47)

IJ] < [3C2 4 C3 4+ CK*A + CK*(x")* + CK*(x")? + AK*(x*)? + CK*(x")°®)r
< Cyr.

We also have

|G

IA

1

o [4nK*(x*)2r + 22K () + 871K*(x*)2r]
.

CK*(X*)2 + CK*(x*)4

Cs.

IAIA

Distinguishing cases r1 < r. and r; > r_. asin [7], we deduce that

’/Hl exp (/ul(ZGO + Gl)(v, r(v))dv) du
0 u

1 (ST 1 /[K(A+3K) . .
C¢ = max ,2¢> — ¢ where « = —,/ ———— and following the estimate
40[C1 C] 2 3

of J we can choose

<GCs

3 1
C = max {48712; SRo+ (27(3 + Z) Rg} . (48)

O

Lemma 2.2 Let the positive constants Cy, Ca, C3 defined to the Lemma 2.1 and K*

A
defined in (43). Then for x* < Tic’ we have

Cy + C3 + K*C(x*)?
<

c 1. (49)

3 Local in time existence
Lemmas 2.1 and 2.2 will now allow us to establish a local existence in time theorem

for small initial data, while controlling the previously defined supremum norms of the
solutions in terms of initial data.
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/3 A
Theorem 3.1 (Local existence) Let A > 0, Ry > N x* < T7e where C is given

in (48) and ho € CY([0, Rol). There exists C* = C*(x*, A, Ro) > 0 such that if
*

||h()||XR0 < % then the Cauchy problem

Dh =G+ GYH(h—h)—i tha
.
h(0, r) = ho(r)

(50)

*

X
1+ C*

has a unique solution h € CL([0, U] x [0, Ro)), forU =U ( ) sufficiently

small. This solution verify,
0
Il = Cllholley, (51)
Ihllxy g, = 1+ C*)Ilhollcg0 (52)

where CO = CO9(x*, A, Rg) > 0

Proof We consider the mapping & —— F(h) defined as the solution of the Cauchy
problem

ah (0]
2r - (53)

DF(h) = (G®+ GY(F(h) —h) —i
F()(O, h) = h(0,r) = ho(r)

Letu — r(u) = x(u, ro) the solution of the ordinary differential equation

L2 0= (54)
n= "5 "O=r
Then, by integration, (54) gives
[
ri = x(ui,ro) =ro— 5/ b(v, r(v))dv. (55
0

Using this characteristic, we can represent J in (53) as the integral as follows

Fuy, r1) = ho(ro) exp {/ 1[G0 + Gl]xd”}
0

+ /ul exp {/u'[co + Gl]de} [f1ydu (56)
0 u
where
f=—ﬁ|:G0+G]+i£i|. (57)
2r
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We can rewrite (19) with the mapping F as follows
D@, F) = 2G° + G"Yo,F + Jd,h + Gh. (59")
We the initial condition
9, F(0,r) = 0-ho(r),

we can use the characteristic as previously to represent 9, F in (59°) as integral as
follows

iy
3 F(ur, r) = dyho(ro) exp { / [2G° + G‘]de}
0
Uy Ui B _
+/ exp{/ [ZGO—i-Gl]de}[Jarh—i-Gh]Xdu. (58)
0 u

Letp > Oand B, = {f € Xy, : ”f”XU,RO < p}. We are going to prove our
theorem in three steps:
i. Firstly, to prove inequality (51);
ii. Secondly, to show that 7 : Byx —> Byx;
iii. Finally,to prove that the mapping F is contracts.

First step
Changing F(h) by h in (56), afterwards from (36)—(39), (43) and the fact that
lexp{/y"! G'(v, r(w)dv}| =1,

Ih(ul,n)liIIhollc?eoeXP{/O [Go]xdv}+f0 exp{/ [Go]xdv}l[f]xldu

_ 1
< llhollgy, e~ "% 4 gy | (Ca+ Ca+ K*C()?)

uj “
x/ e Clu rdvL ) duy
0

Cy + C3 + K*C(x*)?

(l _ €7C1 f(;ll r(v)dv)
C

<
= llhollcy + liAlicy

<1

Cy+ C3 + K*C(x*)?
< IIhollch + c IIhIICg‘RO~

From above estimate and following (49), we deduce that

h <Cn ,
ey, = C oy,

where C% = (1

Co+Cs+ K*C(x"‘)z)_1
- > 0.

Cy
Second step:
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Let U > 0 and & € B+, we want to show that 7 (h) € By i.e ||-7:(h)||XU.R0 <x*
Because h € B+, then we have ||k x, Ry = X* This implies from the previous
estimate that

[F G rol = Clhollcy -

Following (58), we have from (36) (37), (40)-(42), (51) and the fact that
lexp{ /o' G (v, r(w)dv}| =1

uy
[0, F (u1, r)| < ||3rh0||C%0 EXP{—leO r(v)dv}

_ _ ui ul
+ (Callh —hllgo  + CsllAllco ) exp [2G° + G'1yds ¢ du
U,Rg U.Rg 0 u

< Iorhollgy, + 2Cs + Cs)Collhlley,

< Idholley +1C7C1C6(2C4 + C3)lollcy, -
Using the last two estimates above, we have

IF )y, r)llxy g, = IF ) (u1, rllcy % + 10, F(h)(ur, i’1)|lcglR0
< Collhollcg)e + 10:hollco + [COCCo(2Cy + Cs)1lholl co
0 Ro Ro

< Cllholixg, + ol xg, + [COC1C6(2Cs + C5)1lhollxy,
< [1+ C*llhollx, - (59)

where C* = C% + C%C1C6(2C4 + Cs).
. x*
So, we deduce from (59) that if ||h0||XR0 < T3 v then ||}'(h)||XU,R0 < x*

and (i7) follows.

Third step:

Let h1, h, € Xy, g, be two solutions of (50) and consider the notations:
ai := a(hi), bi = b(hi), Aui = Au(hi), Qi = Q(hi), G} = G(h), G| :=
G'(hi), Gi = G(hj), J' = J(h;) and the characteristics x; = xi(u,r), i = 1,2.
We assume

hi, hy € Byx. (60)
Following (56) and the elementary identity

Xiy1z1tt — x2y222t2 = (x1 — x2)y121t1 + (Y1 — y2)x221t1
+ (21 — 22)x2)2t1 — (11 — 12)X2)222,
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we have

a0l a0l
|F(hy) — F(ho)| < ||h()||c?€0 ‘efo [Gi+Gilydu _ oo [Gy+Galy,du

Dy
“ 0,G! 0, ¢l _
+/ ’ef“ul'G‘+G"X1"”—eJ“'szzlxzdv 111G du
0
D>
“ = Uy 0 1
+/ |G(1) - G(2)||h1| ‘efu [Ga+Galndv| 4y
0
D;
“ - U601 Gl
+/ |h _h2||Gg|‘e/u [G3+G3lndv| gy
0
Dy
ui _
+/ MGG v _ o [NGE+ G odv | | G du
0
Ds
"G Ly 1| o TGS +Gh v
+ |G| — Gl |ele 172752004 dy
0
D¢
“o 7 iy 0 1
+/ it — al| G [efi 103+ GHadv | g
0
D7
uy _
+ ‘e GG dv [ 1G+Gylyydv a1Q1h du
0 2r
Dy
ui E .
111 u1 GO 1
+/ la; — az| 9 }efu [G3+Galxdv| gy
0 2r
Do
ui _ _
[ ol |22l 10 A
0 2r
Do
" a ljl u
212 11Go 1
+/ 101 — Q2| |—— ‘efu (G2 4Gl dv| gy
0 2r
Dy

We note that, we will not distinguish the characteristics because if we consider two
different characteristics x1 and 7, we can use the same argument as in [7] to have the
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same forms of estimates. We also note that for the rest of estimates we will always
U 1
use the fact that |0 Ci%gy| =1 vj =1,2.
From (28) and (60), we have

A

- - r
[y =)+ h = F)| < 5 (Warhaley, , + I3rhallcy,, )

IA

r
S hillxy g, + I2llxg o) < 5°r (6D)
and

|(h1 — 1) — (ha — h2)| = |(hy — h2) — (h — hy)|
< 2|hy —hzllcg’RO- (62)

From (61) and (62), we deduce to the fact that ||x| — |y|| < |x — ],

lhy = hy|* = |ha — ha*| < [(hy — h1) + (ha — k) |[(hy — hy) — (ha — )|
< 2x*r|lhy — h2”C?, R (63)

Using inequality (obtained by the mean theorem)
le* —e”| < max{le®|. [e"[}lx — v, Vx,yeC, (64)

we have from (43) and (63)

T hy — }_Z 2 " by — ]71 2
exp (471/ uds) — exp (471/ Mds)'
0 S 0 s

"hy — hy]? = |hy — hy|?
54:11(*/ [|h1 117 —1h2 2||ds
0 S

lay —az| <

< Cr|m —hzllcgﬁRO, (65)

where C = C(x*, A, R) > 0.
From (9) and (60), we get

r

,
|Q1—Q2|58n/0 s|h1||h1—hz|ds+8n/0 slhallhy — holds

r2 r2
<8r|h — hzllcgﬁ0 (IIhlllcg‘Rog + Ellhzllch)

= Crfim = h2ligy (66)
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and using (17), (43), (45) and (65)-(66)

lay — az| + |lay — as| A 03 ai
IGY - 63l < 5 tlar —arl ( Fr+ 535 ) + 55101 - 03

r 2
/ |a1—a2|(As +Q2>d + — ! / L 2Q2| 1ds
2r2 )

< Cll — hallgy,, . (67)

From (45) and (65)—(66), we get

r’A ’ |a1 - azl
|b1—b2|<|al—a2|+—|al—azl+ ———01d
3 r Jo
r 2
L1 f |07 — le irds
r Jo S
< Cllhi — gy, . (68)
From (10), (43), (45) and (65)—(66), we get
r _ r
A= Al = [ = 011as +/ 12— 9l s
0 S S
< Cllh —halley,, . (69)
Using (18), (43), (64), (67) and (69), we get
ui ui
D, < K* (/0 1G) — G, ldu +/0 IG] — G3ly |du)
< Cuyllhy — h2||cg,RO
Combining (38), (39), (60) and the bound for D;, we get

e
Dy < Cutllh hzllcngO and

Ds < Cufllhy — hallo
U,Rg

From (36)—(37), (60) and (67), we get

< o _
D3 < Cuyllhy hzllcngo

Using (36)—(38), we get

< C _
Dy < Cuyllhy hzllcg_ko
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From (36)—(37), (60) and (69), we get
Ds < Cuillhy —hallgo ~ and D7 < Cuillh1 — hallco
U.Ry U.Ry
Using (43), (45), (60) and the bound of D1, we get
Dg < Cu?|lh — h2||cg,RO
As previously, we use (36), (37), (43), (45), (60), (65) and (66) to get
Do, Dyo, D11 < Cuillhy — hzllcg,Ro
So, using the restriction ;1 < U < 1, we have
F(h) = Fha)| = CUlh1 = halley
This implies that,
1F ) = Fhllgy, < CUN —halley, (70)
We now seek an estimate of |9, F (h1) — 9 ]-'(hz)||co
Applying the same strategy to (58), we have as prev10usly
! 0 1 ! 0 1
9. — F)l = [ hbllg [l BOHOI] _ it ECt+Ohn]
I
up u u
+f e{fOI[ZG?+G:]XdU}—e[ 01[2Gg+G£]XdU} hy — Gihy|du
0
11
ui ui -
+ / exp {/ 2G) + G;]de} |Jy — Jo| |0,k |du
0 0
111
uj uj —
+f exp{/ [262 +G ]de} |G1 — Ga|lhy|du
0 0
v
uj _ _ uj
+ f 18,11 — 0,hal|J2| lexp {f 2GY + G%]de} du
0 0
1%
up _ uj
+ f \h1 — h2||G2| lexp {/ 2GY + G%]de} du
0 0
VI
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Differentiating (14) and using (28), (43), (60), (63) and (65), we have

|hy — hy|? |hy — ha|?
|0rg1 — 0r g2l = 4m |g1 " Y

.
[lh1 — h|* = |hy — ha|?|
r

=Crlh —hzllcg‘RO, (71)

hy —h

<d4m|g1 — gl

and differentiating (9), we get

10,01 = 8, 0l < 4rrlhy = ol | +4rlhy — ol
< Crii — halley , - (72)

Now, from (43”), (43), (45), (47), (65)—(67), (69), (71) and (72), we get

|J1 — ol <3|G) — GY + |G| — G}

1 1 3
+lar — aal | Ar + 1020, 011 + — 0F + 101
|01+ O] |01+ 02 3
+|Q1—Q2|<01|3rQ1|+— w+ —F—a+ -a
r 2r
1+ Ar? Q2 a
+|a,a1—araz|< 5 2)+|arQ1—aer| 1104
< Cllh —hzllcg’RO,
and from (21), we get
|01l 19,01l az
|G1 — Gaf < a1 — a2 <2 7+, ) T 5 10rar = draal

a | 9,01 az
- = 72 1 225,01 -9
+101 Q2|<2r2+ > >+2r| rQ1 — 0,01

< Cllh — h2||cg,R0
As an immediate consequence, we get by using (36)—(37) and (60) on the one hand,

111 < Cuillhy = hallgy "

and on the other hand, to use (36)—(37) and (60) to obtain

1V < Cuyllhy — hzllcgﬁ0
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We estimate I-1I as D{—D, and we obtain

~ ~ 2
1< Curllh = hallgy - and 11 < Cufllh = hallgy -

Finally from (36)—(37) and (40)—(41), we get

V,VI < Cuillhi —hallo
U.Ry
This implies (using the restriction 1 < U < 1)
19, (F(h1) = Fh))lleo < CU|hy —hallgo . (73)
U.Rg U.Ry
Thus, from (70) and (73), we have

1F 1) = Fh)llxy g, = IF ) = Fh)llgy -+ 113 (F(h) = Fh)lgy,

<2CU |y = hallxy x,

Therefore, for
1
U < —_—,
4C

we deduce that the mapping 7 —— JF(h) is contracts in B+. This proves by
contraction mapping theorem the local existence and uniqueness of the solution in
By« C Xy, g, Replacing F(h) by h in (56), we get easily that & is a continuous
solution to (50). On the other hand, replacing F (k) by h in (58), this shows that 9,/
is continuous and solves (19). Since D#h is also clearly continuous [see (16)], we get
via the definition of the differential operator D that 9,/ is also continuous, this means
hec

Now, to establish uniqueness of solution in Xy g,, we proceed as in [7] using
Gronwall’s lemma. So, the proof of Theorem 3.1 is complete. O

4 Global existence in time

We now state the second important result of this paper which is global existence
in time (Bondi) solution of (50). As the argument developed in [7] is rigidly based
on relation ||A|| Y, = ol cy - We cannot generalize this argument on Einstein—

Maxwell-Klein—Gordon with positive cosmological constant model because of the
presence of the constant C% > 1in (51). Therefore, we will use the Continuation
Criteria principle to prove this result.

/3 A
Theorem 4.1 Given A > 0, Ry > x and x* < Tc where C is given in (48)

and hy € CH([0, Ro]). There exists C* = C*(x*, A, Rg) > 0 such that if||h0||xR0 <

@ Springer



127  Page 22 of 29 F.M.Teyang et al.

*

T+ o then the Cauchy problem

— (30 1 _—_~Q}_’a
Dh = (G°+G")(h—h) i (74)

h(0,r) = ho(r)

has a unique solution h € C! ([0, +00[X[0, Rol). Furthermore,

0
Vs, oy < COlhollcg, (75)

1211 x (10, +-00rx [0, Roy =< (1 + C*)llhollcgo (76)

where C? = Co(x*, A, Ro) > 0 being a positive constant.

Proof Let U, be the maximal time of existence. If U, = 0o, we are done so assume that
U, < oo. If we are able to obtain uniform bounds on all the solutions (including their
derivatives) we can extend the solution to u = U,, and then apply the local existence
theorem (Theorem 3.1) again with initial condition at u = U,.. Which contradicts the
fact that U, was the maximal time of existence. Therefore, it suffices to show that the
solutions @, a, band A, and their partial derivatives are bounded on the maximal
time interval of existence to conclude that the solution in global in time.
From (43), we have for all (u, r) € [0, U,) x [0, Ro],

a(u,r) < K* < Kj,

A
with Kz which is obtain from K* by replacing x* by Tic:
From (15), we have for all (u, r) € [0, U,) x [0, Ro],

1 r ) 1 [ QZ
b(u,r)| <= | all —As%lds+— | a=ds
r Jo r Jo N
<kp (14 2R+ AR 77
= oA 370 5100

For all (u, r) € [0, Uy) x [0, Rp], we deduce from (46) and (52) that
h < |h <(1+CH|h A 78
|h(u, )| < |lhllxy g, = (L+CT ollc%0 <Tc (78)

From (52), we deduce that

A
|0-h(u, )] < (1+ CH)hollx, < Tc (79)
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By definition, D = 9, — b/29,, we have for all (u, r) € [0, U,) x [0, Ro]

|0,h(u,r)| = |Dh + b/20,h|

- a - 1
1G° + G'||h — h| + S IRIQI+ S 1blIa,A

IA

- 17C 17C 34C 51C
< CRy,A- (80)

2A 2 A AKa A, ATA
<—(C2+C3)Ro+—R0 A+ 1+§R0+—R0

As, ®(u,r) = %for h(u, s)ds, we have from (78), for all (u, r) € [0, Uy) x [0, Ro]

1 ( )|<1fr|h( yds < 2
u,r _r u,s R 17C

from (80),
1 r
19D, )| < —f 19uh(u, $)lds < Cro.n.
rJo
and from (28), (79)

A
o, ——h h| < ——.
0, @ (u, )] I =31

We have from (43’),

A
ora(u,r) < K (x* ) r< WKARO 81)

Differentiating (14) w.r.t u, we have
"1 7\ % A A * 7%
oya = 471/ - [(h — h)*(0,h — 9,h) + (h — h)(d,h™ — 9,h )] a
0o S
and using (28) and (80), we have

r
1 _ _
|0,a(u, r)| 5871K*/ —|h — h||8,h — d,h|ds
0o S

r
1 -
516n/ ~|h — h||d,h|ds

o S

4AT 2
< CRO»ARO' (82)

- 1ic
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Differentiating (15) w.r.t  and using estimates (44) and (45)

1 2 r 2
—|a—&|+a<Ar+Q>+—2/ (As +Q—)ds
r r 0

A+16A ) +AKAR +16An2K R
17C 3 0T 5 TAT

|arb(u7r)|

IA

A
—KR KAR
34CA0+A0

S CR(),A’

IA

Differentiating (9) w.r.t u, we have from (78) and (80)

10, Q(u, r)| <21

/ s(hdyh* + h*d,h — h*d,h — hd,h*)ds
0

.
< 87‘[/ s|h||o,h|ds

(83)

Differentiating (15) w.r.t u, we have from (45), (82) and (83)

1 r Q2 T a
|aub<u,r>|s|auzz|+;f |aua|<As +—)ds+ /S—lenauQus
0

4Am A 4wA A\
< CR(),A |:1 + Rg (g + W)} Rg + 327’[2 <m> CRO’AR(%

Combining (10) and (45),
" 4 A
[Aul 5/ —|Q|ds <47 K*(x*)’r < _KARO
0 17C

Differentiating (10) w.r.t u, we have from (45), (82) and (83),

.
1
[0 Aul 5/0 2 (@0 Q1 +1Q119.al)

JAmA L 16772 A2 R} < O3
=170 "M T 86702 O = MR
Differentiating (10) w.r.t r, we have from (45)
e | AmTA
[0, Ayl = 2|Q|<47[K (x™) <WKA—CROA
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Let us pose that,

A 1 2 3 4 A 4 3 4T A
CA,R() = max CR(),A’ CR(),A’ CR(),A’ CR(),A’ WKARO’ WCROVARO’ WKA
Then, we deduce that for all (u, r) € [0, Uy) x [0, Ro],
la| <Cary 10ral <Cary  10ual < Ca gy
b < Ca.ry 106l < Cary  10ub] < Ca.gy
|®] < Cary 10-® <Cary 10,P| < Cary
|Aul <Car 10rAul < Cary  19uAul < Ca g
and the proof of Theorem 4.1 is complete. O

5 Exponential asymptotic decay

We now state and prove the third result of this paper, that is

/3 N
Theorem 5.1 Let A > 0, Ry > X and H = O(x*) where x* is defined in (46).

Then for ||h0||XR0 sufficiently small, the solution h € C'([0, +00[x[0, Ro]) of (74)
satisfies

sup |8,h(u, r)| < Ce A1,

0<r=<Ro

and there exists h € C such that

i, r) — h| < Ce~
la(u,r) — 1| < CeH¥

A _ ~
b(u,r)—1+ grz < CeHu

with the constants C and C which o depend only of || ho ||XR0, Ry and A.

Proof Let h verifying (74) and let us pose that
&(u) = [|0-h(u, -)||ch- (84)
Arguing as in (28), we get

((h = h)(u. r)| < %s(u). (85)
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With the condition ® (u, 0) = 0 for ® to be regular at the center, we can deduce from
(12) that h(u, 0) = 0 so that h(u, r) = for dsh(u, s)ds. In this case, replacing in (58)
F(h) by h, and using (37), (40)—(41) and (84), we obtain

U ul u
e(uy) < e(0)e=2C1Jo" rds C4C5R0/ e(u)e 2C1 L rds gy - (86)
0

Recall that r (u) = r(u; uy, r1) and thatif r; < r then, using the calculations (where
« is given in Lemma 2.1), we have

c Ui c
edtguy) < 261/%°5(0) +2C1/“2C4C5R0/ e(u)e e "du. (87)
0
C
Applying Gronwall’s lemma to ¥ (v) := eFlvs(v), we obtain
Y () = 207 50 exp {20/ C4CsRou |
and this implies

C
e(uy) < 261/ £(0) exp {<2C‘/°‘2C4C5R0 - —1> ul} . (88)

o

Forr(u1) = r1 > r_, (36) and (86) imply that

_ up B
2 Mg () < £(0) + C4C5R0/ eu)e*CV dy. (89)
0
As in (87), applying Gronwall’s lemma to ¥ (v) = e2C17c Vg (v), we obtain from (89),
e(uy) < e(0)exp {(C4CsRy — 2C1r u} . (90)
Let us pose that
3 Ci Cy/a? 3 -
H=— —-2"Y"C4C5Ry and H =2Cir, — C4CsRy.
o
Then, we have
H<H 91)

and consequently using (88) or (90) combined with (91), we obtain

sup |8, hu, 1) < Ce~ . (92)

0<r=<Ro
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Rewriting (16), we have

- b h
duh = (GO + GYY(h —h) + 20,h — i 2 0.
2 2r

Proceeding as in (80) and using the estimate (92) , we can find a positive constant Y’
depending only of Ry, A and ||Agl| Xy such that

10uh(u, )] < Te Hu. (93)

Following (93), we deduce from the fundamental theorem of calculus that there exists
h(r) € C such that

lim h(u,r) =h(r).
u——00
But from (92), we see that
lh(r1) —h(rp)| = lim_|h(u,r1) —h(u, r2)|
u—0oQ

< lim

u— 00

r
/ orh(u, rydr
r

< lim Clrp —rle " =0,
u——- 00

thus, there exists 4 € C such that 2(r) = h. Now, from (93), we have

1 r o0
—/ / |0:h(t, r)|dtdr
rJo Ju

1 r o0 ~ _ N
-f f Ye H'dtdr < Ce Y.
rJo Ju

Using the fact that we can estimate [combining (9), (85) and (92)]

\h(u,r) — hl

IA

IA

0] < Ce 1,
it is now clear that from (14) and (15) that
jatu,r) — 1] < Ce™ 1,
A _ N
b(u,r)—1+ ?rz < Ce Hu,

and the proof of Theorem 5.1 is complete.

Remark 5.1 Using Theorem 5.1, we can prove that the geodesic completeness.
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6 Conclusion

The main objective of this work was to study the global solution in (Bondi) time to
the spherically symmetric Einstein-Maxwell-Klein—-Gordon system with a positive
cosmological constant. We found that the obtained solutions have an exponential decay
in time and are asymptotically the de Sitter. However, these results suffer from the
undesirable feature of being restricted to a finite radial range. Future works will be of
great interest to study the same system but with a radial variable which goes to infinity.
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