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maman Ngomande Alaka Anastasie et à mon feue père Nkama Thomas, pour leurs prières
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encouragements afin d’aboutir à la finalisation de ce travail de thèse.
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Résumé

Cette thèse propose quelques dispositifs de réseaux mécaniques basés sur l’inerter

C1, C2, C3, C4, C5, C6 et C7 en disposition série ou série-parallèle avec ou sans rigidité

négative pour le contrôle passif des vibrations d’une structure primaire à un degré de

liberté non amorti (1DDL) sous excitation de base ou de force directement appliquée à

la masse primaire. Les conditions nécessaires et suffisantes pour garantir la stabilité de la

structure primaire incorporant les dispositifs de contrôle C4, C6 et C7 avec rigidité néga-

tive sont établies selon le critère de Routh-Hurwitz et la stabilité de frontière est obtenue.

Les paramètres de réglage des dispositions C1, C2, C3, C4, C5, C6 et C7 sont déterminés

sous excitation harmonique par la théorie des points fixes basée sur l’optimisation H∞ et

sur la base de l’optimisation H2 en cas d’excitation aléatoire. Une comparaison entre les

performances des dispositifs proposés dans cette étude et les amortisseurs conventionnels

TMD (ou TDVA) et le TID est présenté, respectivement en termes de : (1) l’atténuation de

l’amplitude des vibrations de la structure primaire pour les cas d’excitations harmonique,

transitoire et aléatoire (bruit blanc), respectivement, (2) l’élargissement de la bande de

suppression des vibrations en considérant l’excitation harmonique, (3) la stabilisation de

la structure primaire en cas d’excitation transitoire et (4) la réduction du bruit généré par

la structure primaire dans l’excitation aléatoire (bruit blanc).

Les résultats de cette étude ont démontré que sous excitation harmonique de la base

du système primaire, les dispositions C1, C2, C3, C4 surpassent le TMD (ou TDVA),

respectivement, en termes de bande passante de suppression plus large et la réduction

significative de l’amplitude maximale des vibrations de la masse primaire. Pendant ce

temps, dans le cas de l’excitation aléatoire, ces dispositifs ont également surpassé le TMD

(ou TDVA), respectivement, en termes de réduction de la réponse quadratique moyenne

et l’historique de temps de la structure primaire. Par ailleurs, les dispositions C1 et C2
ont contribué à réduire le bruit généré par la structure sous excitation harmonique et

aléatoire de la base de la structure primaire en comparaison avec la TDVA.

Dans le cas de l’excitation de force harmonique de la structure primaire, C5, C6 et C7
ont chacun surpassé le TID, respectivement, en termes de bande passante de suppression

plus large et la réduction de l’amplitude maximale des vibrations de la masse primaire

significativement, avec un espace d’installation plus réduit. Pendant ce temps, le C7 avec

rigidité mise à la terre couplée à un mécanisme d’amplification d’inertance a présenté

trois cas de figure sur la valeur du rapport de rigidité mise à la terre en fonction du

changement du rapport d’amplification, c’est-à-dire négative, nulle et positive. Enfin, la

comparaison supplémentaire entre les appareils C5, C6 et C7 et le TID sous l’excitation
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Résumé

de bruit blanc montre également que C7 est supérieur aux autres pour un rapport de

masse donné. Théoriquement la configuration C7 avec la rigidité positive mise à la terre

a les meilleurs performances de contrôle que ses deux autres cas et dans la comparaison

avec les dispositifs C5, C6 et le TID.

Par ailleurs, la réponse libre du système primaire sous excitation transitoire a été

évaluée avec les dispositifs C3, C4 et TMD, tandis que celle sous excitation sinusöıdale a

été évaluée avec les dispositifs C5, C6, C7 et le TID, et des comparaison ont été données.

Dans les deux cas sur évoqués, les dispositifs C3, C4, C5, C6 et C7 par rapport à TMD et

TID, respectivement, ont montré de meilleurs performances de contrôle caractérisées par la

plus petite amplitude de la réponse du système primaire et un temps de stabilisation plus

court dans le cas de l’excitation transitoire en particulier. Cependant, pour les deux cas

sur évoqués, les dispositifs C4, C6 et C7 avec rigidité négative mise à la terre ont encore

une fois montré des performances de contrôle remarquable par rapport aux dispositifs C3,

C5 sans rigidité négative, pendant que C7 dans son cas 3 avec rigidité positive mise à la

terre, est supérieure à tous les autres dispositifs.

Finalement, les dispositifs avec rigidité négative mise à la terre ont montre une supé-

riorité par rapport à ceux des dispositifs sans rigidité négative. Ainsi, la complexité du

système de rigidité négative est également un facteur à prendre en compte dans l’ingé-

nierie pratique. Cependant, obtenir une rigidité négative est difficile dans la pratique de

l’ingénierie. Par conséquent, le dispositif C7 dans son cas 3 avec rigidité positive mise à

la terre, qui a montré des performances très supérieures par rapport aux dispositifs Ci

(i=1,2,..,6) avec ou sans rigidité négative, mérite une attention particulière dans cette

thèse. Ce travail pourrait fournir une base théorique pour la conception d’isolateurs ou

d’absorbeurs à base d’inerter avec ou sans rigidité négative.

Mots clés : Optimisation H∞, Optimisation H2, inerter, contrôle des vibrations,

rigidité négative

Rédigée par : vii BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



Abstract

This thesis proposes some mechanical inerter-based networks C1, C2, C3, C4, C5,

C6 and C7 in series or series-parallel arrangement with or without negative stiffness for

passive vibration control of an undamped single-degree-of-freedom primary structure un-

der base excitation or force excitation directly applied to the primary mass. The necessary

and sufficient conditions to guarantee the stability of the C4, C6 and C7 devices with

negative stiffness are established according to the Routh-Hurwitz criterion and the sta-

bility boundary is obtained. The parameters for setting the proposed C1, C2, C3, C4,

C5, C6 and C7 devices are determined under harmonic excitation by the fixed points

theory based on the H∞ optimization and the H2 optimization in case of random exci-

tation. A comparison between the performance of the proposed devices in this study an

conventional TMD (or TDVA) and TID dampers is presented in terms of : (1) reducing

de peak vibration amplitude of the primary mass for the cases of harmonic, transient and

random excitations (white noise), respectively, (2) the vibration suppression bandwidth

considering harmonic excitation, (3) the stabilization of the primary structure in the event

of transient excitation and (4) reduction of the noise generated by the primary structure

in the random excitation (white noise).

The results of this study demonstrated that under harmonic excitation of the base

of the primary system, the proposed C1, C2, C3, C4 devices exceed TMD (or TDVA), res-

pectively, in terms of suppression bandwidth more wide and the reduction of the maximum

amplitude of the primary mass significantly. Meanwhile, in the case of random excitation,

these devices also outperformed TMD (or TDVA) , respectively, in terms of reduction of

the root mean square response and the time history of the primary structure. In addition,

the proposed C1 and C2 device contributed to reduce the noise generated by the structure

under harmonic and random excitation of the base of the primary structure in comparison

with the TDVA.

In the case of harmonic force excitation of the primary structure, C5, C6 and C7
each surpassed the TID, respectively, in terms of suppression bandwidth more wide and

reduction of the maximum amplitude of the primary mass significantly, with a smaller

installation space (stroke lenght). Meanwhile, C7 with grounded negative stiffness coupled

with an inertance amplification mechanism presented three boxes of figure on the value of

the grounded stiffness ratio according to the change in amplification ratio, i.e. negative,

zero and positive. Finally, the further comparison among these devices C5, C6 and C7
and TID under white noise excitation also shows that C7 is superior to the others for a
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Abstract

given mass ratio. Theoretically the C7 configuration with grounded positive stiffness has

the best control performance than the other two cases and in the comparison with the

devices of C5, C6 and TID.

Finally, the free vibration response of the primary system under transient excitation

was evaluated with the devices C3, C4 and TMD, while that under sinusoidal excitation

was evaluated with the devices C5, C6, C7 and TID, and comparisons have been given.

In both cases on evoked, the devices C3, C4, C5, C6 and C7 compared to TMD and TID,

respectively, showed better control performance characterized by the smallest amplitude

of the primary system response and a stabilization time more cost in the case of transient

excitation in particular. However, for the two mentioned above cases, the devices C4, C6
and C7 with negative grounded stiffness have once again again showed remarkable control

performance compared to C3, C5 devices without negative stiffness, while C7 in its case

3 with positive grounded stiffness is superior to all other devices.

Finally, devices with negative grounded stiffness showed superiority over compared to

those of devices without negative stiffness. Thus, the complexity of the negative stiffness

system is also a factor to be considered in actual engineering. However, obtaining negative

stiffness is difficult in engineering practice. Therefore, the device C7 in its case 3 with

positive grounding stiffness, which showed much superior performance compared to devices

Ci (i = 1,2, .., 6) with or without negative stiffness, deserves special attention in this

thesis. This result could provide a theoretical basis for the design of inerter-base isolators

or absorbers with or without negative stiffness.

Keywords : H∞ optimization, H2 optimization, inerter, vibration control, ne-

gative stiffness.
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Résumé vi

Abstract viii

Table des matières x

Liste des tableaux xiii

Liste des figures xv

Liste des abréviations xxi
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1.4.5 Mécanisme d’amplification de l’inertance de l’inerter . . . . . . . . 26
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traditionnelle (Bleu : SPIS et Vert : SIS). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

(a) Performance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

(b) Pourcentage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Rédigée par : xvii BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



Table des figures

3.12 Les représentations graphiques des rapports de rigidité négatives optimaux pertinents
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(a) Déplacement de la base excitée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

(b) Accélération de la base excitée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.15 Comparaison des amplitudes normalisées aux points fixes de la masse du système pri-
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(a) Déplacement de la base excitée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

(b) Accélération de la base excitée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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(b) avec TMD (c) C3 (SPIS) et (d) avec C4 (NSPIS). . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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3.24 Graphique de contour du facteur de grossissement d’amplitude normalisé du système
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Introduction Générale

Les vibrations présentes dans la plupart des constructions (structures) mécaniques

d’ingénierie et de génie civil sont généralement indésirables, non seulement parce qu’elles

peuvent produire des mouvements excessifs, du bruit et des contraintes dynamiques pou-

vant entrâıner de la fatigue et des dommages aux structures mécaniques et de génie civil,

mais aussi parce que ces vibrations peuvent réduire les performances de ces structures.

La sécurité des structures mécaniques est donc le point clé des pratiques d’ingénierie.

Il existe plusieurs procédures pour améliorer la performance des structures afin de ga-

rantir leur sécurité et le confort des occupants. Le contrôle des vibrations des structures

est crucial pour confirmer leur protection en cas de forces dynamiques soudaines. Le but

du contrôle des vibrations structurelles est d’éliminer et de contrôler les effets de vibra-

tions indésirables (tels que les vents, les tremblements de terre, les mouvements du sol

et autres) formées par des forces dynamiques qui pourraient potentiellement nuire aux

performances de la structure. Le contrôle des vibrations fournit donc une analyse générale

des structures dynamiques dans les applications d’ingénierie. Il en résulte des équations

différentielles régissant le déplacement de chaque point de la structure. Ainsi, dans la

pratique de l’ingénierie, l’indice d’évaluation des performances couramment mesuré est

la minimisation de la fonction de transfert de déplacement de la structure principale. Le

but de cette fonction d’évaluation est de minimiser la réponse de déplacement absolu du

système primaire contrôlé par un dispositif d’absorption ou d’isolation de vibrations. Par

conséquent, les techniques de contrôle des vibrations sont généralement classées en trois

catégories : passives, semi-actives et actives. Les techniques de contrôle active permettent

généralement d’obtenir de meilleurs performances de contrôle que les techniques passives.

Cependant, la dépendance vis-à-vis de l’alimentation externe, de la détection et de la

rétroaction du système rend également les techniques de contrôle actif plus complexes,

coûteuses et difficiles. Pendant ce temps, les solutions de contrôle passif sont favorables

dans de nombreux solutions pratiques en raison de leur simplicité, leur fiabilité, leur ro-

bustesses et leur faible coût. Une technique de contrôle passif des vibrations qui peut

offrir des performances comparables au contrôle actif est hautement souhaitable dans les

applications pratiques. Ainsi, les deux approches passives de contrôle des vibrations très

courantes sont l’isolation des vibrations, l’insertion d’un isolateur de vibrations entre la

source et le récepteur des vibrations (système primaire ou principale) et l’absorption des

vibrations, la fixation d’un absorbeur de vibrations (une masse ou un système secondaire)

au système considéré comme une structure primaire.

1
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Au cours de ces trois dernières décennies, l’incorporation de divers dispositifs tels

que les isolateurs de base des structures, équipements dissipatifs d’énergie (par exemple,

amortisseurs visqueux, amortisseurs à friction, etc.) et l’amortisseur de masse réglée

(TMD) (tuned mass damper) encore appelé amortisseur dynamique de vibrations (DVA)

(dynamic vibration absorber) a été étudiée par divers chercheurs et appliquée dans la

pratique du contrôle passif du mouvement vibratoire des structures en maintenant leur

amplitude en dessous d’un certain seuil acceptable [1–4]. Cependant, l’un des dispositifs

de contrôle des vibrations masse-amortisseur-ressort largement utilisé en raison de son

efficacité, de sa facilité d’installation et de nombreux autres avantages est l’amortisseur

dynamique de vibrations (DVA) ou amortisseur de masse réglé (TMD). En tant que dis-

positif passif, le TMD est un système auxiliaire masse-ressort-amortisseur qui, lorsqu’il

est correctement réglé et attaché à un système de vibration soumis à une excitation dyna-

mique, provoque l’arrêt du mouvement en régime permanent au point auquel il est fixé.

Le premier TMD sans amortisseur a été à l’origine introduit et développé par Frahm [5],

mais n’était utile que dans une plage de fréquences étroite très proche de la fréquence na-

turelle du TMD. Pour étendre la gamme de fréquences et limiter la réponse maximale du

système primaire, Ormondroyd et Den Hartog [6] ont proposé le TMD avec amortisseur,

et a été considéré comme un modèle standard de DVA, connu sous le nom de DVA de

type Voigt, DVA traditionnel(TDVA) ou classique. Bien après, plusieurs autres dispositifs

de contrôle des vibrations masse-ressort-amortisseur ont été développés et etudiés [7–12].

Bien que les systèmes de contrôle des vibrations masse-ressort-amortisseur [7–12],

aient été largement utilisés, dans la pratique de l’ingénierie [13], il existe des limita-

tions inhérentes à la quantité d’absorption ou d’isolation des vibrations qu’ils peuvent

atteindre. L’inconvénient majeur de ces dispositifs est que leurs performances d’absorp-

tion des vibrations dépendent d’un rapport massique élevé entre la masse de la structure

contrôlée et celle de l’absorbeur ou isolateur [14]. Ils sont assez limités lorsque le rapport

massique est petit [15]. Pour ce dernier cas, le TMD produit deux fréquences propres

proches, ce qui nuit au contrôle des vibrations. De plus, dans la performance sismique,

par exemple, voir [16–18], les systèmes TMDs (ou DVAs) ne sont pas robustes contre la

variation des paramètres de la structure et l’excitation du sol ; le désaccord ou mauvais

réglage des paramètres du system peut réduire l’efficacité des systèmes contrôlés par le

TMD. Le TMD a besoin d’une masse relativement importante pour être efficaces, ce qui

est associé à des inconvénients importants (par exemple, des problèmes pratiques et des

conflits avec l’architecture de la structure, pour ne citer que cela), et les exigences de dé-

rive sur le TMD elle-même sont généralement importantes. Pour résoudre ces problèmes,

diverses stratégies différentes ont été employées telles que l’utilisation de plusieurs TMDs

ou DVAs disposés en série ou en parallèle [18–21] et de l’hystérétique amortisseur à la

place de l’amortisseur linéaire [22]. Ces stratégies offrent des performances améliorées

par rapport aux TMDs classiques, mais elles ajoutent une couche supplémentaire de com-

plexité ; une conception et/ou le réglage optimal devient une tâche difficile et complexe en
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termes de calcul, et d’espace d’installation. Ces systèmes sont également limités par un

faible rapport massique. A cet égard, il convient de noter que, peut-être, le moyen le plus

simple d’améliorer les performances et la robustesse des systèmes de contrôle de vibrations

est (1) de concevoir de nouveaux systèmes à masse secondaire équivalente beaucoup plus

importante incluant de nouvelles propriétés d’inertie, pour lesquelles une conception opti-

male est recherchée en remplaçant totalement la masse des DVAs. En effet, plus la masse

secondaire considérée réelle ou apparente est grande, plus le système de contrôle conçu de

manière optimale devient efficace pour supprimer les vibrations excessives de la structure

primaire. (2) d’envisager de nouvelles propriétés des ressorts ayant des caractéristiques de

raideur négative pour dissiper d’avantage l’énergie de vibration de la structure contrôlée,

afin d’améliorer le contrôle des vibrations [23–26].

Motivé par ces dernières observations, cette thèse considère un nouveau dispositif mé-

canique d’amplification de masse, baptisé “inerter” par Smith [27], pour le développement

de nouveaux réseaux mécaniques de contrôle de vibrations et d’envisager l’amélioration des

performances de contrôle des structures. Les réseaux mécaniques ainsi proposés exploitent

l’effet d’amplification de masse apparent de l’inerter et agissent de la même manière qu’un

TMD (ou DVA) mais, avec une masse secondaire apparente appelée inertance dont l’unité

est le kilogramme. L’inerter est un dispositif à deux bornes développant une force de ré-

sistance proportionnelle à l’accélération relative de ses terminaux (bornes), pour obtenir

un meilleur contrôle de vibrations par rapport aux TMDs pour la même masse secondaire

attachée (respectivement masse secondaire apparente). Le coefficient de proportionnalité

est appelé inertance. Cependant, le bénéfice de l’inclusion d’ un ressort à coefficient de

raideur négatif mis à la terre dans ces réseaux mécaniques à base d’inerter proposés est

également un point fort dans cette thèse [28,29].

Dans ce contexte, les équations de mouvement sous-jacentes pour les structures pri-

maires à 1DDL équipées de réseaux mécaniques linéaires proposés sont d’abord introduites

dans la thèse. On démontre que ces réseaux mécaniques à base d’inerter constituent une

généralisation des TMDs. Ensuite, les techniques d’optimisation standard utilisées pour

les TMDs classiques sont appliquées pour dériver les paramètres optimaux des systèmes

de contrôle. L’accent est mis sur les performances de contrôle des vibrations des systèmes

primaires 1DDL sous contrôle optimal, par rapport à celle obtenue par le TMD classique

ou traditionnel. En particulier, une partie importante de cette thèse est axée sur la dé-

rivation analytique des expressions de formes fermées pour une conception optimale des

paramètres de réglage, dans le cas des systèmes primaires à un seul degré de liberté (1DDL)

excités harmoniquement ou stochastiquement (aléatoirement). Cependant, les dispositifs

de contrôle conçus de manière optimale dans cette thèse sont appliqués d’une part pour

le contrôle des déplacements verticaux de la structure primaire considérée (indice d’éva-

luation dans la pratique de l’ingénierie) et d’autre part, pour réduire les bruits générés

par celle-ci, en minimisant la vitesse de son déplacement. Ceci a été réalisé en minimisant

les fonctions de transferts de déplacement et de vitesse de la structure primaire 1DDL

Rédigée par : 3 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



Introduction Générale

considérée [30, 31], encore appelées fonction de transfert de conformité et fonction de

transfert de mobilité, respectivement.

Cette thèse comprend trois chapitres et une annexe suivis de la liste des références

citées et des articles publiés. Après avoir présenté la motivation et les objectifs des tra-

vaux entrepris, le chapitre premier fournit un bref aperçu sur les types de vibrations, les

méthodes de contrôle, en se concentrant sur le contrôle passif basé sur l’inerter et ses

applications en génie des structures et dans la pratique de l’ingénierie.

Au chapitre 2, les méthodes utilisées pour atteindre nos objectifs sont présentées. Pre-

mièrement, les équations de mouvement et les fonctions de transferts pertinentes pour

les configurations de réseaux mécaniques proposés sont dérivées pour le cas des systèmes

primaires linéaires à un seul degré de liberté (1DDL) dynamiquement excitée. Une analyse

de la stabilité pour les structures primaires avec dispositif de contrôle incluant une rigidité

négative est effectuée. En suite, les méthodes d’optimisation sont présentées en détail tour

à tour pour concevoir de manière optimale les configurations d’absorbeurs ou d’isolateurs

proposées. Enfin, les expressions analytiques sont dérivées sous forme fermée pour les

paramètres optimaux minimisant les fonctions de transfert de déplacement et de vitesse,

respectivement dans le cas particulier des structures primaires 1DDL non-amorti excitées

harmoniquement. De plus, des expressions analytiques pour les paramètres optimaux mi-

nimisant la réponse quadratique moyenne (la variance de déplacement et de vitesse) pour

le cas particulier des structures primaires 1DDL non-amorti excités par bruit blanc à large

bande sont également obtenus.

Le chapitre 3 est consacré à la présentation et l’analyse des résultats obtenus à par-

tir des méthodes de conception analytique. Par simulation numérique dans les domaines

fréquentiel et temporel, les performances de contrôle des configurations optimales propo-

sées dans cette thèse sont comparées aux configurations classiques optimales existantes,

suivant les indices de performances évalués.

Ce travail s’achève par une conclusion générale où nous présentons l’essentiel des résul-

tats obtenus ayant fait l’objet de publications ou d’articles soumis. Toutefois, à l’analyse

profonde des résultats présentés, des perspectives sont à envisager.
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Chapitre 1

Revue de la littérature : Contrôle des vibrations et

mécanisme d’amplification de masse

1.1 Introduction

La suppression des vibrations indésirables est cruciale pour maintenir et améliorer

les performances de systèmes d’ingénierie, tels que les structures aérospatiales, automo-

biles et civiles. Actuellement, la tendance croissante vers des structures plus légères et plus

flexibles donne lieu à d’avantage de problèmes de vibrations. Par conséquent, la nécessité

d’améliorer la capacité des systèmes de suppression des vibrations devient de plus en plus

pressant. Des efforts de recherche antérieurs ont été faits sur la conception de diverses sys-

tèmes de suppressions de vibrations pour différentes applications. Par conséquent, cette

section commence par un examen de plusieurs problèmes de suppression des vibrations

en termes de comportement vibratoire et de techniques de suppression. Par la suite, nous

mettons en évidence la suppression des vibrations basée sur l’inerter (entendu par dispo-

sitif d’amplification de masse) dans le contexte de suppression passif des vibrations, et

pressentons quelques de ses applications.

1.2 Les vibrations

Les vibrations en général sont des mouvements oscillatoires d’un objet ou d’un en-

semble d’objets par rapport à un référentiel stationnaire ou point d’équilibre [32]. Un

phénomène de vibration se produit dans un large éventail de structures d’ingénierie et

peut être souhaitable ou indésirable. Il est important de réduire les vibrations indésirables

car elles peuvent détériorer les performances de fonctionnement du système, produire une

charge de fatigue et conduire extrêmement à une défaillance de la structure. La conception

des mécanismes de suppression des vibrations dépend des exigences de performance pour

des applications spécifiques d’ingénierie, qui sont déterminées par la nature des problèmes

[33]. Dans cette section, nous explorons trois types notables de comportement vibratoire

soumis à différents excitations, accompagnées d’exemples typiques correspondant à chaque

type. Cela sera suivi, dans la section 2.2, en considérant les types de méthodes de sup-

pression ces vibrations disponibles pour limiter ces réponses indésirables.

5



1.2.1. Les vibrations transitoires

1.2.1 Les vibrations transitoires

Les réponses transitoires font normalement référence au mouvement d’un système qui

est soudainement perturbé par une excitation déterministe mais apériodique [34]. De telles

excitations peuvent avoir des durées courtes ou longues et les réponses transitoires générées

devraient disparâıtre après une période de temps [35]. Les vibrations transitoires sont

normalement mesurées par la technique du domaine temporel. Différents critères temporels

peuvent être proposés pour mesurer un tel mouvement, y compris l’amplitude maximale

des vibrations et le taux de décroissance. La surcharge causée par une grande amplitude

d’oscillations peut endommager la structure ou entrâıner une défaillance extrême.

Le mouvement généré par le choc ou l’impact initial est un type typique de vibrations

transitoire, par exemple, lors de l’atterrissage d’un avions. Au cours de ce processus,

les charges de l’impact à l’atterrissage sera le plus atténué grâce à la dynamique du train

d’atterrissage pour éviter d’endommager la structure de la cellule, l’inconfort des passagers

et/ou l’équipage, ainsi que des dommages à la piste [36]. Toutes ces compréhensions sont

rapportées dans [37–42]. Les vibrations de la machine causées par des charges d’impact,

telles que le marteau de forge, le poinçonnage, les processus de démarrage et d’arrêt, sont

aussi typiquement des vibrations transitoires. Il est important de concevoir une fondation

de machine fiable pour réduire ces perturbations de l’appareil et du milieu environnant

[43].

Outre la courte période d’excitations initiales, des réponses transitoires peuvent égale-

ment être déclenchées par une durée d’entrées. Un exemple notable est le mouvement des

véhicules circulant sur les irrégularités de la route telles que bosses, creux et dos d’âne, etc.

L’accélération maximale qui en résulte de la carrosserie du véhicule doit être suffisamment

réduite compte tenu de l’inconfort des passagers [44]. Un autre exemple est les vibrations

du profil aérodynamique causées par des rafales de vent soudaines et la charge importante

qui en résulte peut causer une gêne aux passagers et des dommages structurels à l’aéronef

[45]. L’aéronef doit satisfaire au critère de conception de la charge de rafale, par exemple,

résister aux charges de rafale du “pire cas” identifiées dans le domaine temporel sur la

base de profils de rafales discrets (un cosinus) [46].

Plutôt qu’un choc ou un impact initial, les réponses transitoires peuvent également

être excitées par une perturbation, telle qu’une perturbation soudaine d’une structure à

un degré de liberté (1DDL) ou Multiple degrés de libertés (MDDL) pour provoquer une

condition d’état initial non nul de la structure. des méthodes de conception pour accélérer

la décroissance rapide de la réponse transitoire de ces types de structures sont abordés

dans Xiang et Nishitani [47]. Les auteurs ont montré que pour un Système 2DDL, cette

décroissance rapide sera maximisé, c’est-à-dire que la réponse transitoire sera optimisée

en faisant cöıncider les deux paires de valeurs propres conjuguées complexes de l’équation

caractéristique de la structure considérée.
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1.2.2 Vibrations en régime permanent

Il existe de nombreuses structures d’ingénierie sujettes à des vibrations forcées en ré-

gime permanent, conduisant à une rupture par fatigue [48]. Afin d’assurer la durabilité et

la sécurité de la structure, la suppression des vibrations en régime permanent a également

attiré une grande attention des chercheurs [49]. Pour le mouvement en régime permanent,

bien qu’il puisse être simulé avec la méthode du domaine temporel, cela peut prendre du

temps si le système a besoin de beaucoup de temps pour atteindre l’état stable. Ainsi,

la méthode du domaine fréquentiel est toujours utilisée pour analyser le mouvement en

régime permanent, qui transfère les réponses du domaine temporel au domaine fréquentiel

(exemple de la transformation de Fourier ou Laplace) et présente l’état du mouvement

par rapport à la fréquence.

Un exemple typique de vibrations forcées en régime permanent est celui induit par le

forçage interne, comme dans les moteurs à combustion [50]. Dans [51], les auteurs ont

résumé deux types de perturbations du moteur, y compris l’impulsion d’allumage et la

force d’inertie et le couple du moteur. Ces excitations internes sont périodiques [50] et

se réfèrent généralement à deux types spécifiques d’entrées sur des gammes de fréquences

différentes. Pour les véhicules de tourisme modernes, la conception et la mise en œuvre

du système de montage du moteur sont essentielles pour améliorer les performances en

termes confort de conduite, d’isolation des vibrations et réduction du bruit. En raison

de la forte tendance vers des carrosseries plus légères et plus flexibles et de l’exigence

d’efficacité énergétique, des moteurs plus petits et plus légers mais ne compromettent

pas sa puissance sont nécessaires, comme indiqué dans [52]. Cela donne lieu à plus de

problèmes de vibrations et de bruit, de sorte que l’amélioration de la capacité des supports

de moteur devienne encore plus importante.

L’excitation de base, comme les entrées routières inégales harmoniques, est également

une source de perturbations générant des vibrations forcées en régime permanent. De

nombreuses recherches ont porté sur les vibrations du véhicule induites par le profil har-

monique de la route, voir [53] à titre d’exemple. Un autre type de réponse en régime

permanent est excité par un forçage externe périodique. Pour exemple, Van der Tempel

[54] a analysé les dommages de fatigue d’un éolien offshore monopile dus à la charge régu-

lière des vagues. La structure de support doit être soigneusement conçue pour résister à

une telle charge. Les excitations de base ou de force (comme entrée harmonique) des struc-

tures primaires à 1DDL sont également traités dans [4] pour augmenter les performances

de la structure.

1.2.3 Vibrations aléatoires

Dans les sections 1.2.1 et 1.2.2, les vibrations transitoires et stationnaires sont explo-

rées, avec quelques exemples typiques. Les oscillations aléatoires sont considérées comme

une classe spéciale des vibrations se produisant fréquemment dans une large classe de
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structures d’ingénierie. Les applications sont nombreuse dans les industries de transport,

de l’aéronautique, du spatial, de l’énergie et du génie civil : tenue mécanique des struc-

tures soumises au vent, à la houle ou aux séismes, réduction des niveaux vibratoires ou

acoustique, estimation de la durée de vie des équipements.

Afin d’assurer la durabilité et la sécurité des structures y compris leurs occupants,

la suppression des vibrations aléatoires qui peuvent être causées par les effets sur-cités

a fait objet d’une grande attention dans la littérature. Dans le domaine du génie civil,

des études sur la tenue mécanique des structures (bâtiments) soumises au vent, ou aux

tremblements de terre (séismes et autre) ont été proposés et des systèmes mécaniques de

contrôle de ces effets indésirable ont été proposés à cet égar [16–19,21].

Dans la plupart des recherches [9, 10, 28], le système de contrôle est défini de ma-

nière optimale en minimisant la réponse quadratique moyenne de la structure considérée

sous excitation à large bande. Les méthodes d’évaluation de cette fonction quadratique

sont abordées de différentes manière dans [9, 55–57]. Il convient de mentioner que cette

approche conceptuelle a été introduite par Crandall et Mark [58].

1.3 Méthodes de suppression des vibrations

Plusieurs stratégies de suppression, qui sont globalement classées en trois types : pas-

sive, actifs et semi-actifs, ont été proposées et utilisées pour la suppression des vibrations.

Chaque technique a une gamme raisonnable d’applications. Plutôt que de fournir un exa-

men, cette section présentera une brève introduction de ces techniques, ainsi que quelques

applications notables.

1.3.1 Suppression passive des vibrations

Le moyen passif le plus simple de supprimer les vibrations consiste à modifier la struc-

ture, comme choisir la masse, la rigidité et l’amortissement appropriés de la structure

[33]. Cependant, l’efficacité de modifications structurelles sont souvent limitées car des

critères de performance complexes ne peuvent pas être toutes satisfaits et les contraintes

pratiques sur les paramètres de la structure doivent être prises en compte. Une approche

alternative courante, consiste à ajouter des dispositifs passifs de suppression des vibrations

aux structures oscillantes tels que des absorbeurs ou isolateurs.

L’idée d’attacher une masse supplémentaire libre de mouvements à des systèmes

structurels excités dynamiquement (structures primaires) pour supprimer leur mouvement

oscillatoire est historiquement parmi les premières stratégies de contrôle passif des vibra-

tions dans le domaine de la dynamique structurelle [6, 7, 59, 60]. Cette idée repose sur la

conception (réglage) des dispositifs mécaniques qui relient la masse ajoutée à la structure

primaire pour réaliser un mouvement déphasé (résonnant) de la masse principale. Dans

ce contexte, Frahm [6] a introduit l’utilisation d’un système masse-ressort linéaire pour

supprimer les oscillations des systèmes structurels primaires à excitation harmonique dans
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la marine et applications de génie mécanique (voir Fig. 1.1). Ce premier absorbeur de vi-

brations dynamique était capable de réduire les oscillations des structures primaires à un

seul degré de liberté (1DDL) dans une plage étroite centrée sur une fréquence d’excitation

particulière (pré-spécifiée). Dans la Fig. 1.1, le système constitué des éléments m1 et k1

est la structure primaire où m1 est la masse et k1 la raideur du ressort de support. Les

éléments m2 et k2 constituent le système secondaire de suppression des vibrations attaché

à la structure primaire avec m2 la masse et k2 la raideur du ressort d’attache.

Figure 1.1 – Modèle de structure (système primaire de masse m1) équipée d’une solution de contrôle
passif TMD de type Frahm [6].

Plus tard, Ormondroyd et Den Hartog [7] ont amélioré l’efficacité de l’absorbeur

ci-dessus pour dissiper l’énergie cinétique de la structure primaire en ajoutant un amor-

tisseur visqueux (dashpot) parallèlement au ressort linéaire k2. Ce dispositif est désormais

connu sous le nom d’amortisseur de masse réglé (TMD)ou DVA de type Voigt ou encore

amortisseur dynamique de vibration traditionnel (TDVA) et est illustré à la Fig. 1.2.

Trouver les paramètres optimaux du TMD conventionnel, pour la structure primaire à

un seul degré liberté (1DDL) (voir Fig. 1.2) a attiré l’attention de nombreux chercheurs.

L’une des méthodes est basée sur l’optimisation H∞ qui vise à minimiser le maximum

d’amplitude atteint par le mouvement de la structure primaire. D’autre part, une pro-

cédure empirique pour la conception optimale du TMD, c’est à dire la dérivation des

expressions analytiques de formes exactes pour les paramétres du TMD a été établie par

Den Hartog [60, 61] et Brock [59]. Ces methodes permettent de régler les propriétés

de l’amortissement c et de la rigidité k2 pour une masse m1 et une raideur k1 a priori

spécifiée du système primaire. L’objectif est telque la fixation du TMD minimise (ré-

duit) le déplacement de crête de la structure primaire 1DDL non amorties à excitation

harmonique(voir [62]). Cette procédure de conception ou réglage repose sur hypothèse

du “point fixe” qui stipule que toutes les courbes de réponse en fréquence du système

dynamique à 2DDL résultant passe par deux points spécifiques ; l’emplacement de ces
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Figure 1.2 – Modèle de structure (système primaire de masse m1) équipée d’une solution de contrôle
passif TMD de type Ormondroyd et Den Hartog [7].

points étant indépendant du coefficient d’amortissement du dashpot. Ainsi, le dispositif

amortisseur-masse-ressort réglé, communément appelée dans la littérature amortisseur de

masse accordé (réglée) (TMD) ou amortisseur dynamique de vibrations (DVA), permet de

supprimer le mouvement oscillatoire des structures primaires à excitation harmonique sur

une plus large gamme de fréquences d’excitation par rapport au dispositif masse-ressort

attaché de Frahm [6]. Plus loin, la procédure de réglage basée sur des points fixes s’est

avérée très proche à la solution “exacte” pour le réglage optimal du TMD classique (Nishi-

hara et Asami [63]). Cependant, pour le cas des structures primaires à 1DDL amorties, la

théorie du point fixe n’est pas applicable et la dérivation des paramètres TMD optimaux

sous forme exacte devient une tâche difficile (voir par exemple Nishihara et Asami [63] ;

Asami et al [64]). Néanmoins, les techniques d’optimisation numérique sont appliquées en

pratique pour une conception optimale du TMD [65–67].

Pour étendre l’application de l’amortisseur de masse réglée TMD dans l’ingénierie sis-

mique, Warburton [69] a dérivé les paramètres TMD optimaux basés sur la théorie des

points fixes pour le cas des structure à 1DDL non amorties à excitation de base harmo-

nique. De plus, d’importants travaux de recherche ont été consacrés à l’étude du potentiel

d’utilisation du TMD classique pour atténuer le mouvement de la structure primaire excité

stochastiquement. En utilisant des techniques analytiques standard, les paramètres TMD

optimaux peuvent être facilement obtenu sous formes exactes en tant que fonction de la

masse du TMD pour minimiser la variance de réponse des structures primaires à 1DDL

non amorties soumises à une excitation de support de bruit blanc [68, 69]. Cependant,

pour le cas des structures primaires 1DDL amorties soumises à des excitations de support

stochastiques, la dérivation des paramètres TMD optimaux par des approches analytiques

devient également une tâche difficile. A cette fin, des techniques d’optimisation numérique

sont couramment utilisées pour une conception optimale du TMD afin de minimiser la
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1.3.1. Suppression passive des vibrations

réponse de la variance pour ces structures primaires [65, 70–72]. Alternativement, des

solutions approximatives simplifiées pour le problème en question ont été atteintes en

faisant l’hypothèse de structures primaires “légèrement” amorties [73,74]. Dans le même

esprit, plusieurs chercheurs ont proposé différentes méthodes approximatives simplifiées

et numériques pour la conception du TMD pour structures primaires linéaires amorties à

multiple degrés de liberté (MDDL) sous excitation de base stochastique. Ces differentes

methodes sont largement utilisées pour modéliser les structures de bâtiments à plusieurs

étages à excitation sismique [75–78]. Notons que la conception optimale du TMD pour

la suppression des vibrations dans les structures primaires linéaires à multiples degrés de

liberté (MDDL) sont une tâche simple car, en pratique courante, le but est de contrôler

les vibrations selon une seule forme du mode structurel unique (le dominant) [76].

Bien que des arrangements alternatifs de ressorts linéaires et d’amortisseurs visqueux

ont été envisagés dans la littérature pour fixer une masse aux structures primaires (voir

par exemple [79,80] et leurs références), la configuration TMD classique discuté ci-dessus

(masse fixée via un ressort et un amortisseur en parallèle) est le plus étudié dans la

littérature et le plus couramment utilisé pour le contrôle passif des vibrations de diverses

structures de génie civil et mécanique et des Composants structurels.

Ces dernières années, plusieurs stratégies différentes ont été utilisées pour améliorer

les performances du TMD classique pour la suppression passive des vibrations des sys-

tèmes structurels y compris l’utilisation de plusieurs TMD classiques (voir par exemple

[18–20,71,81] et les références y figurant), l’incorporation d’amortisseurs visqueux non li-

néaires à la configuration TMD classique [56], la prise en compte des TMDs hystérétiques

[22], et l’inclusion de rigidités négatives dans les différentes configurations masse-ressort-

amortisseur de TMDs [15,23–26]. Ces stratégies offrent des performances améliorées par

rapport au TMD classique. Cependant, une conception ou un réglage optimal devient une

tâche difficile et compliquée par le calcul, en particulier pour les structures primaires à

MDDL amorties. Pour les structures primaires à 1DDL non amorties contrôlés par un

TMD incluant une rigidité négative, la conception optimal suivant les procédures stan-

dard est parfois simple mais, l’implémentation d’une rigidité négative est très complexe

et difficile à réaliser dans les pratiques d’ingénierie. De plus ces types de systèmes sont

potentiellement instables et causent d’importants déplacements dans la région des basses

fréquences de la réponse en fréquence de ces structures primaires. Néanmoins, la justifi-

cation de son utilisation dans le contrôle des vibrations des structures primaires pourrait

être double : réponses en fréquences améliorées sur une plus grande zone autour de la

résonance et une réponse quadratique moyenne cumulative réduite du système primaire

[25]. En outre, les résultats analytiques et numériques rapportés dans la vaste littérature

pertinente suggèrent que l’efficacité du TMD pour l’atténuation des vibrations des struc-

tures augmentent en augmentant la masse du TMD attachée. C’est particulièrement le

cas pour les excitations haute intensité de support de structures primaires [78,83].

En effet, plus la masse attachée considérée est grande, plus le TMD conçu de manière
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optimale devient efficace pour supprimer les vibrations excessives de la structure primaire

au prix d’une augmentation du poids total du système structurel [84]. À cet égard, des

études récentes se concentrent sur des configurations non conventionnelles qui ont en com-

mun l’emploi de masses de TMD significativement grandes, pouvant atteindre l’ordre de

15% à 100% de la masse totale de la structure primaire [77, 78, 83–86]. Cela peut être

réalisé par l’utilisation de sous-structures utilisées comme absorbeurs de vibrations auto-

nomes dans immeubles de grande hauteur, comme proposé par Feng et Mita [84] où il est

montré que l’utilisation de cette“ Configuration de méga-sous-structures ”avec des masses

pouvant atteindre 100% de la masse du corps principal de la structure, améliore consi-

dérablement la réponse sismique des structures primaires. Il est prouvé que l’utilisation

de TMD de grande masse améliore la robustesse en termes d’incertitudes des paramètres.

De la même manière, de grands TMDs sont également proposé dans Angelis et al [78],

avec des masses égales à 72% de la masse du système primaire. L’étude est réalisée au

moyen d’analyses numériques et d’essais expérimentaux. Il est à conclure que les TMDs

de grande masse entrâınent de plus grandes réductions de la réponse structurelle par rap-

port aux conventionnels. La solution proposée se révèle également plus robuste contre les

écarts des paramètres optimaux résultant d’incertitudes dans les propriétés structurelles.

Des TMDs de grande masse sont également utilisés dans [83] pour le cas d’une structure

1DDL sur un exemple de conception pour la modernisation sismique d’un pont en treillis

à longue portée. Une masse TMD égale à 77% de la masse totale de la structure primaire

est proposée. Ses performances se sont avérées plus robustes par rapport aux incertitudes

des paramètres structurels du système ainsi du contenu en fréquence d’excitation. De plus,

le concept de toit-jardin à pendule roulant TMD (RPTMD) est introduit par Matta et De

Stefano [85, 86] où de grandes masses non structurelles déjà disponibles au sommet des

bâtiments sont transformées en TMD. Les incertitudes de masse survenant dans le TMD

sont inspectées au moyen d’une analyse robuste. Les mêmes auteurs [86] proposent une

comparaison entre le pendule roulant précédemment proposé et la configuration classique

TMD translationnelle.

Étant donné qu’une grande masse de TMD conduit à une augmentation indésirable du

poids qui doit être supporté par la structure primaire en utilisant des solutions structu-

rellement sophistiquée [77,78,83–86], il est possible de rechercher des moyens de réduire

la masse du TMD attachée pour faciliter la conception structurelle pratique, tout en

maintenant l’efficacité bien documentée des TMDs de grandes masses pour atténuer les

mouvements de forces soudaines associées aux mouvements du sol, mouvements de vents

et autres, induite modéré ou grave. En attendant, des techniques de suppression active et

semi-active des vibrations sont présentés dans la suite.

1.3.2 Suppression active des vibrations

La méthode active est également un moyen populaire de supprimer les vibrations avec

des recherches importantes à partir des années 1970. Différente de la technique de sup-
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pression passive, la méthode active réduit les vibrations en utilisant une force active sous

la forme d’un actionneur. Un tel système nécessite une alimentation supplémentaire au

système pour générer un mouvement, plutôt que d’absorber de l’énergie pour résister à

un mouvement comme dans le cas des appareils passifs. Ces forces actives varieront en

fonction des états actuels du système, qui sont normalement mesurés par des capteurs,

et sont conçus pour fonctionner dans une large gamme de conditions d’excitation et de

fonctionnement. Une loi de commande est utilisée pour déterminer la force de l’actionneur

appropriée en fonction des signaux du capteur. Si les lois de contrôle sont soigneusement

conçues, un tel système surpasse les dispositifs passifs. A titre d’exemple, voir [87] dans

la comparaison utilisant un modèle de bâtiment à plusieurs étages. Cependant, des exi-

gences matérielles et électriques plus coûteuses entrâınent un coût élevé de ces systèmes

de supression active de vibrations. De plus, la suppression active des vibrations comporte

un risque d’instabilité dû à l’injection de puissance d’activation [59]. Par conséquent, les

techniques de suppression active des vibrations sont souvent évitées si possible dans la

plupart des applications industrielles [88].

Les conceptions de systèmes de suspension active ont attiré une grande attention ces

dernières années avec de nombreuses démonstrations de leur supériorité de performance

par rapport aux systèmes passifs dans différents applications. Cependant, moins sont

nombreux des systèmes de suppression active des vibrations dans les applications en génie

civil. On peut néanmoins citer [89, 90] en tant que exemple. Ils sont beaucoup plus

nombreux dans les systèmes de suspension automobile. les méthodes de contrôle actif ont

également été proposées pour les amortisseurs d’aéronefs [91,92].

1.3.3 Suppression semi-active des vibrations

Une alternative aux techniques de suppression passive et active est la suppression

semi-active, qui combinent certaines des caractéristiques des techniques passives et actives.

Fondamentalement, les techniques semi-actives incorporent des dispositifs passifs réglables

qui incorporent les paramètres accordables qui dépendent du mouvement du système [93].

Généralement, les systèmes de suppression semi-active ne nécessitent qu’un faible niveau

d’alimentation externe. Ils ne génèrent pas de mouvement, mais résistent à un mouvement

car des dispositifs passifs facilitent donc la stabilité du système [94].

L’étude de la suppression semi-active des vibrations a d’abord été réalisée par Karnopp

et al. dans [95], qui proposait un système d’amortissement “skyhook” pour les systèmes

de suspension automobile et des avantages similaires en termes de performance ont été

obtenus en tant que systèmes entièrement actifs. Après [95], de nombreux efforts de

recherche ont été faits sur la suppression semi-active pour les applications d’ingénierie.

Par exemple, Alujević et al [96] ont étudié les limites de stabilité et de performance pour

l’isolation semi-active des vibrations à l’aide d’un retour de vitesse mixte. Mansour et

al. [97] ont analysé la faisabilité et l’efficacité d’une commande de suspension semi-active

à l’aide d’actionneurs intelligents magnétorhéologiques, pour réduire les vibrations des

Rédigée par : 13 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



1.4. Suppression des vibrations basée sur l’inerter

systèmes mécaniques, à l’exemple des suspensions des voitures particulières. Dans [98], la

supériorité des systèmes d’amortisseurs semi-actifs sur la suppression des vibrations des

structures d’ingénierie a été démontré par rapport à un amortisseur passif conventionnel.

En résumé, bien que les suppressions de vibrations actives ou semi-actives surpassent

les suppressions passives en termes d’amélioration des performances, les dispositifs passifs

présentent certains avantages. Ils sont généralement plus simples, plus fiables, ne néces-

sitent aucune source d’alimentation et sont inconditionnellement stable. Par exemple,

les systèmes actifs nécessitent une production d’électricité d’appoint, mais sous certaines

circonstances tels qu’un tremblement de terre, l’appareil est nécessaire alors que l’alimen-

tation tombe souvent en panne. Par conséquent, cette thèse se concentrera uniquement

sur les dispositifs de suppression passive des vibrations.

En général, les dispositifs passifs conventionnels sont normalement identifiés via une

approche “suivi et erreur”. Par conséquent leur performance dynamique n’est pas maxi-

misée. Cela est dû au manque d’approche symétrique pour explorer pleinement toutes les

conceptions possibles. Cependant, avec les avancés dans le domaine du contrôle structu-

rel des vibrations, cela peut être potentiellement résolu à l’aide d’un élément mécanique

passif nouvellement introduit, appelé “inerter”, comme discuté dans la section 1.4. Avec

ce nouveau dispositif, de nouveaux réseaux mécaniques (dispositifs mécaniques) couplant

de ressorts, amortisseurs (composant principales des réseaux mécaniques) et dispositifs

d’amplification de masse (“inerter”) ont été récemment développés comme présenté dans

la même section. De plus, compte tenu des insuffisances remarquées des amortisseurs de

masse réglé TMD (voir section 1.3.1), ces dispositifs mécaniques sont de bon substituant

et agissent au même titre qu’un TMD, mais avec une masse secondaire équivalente beau-

coup plus importante. Ces détails son également présentés dans la section suivante. À cet

égard, quelques de ces dispositifs à base d’inerter seront étudiés dans cette thèse et les

résultats seront présentés dans la suite.

1.4 Suppression des vibrations basée sur l’inerter

L’inerter est un composant disponible dans le commerce, conceptuellement introduit

par Smith [27]. Récemment, des avantages de performances significatifs de la suppression

passive des vibrations basées sur l’inerter ont été identifiés avec succès pour plusieurs

structures d’ingénierie. Dans cette section, le concept et les réalisations physiques de

l’inerter sont passés en revue, ainsi qu’une analogie force-courant est présentée. Nous

explorons également trois approches de conception disponibles pour les absorbeurs ou

isolateurs de vibrations et un certain nombre d’exemples d’applications notables.

1.4.1 L’inerter

Conceptuellement introduit par Smith [27], l’inerter a d’abord été proposé comme

élément de circuit mécanique passif pour réaliser une analogie complète entre les sys-
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tèmes mécaniques et électriques. L’analogie standard force-courant mécanique-électrique

introduite par Firestone [100], définit la force mécanique F analogue au courant élec-

trique i et la différence de vitesse mécanique ∆v à la tension électrique u. Avec l’analogie

force-courant, l’inductance électrique et la résistance peuvent être mappées au ressort mé-

canique et à l’amortisseur, respectivement. Étant donné que la masse doit avoir une borne

fixée à la terre [99] en raison de la deuxième loi de Newton appliquée, il est analogue

au condensateur avec une borne comme masse électrique. Cette analogie est évidemment

incomplet car le condensateur ne doit pas nécessairement avoir une borne mise à la terre.

Étant donné la propriété idéale d’un condensateur selon laquelle le courant traversant

l’élément est proportionnel à la dérivée de la tension, il peut être exprimé comme

i = Cu̇ (1.1)

où C est la capacité. Équivalent à un condensateur, l’inerter idéal (aucune borne n’a

besoin d’être mise à la terre) est un élément (dispositif) mécanique à deux terminaux

(deux bornes) de masse/poids négligeable développant une force interne (de résistance)

proportionnelle à l’accélération relative de ses deux bornes qui sont libres de se déplacer

(mouvement) indépendamment. La Fig. 1.3 représente symboliquement un dispositif iner-

ter dont les bornes sont soumises à une force F égale appliquée extérieurement et opposée

en équilibre avec la force développée intérieurement. Par définition, la relation suivante

est valable pour l’inerter linéaire idéal [27,100] :

F = b(ü2 − ü1) (1.2)

où u1 and u2 sont les coordonnées des déplacements des deux bornes et un point sur

le symbole signifie la différenciation par rapport au temps t. Dans l’équation ci-dessus

( 1.2), b est la constante de proportionnalité ayant pour unité de masse le kilogramme

et caractérise pleinement le comportement de l’inerter. Pourtant, la masse physique d’un

dispositif inerter réel est d’un ordre de grandeur très inférieure à b d’où l’importance de

ce dispositif.

Figure 1.3 – Représentation schématique du dispositif à volant à deux bornes (b est la constante de
proportionnalité équivalente à la masse.

Utilisant des arrangements d’engrenages à crémaillère ou des mécanismes à vis à billes

pour entrâıner un volant d’inertie rotatif, plusieurs de ces dispositifs ont été construits

et prototypés [27, 100, 101]. En fait, les dispositifs inerters ont été utilisés avec succès

pour le contrôle des vibrations des systèmes de suspension dans les véhicules de haute

performance [102, 103]. Plus, récemment, des implémentations d’inerters de fluide ont
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été proposées [104, 105] qui utilisent la masse d’un fluide s’écoulant à travers un canal

hélicöıdal pour générer la force résistive requise (voir Fig. 1.4).

Figure 1.4 – Vue schématique d’un inerter fluide à tube hélicöıdal typique, reproduite à partir de
[106].

Le dispositif inerter peut être considéré et modélisé comme un élément mécanique

linéaire qui complète l’élément à ressort linéaire idéal (c.-à-d. dispositif à deux bornes

développant une force interne proportionnelle au déplacement relatif de ses bornes) et

l’amortisseur linéaire (c’est-à-dire dispositif à deux bornes développant une force interne

proportionnelle à la vitesse de ses bornes). À cette fin, le concept de l’inerter permet une

cartographie biunivoque des systèmes mécaniques dynamiques pour le contrôle passif des

vibrations de manière analogue à la synthèse du réseau électrique. En fait, le concept

de l’inerter permet de concevoir des systèmes mécaniques pour le contrôle passif des vi-

brations de manière analogue à la synthèse des réseaux électriques. À cette fin, diverses

topologies de ressorts, d’amortisseurs et d’inerters ont été testés pour l’isolation des vi-

brations des véhicules [102,103].

L’effet apparente d’une masse secondaire b provenant du mécanisme de l’inerter qui

a été noté dans l’article original de Smith [27] est particulièrement important pour les

besoins de cette thèse. L’effet peut être facilement compris en examinant le modèle équi-

valent de la Fig. 1.1 en remplaçant la masse secondaire m2 par un dispositif inerter à

une borne mis à la terre et de masse secondaire équivalente b. En particulier, considérons

la structure primaire linéaire non-amortie à 1DDL de la Fig. 1.5 avec une masse m1 et

une rigidité k1 contrôlée par un TMD sans amortisseur (Fig. 1.5a) et par un dispositif

à base inerter mis à la terre (Fig. 1.5b) ; respectivement. La structure est soumise à des

excitations de force due aux pressions du vent comme exemple. L’équation du mouvement

de cette structure écrite en termes de déplacement vertical par rapport à l’excitation de

force est donnée comme suite.

Avec un TMD sans amortisseur (Fig. 1.5a) :
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Figure 1.5 – Modèle de structure (système primaire) équipée d’une solution de contrôle passif (a)
TMD de type Frahm [6] (b) et son modèle équivalent avec dispositif inerter mis à la terre.

 m1ẍ1 + k2(x1 − x2) + k1x1 = f0(t)
m2ẍ2 + k2(x2 − x1) = 0

(1.3)

Avec un dispositif à base inerter mis à la terre (Fig. 1.5b) :

 m1ẍ1 + k2(x1 − x2) + k1x1 = f0(t)
bẍ2 + k2(x2 − x1) = 0

(1.4)

Clairement, à partir des équations (1.3) et (1.4), l’inclusion de l’inerter fait apparaitre

une masse secondaire apparente dans le système. Cependant, concernant la taille physique

de l’inerter, il est rapporté dans la littérature qu’ il existe des inerters de 2 kg pouvant

fournir 70 kg d’inertance, disponible sur le marché commercial [107]. De plus, un volant

de 2 kg produisant une inertance de 350 kg [108] et une masse inertielle de 5400 tonnes

en utilisant une masse réelle de 560 kg a été étudiée expérimentalement [109]. Cela sert à

démontrer qu’une forte valeur d’inertance peut être créée avec des masses relativement pe-

tites. Étant donné que les TMDs ont besoin d’une masse secondaire importance pour être

plus efficaces, l’inerter se présente donc comme un bon substituant de la masse secondaire

des TMDs compte tenue de ses avantages inertiels.

Pour approfondir cette question, la Fig. 1.6 présente un réalisation mécanique de l’iner-

ter comprenant un piston qui entrâıne un volant rotatif par une crémaillère, un pignon et

un système d’engrenage à n engrenages (par exemple, Smith [27]).

L’inertance b obtenue à partir d’un tel dispositif mécanique s’exprime par :

b = mf

γ2
f

γ2
pr

(
n

Π
i=1

r2
i

pr2
f

)
(1.5)

où mf est la masse du volant et γf est le rayon de giration du volant ; rf représente

le rayon du pignon du volant et n représente le nombre d’engrenages avec rayon ri et

rayon de pignon rj enchâınés entre le pignon d’entrée et le pignon de sortie du volant.
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Figure 1.6 – Réalisation mécanique possible de l’inerter comprenant un poussoir qui entrâıne un
volant rotatif à travers un système à crémaillère, pignon et engrenage à n engrenages.

On peut facilement déduire de l’équation (1.5) que, à mesure que le nombre d’engrenages

considérés dans la réalisation mécanique de l’inerter augmentent, l’effet d’amplification de

masse augmente proportionnellement, donc l’inertance b implicitement.

Figure 1.7 – Représentation schématiques des mécanismes physiques simples utilisés pour produire
un inerter : (a) mécanisme à vis à bielles et (b) mécanisme à cremaillere et pignon.

Divers autres dispositifs mécaniques peuvent être utilisés pour satisfaire l’equation

(1.2) et produire un inerter. La Fig. 1.7 montre le mécanisme à vis à billes [108,111] et le

mécanisme à crémaillère et pignon [147], qui sont deux des mécanismes les plus courants

qui ont été utilisés dans la littérature pour produire un inerter. En utilisant ces dispositifs,

les mécanismes produisent de l’inertance b en transférant le mouvement des deux bornes

dans la rotation d’une petite masse physique m0 du volant et développement de la force

axiale (F).

La vitesse de rotation (ω) du volant d’inertie est égale au produit de la dérivée du

déplacement relatif entre les deux extrémités (terminaux) du dispositif et le coefficient α

lié à la géométrie du mécanisme

ω = α(u̇1 − u̇2) (1.6)

Pour le mécanisme à vis à billes
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α = 2π/ρ (1.7)

où ρ est le pas de la vis à billes. Pour le mécanisme à pignon et crémaillère

α = 1/rc (1.8)

où rc est le rayon du pignon.

Considérant que le volant est un cylindre creux, J = m0R
2, où m0 et R sont la masse

et le rayon du volant. L’énergie cinétique du corps en rotation peut être réécrite comme

T = 1
2m0R

2α2(u̇1 − u̇2)2 (1.9)

Sur la base de cette énergie cinétique, la contribution inertielle effective du système peut

être écrit comme

d

dt

(
∂T

∂u̇i

)
= m0R

2α2(ü1 − ü2) (1.10)

Comparer les equations (1.2) et (1.11) et compte tenu des hypothèses décrites ci-dessus,

l’inertance de ce dispositif peut s’écrire

b = m0R
2α2 (1.11)

Notons que, l’inclusion de l’inerter dans des systèmes dynamiques modifie (réduit) la

fréquence naturelle du système. Cette question a été récemment examinée par Chen et

al, [110]. De plus, l’amplitude de la force effective sur la structure est également réduite,

considération qui a été largement discuté dans Takewaki et al. [112] .

A l’exception des réalisations d’inerters mentionnées ci-dessus qui intègrent toujours

une course de translation, l’inerter rotatif qui est idéal pour la suppression des vibrations

de torsion est également proposé. Un inerter à engrenage planétaire [113] est un exemple

typique et pendant son fonctionnement, la rotation relative entre deux bornes entrâıne les

rotations à la fois du soleil et des engrenages planétaires, générant la force d’inertie.

1.4.2 Analogie force-courant

Les systèmes mécaniques et électriques ont une dynamique très similaire. Dans l’ana-

logie force-courant entre ces systèmes, Le ressort et l’amortisseur dans les systèmes mé-

caniques peuvent être analogues à la bobine et au résistor dans les systèmes électriques,

respectivement.

Historiquement, la masse est vue comme l’élément mécanique correspondant au conden-

sateur électrique. Cependant, d’après la deuxième loi de Newton, l’accélération de la masse

est relative à un point fixe dans le cadre inertiel [27]. Cela signifie que l’un des terminaux

de la masse est au sol et l’autre terminal est le centre de masse. En d’autres termes,
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la masse n’est pas un véritable dispositif à deux terminaux. L’élément électrique corres-

pondant à la masse est en réalité un condensateur mis à la terre. En proposant l’iner-

ter, l’analogie force-courant est complétée et les réseaux mécaniques ressort-amortisseur-

inerter peuvent être directement représentés en tant que réseaux électriques inductance-

résistance-condensateur. Une nouvelle correspondance de l’inerter est proposée dans le

Tableau 1.1. Notons que bien que l’inerter soit motivé par l’analogie force-courant, ses

propriétés ne sont pas dépendantes de cette analogie. Cependant, les méthodes systéma-

tiques de synthèse passive de réseau électrique peuvent être directement appliquées à la

conception de réseaux mécaniques basés sur des inerters.

Pour plus de détails, le Tableau 1.1 résume l’analogie mécanique-électrique force-

courant et la translation des impédances mécaniques pour les éléments de base. Via le

mécanisme analogie électrique-mécanique, un système physique linéaire peut être repré-

senté par un réseau comme un circuit électrique puis, l’analyse et la synthèse du réseau

électrique peuvent être appliquées pour explorer systématiquement les caractéristiques

dynamiques. En outre, il fournit un moyen unificateur de modéliser et d’analyser un sys-

tème interdisciplinaire, tel qu’un système mécatronique [114]. La modélisation de l’inerter

fluide profite également d’une telle analogie [115]. Un examen de l’utilisation de l’analyse

et de la synthèse du réseau dans la conception des dispositifs passifs de suppression de

vibrations est donné à la section suivante.

Table 1.1 – Nouvelle correspondance entre réseaux électrique et mécanique.
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1.4.3 Approches conceptuelles des dispositifs passifs de suppres-

sion de vibrations

Dans la section précédente, il a été montré que l’introduction de l’inerter complète

l’analogie électrique-mécanique. Par conséquent, la gamme des dispositif de suppression

passifs de vibrations, qui peut être réalisé par des réseaux passifs, est fondamentalement

élargi pour fournir une performance dynamique souhaitable. L’identification des configu-

rations passifs d’absorbeurs ou d’isolateurs de vibrations bénéfiques dépend de la façon

dont les schémas candidates sont proposées et le réglage optimal des paramètres est ef-

fectué via une analyse analytique ou via des algorithmes d’optimisation. Notons qu’ici,

le terme configuration représente la disposition topologique du réseau (disposition) des

composants qui sont des ressorts, amortisseurs et inertes passifs idéaux, ainsi que leurs

valeurs de paramètres. Deux approches, qui sont basées sur la structure et basées sur

l’admittance, sont couramment utilisées pour concevoir les configurations d’amortisseurs

passifs optimales. Une approche de conception remarquable, à savoir l’approche basée sur

la structure-admittance, est nouvellement introduite dans [116]. Cette section donne un

aperçu de ces trois approches. Notons que les algorithmes d’optimisation eux-mêmes ne

sont pas abordés ici car les techniques d’optimisation standard sont appliquées ici.

Approche basée sur la structure

Avec l’approche basée sur la structure, des réseaux passifs candidats sont proposés

en utilisant des composants prédéterminés avec une topologie de réseau fixe. Les valeurs

d’élément des dispositifs candidats sont sélectionnées grâce à l’optimisation, en utilisant

les critères de performance comme fonction coût et en tenant compte des contraintes

d’éléments sensibles.

Un certain nombre de dispositions passifs d’absorbeurs ou d’isolateurs de vibrations,

qui manifestent leurs avantages pour différentes applications peuvent être proposées en

tant que candidats basés sur la structure. Par exemple, avant l’introduction de l’inerter,

l’amortisseur de vibrations passif se compose normalement de ressorts, d’amortisseurs

et d’éléments de masse, tels que les TMDs pour la suppression de vibrations dans les

bâtiments. En variante, des amortisseurs de vibrations à base d’inerter sont proposés avec

une approche basée sur la structure pour la construction de suspensions. Dans [117],

trois structures ont été étudiées, qui sont l’amortisseur à ressort parallèle, l’amortisseur à

ressort parallèle et un ressort en parallèle avec des dispositions d’amortisseur en série (les

deux derniers sont illustrés sur les Figs. 1.8a et b).

L’amortisseur de masse visqueuse ajusté (TVMD), qui incorpore un composant de type

inerter, a été également proposé et analysé pour le contrôle des vibrations sismiques du

bâtiment par Ikago et al. [108]. Une nouvelle configuration dans laquelle la masse de TMD

est remplacée par inerter a été introduite par Lazar et al. [118], appelé amortisseur inerter

accordé (TID). Les vues schématiques des mises en place TVMD et TID sont illustréss

dans [108, 118]. On peut également trouver d’autres disposition de ces réseaux dans Hu

et al. [119]. Tous ces dispositifs proposés fonctionnent comme des systèmes de suspension,
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Figure 1.8 – Exemple de vues schématiques de deux amortisseurs de vibrations typiques à base d’iner-
ter, (a) disposition parallèle-amortisseur-inerter [117], (b) un ressort en parallèle avec une disposition
d’amortisseur-inerter série [117].

qui ont deux bornes reliées à deux points sur les structures. Les applications des disposi-

tions susmentionnées sont présentées en détail dans la section suivante. L’approche basée

sur la structure permet d’étudier les avantages potentiels en termes de performances des

mises en page présentant la complexité la plus faible, avec les avantages supplémentaires

de définir directement les contraintes de paramètres sur les composants. Ceci est crucial en

termes de poids et de limite d’espace et de coût de fabrication. Cependant, l’amélioration

obtenue est limitée du fait qu’il existe de nombreuses conceptions possibles qui n’ont pas

été couvertes par cette approche. En revanche, l’approche par admittance peut systéma-

tiquement envisager des structures mécaniques plus complexes avec un large éventail de

possibilités.

Approche basée sur l’admittance

L’approche basée sur l’admittance est associée à la synthèse en réseau de l’admittance

(ou impédance) positive-réelle du système Y (s), qui peut être définie comme

Y (s) = F̃

∆ṽ (1.12)

où F̃ et ∆ṽ représentent respectivement la force et la vitesse relative dans le domaine

de Laplace. Les expressions de Y (s) pour les composants de base sont résumées dans la

Fig. ??. Pour être précis, un réel positif Y (s) sera utilisé puis, ses paramètres seront optimi-

sés pour atteindre les performances optimales. Ensuite, la théorie de la synthèse de réseau

peut être utilisée pour identifier la disposition spécifique qui peut réaliser le ou les Y (s)
optimisés [120,121]. Dans le contexte de la synthèse de réseau électrique, Bott et Duffin

[122] ont introduit un théorème selon lequel toute fonction d’admittance positive-réelle

peut être réalisée par une configuration de réseau constituée uniquement d’inductances,

de résistances et de condensateurs. Avec l’analogie introduite dans la section 1.4.2, ce

théorème peut être étendu à d’autres contextes, tels que les systèmes mécaniques. Pour
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assurer une complexité relativement moindre, l’admittance Y (s) peut être définie comme

une fonction bilinéaire ou biquadratique, dans laquelle le numérateur et le dénominateur

sont respectivement des fonctions de premier ou de second ordre de la variable de Laplace

s. Les avantages de l’utilisation de telles fonctions de transfert ont été identifiés pour

diverses structures mécaniques, telles que l’automobile [114], la moto [123] et le bâti-

ment [124]. Les fonctions d’admittance d’ordre supérieur sont également étudiées à l’aide

d’approches d’inégalité de matrice linéaire pour la suspension de véhicule dans [125,126]

et se sont avérées plus bénéfiques que les fonctions bilinéaires et biquadratiques. Pour les

absorbeurs de vibrations des structures mécaniques, la minimisation de la complexité du

réseau est cruciale en raison de l’espace et de la limite de poids, de sorte que des réalisa-

tions minimales des fonctions d’admittance optimales attirent l’attention des chercheurs.

Une série de résultats de synthèse de réseau ont été récemment obtenus sur des réalisa-

tions efficaces des impédances biquadratiques positives-réelles [127–129]. Par exemple,

des réseaux constitués de trois éléments résistifs et de deux éléments réactifs [127] .

Un large éventail de fonctions d’admittance positive-réelle peuvent être explorées en

utilisant l’approche basée sur l’admittance. Cependant, dans cette approche, il n’est pas

possible de prédéterminer le nombre et les types d’éléments et la topologie du réseau.

Il y a encore quelques admittances positives-réelles qui doivent être réalisées avec un

grand nombre d’éléments, comme neuf éléments pour des fonctions biquadratiques avec

des réalisations de Bott-Duffin [122]. Compte tenu de la difficulté de fabrication, de

l’encombrement et de la limite de poids, le réseau avec un grand nombre d’éléments ou une

topologie complexe n’est pas préférable. En ce qui concerne également ces considérations

physiques, un autre inconvénient de l’approche basée sur l’admittance, par rapport à

l’approche basée sur la structure, est que les valeurs des éléments ne peuvent pas être

restreintes à l’avance.

Approche basée sur la structure-admittance

Comme indiqué précédemment, les deux approches de conception couramment utili-

sées pour les absorbeurs et isolateurs passifs de vibrations, basées sur la structure et basées

sur l’admittance ont leurs propres avantages et inconvénients inhérents. Pour conserver

les avantages associés aux deux approches tout en évitant leurs limites, une approche

de conception nouvellement introduite, à savoir l’approche structure-admittance, a été

proposée dans [124]. Les fonctions de transfert proposées par cette approche couvrent

non seulement tous les réseaux avec un nombre prédéterminé de chaque élément mais

contiennent également des informations explicites sur la topologie du réseau et les va-

leurs des éléments. Basé sur la théorie série-parallèle des réseaux, une procédure générale

pour formuler l’admittance structurelle avec n’importe quel nombre arbitraire et type

d’éléments est introduite, en détail [124].

Dans [124], deux études de cas concernant la suppression des vibrations des structures

de véhicules et de bâtiments sont réalisées pour démontrer la faisabilité de cette approche.

Compte tenu des structures avec une complexité spécifiée en termes de nombres de chaque

Rédigée par : 23 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



1.4.4. Quelques applications de l’inerter

élément utilisé, les résultats d’optimisation avec cette approche surpassent ceux obtenus

avec les approches basées sur la structure et l’admittance. L’applicabilité d’une telle tech-

nique n’est pas limitée au contexte du dispositif mécanique alors qu’elle peut être étendue

aux systèmes électriques ou composés.

Cependant, l’approche basée sur la structure est manifestement l’intérêt porté dans

cette thèse. Des réseaux passifs candidats sont proposés en utilisant des composants d’élé-

ments mécanique de base comme les ressorts, les amortisseurs couplés en série ou en

parallèle avec le dispositif inerter idéal. Les valeurs d’élément des dispositifs candidats

sont sélectionnées grâce à l’optimisation en utilisant les critères de performance comme

fonction coût. En attendant, la section suivante présente quelques applications ayant fait

objet d’utilisation du dispositif inerter.

1.4.4 Quelques applications de l’inerter

Dans [27], Smith a introduit trois idées initiales pour des applications inerter, pour

fonctionner comme un amortisseur de vibrations amélioré, aider à concevoir une jambe de

suspension supérieure et remplacer un élément de masse. Ces trois idées ont été dévelop-

pées et étendues à un large éventail de structures d’ingénierie par des études approfondies,

avec des améliorations de performance significatives identifiées.

Systèmes de véhicules

L’inerter, nommé “ amortisseur J ”, a été initialement appliqué pour la suspension des

courses de Formule 1 par Mc Laren Mercedes depuis 2005, où une disposition parallèle

ressort-amortisseur-inerter, comme illustré sur la Fig. 1.8a, est utilisée [130] pour conser-

ver une meilleure maniabilité et une meilleure adhérence. McLaren a inventé le nom de

“amortisseur en J” pour l’inerter afin de protéger la technologie de ses rivaux, tandis que

jusqu’en 2008, le secret a été divulgué et l’inerter devenait disponible dans le commerce

[131]. Bien que les avantages de “l’amortisseur en J” sur la Formule 1 aient été cachés, des

études sur la suspension à inerter pour véhicules routiers sont encore développées dans la

littérature ouverte. Dans [132], Smith et Wang ont introduit huit schémas de suspension

simples à base d’inerters qui ne contiennent qu’un seul inerter et un amortisseur. Pour les

modèles quart de voiture et les modèles complets, environ 10% ou plus d’améliorations ont

été identifiées pour les performances de confort de conduite, d’adhérence de type et de port

de charge dynamique, individuellement, par rapport à la jambe de force conventionnelle.

Une optimisation multi-objectifs prenant en compte à la fois le confort de conduite et la

charge dynamique a également été réalisée pour démontrer les avantages. Les résultats

d’optimisation obtenus dans [132] ont été consolidés par [125,133]. Les effets des suspen-

sions de véhicules à inerter sur le compromis entre les différents critères de performance

des véhicules ont été étudiés dans [134] et les avantages ont été mis en évidence. Les effets

des non-linéarités rencontrées dans les dispositifs inerter à vis à billes et à fluide sur les

performances des suspensions de véhicules ont été étudiés dans [135,136], respectivement.

Des recherches sur l’utilisation de l’inerter dans les systèmes de suspension de véhicules
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ferroviaires sont en cours. La première contribution significative à ce sujet a été faite par

Wang et al. dans [126,137]. Dans [126], les améliorations de deux configurations simples

basées sur l’inerter dans le confort des passagers et le rapport d’amortissement du système

le long de la déviation verticale ont été obtenues, en comparaison avec la disposition

conventionnelle. D’autres avantages des suspensions ferroviaires basées sur les inerters

ont été identifiés avec des admittances d’ordre élevé. Les tests expérimentaux ont montré

que, bien que les avantages en termes de performances soient amoindris en raison des

non-linéarités inerte, ils sont toujours significatifs. L’inerter s’est également avéré efficace

pour augmenter la vitesse critique afin de maintenir la stabilité latérale [138]. Ces études

ont été étendues pour améliorer les performances de confort de conduite dans [139]. Jiang

et al. [139] ont démontré les avantages de l’inclusion de l’inerter dans les suspensions

secondaires verticales et latérales pour améliorer le confort de conduite. Les effets des

irrégularités de piste ont été soulignés dans [140]. Pour une revue plus approfondie de ce

sujet, voir [141].

Systèmes de génie civil

Les applications de la suspension à base d’inerter ont été étendues aux systèmes de gé-

nie civil grâce à des recherches approfondies, dont la plupart sont axées sur les bâtiments.

Les premiers travaux sur la suspension de bâtiment à base d’inerters ont été menés par

Wang et al. [117, 138] et ses reférences. Dans [117], deux agencements simples à base

d’inerters qui sont représentés sur les Figs. 1.8a et b) ont été proposés pour se situer entre

la base de la structure principale et le sol. Par rapport à la suspension passive convention-

nelle, les avantages dus à l’inclusion de l’inerter ont été étudiés dans la suppression des

vibrations induites par la circulation et les tremblements de terre, avec différents modèles

de bâtiments. Sur la base de ces résultats, une étude plus complète a été présentée dans

[138] avec une disposition supplémentaire de suspension à base d’inerter pris en considé-

ration. Une vérification expérimentale a été effectuée avec un prototype d’inerter à vis à

billes. Par la suite, des contributions significatives dans ce domaine ont été apportées au

Japon, principalement motivées par l’ingénierie sismique. Dans [142], un dispositif de type

inerter, appelé “amortisseur de masse visqueux réglé”(ou masse dynamique dans [143]),

a été proposé pour fonctionner comme une rigidité négative en parallèle avec la suspen-

sion conventionnelle. Le dispositif TVMD mentionné ci-dessus est une autre application

utilisant le concept inerter [108] et a profité de l’effet d’amplification de masse grâce à un

mécanisme à vis à billes avec un engrenage approprié. En comparant avec d’autres dispo-

sitifs d’amortissement, l’efficacité du TVMD pour supprimer les vibrations excitées par le

sol a été illustrée théoriquement et expérimentalement en utilisant un modèle de bâtiment

avec un seul DDL. Un travail prolongé utilisant un modèle de bâtiment à degrés de liberté

multiples (MDDL) a été rapporté dans [144] pour démontrer l’efficacité du TVMD dans

l’amélioration des réponses modales du bâtiment. En outre, Lazar et al. [118] ont suggéré

le TID comme une alternative intéressante à un TMD conventionnel. Contrairement au

TMD qui n’agit que sur un seul étage, le TID à deux bornes peut être connecté entre deux
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étages ou l’étage et le sol. Lazar et al ont suggérés que le TID peut fournir des réponses de

contrôle sismique améliorées avec une masse de dispositif beaucoup plus petite ajoutée à

la structure primaire. En considérant un seul TID, les auteurs ont conclu que la meilleure

position du TID était au niveau inférieur connecté au sol, et offre le potentiel de supprimer

à la fois le mode ciblé et les réponses à des fréquences plus élevées. Une autre suspen-

sion de bâtiment à base d’inerter notable qui utilise également l’effet d’amplification de

masse est l’inerter-amortisseur de masse réglé (TMDI) décrit dans [145,146], dont [146]

se concentre sur les vibrations induites par le vent. En utilisant la méthode de synthèse

en réseau, Zhang et al. ont proposés une série de schémas avec inerter de taille fixe et

quatre configurations avantageuses ont été identifiées en ce qui concerne l’inertance et la

rigidité de l’entretoise. D’autres travaux publiés liés à ce sujet sont également présentés

dans [147,148].

D’autres applications de l’utilisation de l’inerter pour le contrôle structurel sont égale-

ment développées, comme pour les câbles structuraux [149–151]. Dans [149], les auteurs

ont démontré l’utilisation bénéfique du TID pour supprimer les vibrations du câble, avec

des rapports d’amortissement modal plus élevés que les amortisseurs traditionnels pour le

premier modèle. Luo et al. [150] ont proposé deux dispositions avantageuses basées sur

l’inerter pour la suppression des vibrations des câbles multi-modes.

Notons que l’examen susmentionné des applications de l’inerter s’inscrit dans le contexte

de suppression passive des vibrations. La suppression semi-active et active des vibrations

basée sur l’inerter sont également étudiés dans [152–156]. Cependant, cela n’entre pas

dans le cadre de cette thèse.

1.4.5 Mécanisme d’amplification de l’inertance de l’inerter

Figure 1.9 – Mise en œuvre schématique d’une inertance amplifiée [170].

Comme un rapport de masse élevé entrâıne une grande suppression de vibrations, le
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mécanisme d’amplification de l’inertance de l’inerter est toujours bénéfique pour améliorer

le contrôle. Par conséquent, la mise en œuvre schématique d’une inertance amplifiée est

représentée sur la Fig. 1.9 [170]. Sur la base de cette figure, l’inerter est inséré dans une

structure de poutre en losange ; les tiges sont modélisées comme rigides et leurs propriétés

d’inertie sont supposées négligeables par rapport à celles de l’inerter et le système 1DDL

auquel il peut être associé. Sous l’effet de petites déformations de l’appareil comme re-

présenté sur la Fig. 1.9, la force de résistance exercée par l’inerter est proportionnelle à

l’accélération relative entre ses deux bornes comme

fmd(t) = −2ÿ(t)md (1.13)

où y(t) est le déplacement d’une extrémité, comme illustré à la Fig. 1.9 et md l’inertance.

Ainsi, sous l’hypothèse de petits déplacements, y(t) est lié à x2(t) par la relation qui suit

y(t) = −x2(t) L2D. (1.14)

Selon [170], en imposant l’équilibre des tiges, la réaction de la poutre en losange au

mouvement x2(t), dans le sens de la diagonale de longueur L, s’obtient comme

fmd(t) = ẍ2(t)md

(
L

D

)2
= mdβ

2ẍ2(t) (1.15)

où le rapport β = (L/D) entre les diagonales de la poutre en losange est le coefficient

d’amplification de la masse d’inertance md. Par conséquent, β doit être supérieur à l’unité.

Cependant, sur la base de l’étude dans [170], les valeurs de β supérieures à 3 ne doivent

pas être prises en compte car elles peuvent être atteintes avec des géométries extrêmes

de la poutre en losange. Il faut également mentionner que β = 1 correspond au cas de

non amplification et β < 1 est le cas de la réduction de la masse d’inertance. Dans la

suite du document, le dispositif d’amplification de l’inertance sera introduit dans une

configuration d’absorbeur de vibrations basé sur l’inerter, pour étudier ses effets sur la

réponse du système.

1.5 Le contrôle des vibrations basé sur le mécanisme

à rigidité négative

le mécanisme de rigidité négative (MRN) est caractérisé par une courbe force - dépla-

cement avec une pente négative, ce qui signifie qu’un MRN peut générer une force pour

assister son mouvement au lieu de lui résister. Récemment, le MRN a reçu une grande at-

tention dans le domaine de l’isolation des vibrations. En disposant en parallèle le MRN et

la rigidité de support de la structure à isoler, la fréquence de résonance peut être diminuée,

améliorant ainsi l’isolation des vibrations dans la région des basses fréquences et élargis-

sant la plage de fréquences de l’isolation des vibrations, pendant ce temps, la rigidité
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1.5. Le contrôle des vibrations basé sur le mécanisme à rigidité négative

statique n’est pas affectée afin d’éviter une déviation statique excessive et une instabi-

lité du système. Les caractéristiques de rigidité élevée-statique-faible-dynamique peuvent

être obtenues par diverses structures mécaniques, qui peuvent être classées en : ressorts

pré-comprimés symétriques [171, 172], structures en forme de X bio-inspirées [173, 174]

et ressorts magnétiques à raideur négative [175, 176]. De toute évidence, la plupart des

MRN dans les recherches susmentionnées sont passifs et non linéaires, tandis qu’il a été

indiqué dans [176] que la rigidité négative utilisant la contrainte magnétique normale de

Maxwell peut être considérée comme linéaire dans une certaine plage autour de la posi-

tion d’équilibre. Une approche plus pratique pour réaliser un MRN linéaire a été proposée

et validée expérimentalement dans [177] en utilisant une technique de contrôle actif avec

un actionneur linéaire. Pour résumer, le MRN a une application étendue pour améliorer

les performances d’isolation des vibrations [178, 179], cependant, seules quelques études

sur l’amélioration de l’effet de contrôle des DVAs via une rigidité négative sont dispo-

nibles dans la littérature, comme indiqué ci-dessous, de même que pour les systèmes de

suppressions de vibrations basés sur les RMIs.

Shen et al. [15] ont intégré une rigidité négative entre la base et la masse de DVA,

donnant la configuration NSDVA. Son optimisation selon la théorie des points fixes a été

effectuée pour un système primaire 1DDL, suggérant que l’utilisation d’une rigidité néga-

tive diminue l’amplitude de vibration maximale du système primaire et élargit la gamme

de fréquences d’absorption des vibrations. De même [180,181] ont également abordé l’ef-

fect du MRN dans les autres configuration de DVAs. Cependant, dans tous ces travaux,

la structure mécanique de rigidité négative n’avait pas été présentés physiquement. Néan-

moins, dans [28, 29, 182] des structures de MRN sont présentés pour modéliser le com-

portement de rigidité négative. Des exemples de structures sont données dans la Fig. 1.10

pour être mieux adaptés à un dispositif éventuel de contrôle de vibrations.

Figure 1.10 – Illustration du mécanisme physique pour les appareils à raideur négative.(a) Ressorts
précomprimés ou précontraints,(b) mécanisme magnétique,(c) pendules à friction à interface convexe et(d)
ressort précomprimé à base de mécanisme à levier [183].

Il convient de mentionner que l’introduction intentionnelle d’une rigidité négative mise

à la terre dans les DVAs contribue à l’amélioration des performances de contrôle des

vibrations, tandis que le système couplé pourrait être potentiellement déstabilisé. Par
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conséquent, l’analyse de stabilité cruciale et l’intervalle admissible de rigidité négative doit

être abordés. Bien que le MRN a montré sont efficacité dans les travaux susmentionnés

son implication dans les systèmes de suppressions des vibrations basés sur les RMIs est

manquante en termes de suppression des vibrations harmoniques.

1.5.1 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques sources de vibrations qui peuvent

par leur amplitude remettre en cause les performances des structures d’ingénierie. Pour

contrer ces effets, les méthodes passives, actives et semi-actives ont été proposées comme

moyen de suppression de ces vibrations. Il apparait clairement que la méthode passive,

présentant des coûts abordables, est manifestement la plus pratiquée, notamment dans

l’ingénierie civil. A cet effet, les dispositifs masse-ressort-amortisseurs (TMDs) sont large-

ment utilisés dans la littérature. Cependant, à cause d’un besoin de structure plus légère,

et des TMDs d’inertie plus important, le dispositif mécanique inerter à deux bornes (com-

plétant l’analogie force-courant) a été proposé comme amplificateur de masse des TMDs

ou comme substituant de la masse des TMDs. Ayant présenté de meilleurs résultats dans

le contrôle des vibrations par rapport aux TMDs, les dispositifs de suppression passif des

vibrations à base d’inerter font actuellement leur preuve dans la littérature, comme il sera

également montré dans cette thèse. Cependant, la contribution du MRN est fait majeur

dans la réduction des vibrations structurelles, également montré dans cette recherche.
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Chapitre 2

Matériels et méthodes : Modélisation mathématique,

optimisation et simulation

2.1 Introduction

Ce chapitre présente un ensemble de configurations de réseaux mécaniques à base

d’inerter (RMIs), schémas candidats pour la suppression des vibrations d’une structure

primaire non amorties à un degré de liberté (1DDL) sous excitation harmonique ou aléa-

toire (brui blanc). Les configurations proposées tirent parti de “l’effet de masse apparente”

de l’inerter en l’utilisant comme un élément de connexion entre la masse oscillante (sys-

tème primaire) et le sol. Parce que les réseaux mécaniques à base d’inerter peuvent être

considérés comme de modèles équivalent aux TMDs ou DVAs existant, toutes les procé-

dures établies dans la littérature pour la conception optimale (réglage) des TMDs ou DVAs

sont facilement applicables pour leur conception optimale. Les équations du mouvement

du système couplé (structure primaire + RMI) dans le domaine de Laplace sont d’abord

présentées. Ensuite, les solutions du déplacement et de la vitesse de la structure primaire

sont établies au cas échéant. Deux objectifs sont envisagés : (1) supprimer le mouvement de

la structure primaire sous excitation harmonique c’est-à-dire le déplacement ou la vitesse

au cas échéant ; (2) minimiser la variance (réponse quadratique moyenne) du déplacement

ou de la vitesse de la structure primaire sous excitation stochastique de support. Dans cet

objectif, les expressions analytiques de forme exacte pour les paramètres optimaux des

RMIs sont dérivées par application des approches de conception semi-empirique largement

utilisées pour le cas des TMDs ou DVAs. A la fin, les équations du mouvement du système

couplé dans le temps sont présentées pour besoin d’usage.

2.2 Modélisation mathématique

Dans cette section, deux cas de figures sont envisagés pour modéliser la suppression

passive des vibrations à base d’inerter dans les structures primaires : l’isolation des vibra-

tions et l’absorption des vibrations.

30



2.2.1. Isolation des vibrations à base d’inerter

2.2.1 Isolation des vibrations à base d’inerter

L’isolation contre les vibrations est l’une des catégories de contrôle des vibrations les

plus courantes, où deux situations sont couramment rencontrées au niveau de la source

vibrante. La première situation est de protéger l’objet de l’environnement vibrant [28,29].

Par exemple, les équipements peuvent êtres montés sur un isolateur à protéger d’un envi-

ronnement caractérisé par de violents chocs ou vibrations. L’autre situation est l’isolement

de la source vibrante. Par exemple, une machine créant des vibrations importantes pen-

dant son fonctionnement peut être supportée par des isolateurs de telle sorte que d’autres

parties des systèmes ou d’autres machines soient moins influencées [157]. De ces deux

situations, cette thèse se concentre sur le premier cas d’isolation sur-mentionné.

Figure 2.1 – système d’isolement uni-axiale de vibration d’une structure primaire non amortie sous
excitation de base.

Sur la Fig. 2.1, une structure primaire non amortie dynamiquement excitée à sa base

qui peut être modélisée comme une structure de bâtiment à un étage à degré de liberté

unique (1DDL) est contrôlée par un système d’isolation de vibrations “ uni-axial”. Sur

cette Figure, le système vibratoire considéré dans la présente étude est la masse m de la

structure principale et Q(s) est l’isolateur à concevoir. Ces systèmes d’isolation sont pro-

posés pour remplacer l’isoleur traditionnelle ou le TMD traditionnel [60] (voir Fig. 1.2)

afin d’améliorer les performances sur la réponse du système primaire. L’ensemble des ré-

seaux utilisés dans cette section sont illustrés à la Fig. 2.2 où, b est l’inertance (masse

secondaire équivalente), c et (k, k2, k3) sont, le coefficient d’amortissement et les coeffi-

cients de rigidités, respectivement, des isolateurs à base d’inerter et kn est le coefficient

de rigidité négative. Finalement, la structure primaire elle même est supportée au sol par

des ressort de coefficient de raideur équivalente k1 ou K au cas échéant.

Supposons que le système à un seul degré de liberté (1DDL) non amorti équipé d’un

système d’isolation à base d’inerter comme montré à la Fig. 2.1 soit soumis à des exci-
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2.2.1. Isolation des vibrations à base d’inerter

Figure 2.2 – Les réseaux mecaniques à base d’inerters utilisés comme W (s) sur la Fig. 2.1.

tations de la base de formes telle que, ag(t) soit l’accélération de la base (cas 1), et y(t)
le déplacement de la base (cas 2). L’équation du mouvement pour l’ensemble du système

dans le domaine de Laplace peut donc s’établir comme suit :

ms2X1 + sW (s)(X1 − Y ) +K(X1 − Y ) = −mAg (2.1)

où W (s) est l’admittance des réseaux mécaniques passifs à inerter, X1, Y et Ag sont les

transformations de Laplace, du déplacement x1 de la structure primaire, du déplacement

du sol y(t) et de l’accélération du sol ag(t), respectivement, avec s = jω la variable

de Laplace. Ici, ω est la fréquence d’excitation de la base de la structure primaire. En

résolvant l’équation (2.1), le déplacement X1 par rapport au sol, de la structure primaire

en termes de sources d’excitations peut s’écrire comme :

X1 = H1(s)Y +H2(s)Ag (2.2)

avec
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2.2.1. Isolation des vibrations à base d’inerter

H1(s) = X1

Y

∣∣∣∣
Ag=0

= sQ(s)
m1s2 + sQ(s) ; H2(s) = X1

Ag

∣∣∣∣∣
Y=0

= −m1

m1s2 + sQ(s) , (2.3)

les fonctions de transferts du déplacement de la structure primaire par rapport aux ex-

citations Y (lorsque Ag=0) et Ag (lorsque Y=0), respectivement. Q(s) est l’admittance

de l’isolateur. Comme le montre la Fig. 2.1, Q(s) = K
s

+ W (s) ou Q(s) = k1
s

+ W (s), où

W (s) désigne l’admittance du réseau passif constitué d’interconnexions finies de ressorts,

d’amortisseurs et de l’inerter. Ainsi, dans cette section, quatre isolateurs à base d’inerter

sont étudiés et indiqués comme à la Fig. 2.2. Leurs admittances sont résumées dans le

Tableau 2.1.

Table 2.1 – W (s) pour les configurations de la Fig. 2.2, où s désigne la variable de Laplace.

W1(s) = 1
1

bs+c+ s
k

W2(s) = 1
1
bs

+ 1
bs

+ s
k

W3(s) = 1
1

1
s
k3

+ 1
c

+ k2
s

+ 1
bs

W4(s) = 1
1

1
s
k3

+ 1
c

+ k2
s

+ 1
1
bs

+ s
kn

Pour les configurations considérées comme indiqué sur la Fig. 2.2, les fonctions de

transfertsH2(s) etH1(s) dans l’équation (2.2) peuvent être obtenue en remplaçantQi(s) =
K
s

+ Wi(s), i = 1, ..., 4, dans l’équation (2.3), respectivement, où les Wi(s) indiquant les

configurations Ci (i = 1, ..., 4), respectivement, sont donnés dans le Tableau 2.1.

Afin d’obtenir une représentation sans dimension et de simplifier les calculs, ωn =√
K/m et cr = 2ωnm = 2

√
mK sont utilisés pour désigner, respectivement, la fréquence

propre et l’amortissement critique du système illustré à la Fig. 2.1 sans W (s). Notons

que les systèmes primaires contrôlés avec chacun des quatre configurations d’isolateurs

proposées ne sont pas adimensionnés de la même manière, il y a deux classes :

Pour les systèmes primaires contrôlées avec les configurations C1 (SPIS) (series-parallel

inerter system) et C2 (SIS) (series inerter system), seule l’excitation de type accélération

de la base du système primaire est considérée (cas 1). Les paramètres sans dimension,

q = ω
ωn

, ζ = c
cr

, δ = b
m

, et λ = K
k

désignent, respectivement, le rapport de la fréquence

d’excitation par rapport à la fréquence naturelle de la structure primaire (q), le rapport

d’amortissement (ζ), le rapport inertance/masse (δ), et le rapport de rigidité (λ). Comme

indiqué par l’équation (2.3) pour Y = 0, le rapport d’amplitude absolue |X1/Ag| du

déplacement X1 par rapport à Ag (avec Ag = agω
−2
n ) de la fonction de transfert sans

dimension H2(s = jq) peut être obtenu en remplaçant respectivement dans (2.3), Qi(s =
jq), i = 1, 2 et les paramètres sans dimension, où les Wi(jq) sont obtenue à partir du

Tableau 2.1 en remplaçant s par jq.
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2.2.1. Isolation des vibrations à base d’inerter

Considérant la configuration C1 (SPIS) de la Fig. 2.2(a),

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1− δλq2 + j2qλζ
1− (1 + δ + δλ)q2 + δλq4 + j2q(1 + λ− λq2)ζ

∣∣∣∣∣ . (2.4)

Dans cette dernière équation et ci-après, j =
√
−1. Pour le cas de la configuration C2

(SIS) de la Fig. 2.2(b), la fonction de transfert du déplacement (encore appelée transfert

de conformité) de la structure primaire est également obtenue en utilisant l’équation (2.3)

pour Y = 0. Par conséquent, le rapport d’amplitude |X1/Ag| de la fonction de transfert

de conformité sans dimension pertinente pour C2 (SIS) peut être établie comme suit :

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2(1− λδq2)ζ + jδq

2(λδq4 + (1 + δ(1 + λ))q2 + 1)ζ + jδ(1− q2)q

∣∣∣∣∣ . (2.5)

Pour les systèmes primaires contrôles par les configurations C3 (SPIS) (series-parallel

inerter system) et C4 (NSPIS) (series-parallel inerter system with negative stiffness), les

deux cas d’excitation c’est-à-dire, l’accélération de base (cas 1) et le déplacement de base

(cas 2) sont considérée comme à la Fig. 2.1. Les paramètres sans dimension étant, ν = ω
ω0

,

ζ = c
cr

(cr = 2ω0m = 2
√
mk1 avec k1 = K dans (2.1)), µ = b

m
, λ = k3

k1
, β = k2

k1
et

κ = kn
k1

désignent respectivement, le rapport de la fréquence d’excitation par rapport à la

fréquence naturelle du système primaire (ν), le rapport d’amortissement (ζ), le rapport

inertance/masse (µ) et les rapports de rigidités positives (λ, β) et négatif (κ). Selon

l’équation (2.3), les rapports d’amplitudes |X1/Y | et |X1/Ag| des fonctions de transferts

sans dimension H1(s̄) et H2(s̄) peuvent êtres obtenue en remplaçant Qi(s̄), i = 3, 4 et les

paramètres sans dimension dans (2.3), respectivement, où les Wi(s̄) sont donnés dans le

Tableau 2.1 en remplaçant s par s̄.

Considérant la configuration C4 (NSPIS),

∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− N3s̄

3 +N2s̄
2 +N1s̄+N0

D5s̄5 +D4s̄4 +D3s̄3 +D2s̄2 +D1s̄+D0

∣∣∣∣∣ (2.6)

dans laquelle, s̄ = jν et δst = Ag ou Y . Les coefficients du numérateur de la fonction de

transfert la structure primaire excitée par accélération de sa base (cas 1) en fixant Y = 0
, et ceux de la structure primaire excitée par déplacement de sa base (cas 2) en fixant

Ag = 0 sont listés respectivement comme suit :

acc−



N3 = 2ζµ
N2 = λµ

N1 = 2ζ(β + λ+ κ)
N0 = (β + κ)

, dep−



N3 = −2ζµ
N2 = −λµ
N1 = −2ζ(β + λ+ κ)
N0 = −(κβ + β + κ)

(2.7)

et les coefficients du dénominateur commun aux deux cas d’excitation de la structure

primaire sont énumérés comme suit :
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2.2.1. Isolation des vibrations à base d’inerter



D5 = 2ζµ
D4 = λµ

D3 = 2ζ(βµ+ λµ+ β + λ+ κ+ µ)
D2 = λ(βµ+ β + κ+ µ)
D1 = 2ζ[(β + λ+ 1)κ+ (β + λ)]
D0 = λ[(β + 1)κ+ β]

(2.8)

où les notations acc et dep désignent respectivement la base excitée par accélération (cas

1), et la base excitée par déplacement (cas 2). Notez que par un réglage de κ = 0 dans

les équations (2.6) (2.7) et (2.8), les fonctions de transferts en termes de déplacement

relatif X1 de la masse principale m (structure primaire) pour le système 1DDL équipé

d’un système à inerter C3(SPIS) peuvent être récupérées. À cet égard, le système 1DDL

avec C3(SPIS) est considéré comme un cas particulier du système primaire 1DDL avec

C4(NSPIS) en imposant κ=0.

Stabilité du système primaire + C4 (NSPIS)

Selon la caractéristique de la raideur négative, il est pertinent de préciser la limite

admissible sur la valeur de la rigidité négative, à l’intérieur de laquelle le système primaire

contrôlé avec C4 (NSPIS) reste stable. Notant que l’analyse de stabilité de ce type de

système est rare dans la littérature, l’une des contributions majeures de cette section

est de mener une étude systématique sur la stabilité du système primaire équipé du C4
(NSPIS).

Considérons l’équation caractéristique ci-dessous de la structure primaire sous excita-

tion harmonique de sa base comme montrée sur la Fig. 2.1, et contrôlée par le dispositif

C4 (NSPIS) :

D5s̄
5 +D4s̄

4 +D3s̄
3 +D2s̄

2 +D1s̄+D0 = 0, (2.9)

où les coefficients Di(i = 0, 1, ... 5) sont donnés dans l’équation (2.8). Selon “le critère de

stabilité de Routh-Hurwitz”, un système est asymptotiquement stable si et seulement si

toutes ses valeurs propres se trouvent dans la moitié gauche du plan complexe et tous les

coefficients Di dans l’équation caractéristique (2.9) doivent également être positifs. Les

coefficients de Routh associés sont énumérés dans le Tableau 2.2.

Table 2.2 – Tableau des coefficients de Routh.

s̄0 s̄1 s̄2 s̄3 s̄4 s̄5

D0 a1 = c1b2−b1D0
c1

c1 = b1D2−b2D4
b1

b1 = D4D3−D2D5
D4

D4 D5

0 0 D0 b2 = D4D1−D0D5
D4

D2 D3

0 0 0 0 D0 D1
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2.2.2. Isolation du bruit structurel à base d’inerter

où les coefficients a1, b1, b2 et c1 sont calculés et exprimés comme suit :


a1 = 2ζλ(µ− κ)2

(1 + β)µ2 + 2βµ+ β + κ
, b1 = 2ζλ(1 + µ),

b2 = 2ζλ(1 + κ), c1 = λ[(1 + β)µ2 + 2βµ+ β + κ]
1 + µ

. (2.10)

Le système est stable si tous les coefficients de la deuxième ligne du Tableau 2.2 ci-dessus

sont du même signe, c’est-à-dire positif (D5 > 0, D4 > 0, b1 > 0, c1 > 0, a1 > 0 et

D0 > 0). De plus, dans (2.2.1), les paramètres a1 et c1 sont du signe du polynôme en µ

défini par (1+β)µ2 +2βµ+β+κ, donc le discriminant est : ∆ = −[β+κ(1+β)]. Ainsi, a1

et c1 sont positifs et du signe de 1 + β quand β+κ(1 +β) > 0 et c’est la même condition

pour avoir D0 > 0 (voir l’équation (2.8)). Enfin, le stress unique sur le rapport de rigidité

négatif garantissant la stabilité du système primaire sous le contrôle de C4 (NSPIS), peut

être atteint comme suit :

κ > − β

1 + β
= −1 + 1

1 + β
. (2.11)

Comme 1/(1 + β) dans (2.11) diminue pour tous β positif, il est trouvé que la borne

inférieure de κ est supérieur à -1, ce qui signifie que la valeur absolue de la rigidité négative

kn doit toujours être inférieure à rigidité k1 du système primaire. Cependant, la valeur

optimale et la limite supérieure effective sur κ seront montrées dans le chapitre 3 parce

que, la formulation analytique du rapport de rigidité β pourrait avoir une expression en

fonction de κ et µ dans la suite du problème.

Dans cette étude, il est important de noter que l’objectif de conception est de mi-

nimiser les réponses de la structure primaire en termes de déplacement, sous excitation

harmonique et aléatoire de la base, respectivement, sous le contrôle des isolateurs pro-

posées à la Fig. 2.2. Cet objectif est atteint en recherchant une conception optimale des

configurations proposées en utilisant des méthodes standards d’optimisation basées sur

la fonction de transfert de déplacement du système primaire. Dans cette conception, les

paramètres optimaux qui sont les coefficients des rapports de rigidités, et d’amortissement

sont dérivés en fonction du rapport inertance/masse µ. Ainsi, les conceptions optimales

trouvées peuvent être comparées au TMD classique ou DVA traditionnelle (TDVA), afin

d’évaluer leurs performances de contrôle (suppression des vibrations).

2.2.2 Isolation du bruit structurel à base d’inerter

Dans la pratique de l’ingénierie, l’indice d’évaluation de la performance utilisé est

la minimisation de la fonction de transfert de déplacement de la structure primaire. Le

but de cette fonction d’évaluation est de minimiser la réponse de déplacement absolu du

système primaire. Cependant, il est important de minimiser la réponse de vitesse absolue

du système primaire pour réduire le bruit généré par la structure ou le corps vibrant
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2.2.2. Isolation du bruit structurel à base d’inerter

[28,29,158]. Ce dernier aspect est l’un des principaux objectifs de cette étude. La Fig. 2.3

montre une structure primaire en mouvement de vitesse ẋ1 sous excitation d’accélération

harmonique et aléatoire de la base, respectivement, et contrôlée par des isolateurs à base

d’inerter dont les configurations sont illustrées à la Fig. 2.4.

Figure 2.3 – système d’isolement uni-axiale de bruit d’une structure primaire non amortie sous exci-
tation de base.

En remarquant que Ẋ1 = sX1, où Ẋ1 est la transformation de Laplace de ẋ1, l’équation

du mouvement traduisant l’évolution de la vitesse de la structure primaire dans le domaine

de Laplace peut être écrite en remplaçant Y = 0 et sX1 par Ẋ1 dans l’équation (2.1)

comme :

m1sẊ1 +W (s)Ẋ1 + k1

s
Ẋ1 = −m1Ag. (2.12)

Ensuite, on obtient la fonction de transfert de mobilité comme

H3(s) = Ẋ1

Ag
= −m1s

m1s2 + sQ(s) . (2.13)

De même, pour les configurations considérées dans cette section (Fig. 2.4), la fonction

de transfert de mobilité H3(s) dans l’équation (2.13) peut être obtenue en remplaçant

Qi(s) = K
s

+Wi(s), i = 1, 2, dans cette équation, où les Wi(s) sont donnés dans le Tableau

2.1. Ainsi, le rapport d’amplitude normalisé
∣∣∣Ẋ1/Ag

∣∣∣ de cette fonction de transfert de

mobilité est obtenu en remarquant que :

∣∣∣∣∣Ẋ1

δst

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣
C1,C2

, (2.14)

où C1 et C2 sont les configurations de la Fig. 2.4, respectivement. Encore une fois, la

conception du système consiste par des méthodes standards, à dériver les paramètres op-

timaux de la structure isolatrice qui minimisent la fonction de transfert de mobilité. Pour

ce faire, les deux configurations de la Fig. 2.4 sont les deux schémas candidats qui après
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2.2.3. Absorption des vibrations à base d’inerter

conception, seront comparés à la DVA traditionnelle (TDVA), pour évaluation des perfor-

mances de contrôle. Cependant, il faut noter que la conception du (TDVA) pour minimiser

la fonction de transfert de mobilité (c’est-à-dire réduire le bruit généré par la structure

primaire) de la structure primaire non amortie sujet à des excitations d’accélération de

base n’est pas mentionnés dans la littérature. Par conséquent, ces résultats sont présentés

pour la première fois dans cette étude.

Figure 2.4 – Les réseaux à base d’inerter utilisés comme W (s) sur la Fig. 2.3.

2.2.3 Absorption des vibrations à base d’inerter

Dans cette section, la structure primaire est directement excitée par force (comme le

montre la Fig. 2.5), qui peut être également modélisée comme une structures de bâtiment

à un étage à degré de liberté unique (1DDL). Ces excitations produisent des mouvement

indésirables excessifs de la structure primaire du bruit et des contraintes dynamiques

pouvant entrâıner de la fatigue et des dommages à la structure, mais aussi, ces vibrations

peuvent réduire les performances de la structure. Par conséquent, la sécurité de la structure

peut être garantie en contrôlant ses mouvements excessifs. Pour le faire, il existe plusieurs

procédures de contrôle afin d’améliorer la performance de la structure. L’une des approches

de contrôle des vibrations couramment utilisée dans ce cas de figure est l’absorption passive

de ces mouvementS excessifs, par la fixation d’un absorbeur de vibrations au système

considéré comme une structure primaire. Les TMDs ont longtemps été utilisés à cette fin

mais, présentes des limitations inhérentes [14–18]. A cet effet, les TMDs sont remplacés

dans cette étude par des absorbeurs à base d’inerter en fixation entre la structure primaire

et le sol (voir Fig. 2.5). Ces systèmes sont proposés à la Fig. 2.6 afin d’améliorer les

performances sur la réponse du système primaire et de surmonter les limitations inhérentes

des TMDs.

Pour les configurations d’absorption de vibrations à inerter proposées dans cette sec-

tion (Fig. 2.6), P (s) est l’admittance de l’absorbeur. Comme le montre la Fig. 2.5,
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P (s) = k1
s

+ Y (s), où Y (s) désigne les admittances de réseaux passifs constitués d’in-

terconnexions finies de ressorts, d’amortisseurs et d’inerters. Dans cette section trois ab-

sorbeurs à base d’inerter comme indiqué dans la Fig. 2.6 seront étudiés. Leur admittance

sont résumées dans le Tableau 2.3, où k2 est le coefficient de raideur du ressort, c le

coefficient de viscosité de l’amortisseur et md le coefficient d’inertance. Ici, kn représente

le coefficient de raideur mis à la terre. Le dispositif entourant l’inerter dans la configura-

tion C7 (AIGS-IVA) est un mécanisme d’amplification de l’inertance en cas de besoin de

masse importante pour l’amélioration du contrôle des vibrations. Cependant, la théorie

autour de ce dispositif d’amplification de masse est montrée dans la revue de la littérature

et peut être retrouvée dans [30,170].

Figure 2.5 – Système d’absorption uni-axiale de vibrations d’une structure primaire non amortie sous
excitation de force.

Figure 2.6 – Les réseaux à base d’inerter utilisés comme Y (s) sur la Fig. 2.5.

Notons X1 et F les transformation de Laplace du déplacement x1 de la structure

primaire et de la force d’excitation f0(t), respectivement. s la variable de Laplace. L’équa-

tion du mouvement traduisant l’évolution du déplacement de la structure primaire dans
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le domaine de Laplace peut être écrite comme :

m1s
2X1 + sY (s)X1 + k1X1 = F. (2.15)

Ensuite, on obtient la fonction de transfert de déplacement par rapport à la force

d’excitation comme

H4(s) = X1

Xs

= 1
s2

ω2
1

+ sP (s)
k1

, (2.16)

où Xs = F/k1 et ω1 =
√
k1/m1 sont le déplacement statique et la fréquence propre du

système primaire, respectivement. La fonction de transfert H4(s) peut être obtenue en

remplaçant Pi(s) = k1
s

+ Yi(s), i = 1, 2, 3, dans l’équation (2.16), où les Yi(s) indiquent

les configurations Ci (i = 1, ..., 3), respectivement, données dans le Tableau 2.3.

Table 2.3 – Y (s) pour les configurations de la Fig. 2.6, où s désigne la variable de Laplace et β le
facteur damplification de l’inertance comme montré à la section 1.5.

Y1(s) = 1
1

mds+c+ s
k2

Y2(s) = 1
1

kn
s +mds+c

+ s
k2

Y3(s) = 1
1

kn
s +β2mds+c

+ s
k2

YTID(s) = 1
1
k
s+c

+ 1
bs

Afin d’obtenir une représentation sans dimension, ω1 =
√
k1/m1 et cr = 2β2mdωd =

2
√
β2mdk2 sont utilisés pour désigner la fréquence propre et l’amortissement critique du

système d’absorption illustré à la Fig. 2.5 sans Y (s), respectivement.

Pour les configuration d’absorbeurs de vibration à base d’inerter proposées, contrôlant

la structure primaire de la Fig. 2.5, les paramètres sans dimension, Ω = ω
ω1

, ξ = c
cr

, µ = md
m1

,

et α = ωd
ω1

(ωd =
√
k2/β2md est la fréquence de coin avec β le facteur d’amplification)

désignent le rapport de fréquence forçage (Ω), le rapport d’amortissement (ξ), le rapport

inertance/masse (µ), et le rapport de fréquence de coin (α), respectivement. En utilisant

ces paramètres, le rapport d’amplitude |X1/Xs| de la fonction de transfert de déplacement

sans dimension peut être obtenu en remplaçant Pi(s = jΩ), i = 1, 2, 3, où Yi(jΩ) sont

donnés dans le Tableau 2.3 en remplaçant s par jΩ. Ainsi, on obtient :

∣∣∣∣X1

Xs

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (jΩ)2 +N1(jΩ) +N0

(jΩ)4 +D3(jΩ)3 +D2(jΩ)2 +D1(jΩ) +D0

∣∣∣∣∣ (2.17)

où j est l’unité imaginaire, Xs = F/k1 la déflexion statique de la structure sans contrôle,

et les autres paramètres sont les suivants
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

N1 = 2ξα,
N0 = α2(1 + η),
D3 = 2ξα,
D2 = α2(1 + η + µβ2),
D1 = 2ξα(1 + µβ2α2),
D0 = α2(1 + η + ηµβ2α2.)

(2.18)

Lorsque facteur d’amplification β = 1, les configurations d’absorbeur C6 (NGS-IVA)

(Fig. 2.6(b)) (inerter vibration absorber with grounded stiffness device)et C7 (AIGS-IVA)

(Fig. 2.6(c)) (inerter vibration absorber with an amplified inertance and grounded stiffness

device) n’ont aucune différence sauf pour la structure. Par conséquent, C6 (NGS-IVA) est

un cas particulier de C7 (AIGS-IVA). De la même manière, en imposant η = 0 dans C6
(NGS-IVA), C5 (IVA) (Fig. 2.6(a)) (inerter vibration absorber) se présentera comme son

cas particulier sans raideur négative.

Stabilité du système primaire + C6(NGS-IVA) et C7(AIGS-IVA)

Selon la caractéristique de la rigidité négative kn, il est pertinent de spécifier la limite

admissible sur sa valeur, à l’intérieur de laquelle le système couplé reste stable. La stabilité

de l’équilibre statique du système couplé avec une rigidité à la terre pertinente pour

C7(AIGS-IVA) peut être analysé en appliquant le critère de Routh-Hurwitz à l’équation

caractéristique du système donnée par

s4 +D3s
3 +D2s

2 +D1s+D0 = 0. (2.19)

Selon le critère de stabilité de Routh-Hurwitz, le système couplé est asymptotiquement

stable si et seulement si tous ses valeurs propres (de l’équation (2.19) ) se trouvent dans la

moitié gauche du plan complexe et tous les coefficients Di dans l’équation caractéristique

(2.19) devrait également être positive. En conséquence, le système couplé C7(AIGS-IVA)

est stable si les conditions suivantes sont satisfaites :

D3 > 0, D1 > 0, D0 > 0, D1D2D3 > D2
1 +D0D

2
3. (2.20)

En substituant les coefficients Di (i = 0, .., 3) (voir éq(2.18) dans l’équation(2.20),

une contrainte unique sur le rapport de rigidité pertinent pour garantir la stabilité de

C7(AIGS-IVA) peut être satisfait comme suit

η = −1 + µβ2α2

1 + µβ2α2 . (2.21)

Comme µβ2α2/(1 + µβ2α2) dans (2.21) augmente pour toutes les valeurs positives de

µβ2α2, la borne inférieure de η est supérieur à -1, ce qui signifie que la valeur absolue de

la rigidité à la terre kn doit toujours être inférieure à celle de la rigidité k2. Cependant,

la limite supérieure effective sur η sera montrée dans le chapitre 3 car la formulation
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analytique du rapport de fréquence pourrait être trouvée en fonction de η, µ et β. Par

ailleurs, la condition de stabilité pertinente pour C6(NGS-IVA) se déduit de celle de

C7(AIGS-IVA) en remplaçant le facteur d’amplification β par 1 dans (2.21). La valeur

absolue de kn étant toujours inférieure à celle de la rigidité k2.

Notons que les objectifs de conception sont identiques que dans les sections précé-

dentes, c’est-à-dire limiter les déplacements de la structure primaire dans les domaines

fréquentiels et temporels en absorbant ses vibrations au moyen des réseaux d’absorbeurs

proposés. Pour ce faire, les paramètres de réglage (conception) des configurations proposés

sont déterminés au moyen des méthodes standards d’optimisation.

Remarque 1 Dans cette étude, l’analogie force-courant entre réseaux mécanique et

électrique est utilisée, et l’admittance est définie comme étant le rapport de la force à

vitesse, ce qui est conforme à la terminologie électrique habituelle (pour détails voir

[27]). Une telle définition est cohérente avec certains livres (Shearer et Murphy [159],

p.328), mais pas avec d’autres qui utilisent l’analogie force-tension (Hixson [160]).

Remarque 2 Puisque les fréquences naturelles seraient perturbées en utilisant l’inerter

comme démontré dans Chen et al. [161], ω0, ω1 et ωn utilisées dans cette étude ne sont

pas la vraie fréquence naturelle de l’ensemble du système. ωd n’est pas non plus la

fréquence de coin réelle. Ici, ces notations sont utilisées uniquement pour des

représentations sans dimension.

Remarque 3 Dans cette étude, l’effet de la rigidité négative sur l’atténuation des

vibrations de la structure primaire est un phénomène particulièrement remarquable dans

cette thèse. Cependant, la structure de rigidité négative est instable et difficile à réaliser

dans la pratique de l’ingénierie. Néanmoins, pour le dispositif mécanique de raideur

négative, les stratifiés composites croisés avec une contrainte thermique résiduelle sont

capables de réaliser une rigidité négative [162]. En outre, un matériau piézoélectrique

shunté avec le condensateur résistance-inductance-négatif est également un moyen

réalisable de mettre en œuvre une rigidité négative [163–165]. Plus récemment, des

structures mécaniques à rigidité négative ont été implémentées dans [166–169] pour une

réalisation physique plus réaliste des dispositifs à raideur négative

Remarque 4 En dehors de l’effet d’atténuation de la rigidité négative sur les

vibrations, la section 2.2.3 prend aussi en compte l’effet d’amplification de l’inertance de

l’inerter couplé à une raideur positive mise à la terre. Dans ce cas également, le

phénomène d’atténuation des vibrations de la structure primaire est particulièrement

remarquable dans cette thèse. Notons que l’implémentation d’un dispositif d’amplification

de l’inertance de l’inerter a été proposée dans [170]

Tous ces effets remarqués seront mis en évidence dans le chapitre 3. En attendant,

la section suivante présente les méthodes de conception (optimisation) des isolateurs ou

absorbeurs de vibrations proposés basées sur les fonctions de transferts.
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2.3 Optimisation des paramètres

Pour la conception optimale des systèmes de suppression passif des vibrations, de nom-

breuses recherches approfondies et méticuleuses ont été menées dans le passé. Dans ces

dernières années, le chercheur japonais Asami [9] a réalisé un travail théorique systéma-

tique et approfondi. Selon les différents but de l’application, l’optimisation des problèmes

de conception peut être divisée en trois catégories :

(1) Dans le cas où le système de vibration principal est soumis à une excitation

harmonique, l’objectif est de minimiser le déplacement maximum de la structure

primaire (appelé norme H∞). C’est un problème d’optimisation H∞

(2) Dans le cas où le système de vibration principal est soumis à une excitation

aléatoire, l’objectif est de réduire l’énergie vibratoire total du système sur toutes les

fréquences. Dans ce critère d’optimisation, l’aire (appelée norme H2) sous la courbe de

réponse en fréquence du système est minimisée. C’est un problème d’optimisation H2.

(3) Pour le cas où le système de vibration principal est soumis à une excitation par

choc, l’objectif du critère de maximisation de la stabilité est d’améliorer la vibration

transitoire du système. C’est un problème de maximisation de la stabilité.

Le système primaire dans cette étude est soumis à une excitation harmonique et aléa-

toire, respectivement, de telle sorte que l’optimisation H∞ et l’optimisation H2 soient

utilisées comme critères d’optimisation.

2.3.1 Optimisation H∞

En pratique, pour obtenir de bonnes performances de suppression de vibrations, il est

toujours souhaitable de minimiser le déplacement maximal de l’objet contrôlé, ce que l’on

appelle l’optimisation H∞ [80]. Pour la dérivation des solutions de forme exacte, [61,62]

ont proposé la théorie des points fixes (TPF). Cependant, cette technique est basée sur

l’existence des points invariants (points fixes) où les courbes de réponse en fréquence du

système primaire cöıncident.

Notons que deux ou trois points invariants (points fixes) peuvent être introduits en

utilisant la connexion en série-inerter ou série-parallèle-inerter. Afin d’ajuster davantage

les deux points ou trois points invariants, des ressorts supplémentaires sont incorporés.

Selon le nombre de points fixes dans les courbes amplitude-fréquence normalisées du sys-

tème primaire, les sept configurations illustrées aux (Fig. 2.2 et Fig. 2.6) peuvent être

divisées en deux catégories. Il y a deux points fixes dans une classe (qui comprend C1,

C2, C5, C6 et C7) et trois points fixes dans l’autre (qui comprend C3 et C4). La théorie

du point fixe (Den Hartog [60,61]) est utilisée pour dériver les paramètres des configura-

tions d’isolateurs ou d’absorbeur à inerter. A titre d’exemple pour les isolateurs, la théorie

du point fixe [60,61] peut être résumée comme suit.
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Figure 2.7 – Representation graphique de la procédure 1.

Procédure 1

1. Pour un rapport inertance/masse donné, trouver les points invariants qui sont

indépendants du rapport d’amortissement ζ, et dénotons les deux (trois) plus petits

points invariants comme P et Q (pour deux points) ou P , R et Q (pour trois points),

respectivement ;

2. Ajustez le(s) rapport(s) de rigidité du(des) ressort(s) λ et β de sorte que les

ordonnées aux points invariants soient égaux ;

3. Calculer le rapport d’amortissement ζP et ζQ pour que les courbes amplitude-fréquence

normalisées traversent horizontalement P et Q, respectivement ;

4. Obtenez le rapport d’amortissement optimal comme ζ =
√

ξ2
P+ζ2

Q

2 .

Une représentation graphique de la procédure 1 est donnée à la Fig. 2.7(a)-(b), in-

diquant le paramètre requis et de sortie à chaque étape. Selon cette procédure, les pa-

ramètres optimaux λ, β et ζ pour chaque configuration C1-C4 (Fig. 2.2) sont dérivés

ultérieurement.

De la même manière que les isolateurs précédent, la théorie du point fixe est également

appliquée aux configurations d’absorbeurs C5-C7 (Fig. 2.6) dont une représentation gra-

phique de la procédure d’optimisation est donnée à la Fig. 2.7(c), indiquant le paramètre

requis et de sortie à chaque étape de la procédure 1.

En particulier, pour les configurations C4, C6 et C7, la théorie étendue des points fixes

(TEPF) est utilisée pour dériver le rapport de rigidité négative optimal. Selon les carac-

téristiques de rigidité négative, elle peut être obtenue si le matériau de rigidité négative

Rédigée par : 44 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



2.3.2. Optimisation H2

est appliqué par pré-charge. La pré-charge provoquera un pré-déplacement du système

primaire, de sorte que l’on adoptera une approximation qui rend le pré-déplacement égal

aux valeurs des points fixes. Cela signifie que la valeur de réponse à une excitation de

fréquence nulle est égale à celle des des points fixes, c’est-à-dire

|H(s = jq)|q=qpoints fixes
= |H(s = jq)|q=0 (2.22)

Remarque 5 La théorie du point fixe (Den Hartog [60, 61]) donne en fait une solution

sous-optimale mais très précise comme démontré dans (Nishihara et Asami [63]). Le

mérite de la théorie du point fixe est qu’une solution analytique peut être facilement

dérivée, ce qui le rend largement utilisée dans le réglage de l’amortisseur de vibrations

dynamiques (DVA) (ou amortisseur de masse accordé (TMD)). Voir, par exemple,

(Ren [11] ; Cheung and Wong [80] ; Asami et al. [184]) et leur références. C’est aussi la

raison pour laquelle il est utilisé dans cet article. Notons que les paramètres optimaux

dérivés de cette section sont “optimales” au sens de la théorie des points fixes utilisant la

procédure 1, qui serait sous-optimal en pratique.

2.3.2 Optimisation H2

L’optimisation H2 vise à minimiser l’énergie de vibration totale ou le carré moyen du

mouvement de la masse de l’objet lorsque l’excitation du bruit blanc est appliquée [55].

Dans le cas d’une excitation aléatoire (stochastique) telle que la charge du vent au lieu

de l’excitation harmonique, l’optimisation H2 serait plus pratique que l’optimisation H∞.

Dans cette section, la procédure pour les solutions analytiques des isolateurs à inerter

basée sur le critère d’optimisation H2 est présentée.

La mesure de performance à minimiser dans l’optimisation H2 est définie comme

suit [184,185] :

I = E[x2
1]

2πS0ω1
, (2.23)

où S0 est la fonction de densité spectrale de puissance uniforme, ω1 et x1 la fréquence na-

turelle et le déplacement du système primaire, respectivement. Dénotant |H(s)| la norme

de la fonction de transfert du déplacement x1 de la structure primaire par rapport a l’ex-

citation ou s = jω est la variable de Laplace, la valeur quadratique moyenne de x1 peut

être calculée au moyen de la formule

[E[x2
1] = S0

∫ +∞

−∞
|H(s = jω)|2dω = S0ω1

∫ +∞

−∞
|H(s = jq)|2dq, (2.24)

où ω est la fréquence d’excitation et q = ω/ω1 le rapport de fréquence de forçage. En

remplaçant (2.24)) dans (2.23), on obtient

I = 1
2π

∫ +∞

−∞
|H(s = jω)|2dq, (2.25)
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qui est exactement la définition de la norme H2 de la fonction de transfert Ĥ(s) en

remplaçant jq dans H(jq) par la variable de Laplace s. Par conséquent, la mesure de

performance H2 est réécrite comme

I =
∥∥∥Ĥ(s)

∥∥∥2

2
. (2.26)

Dans ce qui suit, une approche analytique pour calculer la norme H2 de la fonction

transfert Ĥ(s) sera présentée selon (Doyle et al. [186], section 2.6), qui a été utilisé pour

dériver des solutions analytiques pour les suspensions de véhicules dans Hu et al. [134].

Pour une fonction de transfert stable Ĥ(s), sa norme H2 peut être calculée comme

(Doyle et al. [186], section 2.6)

I =
∥∥∥Ĥ(s)

∥∥∥2

2
=
∥∥∥C(sI − A)−1B

∥∥∥2

2
= CLCT , (2.27)

où A, B et C sont la réalisation minimale de l’espace d’états Ĥ(s) = C(sI − A)−1B et L

est la solution unique de l’équation de Lyapunov donnée par

AL+ LAT +BBT = 0. (2.28)

On peut écrire Ĥ(s) comme

Ĥ(s) = bn−1s
n−1 + · · · ·+ b1s+ b0

sn + an−1sn−1 + · · · ·+ a1s+ a0
. (2.29)

sous sa forme canonique contrôlable ci-dessous

ẋ = Ax+Bu, y = Cx (2.30)

où A, B et C sont donnés par l’équation (2.31).

A =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


, B =



0
0
...

0
1


, C =

[
b0 b1 b2 · · · bn−1

]
.

(2.31)

Précisons que la solution analytique pour les configurations C1 (SPIS) et C2 (SIS) peuvent

être dérivées en utilisant la méthode ci-dessus, car les fonctions Ĥ(s) pour C1 (SPIS) et

C2 (SIS) sont strictement corrects. Par conséquent, à titre d’exemple, la procédure pour
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dériver les paramètres optimaux pour C1 (SPIS) et C2 (SIS) sous la structure primaire

excitée par accélération et déplacement aléatoire de la base peut être résumée comme

suit :

Procédure 2

1. Calculer analytiquement la mesure H2 de performance I en utilisant la méthode

décrite ci-dessus. Désignons la mesure de performance par I = F (λ)ζ + G(λ)
ζ

, où F (λ) et

G(λ) sont des fonctions de λ avec F (λ) > 0, G(λ) > 0 ;

2. Obtenir les équations de ζ optimal et I comme ζopt =
√

F (λ)
G(λ) et Iopt = 2

√
F (λ)G(λ),

respectivement ;

3. Obtenir le λ optimal comme celui minimisant F (λ)G(λ), noté λopt ;

4. Obtenir les ζ et I optimaux en substituant λopt aux équations obtenues dans Étape 2,

respectivement.

A l’étape 1 de la procédure 3, il faut inclure le cas où les grandeurs F (λ) et G(λ) sont

constantes par rapport à λ. En suivant la procédure 3, les paramètres optimaux pour C1
(SPIS) et C2 (SIS) dans l’optimisation H2 seront dérivés ultérieurement.

2.4 Simulation numérique

2.4.1 Les modèles mathématiques

Nous avons précédemment présenté les différents modèles et établi les équations qui

régissent leur dynamique dans le domaine de Laplace (domaine fréquentiel). Nous présen-

tons ici la méthode numérique utilisée pour approfondir notre analyse. Cependant, cette

méthode numérique a besoin des équations qui régissent la dynamique des systèmes dans

le temps. Par conséquent, la Fig. 2.8 montre trois premiers modèles candidats à l’isolation

des vibrations en cas d’excitation de la base de la structure primaire. Dans la Fig. 2.8a, un

réseau mécanique base sur les éléments tel que l’inerter b, l’amortisseur c et le ressort k en

configuration série-parallèle est constitué, tandis que dans la Fig. 2.8b, ces éléments sont

arrangés en série. Finalement, la Fig. 2.8c, montre le modèle traditionnel déjà présenté

dans la littérature.

L’excitation basée sur l’accélération ag(t) de la base de la structure primaire est consi-

dérée. En utilisant le formalisme de Lagrange ou le principe fondamental de la dyna-

mique, les équations du mouvement de chaque system dans l’espace-temps sans dimension

peuvent être formulées respectivement comme suit.

C1(SPIS) :

 (1 + δ)ẍ1 − δẍ2 + 2ζ(ẋ1 − ẋ2) + x1 = −ag(τ)

λδ(ẍ2 − ẍ1) + 2λζ(ẋ2 − ẋ1) + x2 = 0
. (2.32)
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Figure 2.8 – Modèles de sytèmes primaires isolés par les dispositifs (a) C1(SPIS), (b)C2(SIS) et (c)
TDVA, respectivement.

C1(SIS) :


λẍ1 + (x1 − x3) + λx1 = −ag(τ)

2λζ(ẋ2 − ẋ1) + (x3 − x1) = 0

δẍ2 + 2ζ(ẋ2 − ẋ1) = 0

. (2.33)

TDVA :

λẍ1 + 2λζ(ẋ1 − ẋ2) + (x1 − x2) + λx1 = −λag(τ)

λδẍ2 + 2λζ(ẋ2 − ẋ1) + (x2 − x1) = −δλag(τ)
. (2.34)

Pour une diversité dans la modélisation de l’isolation, les Figs. 2.9a et 2.9b montrent

deux nouvelles configurations d’isolateurs incorporant un dispositif inerter b. La confi-

guration C3(SPIS) est constituée d’une connexion de type Maxwell (ressort k3 en série

avec l’amortisseur c2) en parallèle avec un ressort k2, les deux en connexion série avec

l’inerter b pour former un modèle série-parallèle à inerter. En particulier, la configuration

C4(NSPIS) est une version améliorée de la configuration C3(SPIS) en introduisant un

ressort supplémentaire kn à rigidité négative. Pour l’évaluation des performances d’isola-

tion, la configuration du modèle TMD est présentée à la Fig. 2.9c pour être comparée aux

dispositifs à inerter proposés dans les Figs. 2.9a et 2.9b, respectivement.

Deux cas d’excitations sont considérés ici, c’est-à-dire, le déplacement y(t) de la base

et l’accélération ag(t) de la base de la structure primaire, respectivement. En utilisant la

deuxième loi de Newton, les équations du mouvement de chaque system de la figure 2.9

dans l’espace-temps sans dimension peuvent être établies respectivement.

C3(SPIS) :
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Figure 2.9 – Modèles de sytèmes primaires isolés par les dispositifs (a) C3(SPIS), (b)C4 (NSPIS) et
(c) TMD, respectivement.


ẍ1 + β(x1 − x2) + λ(x1 − x3) + x1 − y = −ag(τ)

µ(ẍ2 − ÿ) + 2ζ(ẋ2 − ẋ1) + β(x2 − x1) = 0

2ζ(ẋ3 − ẋ2) + λ(x3 − x1) = 0

. (2.35)

C4(NSPIS) :


ẍ1 + β(x1 − x2) + λ(x1 − x3) + x1 − y = −ag(τ)

µ(ẍ2 − ÿ) + 2ζ(ẋ2 − ẋ1) + β(x2 − x1) + κ(x2 − y) = 0

2ζ(ẋ3 − ẋ2) + λ(x3 − x1) = 0

. (2.36)

TMD :

 ẍ1 + 2µζ(ẋ1 − ẋ2) + µα2(x1 − x2) + x1 − y = −ag(τ)

ẍ2 + 2ζ(ẋ2 − ẋ1) + α2(x2 − x1) = −ag(τ)
. (2.37)

L’absorption des vibrations est également un facteur pris en compte dans ce travail.

A cet effet, trois dispositifs d’absorption de vibration sont présentés dans la Fig. 2.10. La

configuration C5(IVA) dans la Fig. 2.10a est une disposition série-parallèle du ressort k2

avec l’ensemble inerter b et amortisseur c2 en parallèle et mis à la terre. Une amélioration

des performances de ce dispositif est effectuée en introduisant un ressort kn à rigidité né-

gative pour obtenir la configuration C6(NGS-IVA) dans la Fig. 2.10b. Les caractéristiques

inertiels du système peuvent être modifiées pour améliorer les performances de contrôle. A

cette fin, un mécanisme d’amplification inertiel est introduit au niveau de l’inerter comme

le montre la Fig. 2.10c, ce qui constitue la configuration C7(AIGS-IVA).

Un système primaire sous excitation de force est modélisé et les équations dynamique

du mouvement pertinentes pour chaque modèle de la Fig. 2.10 peuvent être établies.

C5(IVA) :
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Figure 2.10 – Modèles de sytèmes primaires contrôlé par les absorbeurs C5, C6 et C7, respectivement.

 ẍ1 + µα2(x1 − x2) + x1 = f0(τ)k−1
1

ẍ2 + 2ξαẋ2 + α2(x2 − x1) = 0
. (2.38)

C6(NGS-IVA) :

 ẍ1 + µα2(x1 − x2) + x1 = f0(τ)k−1
1

ẍ2 + 2ξαẋ2 + α2(x2 − x1) + ηα2x2 = 0
. (2.39)

C6(AIGS-IVA) :

 ẍ1 + µβ2α2(x1 − x2) + x1 = f0(τ)k−1
1

ẍ2 + 2ξαẋ2 + α2(x2 − x1) + ηα2x2 = 0
. (2.40)

Pour illustrer les performances des configurations d’absorbeurs de la figure 2.10, la

configuration du TID dans la Fig. 2.11 est introduit à des fins de comparaisons. Ses

équations du mouvement sont données par

Figure 2.11 – Modèle de sytème primaire contrôlé par l’absorbeur TID.
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 ẍ1 + 2µξ(ẋ1 − ẋ2) + µα2(x1 − x2) + x1 = f0(τ)k−1
1

ẍ2 + 2ξ(ẋ2 − ẋ1) + α2(x2 − x1) = 0
. (2.41)

Afin que les résultats dans cette étude soient comparés dans l’espace-temps, l’algo-

rithme Runge-Kutta du quatrième ordre est utilisé ici comme méthode numérique. Cette

méthode permet de résoudre des équations différentielles numériquement ordinaires. C’est

l’une des méthodes les plus explicites utilisées en intégration numérique en raison de son

efficacité de sa fiabilité et de sa précision.

2.4.2 La méthode de Runge-Kutta

Premièrement, considérons un problème régit par une équation différentielle du premier

ordre suivante

ẏ = f(t, y), y(t0) = y0. (2.42)

L’algorithme de résolution numérique par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4)

est donnée par

yn+1 = yn + h

6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (2.43)

où

k1 = f(tn, yn)
k2 = f(tn + h

2 , yn + h
2k1)

k3 = f(tn + h
2 , yn + h

2k2)
k4 = f(tn + h, yn + hk3)

. (2.44)

Par contre, lorsque le problème dynamique est plutôt gouverné par une équation dif-

férentielle du second ordre sur la forme

ÿ = f(t, y, ẏ), y(t0) = y0, ẏ(t0) = ẏ0, (2.45)

avec y0 et ẏ0 étant les conditions initiales sur la position et la vitesse, l’algorithme est

adaptée. Nous pouvons décomposer le problème en un système d’équations différentielles

du premier ordre

 ẏ = g(t, y, z)
ż = f(t, y, z)

, (2.46)

avec ici ẏ = g(t, y, z) = z. En appliquant la méthode de RK4 à chacune de ces équations,

puis en simplifiant nous obtenons
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k1 = f(tn, yn, ẏn)
k2 = f(tn + h

2 , yn + h
2 ẏn, ẏn + h

2k1)
k3 = f(tn + h

2 , yn + h
2 ẏn + h2

4 k1, ẏn + h
2k2)

k4 = f(tn + h, yn + hẏn + h2

2 k2, ẏn + hk3)

. (2.47)

On déduit yn+1 et ẏn+1 grâce à

yn+1 = yn + hẏn + h2

6 (k1 + k2 + k3)
ẏn+1 = ẏn + h

6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
. (2.48)

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les modèles mathématiques, les équations du

mouvement dans le temps et dans le domaine fréquentiel, respectivement. Les fonctions

de transferts de déplacement et de mobilité des systèmes primaires utilisées lors de la

conception analytique des modèles proposés on été présentées. Les méthodes qui ont per-

mis d’obtenir tous les résultats analytiques et celles permettant de faire une analyse dans

le temps sont également présentées dans ce chapitre. Signalons que dans certains cas,

les études analytiques ont été effectuées pour garantir la stabilité des systèmes incluant

une rigidité négative. Ainsi, le chapitre 3 se concentre à la présentation des résultats et

l’analyse des performances de nos systèmes proposés.
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Chapitre 3

Résultats et Discussions

3.1 Introduction

Ce chapitre présente les résultats obtenus dans cette thèse. Les résultats des concep-

tions optimales sont d’abord présentés et analysés. Ensuite, les performances de contrôle

des dispositifs passifs de suppression des vibrations sont comparées par rapport au TMD

classique ou DVA traditionnelle (cas de l’isolation) et l’amortisseur à inertie accordé (TID)

(cas de l’absorption des vibrations). Ces dispositifs sont comparés numériquement et ana-

lytiquement dans les domaines fréquentiel et temporel. Dans le contexte de l’isolation des

vibrations, la section 3.2 fournit les résultats sur la conception des dispositifs C1 (SPIS)

et C2 (SIS) et leur performance par rapport à la DVA traditionnelle (TDVA) . La section

3.3 montre la conception des dispositifs C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) et leur performance par

rapport au TMD. Ici l’effet de rigidité négative sur la dynamique du système est analysé.

Dans la dernière section 3.4, nous présentons l’effet d’un dispositif inerter à inertance

amplifiée couplé à une rigidité mise à la terre dans un absorbeur de vibrations à inerter

(IVA). Dans ce dernier cas, la conception des dispositifs d’absorbeurs C5 (AIGS-IVA), C6
(NGS-IVA) et C7 (IVA) et leur performance par rapport à l’amortisseur à inerter réglé

(TID) sont présentés.

3.2 Réponse du système primaire avec C1 (SPIS) et

C2 (SIS) sous excitation de base harmonique.

La compréhension du comportement dynamique des systèmes dans le domaine fréquen-

tiel passe par l’analyse des courbes de réponse en fréquence des fonctions de transferts du

système primaire. Dans cette section, les deux configurations de la Fig. 3.1 sont candidats

à la suppression des vibrations de la structure primaire. Deux indices de performances

sont évalués dans cette section : (1) la réduction de l’amplitude normalisée de la fonction

de transfert de conformité (déplacement) pour limiter les mouvements excessifs uni-axial

de la structure primaire ; (2) la réduction de l’amplitude de la fonction de transfert de

mobilité pour supprimer le bruit généré par la structure. En attendant, les deux pre-

mières sous-sections suivantes présentent les solutions optimales obtenues pour les deux

dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS), minimisant les fonctions de transfert de mobilité et
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3.2.1. La solution optimale H∞ des dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) minimisant la
fonction de transfert de conformité.

de conformité respectivement. C1 (SPIS) est la disposition en série-parallèle des éléments

de ressort d’amortisseur et d’inerter, tandis que C1 (SIS) est la disposition en série. Les

solutions optimales sont comparées et analysées puis, les dispositifs optimaux C1 (SPIS)

et C2 (SIS) sont comparés à la DVA traditionnelle (TDVA).

Figure 3.1 – Dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) candidat à l’isolation des vibrations.

3.2.1 La solution optimale H∞ des dispositifs C1 (SPIS) et C2
(SIS) minimisant la fonction de transfert de conformité.

La fonction de transfert de conformité ou de transfert de déplacement de la structure

primaire régis les fluctuations de cette structure dans le domaine fréquentiel sous excitation

harmonique. Elle est minimisée ici pour dériver les paramètres optimaux des dispositions

C1 (SPIS) et C2 (SIS) par rapport à la structure primaire afin de limiter ses mouvements

vibratoires excessifs.

Résultats sur la conception optimale de C1 (SPIS).

Le rapport d’amplitude normalisé µT=|X1/δst| traduisant la fonction de transfert de

conformité pour C1 (SPIS) (Fig. 2.4(a)) peut être obtenue comme

µT =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1− δλq2 + j2qλζ
1− (1 + δ + δλ)q2 + δλq4 + j2q(1 + λ− λq2)ζ

∣∣∣∣∣ . (3.1)

En suivant la procédure 1, le rapport de rigidité optimal λ peut être obtenu comme

λopt = 1− δ
δ

(3.2)

ce qui nécessite δ < 1. Le rapport d’amortissement optimal ζ peut donc être exprimé par

ζopt =

√√√√ 3δ3

4(1− δ)(2− δ) . (3.3)
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3.2.2. La solution optimale H∞ des dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) minimisant la
fonction de transfert de mobilité.

Sur la base des paramètres optimaux, l’amplitude normalisée aux points fixes P et Q

est donnée par l’expression :

µT =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
q
P
,q
Q

∼= (1− δ)
√

2
δ
. (3.4)

Preuve Voir l’annexe A1.

Résultats sur la conception optimale de C2 (SIS).

Dans le cas du C2 (SIS) de la Fig. 3.1(b), la magnitude µT=|X1/δst| peut être exprimé

comme

µT =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2(1− λδq2)ζ + jδq

2(λδq4 + (1 + δ(1 + λ))q2 + 1)ζ + jδ(1− q2)q

∣∣∣∣∣ . (3.5)

Selon la procédure d’optimisation des paramètres de C1 (SPIS) (procédure 1), nous

pouvons obtenir les paramètres optimaux du C2 (SIS) sous la forme résumée ci-dessous

λ = 1
δ

+ 1
2

ζopt =
√

3δ
2(2 + δ)(4 + δ)

µT =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
q
P
,q
Q

=
√

1 + 2
δ



. (3.6)

La preuve est similaire à celle du dispositif C1 (SPIS)

3.2.2 La solution optimale H∞ des dispositifs C1 (SPIS) et C2
(SIS) minimisant la fonction de transfert de mobilité.

Il est important de supprimer la réponse de vitesse absolue du système primaire pour

réduire le bruit généré par la structure ou le corps vibrant. Donc, l’optimisation de C1
(SPIS) et C2 (SIS) basée sur la minimisation de l’indice de performance µV =

∣∣∣Ẋ1/δst
∣∣∣ =

|qX1/δst| sera exécuté en suivant la même procédure que dans la section 3.2.1 (procédure

1).

Résultats sur la conception optimale de C1 (SPIS)

Dans le cas de la minimisation de la fonction de transfert de mobilité de la structure

primaire pour C1 (SPIS) sur la Fig. 3.1(a), la procédure 1 permet d’obtenir le rapport

de raideur comme
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3.2.2. La solution optimale H∞ des dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) minimisant la
fonction de transfert de mobilité.

λopt = 1− 2δ +
√

1− 2δ
2δ , (3.7)

ce qui nécessite δ <1/2. Le rapport d’amortissement optimal ζ peut être obtenu ensuite

ζopt =
√
ζ2
P + ζ2

Q

2 (3.8)

où

ζ2
P,Q =

δ2
(
a8q

8
P,Q − a6q

6
P,Q − a4q

4
P,Q + a2q

2
P,Q − a0

)
4q2
P,Q(−d4q4

P,Q + d0) , (3.9)

et

q2
P,Q =

(
2− δ ±

√
δ(4− 3δ + 4

√
1− 2δ)

)√
1− 2δ + 2− 4δ(

1− 2δ +
√

1− 2δ
)2 , (3.10)

avec

a8 = (1− 2δ)2
(
δ2 − 4δ + 2 + 2(1− δ)

√
1− 2δ

)
,

a6 = 2(1− 2δ)
(
(2− δ)(1− 2δ) + (2− 3δ)

√
1− 2δ

)
,

a4 = δ(1− 2δ)
(
−7δ + 6 + 6

√
1− 2δ

)
,

a2 = 2(2 + δ − 2δ2)
√

1− 2δ − 2(6δ2 + δ − 2),
a0 = 2(1− δ +

√
1− 2δ),

d0 = (a8=d4)
(1−2δ) ,

(3.11)

ce qui nécessite δ <1/2. Sur la base du rapport de rigidité optimal, la réponse à P et Q

peut être obtenue comme ci-dessous

µ
V

=
∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣
qP ,qQ

∼=
(1− 2δ +

√
1− 2δ)

√√
φ+ ψ

√
φ+ δ

√
1− 2δ

, (3.12)

où

φ = δ(1− 2δ)(4− 3δ + 4
√

1− 2δ),

ψ = (2− δ)
√

1− 2δ + 2(1− 2δ),

(3.13)

ce qui nécessite δ <1/2.

Preuve Voir l’annexe A1.

Résultats sur la conception optimale de C2 (SIS).

Selon la procédure d’optimisation des paramètres de C1 (SPIS) de la Fig. 3.1(a), nous

pouvons obtenir les paramètres optimaux de la configuration C2 (SIS) (Fig. 3.1(b)) comme

montrés ci-dessous
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3.2.3. Comparaison des solutions optimales.

λopt = 1
δ

ζopt = ζP = ζQ =
√
δ

6

µ
V

=
∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣
q
P
,q
Q

= 2

√
δ + 4 +

√
δ(δ + 8)

δ +
√
δ(δ + 8)



. (3.14)

(a) Dispositif C1 (SPIS) (b) Dispositif C2 (SIS)

Figure 3.2 – Réponse en régime permanent du système primaire attaché aux isolateurs optimisés à
base d’inerter pour divers rapport inertance/masse δ (trait plein : les fonctions de transferts de conformité
, ligne pointillée : les fonctions de transfert de mobilité et ligne bleu : δ = 0, 05, ligne rouge : δ = 0, 1 et
ligne noire : δ = 0, 2).

3.2.3 Comparaison des solutions optimales.

La Fig. 3.2 montre les courbes normalisées des réponses système primaire dans le

domaine fréquentiel avec deux isolateurs à inerter (C1 (SPIS) et C2 (SIS)) optimiser en

minimisant les fonctions de transferts |qX1/δst| et |X1/δst| de mobilité et de conformité,

respectivement. Dans cette figure, les lignes pleines et en pointillées montrent les courbes

des fonctions de transferts de conformité et de mobilité respectivement. Une comparaison

de ces lignes révèle que la minimisation de la fonction de transfert de mobilité permet

la réduction de la fonction d’évaluation au-delà de celle de la fonction de conformité

minimisée. D’autre part, la Fig. 3.2 montre également qu’avec l’augmentation du rapport

inertance/masse δ, les performances de suppression des vibrations deviennent meilleures.

Cependant, le rapport inertance/masse δ a également une influence sur les paramètres du

system de contrôle.
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(a) Dispositif C1 (SPIS) (b) Dispositif C2 (SIS)

Figure 3.3 – Paramètres optimisés et indices de performances µT et µV minimisés pour les isolateurs
à inerter.

Les valeurs optimales λopt et ζopt et les indices de performances µT et µV minimi-

sés sont tracés sur la Fig. 3.3. Les lignes pleines et pointillés montrent les fonctions de

transfert de conformité et transfert de mobilité respectivement. Ces résultats confirment

de nouveau que les valeurs des paramètres obtenus pour minimiser les indices de perfor-

mance µV pertinents pour chaque isolateur sont inférieurs à ceux obtenus en utilisant les

indices de performances µT pour tout rapport d’inertance/masse δ sauf pour le rapport

d’amortissement ζopt. On peut également constater que lorsque le rapport δ augmente, le

paramètre λopt décroit pendant que ζopt croit. Cela signifie que pour un rapport δ élevé,

les dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) ont une structure plus souple.

3.2.4 Comparaison entre la DVA traditionnelle (TDVA) et les

isolateurs à base d’inerter C1 (SPIS) et C2 (SIS).

Les solutions pour l’amortisseur de vibration dynamique traditionnel (TDVA) montré

par la Fig. 2.8(c) sont présentées dans cette section. Ces solutions sont nécessaires pour

clarifier les performances des isolateurs à inerter C1 (SPIS) et C2 (SIS). Selon les procé-

dures d’optimisation des paramètres des isolateurs, nous pouvons obtenir les paramètres

optimaux de la TDVA

Dans le cas des solutions optimales H∞ pour minimiser la fonction de transfert de

conformité, les expressions suivantes ont été obtenue comme :
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ζopt =
√√√√ 3δ3

8(1 + δ)3

λopt = 2(1 + δ)2

δ(2− δ)

µ
T

= |X1/δst|qP ,qQ
∼= (1 + δ)

√
2
δ



. (3.15)

Dans le cas des solutions H∞-optimales pour minimiser la fonction de transfert de

mobilité, les expressions suivantes sont également obtenues comme

ζopt =
√√√√ 3δ3

8(1 + δ)3

λopt = 2(2− δ)
2(1 + δ)2

µ
V

= |qX1/δst|qP ,qQ
∼= (1 + δ)

√
2
δ



. (3.16)

(a) (b)

Figure 3.4 – Comparaison entre la DVA traditionnelle et les isolateurs à base d’inerter par rapport au
même rapport de masse (trait plein : la fonction de transfert de conformité, ligne pointillée : la fonction
de transfert de mobilité) : (a) la réponse complexe en régime permanent lorsque δ = 0, 2 et (b) les indices
de performances µT et µV minimisés (couleur rouge : TDVA, couleur verte C2 (SIS) et couleur bleue C1
(SPIS)).

La Fig. 3.4 montre la comparaison des réponses normalisées du système primaire dans
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le domaine de fréquences et les indices de performance µT et µV minimisés pertinents

pour la DVA traditionnelle et les isolateurs à inerter C1 (SPIS) et C2 (SIS). les lignes

solides sont pour la fonction de transfert de conformité et les lignes pointillées montrent

les courbes de la fonction de transfert de mobilité. Comme représenté sur la Fig. 3.4(a),

les amplitudes des réponses normalisées du transfert de conformité (ligne solide) et du

transfert de mobilité (ligne pointillée) sont inférieurs lorsqu’elles sont évaluées à l’aide des

isolateurs à inerter C1 (SPIS) (ligne bleue) et C2 (SIS) (ligne verte) par rapport à la

TDVA (ligne rouge). De plus, le rapport d’amplitude s’est avéré plus faible lorsque évalué

en utilisant les fonctions de transferts de mobilité que lors de l’utilisation des fonctions

de transferts de conformité. Une telle observation est confirmée par la Fig. 3.4(b), où la

comparaison des maximums µT et µV de ces fonctions au points fixes, pertinent pour

chacun des dispositifs est affiché pour le même rapport de masse δ. Il convient de noter

que le dispositif C2 (SIS) n’avait pas montré d’amélioration dans Hu et al [119] dans le cas

de transmissibilité du déplacement du sol à la structure primaire, ce qui signifie que les

performances d’un isolateur peuvent également dépendre de la source d’excitation prise

en considération.

La comparaison numérique des paramètres optimaux λ et ζ, et le maximum µ (résu-

mant les indices de performance µT et µV ) entre les systèmes à inerter C1 (SPIS) et C2
(SIS) et la DVA traditionnelle est indiquée dans le Tableau 3.1 pour différent rapport δ.

Toutefois, en s’accordant à ce Tableau 3.1, il est important de noter que le réglage optimal

des isolateurs à base d’inerter proposés ajoute à la fois l’amortissement et la rigidité à

la structure primaire en comparaison avec la DVA traditionnelle. Par conséquent, l’atté-

nuation des vibrations des structures soumises au mouvement harmonique du sol est plus

significatif avec ces isolateurs. Cependant, puisque le rapport massique est normalement

assez petit et pratiquement inférieur à 0,25 pour les DVAs, les pourcentages de réduction

de l’amplitude maximale du système primaire pertinent pour C1 (SPIS) et C2 (SIS) sont

représentés sur la Fig. 3.5. la plage 0 < δ ≤ 0, 25 est choisie pour des raisons de compa-

raison mais, δ peur être supérieure à 0.25 pour les dispositifs à inerter. Comme le montre

la Fig. 3.5, 40% et 45% d’amélioration peuvent être obtenue en termes de réduction des

amplitudes des fonctions de transferts de conformité et de mobilité, respectivement, par

rapport à la DVA traditionnelle lorsque δ = 0, 25 si C1 (SPIS) est utilisé. C2 (SIS) a

également fourni une amélioration de 15% et 11% pour les mêmes fonctions, respective-

ment. Cependant, C1 (SPIS) est supérieur à C2 (SIS) et à la DVA traditionnelle (TDVA)

pendant que C2 (SIS) est supérieure à TDVA.
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C1 (SPIS) et C2 (SIS).

Table 3.1 – Comparaison des paramètres optimaux dans l’optimisation H∞.

δ TDVAa C1 (SPIS)a C2 (SIS)a TDVAb C1 (SPIS)b C2 (SIS)b

(a) : Mesure de la performance µ.

0.01 14.2836 14.0007 14.1774 14.2123 9.7949 14.1421

0.03 8.4099 7.9200 8.2260 8.2865 5.6468 8.1650

0.05 6.6408 6.0083 6.4031 6.4807 4.3785 6.3246

0.1 4.9193 4.0249 4.5826 4.6904 3.0784 4.4721

0.2 3.7947 2.5298 3.3166 3.4641 2.5942 3.1623

0.5 3.0000 1.0000 2.2361 2.4495 nan 2.0000

1 2.8284 0 1.7321 2.0000 - 1.4142

(b) : Rapport de rigidité optimal λ.

0.01 102.5226 99.0000 100.5000 102.0100 98.4975 100.0000

0.03 35.9019 32.3333 33.8333 35.3633 31.8256 33.3333

0.05 22.6154 19.0000 20.5000 22.0500 18.4868 20.0000

0.1 12.7368 9.0000 10.5000 12.1000 8.4721 10.0000

0.2 8.0000 4.0000 5.5000 7.2000 3.4365 5.0000

0.5 6.0000 1.0000 2.5000 4.5000 0 2.0000

1 8.0000 0 1.5000 4.0000 - 1.0000

(c) : Rapport de d’amortissement optimal ζ.

0.01 0.0006 0.0006 0.0407 0.0006 0.0006 0.0408

0.03 0.0031 0.0033 0.0702 0.0031 0.0033 0.0707

0.05 0.0064 0.0071 0.0903 0.0064 0.0072 0.0913

0.1 0.0168 0.0209 0.1263 0.0168 0.0216 0.1291

0.2 0.0417 0.0645 0.1750 0.0417 0.0700 0.1826

0.5 0.1178 0.3535 0.2611 0.1178 0.3536 0.2887

1 0.2165 ∞ 0.3162 0.2165 - 0.4082

a Transfert de conformité
b Transfert de mobilité

Figure 3.5 – Pourcentage d’amélioration des isolateurs à base d’inerter (Ligne continue : Fonction de
transfert de conformité, ligne pointillée : fonction de transfert de mobilité) : En blue C1 (SPIS) et en vert
C2 (SIS).
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3.3 Réponse du système primaire avec C1 (SPIS) et

C2 (SIS) sous excitation aléatoire de la base

L’optimisation H2 vise à minimiser l’énergie totale de vibrations ou le mouvement

moyen carré de la structure primaire lorsque l’excitation de bruit blanc est enfoncée [55].

dans cette section, le système primaire est soumis à une excitation aléatoire comme dans

la plupart des cas de la pratique de l’ingénierie. Par conséquent, il est très important et

significatif d’étudier la réponse du système à une excitation aléatoire.

Dans cette section, les deux configurations de la Fig. 3.1 sont encore une fois de plus

candidats à la suppression des vibrations de la structure primaire à 1DDL non amortie

sous excitation aléatoire (bruit blanc) de la base. Les deux indices de performances sont

pris comme la réduction des amplitudes des fonctions de transferts de conformité et de

mobilité, respectivement, sur toute la bande de fréquence. Cet objectif peut être atteint

en minimisant la réponse quadratique moyenne du système primaire. Le contrôle des

mouvements aléatoires de la structure primaire et la réduction du bruit généré par cette

structure sous le contrôle des dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS) sont les deux objectifs de

cette section. Après avoir dérivé les paramètres optimaux selon le critère d’optimisation

H2 suivant la procédure 2 présentée au chapitre 2, les dispositifs optimaux C1 (SPIS)

et C2 (SIS) sont comparés à la DVA traditionnelle (TDVA).

3.3.1 La solution optimale H2 pour minimiser la fonction de

transfert de conformité

Pour les paramètres δ, λ et ζ donnés, la mesure de la performance H2 en (3.51)

traduisant le déplacement quadratique moyen I, pertinente pour chaque dispositif est

obtenu comme :

Pour la configuration C1 (SPIS)

ISPIS = λ2ζ + δ2λ2 + δ(1− 2δ)λ+ 1
4ζ , (3.17)

et pour la configuration C2 (SIS) :

ISIS = δ2λ2 − 2δλ+ δ + 1
ζ

δ2 + 1
4ζ . (3.18)

Pour un rapport inertance/masse δ donné, le λ optimal et le ζ optimal relatif à chaque

dispositif peuvent être obtenus comme suit

λoptSPIS = 6− (3δ +
√

9δ2 − 36δ + 4)
8δ

λoptSIS = 1
δ


, (3.19)
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et

ζoptSPIS =
δ
√

8 + 24δ − 6δ2 + (4− 2δ)
√

9δ2 − 36δ + 4
2(6− 3δ −

√
9δ2 − 36δ + 4)

ζoptSIS =
√
δ

2


, (3.20)

De plus, en remplaçant les paramètres de réglage optimaux ci-dessus dans (3.17) et (3.18),

respectivement, l’expression suivante pour le minimum IIS est obtenu comme :

IoptSPIS = 6− (3δ +
√

9δ2 − 36δ + 4)
64δ ϕ

IoptSIS =
√

1
δ


, (3.21)

où

ϕ =
√

8 + 24δ − 6δ2 + (4− 2δ)
√

9δ2 − 36δ + 4. (3.22)

La Preuve peut être obtenue par calcul directe suivant la procédure 2.

3.3.2 La solution optimale H2 pour minimiser la fonction de

transfert de mobilité.

Similaire à la section 3.3.1, le réglage optimal pour les dispositifs C1 (SPIS) et C2 (SIS)

minimisant la vitesse quadratique moyenne sans dimension I peut être obtenue suivant la

procédure 2 (chapitre 2).

Pour C1 (SPIS), la mesure de la performance I peut être exprimée comme

ISPIS = (λ2 + λ)ζ + δ2λ2 − 2δ(1− δ)λ+ δ2 − δ + 1
4ζ . (3.23)

Pour un δ donné, la solution suivante est obtenue dans cette étude

ζoptSPIS =

√√√√δ2λ2 − 2δ(1− δ)λ+ δ2 − δ + 1
4λ(1 + λ)

IoptSPIS =
√

(λ2 + λ)(δ2λ2 − 2δ(1− δ)λ+ δ2 − δ + 1)


, (3.24)

où λ est l’unique solution réelle positive de l’équation (3.29) ci-dessous pertinente pour

chaque valeur de δ donnée.
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4δ2λ3 + (3δ2 + 6δ (δ − 1))λ2+
(4δ (δ − 1) + 2δ2 − 2δ + 2)λ+ δ2 − δ + 1 = 0

(3.25)

La Preuve est simple comme indiqué dans la procédure 2.

Pour C2 (SIS), la mesure de la performance I peut être exprimée comme ci-dessous

ISIS = δ2λ2 − δ(2− δ)λ+ 1
δ2 ζ + 1

4ζ . (3.26)

Selon la procédure 2 (chapitre 2), pour un δ donné, la solution exacte suivante est

obtenue dans cette étude

λoptSIS = 2− δ
2δ , ζoptSIS =

√
δ

4− δ , I
opt
SIS =

√
4− δ

4δ

 . (3.27)

3.3.3 Comparaison entre la DVA traditionnelle et les isolateurs

à inerter C1 (SPIS) et C2 (SIS).

A ce stade, tous les paramètres optimaux pour les isolateurs à inerter selon la procédure

d’optimisation H2 ont été dérivés. Dans cette section, les performances de ces isolateurs à

inerter seront comparées à la DVA traditionnelle. Pour la DVA traditionnelle, la mesure

de la performance H2 peut être dérivée comme suit

Dans le cas de la solution optimale H2 pour minimiser la fonction de transfert de

conformité

IDV A = (1 + δ)3

δ2 ζ + δ2λ2 + δ(δ − 2)(1 + δ)2λ+ (1 + δ)4

4δ2λ2ζ
, (3.28)

où le rapport massique δ est défini comme δ = m0/m. Similaire aux isolateurs à inerter,

les paramètres optimaux peuvent être obtenus comme ci-dessous

λoptDV A = 2(1 + δ)2

δ(2− δ)

ζoptDV A =

√√√√ δ3(4− δ)
16(1 + δ)3

IoptDV A =

√
(4− δ)(1 + δ)3

4δ



, (3.29)

et dans le cas de la solution optimale H2 pour minimiser la fonction de transfert de

mobilité,

IDV A = (1 + δ)2

δ2 ζ + δ2λ2 − 2δ(1 + δ)λ+ (1 + δ)3

δ2λ2ζ
. (3.30)
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Comme dans le cas ci-dessus, les paramètres optimaux peuvent être obtenu comme

ci-dessous

λoptDV A = (1 + δ)2

δ
, ζoptDV A =

√√√√ δ3

4(1 + δ)3 , I
opt
DV A =

√
1 + δ

δ

 . (3.31)

(a) Performance (b) Pourcentage

Figure 3.6 – Comparaison entre les isolateurs à inerter et la DVA traditionnelle (trait plein : réponse
en régime permanent du déplacement, ligne pointillée : la réponse en régime permanent de la vitesse). (a)
la performance H2 (rouge : TDVA, bleu : C1 (SPIS) et vert : C2 (SIS)) ; (b) pourcentage d’amélioration
des isolateurs à inerter par rapport à la DVA traditionnelle (Bleu : SPIS et Vert : SIS).

Figure 3.7 – Rapport de rigidité optimal λ en H2 optimisation (rouge : TDVA, bleu : C1 (SPIS) et
vert : C2 (SIS).
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Figure 3.8 – Rapport d’amortissement optimal ζ dans l’optimisation H2 (Rouge : TDVA, Bleu : C1
(SPIS) et Vert : C2 (SIS)).

Les Figs. 3.6- 3.9 montrent la comparaison entre la DVA traditionnelle et les isolateurs

à inerter selon l’optimisation H2. Dans ces figures, les lignes pleines et pointillées montrent

le transfert conformité et le transfert de mobilité respectivement. Ces figures indiquent

que les solutions H2 obtenues en minimisant les fonctions de transferts de mobilité et de

conformité sont très similaires. Par conséquent, il est possible de calculer les solutions

optimales H2 minimisant la fonction de transfert de conformité en modifiant légèrement

les éqs. (3.24),(3.27), (3.29) et (3.31). Comme le montre la Fig. 3.6a, pour le même rap-

port δ, les isolateurs à inerter C1 (SPIS) et C2 (SIS) fonctionnent mieux que la DVA

traditionnelle lorsque δ est inférieur à 0,12 et lorsque δ ≥ 0, respectivement. Comme le

montre la Fig. 3.6, lorsque δ < 0.12, la configuration C1 (SPIS) fonctionne mieux que la

configuration C2 (SIS). De la Fig. 3.9, on montre que les rapports d’amortissement ζ de

la DVA traditionnelle sont normalement plus petits que les isolateurs à inerter. Pourtant,

le rapport de masse δ pour la DVA traditionnelle est pratiquement inférieur à 0,25. À

partir de ce point de vue, il est montré que lorsque δ = 0,25 (voir Fig. 3.6b), C2 (SIS)

fournit 26% et 13,5% d’amélioration en termes de réduction des transferts de conformité

et de mobilité, respectivement, par rapport à la DVA traditionnelle. Parce que C1 (SPIS)

n’est applicable que dans la région des δ <0.12, quand δ = 0.1 (voir Fig. 3.6b), C1 (SPIS)

fournit 23% et 15,75% d’amélioration en terme de réduction des transferts de conformité

et de mobilité, respectivement, par rapport à la DVA traditionnelle. Les valeurs détaillées

des paramètres sont données dans le Tableau 3.2, où il est montré que les performances

des isolateurs à base d’inerter peuvent être encore améliorées en augmentant le rapport

inertance/masse δ même au delà de δ> 0,25, car une grande inertance peut facilement

être obtenue sans augmenter la masse de l’ensemble du système. Ce qui est un avantage

potentiel des isolateurs à base d’inerter par rapport aux DVAs existant. De plus, il est
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également noté que sous excitation aléatoire de la base de la structure primaire, le réglage

optimal des isolateurs à base d’inerter proposés ajoute également à la fois l’amortissement

et la rigidité à la structure principale en comparaison avec la DVA traditionnelle et donc,

l’atténuation des vibrations est plus importante pour ces isolateurs.

Table 3.2 – Comparaison des paramètres optimaux dans l’optimisation H2.

δ TDVAa C1 (SPIS)a C2 (SIS)a TDVAb C1 (SPIS)b C2 (SIS)b

(a) : Mesure de performance I.

0.01 10.1377 9.8868 10.0000 10.0499 9.8990 9.9875

0.03 6.0125 5.5749 5.7735 5.8595 5.5945 5.7518

0.05 4.7815 4.2118 4.4721 4.5826 4.2351 4.4441

0.1 3.6024 2.7713 3.1623 3.3166 2.7941 3.1225

0.2 2.8649 - 2.2361 2.4495 - 2.1794

0.5 2.4303 - 1.4142 1.7321 - 1.3229

1 2.4495 - 1.0000 1.4142 - 0.8660

(b) : Rapport de rigidité optimal λ.

0.01 102.5226 98.4764 100.0000 102.0100 97.9738 99.5000

0.03 35.9019 31.7549 33.3333 35.3633 31.2458 32.8333

0.05 22.6154 18.3520 20.0000 22.0500 17.8341 19.5000

0.1 12.7368 8.0000 10.0000 12.1000 7.4095 9.5000

0.2 8.0000 - 5.0000 7.2000 - 4.5000

0.5 6.0000 - 2.0000 4.5000 - 1.5000

1 8.0000 - 1.0000 4.0000 - 0.5000

(c) : Rapport d’amortissement optimal ζ.

0.01 0.0005 0.0005 0.0500 0.0005 0.0005 0.0501

0.03 0.0025 0.0028 0.0866 0.0025 0.0028 0.0869

0.05 0.0052 0.0063 0.1118 0.0052 0.0063 0.1125

0.1 0.0135 0.0216 0.1581 0.0137 0.0224 0.1601

0.2 0.0332 - 0.2236 0.0340 - 0.2294

0.5 0.0900 - 0.3535 0.0962 - 0.3779

1 0.1531 - 0.5000 0.3062 - 0.5774

a Transfert de conformité
b Transfert de mobilité

Afin d’obtenir des résultats plus réalistes, une excitation aléatoire de 50 secondes est

construite, composée de 5000 nombres aléatoires normalisés avec une valeur moyenne nulle

et de variance unitaire, respectivement. L’histoire temporelle de l’excitation aléatoire est

représentée sur la Fig. 3.9a. Ici, on prend la masse primaire m = 1kg et la rigidité du

système primaire K = 100N/m.
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3.3.3. Comparaison entre la DVA traditionnelle et les isolateurs à inerter C1 (SPIS) et
C2 (SIS).

(a) Accélération aléatoire (b) TDVA

(c) C1 (SPIS) (d) C2 (SIS)

Figure 3.9 – (a) L’historique temporel de l’excitation aléatoire. Pour δ = 0.1 : (b) L’historique
temporel du système primaire avec TDVA, (c) L’historique temporel du système primaire avec C1 (SPIS)
et (d) L’historique temporel du système primaire avec C2 (SIS).

Table 3.3 – La variance et la diminution du déplacement et de la vitesse du système primaire.

Modèles Variance Diminution (%)

(a) : Déplacement.

TDVA 3.2309e-05

C2 (SIS) 2.8326e-05 12.33

C1 (SPIS) 2.4161e-05 25.22

(b) : Vitesse.

TDVA 2.8118e-05

C2 (SIS) 2.5619e-05 8.89

C1 (SPIS) 2.3511e-05 16.38

Les équations différentielles dans le temps donné par la Fig. 2.8 sont utilisées ici. Basées

sur la méthode Runge-Kutta du quatrième ordre et les paramètres optimisés dans l’opti-

misation H2, la réponse du système primaire avec différents isolateurs peut être obtenue.

L’historique temporel de ces systèmes primaires est représenté sur les Figs. 3.9b- 3.9d. La
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3.4. Réponse du système primaire avec C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) sous excitation de base

variances et le pourcentage de diminution du système primaire pour différents dispositifs

sont résumés dans le Tableau 3.3. On peut observer que les pourcentages d’atténuation de

la réponse quadratique moyenne du système primaire sont proches de ceux de la Fig. 3.6b

sous bruit blanc, indiquant la validité de la conception proposée.

3.4 Réponse du système primaire avec C3 (SPIS) et

C4 (NSPIS) sous excitation de base

Dans cette section, deux entrées d’excitation sont prises en compte : l’accélération et le

déplacement de la base de la structure primaire, respectivement. Les deux configurations

de la Fig. 3.10 en disposition série-parallèle des éléments mécaniques sont candidats à la

suppression des vibrations de la structure primaire. La configuration C4 (NSPIS) diffère

de celle de C3 (SPIS) par la présence d’une rigidité supplémentaire kn, négative. Dans

ce cas, C3 (SPIS) est un cas particulier de C4 (NSPIS) en remplaçant kn = 0 (c’est-

à-dire κ = 0). La section 3.4.1 présente les solutions optimales obtenues pour les deux

dispositifs C3 (SPIS) et C4 (NSPIS), minimisant les fonctions de transferts du système,

respectivement. L’analyse des résultats est d’abord effectuée dans les sections 3.4.2 et

3.4.3 puis, les configurations optimales C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) sont ensuite comparées

au TMD classique dans la section 3.4.4.

Figure 3.10 – Dispositifs C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) candidat à l’isolation des vibrations.

3.4.1 Résultats sur la conception de C4 (NSPIS)/C3 (SPIS).

Pour obtenir les paramètres optimaux, il est important de minimiser les fonctions de

transferts du système primaire sous les deux cas d’excitation harmonique de la base de

la structure primaire, pertinent pour chaque dispositif. L’accélération et le déplacement

harmonique de la base de la structure primaire sont les deux cas d’excitation ici. Les

fonctions de transferts dans chacun de ces cas sont données pour C4 (NSPIS)/C3 (SPIS)

comme suite
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3.4.1. Résultats sur la conception de C4 (NSPIS)/C3 (SPIS).

G =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− N3s̄

3 +N2s̄
2 +N1s̄+N0

D5s̄5 +D4s̄4 +D3s̄3 +D2s̄2 +D1s̄+D0

∣∣∣∣∣ (3.32)

où s̄ = jν, δst = Ag (cas de l’accélération) ou Y (cas du déplacement) et les coefficients

du numérateur sont listés respectivement comme suit :

acc−



N3 = 2ζµ
N2 = λµ

N1 = 2ζ(β + λ+ κ)
N0 = 2ζ(β + κ)

, dis−



N3 = 2ζµ
N2 = λµ

N1 = 2ζ(β + λ+ κ)
N0 = 2ζ(κβ + β + κ)

(3.33)

et ceux du dénominateur commun aux deux cas d’excitation sont :



D5 = 2ζµ
D4 = λµ

D3 = 2ζ(βµ+ λµ+ β + λ+ κ+ µ)
D2 = λ(βµ+ β + κ+ µ)
D1 = 2ζ[(β + λ+ 1)κ+ (β + λ)]
D0 = λ[(β + 1)κ+ β]

(3.34)

où les notations acc et dis désignent respectivement la base excitée par accélération et

la base excitée par déplacement. En minimisant ces fonctions de transferts sous la base

de l’optimisation H∞ utilisant la théorie des points fixes, les résultats obtenus pour C4
(NSPIS) et C3 (SPIS), respectivement, sont résumés dans le Tableau 3.4

Table 3.4 – Paramètres des conceptions optimaux des dispositions série-parallèles à système inerter
avec ou sans rigidité négative pour les deux cas d’excitation.

Systèmes λ β ζ

(a) : Accélération de la base

C3 (SPIS)
2µ
√
µ2+µ

(1+µ)2
(1+µ−

√
µ2+µ)µ

(1+µ)2

√
20(
√
µ2+µ−µ)µ3

17(1+µ)2(µ+
√
µ2+µ)

C4 (NSPIS)*
2(µ−κ)

√
µ2+µ

(1+µ)2
(1+µ−

√
µ2+µ)(µ−κ)

(1+µ)2

√
20(µ−κ)2(

√
µ2+µ−µ)µ

17(1+µ)2(1+κ)(µ+
√
µ2+µ)

(b) : Déplacement de la base

C3 (SPIS)
2µ
√
µ2+µ

(1+µ)
(µ+1−

√
µ2+µ)µ

(1+µ)

√
µ3[2(1+µ)

√
µ2+µ−2µ2−3µ]

2(1+µ)
√
µ2+µ+2µ2+3µ

C4 (NSPIS)*
2(µ−κ)

√
µ2+µ

(1+µ)(1+κ)
(µ+1−

√
µ2+µ)(µ−κ)

(1+µ)(1+κ)

√
µ(κ−µ)2[2(1+µ)

√
µ2+µ−2µ2+κ−3µ]

(1+κ)3[2(1+µ)
√
µ2+µ+2µ2−κ+3µ]

* Le paramètre κ étant le rapport de rigidité négative.
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3.4.2. Effet des grandeurs µ et κ sur les paramètres de conception : valeurs limites et
optimales sur κ.

3.4.2 Effet des grandeurs µ et κ sur les paramètres de concep-

tion : valeurs limites et optimales sur κ.

Pour le C4 (NSPIS) avec rigidité négative, les graphiques tridimensionnels représentés

sur la Fig. 3.11 montrent l’effet des rapports d’inertance/masse µ et de rigidité néga-

tive κ sur les trois paramètres optimaux dans les deux cas d’excitations (de déplacement

de la base et accélération de la base), respectivement. La gamme des rapports d’iner-

tance/masse et de rigidité négative sont de 0,005 à 2 pour µ et de -0,2 à 0 pour κ,

respectivement. On constate que dans le cas du déplacement de la base comme indiqué

sur les Figs. 3.11(a)-(c), les rapports de rigidités optimales (β) et (λ), et le rapport d’amor-

tissement optimal (ζ) s’agrandissent avec l’augmentation des rapports de rigidité négative

et d’inertance/masse. Pour le cas de l’accélération de la base, les paramètres optimaux

sont représentés sur les Figs. 3.11(d)-(f). Le rapport de rigidité optimale (β) (Fig. 3.11(d))

s’amplifie avec l’augmentation du rapport de rigidité négative, et il augmente avec le rap-

port d’inertance/masse croissant sur la plage µ < µ0, et sur la plage µ > µ0, il diminue

avec l’augmentation du rapport d’inertance/masse. µ0 est le point de stagnation donné

par l’équation (3.35).

Figure 3.11 – Représentation tridimensionnelle des variations des paramètres optimaux : (a), (b) et
(c) pour base excitée par déplacement, et (d), (e) et (f) pour base excitée par accélération.

µ0 =
4κ2 + 7κ+ 2 + 2

√
(4κ+ 1)(κ+ 1)3

(4κ+ 5) , (3.35)

où −1/4 ≤ κ ≤ 0. Il peut également être observé que le rapport de rigidité optimale (λ)

(Fig. 3.11(e)), et le le rapport d’amortissement (ζ) (Fig. 3.11(f)) croissent avec l’augmen-

tation des deux rapports d’inertance/masse (µ) et de rigidité négative (κ). Cela indique

que pour une combinaison de µ et κ donnée, le système C4 (NSPIS) a besoin des res-
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3.4.2. Effet des grandeurs µ et κ sur les paramètres de conception : valeurs limites et
optimales sur κ.

sorts plus rigides et un coefficient de viscosité d’amortissement élevé pour des meilleures

performances de contrôle.

Les plages des valeurs des paramètres µ et κ sur la Fig. 3.11 ont été choisis afin de

rendre compte de leur rôle sur l’évolution des paramètres des systèmes C3 (SPIS) et

C4 (NSPIS). Cependant, lorsque toutes les combinaisons possibles de µ et κ sont prises

dans les autres paramètres optimisés (résumées dans le Tableau 3.4) et les amplitudes

normalisées du déplacement de la structure primaire aux points fixes pertinents pour

C4 (NSPIS), on pourrait trouver que toutes les combinaisons de µ et κ ne garantissent

pas la stabilité du système. En d’autres termes, pour toutes les combinaisons possible de

µ et κ certaines rendent les paramètres du système en valeurs négatives ou complexes.

Par conséquent, la limite des valeurs admissibles sur le rapport de rigidité négative κ,

à l’intérieur de laquelle le système reste stable, est donnée par κ ∈ (κ−, 0]. De plus, les

études dans [26,29] ont montré qu’il existe une condition d’optimalité κopt sur le rapport

de rigidité κ pour chaque scénario d’excitation. Ainsi :

∗ Pour l’accélération de la base, la limite inférieure sur le rapport de la rigidité négative

est donnée par

κ− =
(1 + µ)[2µ−

√
µ(5µ+ 5− 4

√
µ2 + µ)] + (1− µ)

√
µ2 + µ

2µ+ 2− 2
√
µ2 + µ

, (3.36)

et la sa valeur optimale est

κopt = 2µ(1 + µ)− (2µ+ 1)
√
µ2 + µ

2µ(1 + µ)−
√
µ2 + µ

. (3.37)

∗ Pour le déplacement de la base, la limite inférieure sur le rapport la rigidité négative

est :

κ− =
µ− 1−

√
µ2 + µ+

√
(1 + µ)(2µ+ 1− 2

√
µ2 + µ)

2 , (3.38)

et la sa valeur optimale est donnée par

κopt =
µ− 1−

√
µ2 + µ+

√
(1 + µ)(2µ+ 1− 2

√
µ2 + µ)

2(1 + ε) , (3.39)

où ε > 0 doit être choisi petit pour être aussi proche que possible de la limite de stabilité

notée (3.38).

Preuve voir l’annexe A2

Pour valider les résultats sur les valeurs optimales de κ du dispositif C4 (NSPIS) dans

les deux cas d’excitation de la base du système primaire, la Fig. 3.12 trace les rapports

de rigidités négatives optimales pertinents pour chaque cas d’excitation de la base de
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3.4.3. Analyse des résultats sous le paramètre optimal κopt

(a) Déplacement de la base excitée (b) Accélération de la base excitée

Figure 3.12 – Les représentations graphiques des rapports de rigidité négatives optimaux pertinents
pour chaque cas d’excitation de la base avec leur limite de stabilité.

la structure primaire avec leur limite de stabilité. La ligne rouge représente la limite de

stabilité sur κ en dessous de laquelle le système devient instable. On peut observer que

pour tout rapport inertance/masse µ et pour tout coefficient ε > 0, les rapports de rigidité

négatives optimales restent valables et situés au-dessus de la limite de stabilité sur κ dans

chaque cas d’excitation, ce qui garantit la stabilité du système.

3.4.3 Analyse des résultats sous le paramètre optimal κopt

Pour une meilleure compréhension du rôle du rapport d’inertance/masse µ et du rap-

port de rigidité négative optimale κopt sur les paramètres optimaux du système, les gra-

phiques bidimensionnels sont présentés sur la Fig. 3.13. La ligne pleine correspond à C3
(SPIS) (pour κ = 0) et la ligne en pointillé est liée au C4 (NSPIS) avec un rapport de

rigidité négative optimale (pour κ = κopt). Les résultats indiquent que lorsque le rapport

µ augmente, l’effet du rapport de rigidité négative optimale devient plus important dans

le cas d’un déplacement de la base excitée (Fig. 3.13(a)-(c)), ce qui entraine une différence

entre les lignes pleine et en pointillé. Cependant, dans le cas d’une accélération de la base

excitée (Fig. 3.13(d)-(f)), l’effet de la rigidité négative optimale est presque constante

avec l’augmentation du rapport µ. La Fig. 3.13 montre également que pour tout rapport

d’inertance/masse µ donné, les paramètres de C4 (NSPIS) sont supérieurs à ceux de SPIS,

ce qui justifie que l’inclusion de la rigidité négative dans la disposition série-parallèle à

inerter C3 (SPIS) proposée a pour effet d’augmenter les valeurs des paramètres de concep-

tion. Par conséquent, un rapport d’inertance/masse µ plus petit est plus avantageux pour

obtenir de petites valeurs de λopt, βopt et ζopt pour C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) dans les deux

cas d’excitations harmoniques et limiter les coûts de fabrication des pièces mécanique.
la Fig. 3.14 représentent le tracé de contour du déplacement normalisé du système pri-
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3.4.3. Analyse des résultats sous le paramètre optimal κopt

Figure 3.13 – Effet de la rigidité négative et de l’inertance/masse sur les paramètres optimaux pour
les deux dispositions C4 (NSPIS) (lignes pointillées) et C3 (SPIS) (lignes pleines) dans chaque cas d’ex-
citation de la base. Ici, (a), (b) et (c) sont pertinents pour le déplacement de la base excitée, tandis que
(d), (e) et (f) sont pour l’accélération de base excitée, dans lesquels (a), (b), (d) et (e) sont les rapports
de rigidité et (c) et (f) sont les rapports d’amortissement.

(a) Déplacement de la base excitée (b) Accélération de la base excitée

Figure 3.14 – Tracé de contour de l’amplitude du déplacement normalisée du système primaire avec
C4 (NSPIS) par rapport au rapport de masse µ pour κ = κopt.

maire contrôlé avec C4 (NSPIS). On peut observer que l’effet d’amortissement s’améliore

au fur et à mesure que µ augmente. Cependant, la lente décomposition de l’amplitude de

crête lorsque µ augmente, montre que la valeur normalisée du déplacement de la masse

de la structure primaire contrôlée avec C4 (NSPIS) n’est pas sensible à la variation de µ

pour une valeur absolue de κ plus grande. De plus, comme les paramètres de conception

augmentent au fur et à mesure que µ augmente (voir Fig. 3.13), choisir un rapport µ

élevé va augmenter le coût de fabrication des pièces mécaniques. Cependant, l’inclusion
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3.4.4. Évaluation des performances des dispositifs C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) sous
excitation harmonique de la base.

de la rigidité négative peut réduire considérablement les coûts de fabrication car, pour une

petite valeur du rapport µ (impliquant de petites valeurs des paramètres de conception),

une réduction effective de la réponse du système primaire peut être obtenue.

Table 3.5 – Amplitudes normalisées du système primaire aux points fixes.

TMD C3 (SPIS) C4 (NSPIS)

(a) : Accélération de base excitée∣∣∣X1
Ag

∣∣∣
max

√
2(1+µ)2

µ

√
1 + 1

µ

√
µ(1+µ)
(µ−κ)2

(b) : Déplacement de la base excitée∣∣∣X1
Y

∣∣∣
max

√
1 + 2

µ

√
1 + 1

µ

√
µ(1+µ)
(µ−κ)2

* Le paramètre κ étant le rapport de rigidité négative.

3.4.4 Évaluation des performances des dispositifs C3 (SPIS) et

C4 (NSPIS) sous excitation harmonique de la base.

Table 3.6 – Bande passante de suppression des vibrations et les amplitudes maximales du système
primaire avec TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) sous µ = 0, 05.

TMD C3 (SPIS) C4 (NSPIS)

(a) : Accélération de la base excitée

Bande de suppression 0.159 0.163 0.317

Amplitude maximale 6.646 6.261 2.158

(b) : Déplacement de la base excitée

Bande de suppression 0.163 0.166 0.821

Amplitude maximale 6.406 6.224 1.414

Dans le Tableau 3.5, nous résumons toutes les amplitudes du déplacement normalisée

aux points fixes du système primaire contrôlé par trois types de dispositifs (à savoir,

TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS)) dans les deux cas d’excitations harmoniques mentionnés

dans cette section (à savoir, l’excitation de la base par accélération et par déplacement,

respectivement). Comme le rapport massique du TMD est normalement assez petit et

pratiquement inférieur à 0,25, les amplitudes du déplacement normalisées aux points fixes

du système primaire avec C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) pour le même rapport de masse sont

représentés sur la Fig. 3.15 sur la plage de 0 < µ < 0, 2 pour une comparaison raisonnable

avec le TMD. Comme le montre la Fig. 3.15a, si la disposition C4 (NSPIS) (avec raideur

négative) est utilisée dans le cas d’une structure primaire excitée par accélération de sa

base, une amélioration de 58,05 à 86,69% peut être obtenue par rapport au TMD tandis

que 35,02 à 81,09% d’amélioration peut être obtenue par rapport à la disposition C3
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(SPIS). Cependant, dans le cas de la structure primaire excitée par déplacement de la

base comme montré à la Fig. 3.15b), la disposition C4 (NSPIS) apporte une amélioration

de 65 à 97% par rapport au TMD et 53 à 96 % d’amélioration comparée au C3 (SPIS).

Ces résultats montrent également que C3 (SPIS) est supérieur au TMD. La Fig. 3.15

montre également que le système C4 (NSPIS) est avantageux pour des petites valeurs du

rapport µ.

(a) Déplacement de la base excitée (b) Accélération de la base excité

Figure 3.15 – Comparaison des amplitudes normalisées aux points fixes de la masse du système
primaire contrôlée par les trois dispositifs TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) pour différents rapports de
masse ou rapport d’inertance/masse µ.

De plus, les réponses en fréquence du système primaire équipé respectivement des

trois types de dispositifs mentionnés ci-dessus sont illustrées à la Fig. 3.16. Le rapport

d’inertance/masse ou rapport de masse est imposé comme µ = 0, 05. Deux indices de

comparaison sont envisagés, le maximum d’amplitude des vibrations du système primaire

et la largeur de la bande de suppression des vibrations notée (SBW) (suppression band-

width). Comme illustré sur la Fig. 3.16a, la bande passante de suppression (SBW) peut

être définie comme la plage des fréquences d’excitation dans lesquelles la structure pri-

maire contrôlée surpasse un cas de structure primaire non-contrôlée. A cet effet, les valeurs

de ces caractéristiques correspondant à différents dispositifs sont résumées dans le Tableau

3.6. Il est vrai que dans le cas de la structure primaire excitée par accélération de la base

(Fig. 3.16b), le principal inconvénient de la rigidité négative est d’augmenter l’amplitude

des vibrations dans les basses fréquences. Néanmoins, la justification de son utilisation

dans les systèmes de contrôle ; est caractérisée par la plus grande largeur de la bande

de suppression et l’amplitude de vibration minimale du système primaire. Plus précisé-

ment, par rapport au TMD et C3 (SPIS), le C4 (NSPIS) peut agrandir la bande passante

de suppression de 49,84% et 48,58% et réduire l’amplitude maximale des vibrations de

67,53% et 65,53%, respectivement. Alors que dans le cas d’une structure primaire excitée
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par le déplacement de sa base (Fig. 3.16a), il n’y a pas d’amplification de l’amplitude des

vibrations dans la région de basses fréquences en raison du rapport de rigidité négative.

Ainsi, par rapport au TMD et C3 (SPIS), le C4 (NSPIS) peut élargir la bande passante

de suppression de 80% et 79,8% et réduire l’amplitude maximale des vibrations de 78% et

77,3%, respectivement. Ces résultats montrent également que le C3 (SPIS) est supérieur

au TMD.

(a) Déplacement de la base excitée (b) Accélération de la base excitée

Figure 3.16 – La comparaison entre TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) dans la réponse en fréquence
du système primaire sous des paramètres optimaux lorsque µ = 0, 05.

Une simulation numérique dans le temps à base des équations différentielles données

par la Fig. 2.9 est également exécutée pour étudier les performances de contrôle des

trois différents dispositifs TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS) par rapport aux vibrations

transitoires. La Fig. 3.17 représente les réponses temporelles des systèmes primaires. La

simulation est effectuée sous vibration libre (à savoir, a(τ) = y(τ) = 0) grâce à la mé-

thode de Runge-Kutta du quatrième ordre, avec un rapport de masse µ = 0, 1 pour un

meilleur effet visuel. Comme le montre la Fig. 3.17, C3 (SPIS) (quand κ = 0) et le TMD

rendent une atténuation similaire de la réponse transitoire du système primaire en termes

d’amplitude maximale des vibrations et de temps de stabilisation. En outre, le dispositif

C4 (NSPIS) avec une rigidité négative surpasse le C3 (SPIS) (quand κ = 0) et le TMD en

terme de temps de stabilisation beaucoup plus court et l’amplitude maximale du système

primaire plus faible. Enfin, la Fig. 3.17a et la Fig. 3.17b, suggèrent que les paramètres

optimaux obtenus pour le déplacement de la base excitée sont plus préférables que les

paramètres optimaux obtenus pour une accélération de base excitée en terme d’amplitude

maximale des vibrations plus faibles avec un temps de stabilisation plus court.
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(a) Déplacement de la base excitée (b) Accélération de la base excitée

Figure 3.17 – Réponse transitoire des systèmes primaires sous µ = 0, 1 pour la condition initiale
(1,0,0,0).

3.4.5 Évaluation des performances des dispositifs C3 (SPIS) et

C4 (NSPIS) sous excitation aléatoire de la base

Le système primaire est généralement soumis à des excitations aléatoires comme dans

la plupart des pratiques de l’ingénierie, il est donc très important et significatif d’observer

la réponse du système à une excitation aléatoire . Par exemple, supposons que le système

primaire soit soumis à une excitation aléatoire (bruit blanc) d’accélération de la base avec

une valeur moyenne nulle et une densité spectrale de puissance constante S(ω) = S0 (bruit

blanc idéal). Le réponse quadratique moyenne sans dimension σ̄ du système primaire pour

chaque dispositif TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS), respectivement est exprimée grâce à

l’équation (3.51) comme

σ̄2 = Fζ + G

ζ
. (3.40)

• Pour C4 (NSPIS),


F = (κ2 + (2β + 2λ− 2µ)κ+ (β + λ)(β + λ− 2)µ+ (β + λ)2 + µ2)/λ2(κ− µ)2

G =

 κ3 + (3β − 2µ)κ2 + [(2µ+ 3)β2 − 4µβ + µ2]κ
+(1 + µ)2β3 − (µ2 + 2µ)β2 + βµ2

 /4[(1 + β)κ+ β](µ− κ)2 ,

(3.41)

• Pour C3 (SPIS),

F = (β + λ)(β + λ− 2)µ+ (β + λ)2 + µ2

λ2µ2 , G = (1 + µ)2β3 − (µ2 + 2µ)β2 + βµ2

4βµ2 (3.42)
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• Pour TMD,

F = α(1 + µ)3

µ
; G = (1 + µ)4α4 + (µ3 − 3µ− 2)α2 + 1

4αµ . (3.43)

L’évolution de ces réponses quadratiques moyennes du système primaire en fonction du

rapport de masse µ avec les trois dispositifs, respectivement, sous les paramètres optimaux

(le Tableau 3.4) peuvent être obtenus comme indiqué sur la Fig. 3.18. Il est démontré que

le dispositif C4 (NSPIS) montre la plus petite réponse quadratique moyenne sur 0,001

< µ < 0, 2. La Fig. 3.18 montre également que le système C4 (NSPIS) est avantageux

pour un rapport µ petit et que C3 (SPIS) est supérieure au TMD.

Figure 3.18 – La comparaison des différentes réponses quadratiques moyennes du système primaire
par rapport à µ dans l’accélération aléatoire de la base du système primaire.

Afin d’être plus réaliste, une excitation aléatoire de 50 secondes est construite, ce qui

est composée de 5000 nombres aléatoires normalisés avec une valeur moyenne nulle et

une variance unitaire, respectivement. L’historique temporel de l’excitation aléatoire est

représentée sur la Fig. 3.19. Ici, nous prenons la masse primaire m = 1kg et la rigidité du

système primaire k1 = 100N/m. Puis, les paramètres des dispositifs TMD, C3 (SPIS) et

C4 (NSPIS) dans ce document peuvent être calculés selon le Tableau 3.4 et [28, 68, 69]

pour le TMD.

La méthode de Runge-Kutta du quatrième ordre intégrant les équations différentielles

données par la Fig. 2.9 a permis d’obtenir les réponses de l’historique temporel du sys-

tème primaire sans contrôle et avec contrôle, respectivement. L’historique temporel de

ces systèmes primaires est représenté sur la Fig. 3.20. La variance et la diminution du

déplacement du système primaire avec les dispositifs TMD, C3 (SPIS) et C4 (NSPIS),

respectivement, sont résumées dans le Tableau 3.7.

D’après la Fig. 3.20 et le Tableau 3.7, il pourrait également être conclu que le dispo-
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Figure 3.19 – Historique temporel de l’excitation aléatoire.

Figure 3.20 – L’historique temporel du système primaire avec différent dispositifs. (a) sans contrôle
(b) avec TMD (c) C3 (SPIS) et (d) avec C4 (NSPIS).

sitif C4 (NSPIS) avec une rigidité négative est le système le plus efficace sous excitation

aléatoire par rapport à TMD et C3 (SPIS) (sans rigidité négative). Cependant C3 (SPIS)

surpasses le TMD pour µ supérieure.
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Table 3.7 – La variance et la diminution du déplacement du système primaire.

Modèles Variance Diminution (%)

Sans contrôle 2.0082e-04

TMD 2.5760e-05 87.17

C3 (SPIS) 2.4243e-05 87.93

C4 (NSPIS) 1.1987e-05 94.03

3.5 Réponse du système primaire avec C5 (IVA), C6
(NGS-IVA) et C7 (AIGS-IVA) sous excitation de

force

Dans cette section, la structure primaire est excitée par une force directement appliquée

à la masse principale de la structure comme montré à la Fig. 2.5. Les dispositifs C5 (IVA),

C6 (NGS-IVA) et C7 (AIGS-IVA) de la Fig. 3.21 sont candidats à la suppression des

vibrations de la structure primaire. Dans ces dispositifs, l’effet d’une inertance amplifiée

couplée à une rigidité mise à la terre est particulièrement observée pour le dispositif C7
(AIGS-IVA). Cependant, le dispositif C6 (NGS-IVA) est à rigidité négative mise à la

terre tandis que C5 (IVA) est sans rigidité négative. La réponse du système primaire

avec ces dispositifs est analysée sous les paramètres optimaux des dispositifs proposés. En

attendant, la section suivante montre ces paramètres optimaux.

Figure 3.21 – Dispositifs candidat à l’absorption des vibrations de la structure primaire.
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3.5.1 Résultats sur la conception des dispositifs C5 (IVA), C6
(NGS-IVA) et C7 (AIGS-IVA)

La fonction de transfert du système primaire sous excitation de force harmonique

contrôlée par le dispositif C7 (AIGS-IVA) est donnée comme ci-dessous :

A(Ω) =
∣∣∣∣X1

Xs

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (jΩ)2 +N1(jΩ) +N0

(jΩ)4 +D3(jΩ)3 +D2(jΩ)2 +D1(jΩ) +D0

∣∣∣∣∣ (3.44)

où j est l’unité imaginaire, Xs = F/k1 la déformation statique, et les autres paramètres

sont les suivants :



N1 = 2ξα
N0 = α2(1 + η)
D3 = 2ξα
D2 = α2(1 + η + µβ2)
D1 = 2ξα(1 + µβ2α2)
D0 = α2(1 + η + ηµβ2α2)

. (3.45)

Ainsi, les paramètres optimaux de conception sont obtenus en minimisant cette fonction

de transfert dans l’optimisation H∞ basée sur la théorie des points fixes. En suivant la

procédure 1, le rapport de fréquence optimal α peut être obtenu comme :

αopt =
√

1
1 + η − µβ2 . (3.46)

Le rapport d’amortissement optimal ζ peut donc être exprimé par

ξopt =

√√√√ 3(1 + η)µβ2

4[2(η + 1)2 − µβ2]
. (3.47)

Sur la base des paramètres optimaux, l’amplitude normalisée aux points fixes P et Q est

donnée par la relation

A|P,Q = (1 + η − µβ2)
√

2
µβ2 . (3.48)

La présence de la rigidité négative kn dans le système d’absorption cause des déplace-

ments important dans la zone des basses fréquences de la réponse fréquentielle du système

primaire. Limiter ces déplacements consiste à imposer que la déformation statique du sys-

tème A|Ω=0 soit limitée par l’amplitude normalisée aux points fixes A|P,Q (c’est-à-dire

A|Ω=0 = A|P,Q). Cette condition définit ainsi le rapport de rigidité optimale donné par la

relation

ηopt = −1 +
√

2µβ2, (3.49)

ce qui satisfait bien la condition de stabilité −1 + µβ2 < η < ηcsteup en remplaçant (3.46)
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dans la condition de stabilité générale (2.21). ηcsteup est définie dans la suite du problème.

Preuve la preuve est identique comme montré à l’appendix A1.

(a) (b)

Figure 3.22 – Évolution en fonction du produit µβ2 (a) de l’amplitude des vibrations normalisées aux
points fixes et (b) du rapport de rigidité négative optimale.

La Fig. 3.22 montre l’évolution de l’amplitude normalisée aux points fixes (Fig. 3.22a)

et du rapport de rigidité négative optimale (Fig. 3.22b) pour différentes valeurs du pro-

duit µβ2. Sur la Fig. 3.22a, on montre que les paramètres optimaux du système ne sont

applicables que dans la région 0 < µβ2 < 2, c’est-à-dire que ηcsteup = 2. En analysant la

formule de la rigidité optimale mise à la terre (3.49), et en inspectant la Fig. 3.22b, un

phénomène intéressant à été découvert, c’est-à-dire trois possibilités pour la valeur ηopt.

Ce qui veut dire que la rigidité optimale mise à la terre peut être négative, zéro et positive

comme ci-dessous :


ηopt < 0, si 0 < µβ2 < 1/2
ηopt = 0, si µβ2 = 1/2
ηopt > 0, si 1/2 < µβ2 < 2

. (3.50)

A ce stade, tous les paramètres optimaux C7 (AIGS-IVA) dans cette thèse sont obtenus

sur la base de la théorie du point fixe (FPT) (procédure 1). Il peut être trouvé que

les objectifs d’optimisation des paramètres sont essentiellement atteints. Cependant, en

définissant β = 1 dans les équations (3.46), (3.47), (3.48) et (3.49) les paramètres optimaux

pour C6 (NGS-IVA) peuvent être réécrits. De la même manière, en posant β = 1 et η = 0
simultanément dans les équations (3.46), (3.47) et (3.48), les paramètres optimaux pour

IVA sont retrouvés.
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3.5.2 Analyse des résultats pour C7 (AIGS-IVA)

En pratique, le rapport de masse amplifiée µβ2 dépend des exigences spécifiques d’ingé-

nierie. Par conséquent, l’influence de ce rapport sur les paramètres de conception α, ξ et η

est digne d’une attention particulière. Pour valider les solutions optimales, les simulations

sont d’abord réalisées sur le système en fonction du rapport de masse amplifiée µβ2. Les

solutions optimales du rapport de fréquence α et rapport d’amortissement ξ du système

C7 (AIGS-IVA) dérivés des équations analytiques. (3.46) et (3.47) sont présentés sur la

Fig. 3.23 le rapport de masse amplifiée µβ2 compris entre 0,05 et 1,5. Le rapport de fré-

quence optimale αopt diminue rapidement au début lorsque le rapport de masse amplifiée

µβ2 est très petit (µβ2 ≤ 0.5), puis augmente rapidement dans la plage µβ2 > 0.5. Cepen-

dant, à la fois pour µβ2 ≤ 0.5 et µβ2 > 0.5, la Fig. 3.23 indique que pour un rapport de

masse amplifiée µβ2 donnée, le système C7 (AIGS-IVA) a besoin d’un ressort plus rigide

pour obtenir une meilleure performance de contrôle. Le rapport d’amortissement optimal

ξopt augmente avec, lorsque augmente le rapport de masse amplifiée µβ2. Cela indique

qu’un rapport de masse amplifiée plus grand µβ2 nécessite un amortissement élevé pour

le système C7 (AIGS-IVA) afin d’obtenir de meilleures performances de contrôle.

Figure 3.23 – Relation entre le rapport de masse amplifiée et les paramètres optimaux.

L’effet d’amortissement s’améliore à mesure que l’amplification du rapport de masse

µβ2 augmente, comme le montre la Fig. 3.24. Cependant, la décroissance rapide de l’am-

plitude de crête lorsque µβ2 augmente, montre que le déplacement normalisé du système

primaire contrôlé avec de C7 (AIGS-IVA) est sensible à la variation de β pour une valeur

plus grande de η. De plus, comme le système a besoin d’une rigidité et d’un amortissement
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élevés pour obtenir de meilleures performances de contrôle, le choix d’un rapport mas-

sique d’inertance important va augmenter les Coûts de fabrication. Néanmoins, la mise

en œuvre d’une inertance amplifiée peut réduire considérablement les coûts de fabrica-

tion car, pour un petit rapport de masse d’inertance avec une amplification plus grande

(β > 1), une réduction efficace de la réponse du système primaire peut être obtenue.

Figure 3.24 – Graphique de contour du facteur de grossissement d’amplitude normalisé du système
primaire équipé de C7 (AIGS-IVA) pour différents rapport µβ2.

De plus, la Fig. 3.25 illustre l’effet d’amortissement lié à chaque cas de réglage du rapport

de rigidité ηopt mis à la terre comme précédemment mentionné et étiqueté comme cas 1,

cas 2 et cas 3 et chacun d’eux inclus le cas (a) et le cas (b) avec des valeurs différentes de

µ et β mais, la même valeur de µβ2, selon les paramètres spécifiques du Tableau 3.8. De

toute évidence, comme dans les Figs. 3.23 et 3.24, on peut à nouveau voir sur la Fig. 3.25

que les performances de contrôle sont seulement accordées par la valeur du rapport de

masse amplifiée µβ2. En d’autres termes, selon la Fig. 3.25 et le Tableau 3.8, le système

a les mêmes performances de contrôle quelques soient les valeurs de µ et η, tant que les

valeurs de µβ2 sont égales.

Table 3.8 – Paramètres du système dans différents cas de ηopt.

Cas ηopt µ β µβ2

cas 1 (a) -0,106 0,1 2 0,4

(b) -0,106 0,125
√

3.2 0,4

cas 2 (a) 0 0,1
√

5 0,5

(b) 0 0,125 2 0,5

cas 3 (a) 0,342 0,1 3 0,9

(b) 0,342 0,125
√

7.2 0,9
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Figure 3.25 – Le facteur de grossissement d’amplitude normalisé du système primaire équipé de C7
(AIGS-IVA) dans trois cas différents de la rigidité ηopt mise à la terre.

En termes de performances de contrôle, on constate que la configuration C7 (AIGS-

IVA) dans le cas 3 est la meilleure, suivie du cas 2, puis du cas 1. Bien que les performances

de contrôle soient les meilleures dans le cas 3, il nécessite une valeur élevée du rapport

µβ2 tandis que les cas 1 et 2 nécessitent une valeur inférieure de µβ2. Mais µβ2 ne peut

pas être choisi arbitrairement en raison de la limitation sur le coefficient d’amplification β

pour une réalisation pratique. Pour plus d’explications, la Fig. 3.22a montre l’amplitude

normalisée aux points fixes avec différent µβ2. Théoriquement, la réponse aux points fixes

diminue avec l’augmentation de la valeur de µβ2. Pourtant, on constate qu’il y a une

limite aux valeurs de µβ2, comme mentionné précédemment.

Figure 3.26 – Réponse transitoire au déplacement initial x0 de la structure primaire.

Enfin, pour étudier plus en détail l’effet d’amortissement des différents cas de rapport
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de rigidité optimal mis à la terre, la Fig. 3.26 montre le réponse transitoire sans dimension

x1/x0 du système primaire après un déplacement initial x0 donné à la masse primaire.

La vibration du système conçu dans le cas 3 se détériore rapidement que celle des autres

systèmes conçus en utilisant les cas 1 et 2. Néanmoins, dans tous ces cas, la vibration de

retour ne se produit pas lorsque le système se stabilise.

Habituellement, le rapport d’inertance/masse µ et le coefficient d’amplification β sont

définis au début de la conception et en fonction des exigences. Cependant, un rapport µ

élevé peut être produit par le dispositif inerter sans augmenter le volume du système [23,

144]. Pendant ce temps, le mécanisme d’amplification de l’inertance ajoute une certaine

charge permanente au système mais négligeable. Par conséquent, la combinaison de ces

deux appareils doit tenir compte des conditions réelles. A cet effet, la gamme des valeurs de

β est définie physiquement dans [170] et adopté dans ce document. De plus, le remarquable

effet positif de la combinaison de ces deux appareils avec une rigidité mise à la terre incluse

dans l’IVA considérée, mérite une attention particulière pour la pratique de l’ingénierie.

Mais d’abord, les performances de contrôle du C7 (AIGS-IVA) proposées par rapport aux

autres IVAs est mis en évidence dans la section suivante.

A ce stade, quelques remarques sont destinées à résumer les principaux résultats de

cette section 3.5.

Remarque 1 Le mécanisme d’amplification de AIGS-IVA permet d’atteindre des

rapports massiques élevés en ajoutant une petite charge permanente au système, ce qui

permet au système d’atteindre rapidement des taux d’amortissement élevés (voir

Fig. 3.23). Cet effet est déjà réalisé par de simples IVAs, mais l’AIGS-IVA proposé dans

ce travail pourrait être encore plus efficace pour le même rapport de masse.

Remarque 2 Pour les applications numériques, les valeurs du rapport d’amplification β

doit être pris dans l’intervalle de 1 à 3 pour des raisons de géométrie structurelle [170].

Cependant, β= 1 est le cas non amplifié de l’inertance, qui correspond à NGS-IVA sur

la Fig. 3.21(b). Donc NGS-IVA est un cas particulier de AIGS-IVA dans cette étude.

Les valeurs de β < 1 ne sont pas prises en compte dans cette étude car elles réduisent

l’inertance et entrâınerant une amplification dans la réponse du système primaire.

Remarque 3 La géométrie du mécanisme d’amplificateur de masse a été choisie dans

cette étude comme la plus simple possible sans généralité. Cependant, le mécanisme réel

peut être différent en réalité et sûrement être encore amélioré ou modifié avec l’objectif

d’obtenir un rapport d’amplification de masse plus grand et de meilleures performances

que celles présentées dans cette étude pour AIGS-IVA.

Remarque 4 L’inclusion de la rigidité négative dans les absorbeurs de vibrations

[23–26] ou des systèmes d’isolation [29] améliorent considérablement la réponse du

système primaire. Cependant, obtenir une rigidité négative est difficile dans la pratique

de l’ingénierie. Par conséquent, l’inclusion d’un mécanisme d’amplification d’inertance
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dans le AIGS-IVA entrâıne non seulement une rigidité positive ou rigidité nulle de la

rigidité négative mise à la terre, mais aussi à une amélioration significative de la

réponse du système primaire au-delà de celle du système à raideur négative (voir

Fig. 3.25). De plus, AIGS-IVA avec la rigidité mise à la terre positive a entrâıné une

réponse du système primaire beaucoup plus petite que sa réponse statique sans contrôle.

Remarque 5 L’avantage du mécanisme d’amplification concerne également

l’amortisseur visqueux et le ressort, respectivement. Le mécanisme d’amplification

lorsqu’il est également installé au niveau de l’amortisseur visqueux et du ressort, les

IVAs peuvent permettre d’adopter un amortisseur visqueux et des rigidités avec des

caractéristiques considérablement inférieure à la viscosité et la rigidité réelle demandée,

mais avec des coefficients plus faibles que dans le cas où ils ne sont pas amplifiés, s’ils

sont accordés par la théorie des points fixes.

Remarque 6 La formulation des résultats de cette étude est basée sur l’hypothèse de

petits déplacements de la structure primaire. Ici, pour justifier cette hypothèse, il est

remarqué que le facteur d’agrandissement du système primaire avec AIGS-IVA dans ses

trois cas a de petites magnitudes (voir Fig. 3.25). Ceci est pertinent car, si le facteur

d’agrandissement est un petit déplacement du système SDOF, comme c’est généralement

le cas dans certains ouvrages d’art, la longueur de course du système (c’est-à-dire le

mouvement relatif x2 − x1) correspondra à de petits déplacements x2(t) le long d’une

diagonale des tiges (voir Fig. 1.9). Cependant, puisque y(t) = −x2(t)/2, y(t) étant le

déplacement le long de l’autre diagonale des tiges et le fait que 1 < β < 4 pour des

raisons structurelles [170], on peut en conclure que l’hypothèse de petits déplacements

effectués à la base de l’ensemble de la formulation peut être considérée comme

raisonnablement correcte.

Remarque 7 Les dispositifs IVA proposés dans cette section, notamment AIGS-IVA a

été étudié en mettant l’accent sur l’application à un système SDOF. Ces appareils

conviennent également pour une application sur des systèmes MDOF ou continus pour

de futures recherches. Cependant, dans la vraie application pour les structures MDOF,

les paramètres de réglage sous-optimaux de ces dispositifs peuvent suivre l’approche

adoptée dans [187].

3.5.3 Comparaison des performances

Jusqu’à présent, la conception optimale de tous les types de systèmes d’IVA, C7 (AIGS-

IVA), C6 (NGS-IVA) et C5 (IVA) de la Fig. 3.21 sont présentés. Les solutions pour les

paramètres de réglage du (TID) [107] sont introduites dans cette section. Ces solutions

sont nécessaires pour clarifier les performances de contrôle des IVAs illustrés à la Fig. 3.21.

Par conséquent, tous les paramètres optimaux des quatre modèles évoqués jusqu’ici sont

résumés dans le Tableau 3.9.

Rédigée par : 88 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



3.5.3. Comparaison des performances

Table 3.9 – Paramètres optimaux de divers types d’absorbeurs.

Modèles αopt ξopt ηopt

TID 1
1+µ

√
3µ

8(1+µ) -

C5 (IVA)
√

1
1−µ

√
3µ

4(2−µ) -

C6 (NGS-IVA)
√

1
1+η−µ

√
3µ(1+η)

8(η+1)2−4µ −1 +
√

2µ

C7 (AIGS-IVA)
√

1
1+η−µβ2

√
3µβ2(1+η)

8(η+1)2−4µβ2 −1 +
√

2µβ2

Afin d’illustrer les performances de contrôle de la configuration C7 (AIGS-IVA), une

enquête numérique est effectuée pour simuler la dynamique dans les domaines fréquentiel

et temporel.

Le cas de l’excitation de force harmonique.

Afin de comparer les performances de contrôle des absorbeurs dans le domaine fréquen-

tiel sous excitation de force harmonique du système primaire, les valeurs des paramètres

optimaux du Tableau 3.9 sont données dans le Tableau 3.10 pour un rapport massique

µ = 0, 1. Les courbes de fréquence des réponses des systèmes avec les quatre types d’absor-

beurs mentionnés ci-dessus sont représentés sur la Fig. 3.27. En conséquence, les valeurs

spécifiques du paramètre β, pertinent pour chaque cas de rapport de rigidité mise à la

terre pour le proposé C7 (AIGS-IVA) dans ce travail, peut être trouvé dans le Tableau

3.8. Notez que les valeurs de β ne peuvent pas être choisies supérieures à 3,5 [170].

Table 3.10 – Les valeurs des paramètres utilisés dans la comparaison présentée.

Les modèles µ ou µβ2 αopt ξopt ηopt

TID µ=0,1 0,909 0,185 -

C5 (IVA) µ=0,1 1,054 0,199 -

C6 (NGS-IVA) µ=0,1 1,697 0,334 -0,553

C7 (AIGS-IVA) cas 1 µβ2=0,4 1,422 0,473 -0,106

cas 2 µβ2=0,5 1,414 0,500 0

cas 3 µβ2=0,9 1,505 0,579 0,342

À partir de la comparaison à la Fig. 3.27, on peut conclure que C7 (AIGS-IVA) dans

les trois cas, peut non seulement supprimer l’amplitude des vibrations du système pri-

maire dans la zone de résonance de manière significative, mais étant également la gamme

de fréquences efficace d’absorption des vibrations. On peut également voir que sur la base

des paramètres optimaux, les performances de contrôle de C7 (AIGS-IVA) dans le cas de

la rigidité positive mise à la terre sont plus meilleures parmi les trois cas, tandis que ces

performances sont légèrement en baisse dans la gamme des hautes fréquences. Le change-

ment des fréquences naturelles en raison de l’inclusion du mécanisme d’amplification de
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Figure 3.27 – Comparaison des performances de contrôle avec d’autres absorbeurs de vibrations.

l’inertance peut plus expliquer cette baisse des performances. Les fréquences propres sans

dimension peuvent être obtenues en positionnant le dénominateur de l’équation (3.51)

égal à zéro, que l’on peut obtenir comme ci dessous :

Ωn1,2 =

√√√√1 + η ±
√
µβ2

1 + n− µβ2 . (3.51)

La Fig. 3.28 montre l’évolution des deux fréquences naturelles sans dimension en fonction

du rapport d’amplification β pour un rapport de masse donné comme µ = 0,1. De cette

figure, on peut voir qu’au fur et à mesure que le rapport d’amplification augmente, les deux

fréquences augmentent. Le déplacement des deux fréquences naturelles vers la gamme des

hautes fréquences entrâıne une légère diminution de la performance dans le haut gamme

de fréquences pour C7 (AIGS-IVA) avec une rigidité positive mise à la terre.

Bien que les performances du C7 (AIGS-IVA) avec la rigidité positive mise à la terre

diminue légèrement dans la gamme des hautes fréquences, ses performances dans la gamme

des basses fréquences ont été améliorées par une réponse du système primaire beaucoup

plus petite que sa réponse statique sans IVAs. De plus, ses performances dans le milieu des

gammes de fréquences peuvent être expliquées par la plus petite amplitude de vibration

aux points fixes dans toute la plage admissible du rapport massique µ comme indiqué

dans le Tableau 3.11, pour rapport d’amplification β sélectionné. Cependant, il convient

de mentionner que l’amplitude des vibrations aux points fixes est légèrement différente

de l’amplitude de crête en raison de la nature sous-optimale de la méthodologie basée sur

des points fixes.
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Figure 3.28 – Évolution des deux fréquences naturelles sans dimensions en fonction du rapport
d’amplification β sous µ= 0,1.

Table 3.11 – Vibration amplitude of primary system at the fixed points when controlled by the four
vibration absorbers.

TID C5 (IVA) C6 (NGS-IVA) C7 (AIGS-IVA)

Amax
√

1 + 2
µ

√
2(1−µ)2

µ
2−
√

2µ 2−
√

2µβ2

Figure 3.29 – Réponse en fréquence du déplacement relatif entre la masse primaire et le point de
partage du système à inerter.

Plus d’avantages pourraient être introduits dans les performances de contrôle en uti-

lisant la rigidité mise à la terre couplée à une inertance amplifiée. La Fig. 3.29 montre
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les réponses en fréquence du mouvement relatif entre la masse primaire et le point de

partage des dispositifs (IVAs) de contrôle (Fig. 3.21), également appelés comme longueur

de course, sous excitation de force harmonique. On peut remarquer que le dispositif C7
(AIGS-IVA) dans ses trois cas différents peut réduire considérablement l’amplitude maxi-

male des vibrations de la longueur de course par rapport à ses homologues C5 (IVA), C6
(NGS-IVA) et TID, ce qui facilite leur mise en œuvre pratique dans un environnement

plus strict.

Figure 3.30 – Réponse en fréquence de la force totale transmise au sol.

Un autre aspect à prendre en compte est la force totale transmise au sol. La Fig. 3.30)

montre les courbes de réponse en fréquence de la force totale transmise au sol (ou fonda-

tion), pertinent pour chaque IVA sous les paramètres optimaux basés sur la minimisation

du facteur d’amplification du système primaire comme dans la section 3.5.1. Il peut être

vu que les IVAs avec rigidité mise à la terre sont plus efficaces que leurs homologues IVAs

sans rigidité mise à la terre. Cependant, AIGS-IVA ; dans ses trois cas de raideurs mises

au sol, a le même pic de résonance et le décalage vers la droite de la zone de résonance

en raison du rapport d’amplification est observé, ce qui montre que, β n’a pas d’effet sur

la réduction de la réponse de crête concernant AIGS-IVA dans ses trois cas. Néanmoins,

les réponses des systèmes proposés peuvent être améliorés en minimisant les fonctions de

transferts correspondant à la force totale transmise au sol en utilisant la théorie des points

fixes [23].

Ensuite, l’analyse de l’historique des temps pour l’excitation harmonique est menée

pour valider l’efficacité du dispositif C7 (AIGS-IVA) proposé dans ses trois cas. Les équa-

tions gouvernantes des systèmes (Fig. 2.10) sont configurées en un environnement MAT-

LAB et résolu en utilisant la méthode de Runge-Kutta du quatrième ordre considérant les

paramètres optimaux du Tableau 3.10. Ici, nous prenons la masse primaire comme m0 =

1kg et la rigidité du système primaire comme k1 = 100 N/m. Pour les IVAs, y compris le
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TID, le rapport inertance/masse est défini comme µ= 0,1. Et pour l’historique de temps

exécuté, il est supposé que la structure est au repos pour t = 0.

Figure 3.31 – Réponse du déplacement normalisé du système primaire sous une entrée d’excitation
de force harmonique à la fréquence forcée Ω = 1,05.

Le mouvement d’excitation de force harmonique sans dimension (F (τ) = f0sin(Ωτ)) avec

son rapport de fréquence forcée sélectionnée comme Ω = 1.05, est imposé. La Fig. 3.31

montre la réponse du déplacement normalisée de la structure primaire avec ou sans ab-

sorbeur. Clairement, la structure primaire sans aucun amortisseur de vibrations basée sur

l’inerteur présente un phénomène de battement typique et aboutit à une large réponse.

Lorsque des IVAs, y compris le TID sont utilisés, la réponse du système primaire est atté-

nuée, avec une grande réduction fournie par le C7 (AIGS-IVA) avec rigidité positive (cas

3), comme prédits par les comparaisons précédentes.

Bien que le dispositif C7 (AIGS-IVA) proposé dans ses trois cas, a la meilleure capacité

de contrôle des vibrations, décrite par la plus large bande passante de suppression et la

plus petite amplitude de vibration du système primaire contrôlé sous excitation de force

harmonique, les performances de cet appareil doivent également être évaluées pour une

excitation aléatoire de vibrations par rapport aux systèmes C5 (IVA), C6 (NGS-IVA) et

TID envisagés dans ce travail.

Le cas de l’excitation de force aléatoire (bruit blanc)

Le système primaire est soumis à une excitation aléatoire de bruit blanc. Quand le sys-

tème primaire avec les absorbeurs de vibrations est soumis à une excitation aléatoire avec

une moyenne nulle et de densité spectrale de puissance (PSD) (power spectral density)

comme S(ω) = S0, la fonction PSD de la réponse au déplacement du système primaire per-

tinent pour chacun des quatre dispositifs d’absorption considérés à la Fig. 2.10 y compris

le TID est obtenue respectivement comme :

S∗(ω) = |X1∗|2S0 (3.52)
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où ∗ désigne l’absorbeur considéré. Puis la réponse quadratique moyenne du système

primaire avec chacun d’eux peut être exprimé comme :



σ2
T = S0

+∞∫
−∞
|X1T |2dω = πS0UT

2µξαω3
0

σ2
I = S0

+∞∫
−∞
|X1I |2dω = πS0UI

2µξα5ω3
0

σ2
N = S0

+∞∫
−∞
|X1N |2dω = πS0UN

2µξα5ω3
0(1+η+ηµα2)

σ2
AI = S0

+∞∫
−∞
|X1A|2dω = πS0UAI

2µξα5ω3
0(1+η+ηµβ2α2)

(3.53)

où les souscriptions T , I, N et A sont liés au TID, à C5 (IVA), au C6 (NGS-IVA) avec

élément de rigidité négatif mis à la terre, et au dispositif C7 (AIGS-IVA), respectivement.

Les quatre autres paramètres Ui (i = T , I, N et A) sont listés comme :



UTID = 1 + α4(1 + µ)2 + α2(4µξ2 + 4ξ2 − µ− 2)
UC5 = 1 + α4 + α2(4ξ2 + µ− 2)
UC6 = 1 + η + α4[(1 + η)3 − 2ηµ(1 + η − 2ξ) + ηµ2]...
+α2[4ξ2 + µ− 2 + 2η(−2− η + 2ξ2 + µ)]
UC7 = 1 + η + α4[(1 + η)3 − 2ηµβ2(1 + η − 2ξ) + ηµ2β4]...
+α2[4ξ2 + µβ2 − 2 + 2η(−2− η + 2ξ2 + µβ2)]

(3.54)

Selon les valeurs des paramètres optimaux données dans le Tableau 3.10, la réponse

quadratique moyenne des systèmes primaires avec tous les absorbeurs peut être obtenu

comme :

σ2
TID = 6.401πS0

ω3
0

, σ2
C5 = 5.780πS0

ω3
0

, σ2
C6 = 2.736πS0

ω3
0

,

σ2
C7(cas1) = 1.644πS0

ω3
0

, σ2
C7(cas2) = 1.414πS0

ω3
0

, σ2
C7(cas3) = 0.755πS0

ω3
0

(3.55)

où, les σ2
C7(cas1), σ

2
C7(cas2) et σ2

C7(cas3) désignent les carrés moyens du système primaire avec

le dispositif C7 (AIGS-IVA) dans le cas 1, le cas 2 et le cas 3 de la rigidité négative,

respectivement.

À partir du carré moyen résultant de la réponse du déplacement de la masse primaire

en (3.55), le dispositif C7 (AIGS-IVA) démontre les plus petites réponses quadratiques

moyennes du système primaire, qui traduit des meilleures performances de contrôle que les

autres dispositifs C5 (IVA), C6 (NGS-IVA) et TID sous l’excitation aléatoire. Cependant,

C7 (AIGS-IVA) avec une inertance amplifiée et la rigidité positive mise à la terre dans les

trois cas du C7 (AIGS-IVA) montre également de meilleure performance sous l’excitation

aléatoire du système primaire.

Afin d’obtenir des résultats plus réalistes, une excitation aléatoire de 50 secondes est

construite, qui est composé de 5000 nombres aléatoires normalisés avec une valeur moyenne
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Figure 3.32 – L’historique temporel de l’excitation aléatoire et du déplacement du système primaire
pour différents absorbeurs.

Figure 3.33 – L’historique temporel de l’excitation aléatoire et de l’accélération du système primaire
pour différents absorbeurs.

et une variance unitaire nulles, respectivement. L’excitation aléatoire est représentée sur

la Fig. 3.32a. Ici, nous prendrons également la masse primaire m0 = 1kg et la rigidité
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du système primaire k1 = 100 N/m. Ensuite, les paramètres des absorbeurs dans cette

section peuvent être calculés selon le Tableau 3.9 et résumé dans le Tableau 3.10.

Basé sur la méthode de Runge-Kutta du quatrième ordre sous les paramètres optimaux,

la réponse d’historique de temps du système primaire sans absorbeur et avec différents

absorbeurs considérés peut être obtenue. L’historique temporel de ces systèmes primaires

est illustré sur les Figs. 3.32(b)-(h) en termes de déplacement de la structure primaire.

les variances de réponse et les ratios de diminution pour les différents systèmes primaires

avec différents absorbeurs sont résumés dans le Tableau 3.12 en cas de déplacement de

la structure primaire.

À partir des Figs. 3.32(b)-(h) et le Tableau 3.12(a), on pourrait également conclure

que C7 (AIGS-IVA) dans ses trois cas est le système le plus efficace pour contrôler les

déplacements verticaux de la structure primaire sous excitation de force aléatoire.

Table 3.12 – La variance et la diminution du déplacement et de l’accélération du système primaire.

(a) : Déplacement

Modèles Variance Diminution (%)

Sans contrôle 2,0082e-04

TID 2,5760e-05 87,17

C5 (IVA) 2,4243e-05 87,93

C6 (NGS-IVA) 1,1987e-05 94,03

C7 (AIGS-IVA) cas 1 7,1776e-06 96,42

cas 2 6,6192e-06 96,70

cas 3 4,2705e-06 97,87

(b) : Accélération

Sans contrôle 4,0508e-04

TID 1,0438e-04 74,23

C5 (IVA) 1,1179e-04 72,40

C6 (NGS-IVA) 1,0397e-04 74,33

C7 (AIGS-IVA) cas 1 1,0639e-04 73,74

cas 2 1,0737e-04 73,49

cas 3 1,1582e-04 71,41

La prise en compte de la protection des éléments non structuraux consiste à limi-

ter l’accélération de la structure primaire sous excitation de force aléatoire comme à

la Fig. 3.33(a). À partir des Figs. 3.33(b)-(h) et le Tableau 3.12(b), il est clairement

montré que par rapport au système primaire sans contrôle, les systèmes primaires sous

contrôle sont de très loin moins exposés aux vibrations. Cependant, les performances de

C7 (AIGS-IVA) dans le cas 3 sont légèrement inférieure à ceux des autres cas et homo-
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logues C6 (NGS-IVA), C5 (IVA) et TID. Cela signifie que l’amplification de l’inertance

conduit à une légère baisse de performance.

3.6 Conclusion

Cette section était réservée à la présentation des différents résultats de ces travaux,
basés sur l’évaluation des performances de certain dispositifs de contrôle basées sur l’iner-
ter. Beaucoup d’informations ont été notées. Par exemple, il peut exister plusieurs schéma
de contrôle présentant des dynamiques variées et riche. De plus, les performances d’un
système de contrôle peuvent changer selon la disposition de ses différents éléments méca-
niques ou selon la forme de l’excitation d’entrée considérée. En générale, tous les systèmes
de contrôle à base d’inerter (C1-C7) proposés dans cette étude se sont avérés plus per-
formants que les amortisseurs conventionnels TMD et TDVA y compris l’amortisseur à
inerter conventionnel TID. Pour les dispositions mécaniques avec rigidité négative (C4,
C6 et C7), l’effet d’amortissement des vibrations a été plus significatif que dans le cas des
dispositions (C1, C2, C3 et C5). Cependant, l’effet d’amplification de l’inertance a rendu
la rigidité négative nulle ou positive donnant lieu à des performances plus améliorées de
la disposition C7.
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Notre objectif dans le cadre de ce travail de recherche était de concevoir et d’éva-

luer les performances de quelques systèmes de suppression passif des vibrations à base

d’inerter avec ou sans rigidité négative incorporée. Par conséquent, sept modèles C1, C2,

C3, C4, C5, C6 et C7 en connexion série ou série-parallèle ont été identifiés et classés en

deux groupes : les isolateurs comme C1, C2, C3 et C4 et les absorbeur comme C5, C6
et C7. De tous ces dispositifs, certains sont à raideur négative c’est-à-dire C4, C6 et C7.

Une structure primaire (principale) à degré de liberté unique sous contrôle a été modéli-

sée comme une structure de bâtiment à un étage excitée à sa base (cas de l’isolation des

vibrations) ou excitée de force directement appliquée à la masse primaire (cas de l’absorp-

tion). Dans un premier temps, les équations du mouvement de la structure primaire sous

contrôle ont été développées dans le domaine fréquentiel et les fonctions de transferts ont

été dérivées pour usage dans les méthodes de conception basées sur la théorie des points

fixes selon la H∞ optimisation et la théorie de la H2 optimisation. Cependant, la minimi-

sation de la fonction de transfert de conformité (transfert de déplacement) acte pour la

réduction des déplacements verticaux de la structure primaire, alors que la minimisation

de la fonction de transfert de mobilité (transfert de vitesse) acte pour la réduction du

bruit généré par la structure. Ensuite, les mêmes équations sont réécrites dans le domaine

temporel pour visualiser l’évolution dans le temps de la dynamique du système primaire

grâce à la méthode de Runge-Koutta du quatrième ordre.

Les objectifs de conception étant principalement de contrôler les mouvements indési-

rables de la structure primaire et limiter les bruits générés, les résultats sur la conception

des dispositifs C1, C2, C3, C4, C5, C6 et C7 comme présentés dans ce chapitre 3 et

analysés ont permis de montrer que :

? Les performances de tous les systèmes présentés dans cette thèse s’améliorent

au fur et à mesure que le rapport inertance/masse (noté δ ou µ) augmente. De plus, ce

rapport massique peut prendre une valeur élevée sans toutefois augmenter la masse phy-

sique de l’ensemble du système. D’où l’avantage des systèmes à inerter contrairement aux

amortisseurs de masse réglée TMDs ou amortisseurs dynamiques de vibration (DVAs). Ce-

pendant, l’inclusion d’un ressort à coefficient de raideur négative a contribué à améliorer

de façon significative les performances de contrôle des dispositifs C5, C6 et C7 proposés

dans ce travail de recherche. Pendant ce temps le dispositif à raideur négative reste tout

de même difficile à réaliser. A cet effet, un mécanisme d’amplification de l’inertance a

permis de rendre positive ou nulle la rigidité négative dans C7, ce qui a conduit à des

98



Conclusion Générale

performances de contrôle encore plus améliorées.

? Dans l’optimisation H∞ sous excitation d’accélération harmonique de la base du

système primaire, les dispositifs optimaux C1 et C2 peuvent réduire l’amplitude maxi-

male des vibrations aux points fixes de 40% et 15,16% pour la fonction de transfert de

conformité, respectivement, et par 45,32% et 10,53%, pour la fonction de transfert de mo-

bilité, respectivement, par rapport à la TDVA. Dans l’optimisation H2, la configuration

optimale C2 n’est applicable que dans la région δ <0.12. Pour cette raison, il n’a que été

possible d’obtenir des solutions algébriques du critère d’optimisation H2 pour δ <0,12.

Concernant l’optimisation H2 des dispositifs C1 et C2, les solutions obtenues en minimi-

sant les fonctions de transferts de mobilité et de conformité ne différaient que légèrement,

alors qu’elles différaient largement dans les solutions basées sur l’optimisation H∞, sauf

pour le rapport d’amortissement. Cependant, les dispositifs optimaux C1 et C2 conçus

sur la base de l’optimisation H2 peuvent réduire la réponse quadratique moyenne du sys-

tème primaire de 23% et 26,10% en cas de minimisation de la fonction de transfert de

conformité, respectivement, et de 17,75% et 13,40% dans le cas de la fonction de transfert

de mobilité, respectivement, par rapport à la TDVA optimale.

? Sous excitation harmonique de la base du système primaire, C4 avec rigidité

négative a présenté un meilleur contrôle des vibrations en termes de diminution du pic

d’amplitude des vibrations de la masse primaire et l’élargissement de la bande passante de

fréquences de suppression par rapport à TMD et C3, respectivement, pour le même rap-

port de massique µ. La comparaison a montré que, dans le cas d’une structure primaire

excitée par accélération de la base, C4 avec rigidité négative peut réduire l’amplitude

maximale des vibrations de la structure primaire de 67,53% et 65,53% et agrandir la

bande passante de suppression de 49,84% et 48,58%, respectivement, par rapport à TMD

et C3 lorsque µ = 0, 05. Alors que dans le cas de la structure primaire excitée par dé-

placement de la base, C4 peut réduire le pic d’amplitude de vibrations de la structure

primaire de 80% et 79,8% et agrandir la bande passante de suppression 78% et 77,3%,

respectivement, par rapport à TMD et C3 lorsque µ = 0, 05. Cependant, ces résultats ont

montré que C3 reste supérieure à TMD quelque soit le rapport de masse donné

? Pour un rapport d’inertance/masse µ donné, le changement du rapport d’am-

plification β du système s’est traduit par trois valeurs possibles de la rigidité optimale

mise à la terre dans C7, c’est-à-dire négative quand 0 <µβ2 <1/2, nulle quand µβ2=

1/2 et positive quand 1/2 <µβ2 <2. Après avoir étudié les performances de contrôle des

dispositifs C5, C6 et C7 proposés y compris l’amortisseur à inerter réglé (TID) et leur

comparaison, les résultats démontrent que C7 dans ses trois cas présente des meilleures

performances de contrôle largement au-dessus de C5, C6 et TID, caractérisées par la

plus large bande passante de suppression et la vibration minimale de l’amplitude du sys-
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tème primaire contrôlé sous excitation de force harmonique. De plus, les performances de

contrôle du modèle C7 avec une rigidité positive est meilleur parmi ses trois cas. Bien

que l’utilisation d’une inertance amplifiée dans le système C7 peut augmenter la masse

effective de l’inertance résultant des meilleures performances de contrôle, il y a une limite

sur les valeurs possibles de ce rapport d’amplification et aucune valeur optimale.

? Dans l’objectif d’avoir des résultats plus réalistes dans le cas d’excitation aléa-

toire, une excitation de 50 secondes est construite, ce qui est composée de 5000 nombres

aléatoires normalisés avec une valeur moyenne nulle et variance unitaire, respectivement.

les modèles C1, C2, C3, C4, C5, C6 et C7 proposées dans ces travaux ont également

montré un excellent avantage avec un bon effet de réduction des vibrations aléatoires.

De plus, cet effet de réduction est plus accentué dans le cas des dispositions avec rigidité

négative pour un petit rapport massique donné.

? La réponse libre du système primaire sous excitation transitoire a été évaluée

avec les dispositifs C3, C4 et TMD, tandis que la réponse sous excitation sinusöıdale a été

évaluée avec les dispositifs C5, C6, C7 et TID, et des comparaisons ont été données. Dans

les deux cas sur évoqués, les dispositifs C3, C4, C5, C6 et C7 par rapport à TMD et TID,

respectivement, ont montré de meilleures performances de contrôle (en particulier C4,

C6 et C7 avec rigidité négative) caractérisées par la plus petite amplitude de la réponse

du système primaire et un temps de stabilisation plus cout en particulier pour le cas de

l’excitation transitoire.

Les résultats présentés dans ce travail de recherche pourrait fournir une base théo-

rique pour la conception d’isolateurs ou d’absorbeur à base inerter avec ou sans rigidité

négative. Cependant, les efforts des recherches futurs seront consacrés à l’investigation

d’autre dispositifs de suppression passif des vibrations basées ou non sur l’inerter, avec ou

sans rigidité négative, couplés à de nouveaux mécanismes d’amplification de masse pour

un contrôle plus efficace de vibration. Leur applicabilité aux systèmes multiples degrés de

liberté (MDLL) avec effet d’amortissement linéaire ou non-linéaire.
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Rédigée par : 109 BADUIDANA MARCIAL c©UY, 2021/2022



Bibliographie

[143] T. Furuhashi and S. Ishimaru, Mode control seismic design with dynamic mass. In

5th Inter. Conf. Urban. Earth. Eng. (2008).

[144] K. Ikago, Y. Sugimura, K. Saito, and N. Inoue, Modal response characteristics of a

multiple-degree-of-freedom structure incorporated with tuned viscous mass dampers.

J. Asian Arch. Build. Eng. 11(2), 375–382 (2012).

[145] L. Marian and A. Giaralis, Optimal design of a novel tuned mass-damper-inerter

(TMDI) passive vibration control configuration for stochastically support-excited

structural systems. Prob. Eng. Mech. 38, 156–164 (2014).

[146] A. Giaralis and F. Petrini, Wind-induced vibration mitigation in tall buildings using

the tuned mass-damper-inerter. J. Struc. Eng. 143(9), 04017127 (2017).

[147] H. Garrido, O. Curadelli, and D. Ambrosini, Improvement of tuned mass damper

by using rotational inertia through tuned viscous mass damper. Eng. Struc. 56,

2149–2153 (2013).

[148] R. M. Hessabi and O. Mercan, Investigations of the application of gyro-mass dam-

pers with various types of supplemental dampers for vibration control of building

structures. Eng. Struc. 126, 174–186 (2016).

[149] I. F. Lazar, S. A. Neild, and D. J. Wagg, Vibration suppression of cables using tuned

inerter dampers. Eng. Struc. 122, 62–71 (2016).

[150] J. Luo, J. H. G. Macdonald, and J. Z. Jiang, Use of inerter-based vibration absorbers

for suppressing multiple cable modes. Proc. Eng. 199, 1695–1700 (2017).

[151] L. Sun, D. Hong, and L. Chen, Cables interconnected with tuned inerter damper

for vibration mitigation. Eng. Struc. 151, 57–67 (2017).

[152] X.-J. Zhang, M. Ahmadian, and K.-H. Guo, On the benefits of semi-active suspen-

sions with inerters. Shock and Vib., vol. 19(3), 257–272 (2012).

[153] M. Z. Q. Chen, Y. Hu, C. Li, and G. Chen, Performance benefits of using inerter in

semiactive suspensions. IEEE Transac. Control. Syst.Tech. 23(4), 1571–1577 (2015).

[154] P. Li, J. Lam, and K. C. Cheung, Control of vehicle suspension using an adaptive

inerter. Proc. Inst. Mech. Eng., Part D : J. Auto. Eng. 229(14), 1934–1943 (2015).

[155] A. Z. Matamoros-Sanchez and R. M. Goodall, Novel mechatronic solutions incorpo-

rating inerters for railway vehicle vertical secondary suspensions. Vehicle Syst. Dyn.

53(2), 113–136 (2015).

[156] M. Zilletti, Feedback control unit with an inerter proof-mass electrodynamic actua-

tor. J. Sound. Vib. 369, 16–28 (2016).

[157] A. G. Piersol and T. L. Paez, Harris’ Shock and Vibration Handbook (6th ed.). New

York : McGraw-Hill, (2010).

[158] T. Asami, Y. Mizukawa and T. Ise, Optimal design of doublemass dynamic vi-

bration absorbers minimizing the mobility transfer function. J. Vib Acoust. 40,

061012–061014 (2018).
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Annexe

Les expressions des paramètres optimaux présentés dans le document principale pour

tous les dispositifs ont été dérivées sur la base de la théorie du point fixe [60, 61]. Ici,

une structure 1DDL avec un C1 (SPIS) ou un C4 (NSPIS), respectivement, est utilisée

comme exemple pour démontrer les processus de dérivation des rapports de rigidités, de

fréquences et d’amortissements pour un rapport de masse donné. C1 (SPIS) démontre le

cas de systèmes à deux points fixes, tandis que C4 (NSPIS) démontre le cas des systèmes

à trois points fixes et avec rigidité négative en particulier.

Annexe A1 : paramètres optimaux de C1 minimisant

les fonctions de transferts de conformité et de mobilité

a) Conception optimale de C1 (SPIS) pour minimiser la fonction de transfert

de conformité

Pour la configuration C1 minimisant la fonction de transfert de conformité, en notant



A = 2λq
B = 1− δλq2

C = 2q(1 + λ− λq2)
D = 1− (1 + δ + δλ)q2 + δλq4

, (A.56)

le rapport d’amplitude |X1/Ag| de la fonction de transfert de déplacement sans dimension

peut être réécrit comme

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣
2

= A2ζ2 +B2

C2ζ2 +D2 . (A.57)

Dans les courbes de normalisation d’amplitude du système principal, toutes les courbes

passent par deux points indépendants de l’amortissement. À titre d’illustration, la Fig. A.0.1

représente la grandeur |X1/Ag| dans l’équation (A.57) pour plusieurs valeurs du rapport

d’amortissement ζ et pour des valeurs fixes de δ et λ. Évidemment, il existe deux points

stationnaires, désignés par P et Q, où la magnitude |X1/Ag| des courbes amplitude-

fréquence se coupent pour toutes les valeurs de rapport d’amortissement ζ.

L’emplacement des points P et Q sur l’axe des fréquences peut être trouvé en consi-
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Figure A.0.1 – Courbes amplitude-fréquence du système principal associées au système inerter série-
parallèle C1 sous δ = 0, 2 et λ = 4.

dérant l’équation

lim
ζ→∞

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣
2

= lim
ζ→0

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣
2

. (A.58)

En substituant l’équation (A.57) dans (A.58) selon (A.56) et en effectuant certaines

manipulations algébriques, on obtient

λ

1 + λ− λq2 = ± 1− δλq2

1− (1 + δ + δλ)q2 + δλq4 . (A.59)

On pourrait constater qu’il n’y a pas de sens lorsque la partie droite de (A.59) est

positive. En conséquence, en prenant le signe négatif et en simplifiant l’équation (A.59),

nous pouvons obtenir que

2δλ2q4 − 2λ(1 + δ + δλ)q2 + 2λ+ 1 = 0. (A.60)

En supposant que les racines de (A.60) sont qP et qQ, on peut obtenir l’équation

suivante :

(q2 − q2
P )(q2 − q2

Q) = q4 − (q2
P + q2

Q)q2 + q2
P q

2
Q = 0. (A.61)

En comparant (A.61) et (A.60), nous pouvons conclure que

q2
P + q2

Q = 1 + δ + δλ

δλ
. (A.62)

Les valeurs à P et Q doivent être les mêmes pour obtenir le rapport de rigidité optimal

λ

1 + λ− λq2
P

= − λ

1 + λ− λq2
Q

. (A.63)

En simplifiant (A.63), on peut obtenir
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q2
P + q2

Q = 2(1 + λ)
λ

. (A.64)

En combinant (A.62) et (A.64), et en résolvant l’équation, nous pouvons obtenir le

rapport de rigidité optimal

λopt = 1− δ
δ

. (A.65)

Les deux points fixes peuvent être obtenus dans cette condition comme

q2
P,Q = 2±

√
2δ

2(1− δ) . (A.66)

assumant que q2
P < q2

Q. Sur la base du rapport de rigidité optimal, la réponse en

amplitude à P et Q peut être obtenue comme

µ
T

=
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
qP ,qQ

∼= (1− δ)
√

2
δ
. (A.67)

L’étape suivante pourrait ajuster le rapport d’amortissement afin de rendre l’ampli-

tude maximale du système primaire aux points fixes. La condition peut être obtenue

lorsque les dérivées du facteur d’amplification sont nulles aux deux points fixes P et Q,

respectivement, c’est-à-dire

∂

∂q2

∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
qP ,qQ

= 0. (A.68)

Résoudre (A.68) et remplacer le rapport de rigidité optimal dans le résultat, nous

pouvons obtenir

ζ2
P = 3δ3(2+

√
2δ)

8(1−δ)(2−δ)

ζ2
Q = 3δ3(2−

√
2δ)

8(1−δ)(2−δ)

. (A.69)

En prenant une moyenne de ζ2
P et ζ2

Q, nous pouvons obtenir le rapport d’amortissement

optimal

ζopt =

√√√√ 3δ3

4(1− δ)(2− δ) . (A.70)

b) Conception optimale de C1 (SPIS) pour minimiser la fonction de transfert

de mobilité

Dans le cas de la minimisation de la fonction de transfert de mobilité de la structure

primaire pour C1 (SPIS) sur la Fig. 2.2a, les valeurs à P et Q doivent être identiques afin

d’obtenir le rapport de rigidité optimal
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λqP
1 + λ− λq2

P

= − λqQ
1 + λ− λq2

Q

. (A.71)

En simplifiant (A.71), nous pouvons obtenir

q2
P q

2
Q = (1 + λ)2

λ2 . (A.72)

Encore une fois, en comparant (A.61) et (A.60), nous pouvons conclure que

q2
P q

2
Q = 1 + 2λ

2δλ2 . (A.73)

En combinant (A.72) et (A.73), et en résolvant l’équation, nous pouvons obtenir le

rapport de rigidité optimal

λopt = 1− 2δ +
√

1− 2δ
2δ , (A.74)

ce qui nécessite δ <1/2. Le rapport d’amortissement optimal ζopt peut être obtenu en

résolvant (A.68) comme

ζopt =
√
ζ2
P + ζ2

Q

2 , (A.75)

où,

ζ2
P,Q =

δ2
(
a8q

8
P,Q − a6q

6
P,Q − a4q

4
P,Q + a2q

2
P,Q − a0

)
4q2
P,Q(−d4q4

P,Q + d0) , (A.76)

lorsque les dérivées du facteur d’amplification sont nulles aux deux points fixes P et Q,

respectivement, c’est-à-dire
∂

∂q2

∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣
qP ,qQ

= 0, (A.77)

et,

q2
P,Q =

(
2− δ ±

√
δ(4− 3δ + 4

√
1− 2δ)

)√
1− 2δ + 2− 4δ(

1− 2δ +
√

1− 2δ
)2 , (A.78)

est obtenu en résolvant l’équation (A.60) après avoir remplacé (A.74) dans (A.60).

où les coefficients ai et di sont donnés comme suit :

a8 = (1− 2δ)2
(
δ2 − 4δ + 2 + 2(1− δ)

√
1− 2δ

)
,

a6 = 2(1− 2δ)
(
(2− δ)(1− 2δ) + (2− 3δ)

√
1− 2δ

)
,

a4 = δ(1− 2δ)
(
−7δ + 6 + 6

√
1− 2δ

)
,

a2 = 2(2 + δ − 2δ2)
√

1− 2δ − 2(6δ2 + δ − 2),
a0 = 2(1− δ +

√
1− 2δ),

d0 = (a8=d4)
(1−2δ),

(A.79)

ce qui nécessite δ <1/2. Sur la base du rapport de rigidité optimal (A.74) et des points
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fixes (A.78), la réponse du système primaire à P et Q peut être obtenu comme

µ
T

=
∣∣∣∣qX1

δst

∣∣∣∣
qP ,qQ

∼=
(1− 2δ +

√
1− 2δ)

√√
φ+ ψ

√
φ+ δ

√
1− 2δ

(A.80)

où

φ = δ(1− 2δ)(4− 3δ + 4
√

1− 2δ)
,

ψ = (2− δ)
√

1− 2δ + 2(1− 2δ),
(A.81)

ce qui nécessite également δ <1/2.

Notons que les mêmes procédures peuvent être appliquée aux dispositifs C2 (SIS), C5
(IVA), C6 (NGS-IVA) et C7 (AIGS-IVA), respectivement, car ces systèmes avec la struc-

ture primaire montrent deux points fixes sur leur courbe de réponse amplitude-fréquence.

Cependant, il existe des dispositifs montrant trois points fixes sur la courbe de réponse

amplitude-fréquence du système primaire comme dans C3 (SPIS) et C4 (NSPIS), respec-

tivement, dont la démonstration est montrée comme ci-dessous pour C4 (NSPIS).

Annexe A2 : paramètres optimaux de C4 (NSPIS) mi-

nimisant la fonction de transfert de conformité

La fonction de transfert de mobilité défini la fonction de transfert du déplacement

dynamique du système primaire. Ainsi, le module carré de la fonction de transfert pour

la structure primaire excitée par accélération de base peut être exprimé comme :

G2 =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣2 = 4ζ2A2 +B2

4ζ2C2 +D2 , (A.82)

où

A =
√

Ω[β + λ+ κ− µΩ],
B = λ[β + κ− µΩ],
C =

√
Ω[(β + λ+ 1)κ+ β + λ− (βµ+ λµ+ β + λ+ κ+ µ)Ω + µΩ2],

D = λ[(β + 1)κ+ β − (βµ+ β + κ+ µ)Ω + µΩ2].

(A.83)

La Fig. A.0.2 montre la réponse en fréquence du système primaire non amorti (en uti-

lisant (A.82)) contrôlé avec C4 (NSPIS) (Fig. 2.2d) pour divers rapports amortissements,

0,01, 0,02 et 0,05. Sur cette figure, les courbes de fréquence passent par trois points in-

variants P , Q et R indépendamment du rapport d’amortissement de l’absorbeur quand

une accélération harmonique est appliquée à la base du système primaire. Pour localiser

les points fixes P , Q et R sur l’axe des fréquences, l’équation suivante doit être prise en

compte comme
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Figure A.0.2 – Les courbes amplitude-fréquence du système avec C4 (NSPIS) pour des paramètres
comme µ = 0, 05, λ = 0, 05, β = 0, 09 et κ = −0, 07 et (SBW) désigne la bande passante de suppression
des vibrations.

A

C
= ±B

D
, (A.84)

avec κ 6= 0. On pourrait constater qu’il y a aucune signification lorsque la partie droite de

(A.84) est positive. Par conséquent, en prenant le signe négatif et en simplifiant l’équation,

nous pouvons obtenir

Ω3 + α2Ω2 + α1Ω + α0 = 0, (A.85)

où

α2 = −2βµ+ λµ+ 4β + 2λ+ 4κ+ 2µ
2µ ,

α1 = κ2 + (2βµ+ λµ+ 2β + λ+ 2µ)κ+ β2µ+ βλµ+ β2 + βλ+ 2βµ+ λµ

µ2 ,(A.86)

α0 = −(2β + λ+ 2)κ2 + 2(β2 + βλ+ 2β + λ)κ+ 2β(β + λ)
2µ2 ,

Par simple déduction des observations faites sur la Fig. A.0.2 concernant (A.82), il

existe deux valeurs égales de G indépendant de l’amortissement ζ de l’absorbeur.

En conséquence, lorsque ζ →∞

|G| =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ β + λ+ κ− µΩ
(β + λ+ 1)κ+ β + λ− (βµ+ λµ+ β + λ+ κ+ µ)Ω + µΩ2

∣∣∣∣∣ , (A.87)

et quand ζ = 0
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|G| =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ β + κ− µΩ
(β + 1)κ+ β − (βµ+ β + κ+ µ)Ω + µΩ2

∣∣∣∣∣ . (A.88)

Par conséquent, on peut obtenir

|G| =
∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2(β + κ) + λ− 2µΩ
λ[1 + κ− (1 + µ)Ω]

∣∣∣∣∣ . (A.89)

Soit ΩP , ΩQ et ΩR les racines réelles de l’équation (A.85) correspondant à des points

fixes P , Q, et R. Alternativement, ces racines doivent vérifier

∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
P

= 2(β + κ) + λ− 2µΩP

λ[1 + κ− (1 + µ)ΩP ]∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
Q

= −2(β + κ) + λ− 2µΩQ

λ[1 + κ− (1 + µ)ΩQ] (A.90)∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
R

= 2(β + κ) + λ− 2µΩR

λ[1 + κ− (1 + µ)ΩR] .

Figure A.0.3 – Les courbes amplitude-fréquence du système C4 (NSPIS) avec des paramètres comme
µ = 0, 05, λ = 0, 0536, β = 0, 0957 et κ = −0, 0786.

L’approche de réglage de Den Hartog [60, 61] suggère que la réponse maximale de la

structure primaire considérée est minimisée lorsque G atteint la même valeur aux points

P , Q, et R (voir Fig. A.0.3). Tout d’abord en fixant les points fixes P et R à la même

hauteur, c’est-à-dire en écrivant |X1/δst|P = |X1/δst|R, on peut obtenir la relation suivante

λ = 2µ(1 + κ)
1 + µ

− 2(β + κ). (A.91)

En remplaçant l’équation (A.91) par (A.85) selon (A.86), un peut obtenir
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[(1 + µ)Ω− (1 + κ)][µ2Ω2 − 2µ2Ω− (1 + µ)β2 + 2βµ− κ2 + 2(µ− β)κ] = 0. (A.92)

Résoudre (A.92) pour Ω conduit à

ΩP =
µ−

√
(1 + µ)β2 − 2β(µ− κ) + (µ− κ)2

µ

ΩQ = 1 + κ

1 + µ
(A.93)

ΩR =
µ+

√
(1 + µ)β2 − 2β(µ− κ) + (µ− κ)2

µ

Ensuite, (A.90) peut être écrit comme

∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
P,R

= µ

µ− κ−(1 + µ)β ,

, (A.94)∣∣∣∣X1

δst

∣∣∣∣
Q

= (1 + µ)(µ− κ− βµ− β)
µ2 − 2µκ+ κ2 .

Deuxièmement, définir les trois points fixes P , R, et Q à la même hauteur, c’est-à-dire

en écrivant |X1/δst|P,R = |X1/δst|Q dans (A.94), la première condition de réglage optimal

par rapport à beta peut être obtenue.

βopt = (1 + µ−
√
µ2 + µ)(µ− κ)

(1 + µ)2 . (A.95)

Puis, en remplaçant (A.95) dans (A.91), le seconde condition de réglage optimale par

rapport à λ peut être obtenue comme

λopt = 2(µ− κ)
√
µ2 + µ

(1 + µ)2 . (A.96)

Basé sur les paramètres optimaux dans (A.95) et (A.96), l’amplitude normalisée aux

points fixes P , Q et R peut être obtenu comme

∣∣∣∣∣X1

Ag

∣∣∣∣∣
P,Q,R

=
√
µ2 + µ

µ− κ
. (A.97)

La prochaine étape pourrait ajuster le rapport d’amortissement de manière à rendre

l’amplitude maximale du système primaire aux points fixes à la à la même hauteur (voir

Fig. A.0.3). La condition peut être obtenue lorsque les dérivées du facteur d’amplification

d’amplitude sont nulles aux deux points fixes P et R
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∂G2

∂Ω

∣∣∣∣∣
ΩP ,ΩR

= 0. (A.98)

Résoudre (A.98) après avoir substitué les paramètres λopt et βopt et en prenant la racine

carrée de la valeur moyenne des deux taux d’amortissement aux points fixes P et R, on

peut obtenir le rapport d’amortissement optimal ζ =
√

(ζ2
P

+ ζ2
R)/2 (Den Hartog [60,61]).

Cependant, il est difficile d’obtenir une solution réductible en raison de la complexité de

l’équation (A.98). Néanmoins, La Fig. A.0.3 montre que lorsque les deux pics de résonance

se rapprochent à la même hauteur, on peut observer que le point Q est presque à la zone

où la pente de la courbe amplitude-fréquence est nulle, de sorte que la l’approximation de

la solution donnée par ((A.99) est adoptée.

∂G2

∂Ω

∣∣∣∣∣
ΩQ

∼= 0. (A.99)

Résoudre (A.99), d’après (A.95), (A.96) et (A.97) nous obtenons le rapport d’amor-

tissement optimal pour C4 (NSPIS).

ζopt ∼=

√√√√ 20(µ− κ)2(
√
µ2 + µ− µ)µ

17(1 + µ)2(1 + κ)(µ+
√
µ2 + µ)

. (A.100)

A ce moment, il existe encore un paramètre réglable autre que le rapport d’amortis-

sement optimal et les rapports de rigidités optimaux. C’est le rapport de rigidité négatif

κ. De la Fig. A.0.2, il y a un autre point d’intersection O, qui est également indépendant

de l’amortissement de C4 (NSPIS). Selon l’équation (A.97), il est clair qu’une rigidité

négative les trois points fixes beaucoup plus bas ; cela signifie que l’on peut obtenir un

meilleur contrôle des vibrations. Depuis le point fixe O est le point de fréquence zéro,

en remplaçant ν= 0 dans l’équation (A.82), la valeur de G|ν=0 au point fixe O sous les

rapports de rigidités optimaux λ et β défini par les équations (A.95) et (A.96) est formulé

comme

G|ν=0 = β + κ

κβ + β + κ
. (A.101)

Ainsi, pour trouver le rapport de rigidité optimal mis à la terre, un choix approprié

de rapport de rigidité κ mis à la terre pourrait être trouvé où tous les points fixes P , Q

R et O sont ajustés à des hauteurs égales, à savoir G2|ν=0 = G2|νP,Q,R . C’est-à-dire

(
β + κ

κβ + β + κ

)2

=
(√

µ2 + µ

µ− κ

)2

(A.102)

La résolution de (A.102) donne deux valeurs rationnelles de κ

κ1 = −1, κ2 = 2µ(1 + µ)− (2µ+ 1)
√
µ2 + µ

2µ(1 + µ)−
√
µ2 + µ

. (A.103)
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En accord avec (2.11) et (A.95), il y a une dépendance entre le rapport de rigidité β et

le rapport de rigidité négatif κ conduisant à l’expression explicite pour la limite inférieure

de κ. Ainsi, en substituant le rapport de rigidité (A.95)) dans la condition générale de

stabilité dans (2.11), une inégalité sur κ peut être obtenue

(1 + µ−
√
µ2 + µ)κ2 − [2µ(1 + µ) + (1− µ)

√
µ2 + µ]κ− µ(1 + µ−

√
µ2 + µ) < 0.(A.104)

Parce que (1 + µ−
√
µ2 + µ) > 0 dans (A.104), κ est situé dans l’intervalle (κ−, κ+),

avec les limites inférieure et supérieure définies par

κ− =
(1 + µ)[2µ−

√
µ(5µ+ 5− 4

√
µ2 + µ)] + (1− µ)

√
µ2 + µ

2µ+ 2− 2
√
µ2 + µ

,

, (A.105)

κ+ =
(1 + µ)[2µ+

√
µ(5µ+ 5− 4

√
µ2 + µ)] + (1− µ)

√
µ2 + µ

2µ+ 2− 2
√
µ2 + µ

.

On note que κ+ > 0 et κ− > −1 (avec κ− < 0) tel que 0 ∈ [κ−, κ+]. Par conséquent,

la limite admissible sur κ est alors réduite à κ ∈ (κ−, 0]. Cependant, κ1 est inférieur à

la borne inférieure κ− au delà du quel le système primaire devient instable. De plus, κ2

satisfait la condition −1 < κ− < κ2 < 0, ce qui est pertinent pour l’existence d’un rapport

optimal de rigidité négative κopt dans la région stable, qui s’exprime comme suit

κopt = 2µ(1 + µ)− (2µ+ 1)
√
µ2 + µ

2µ(1 + µ)−
√
µ2 + µ

(A.106)

.

Notons que la même procédure peut être appliquée à C6 (NGS-IVA) et C7 (AIGS-

IVA), respectivement, pour dériver les limites de stabilités et les rapports de rigidités mis

à la terre de chaque dispositif, respectivement.
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Optimal design of inerter-based isolators
minimizing the compliance and mobility
transfer function versus harmonic and
random ground acceleration excitation

Marcial Baduidana1,2 and Aurelien Kenfack-Jiotsa1,2,3

Abstract
This study is concerned with the problem of analysis and optimization of inerter-based systems. A main inerter system is

generally composed of an inerter, a spring, and viscous damper. Series–parallel inerter systems and series inerter systems

are two commonly used configurations of inerter-based systems. First, in this study, theH∞ optimum parameters of inerter-

based isolators are derived to minimize the compliance and mobility transfer function of a single-degree-of-freedom system

under a harmonic ground acceleration excitation. Under the optimum tuning condition, it is shown that the proposed

inerter-based isolators when compared with the traditional dynamic vibration absorber provide larger suppression of the

peak value of the magnitude of compliance and mobility transfer functions of the primary system. For the studied cases,

more than 40% and 45% improvement can be attained in terms of minimizing the compliance and mobility transfer

functions, respectively, as compared with the traditional dynamic vibration absorber for the series–parallel inerter system
and 15% and 11% improvement can be attained respectively, for the series inerter system. Finally, further comparison

between the inerter-based isolators and traditional dynamic vibration absorber under white noise excitation also shows

that the series–parallel inerter system and series inerter systems are superior to the traditional dynamic vibration absorber.

The results of the studied systems show that more than 23% and 16% improvement are attained in terms of minimizing the

compliance and mobility transfer functions respectively, as compared with the traditional dynamic vibration absorber for

the series–parallel inerter system and 26% and 13% improvement can be attained respectively, for the series inerter system.

The optimal parameters for different cases are obtained. It is shown that the optimal parameters obtained using the

minimized mobility transfer function are smaller than those using the compliance transfer function at all mass ratios or

inertance-to-mass ratio. The results of this study can provide theoretical basis for design of the optimal inerter-based

isolators in engineering practice.

Keywords
H∞ optimization, H2 optimization, inerter-based isolator, fixed-point theory, optimization

1. Introduction

Vibration control occupies a prominent place in many en-
gineering practices. One of the widely used vibration control
devices because of its efficiency is the dynamic vibration
absorber (DVA) or tuned mass damper (TMD). Since then,
different types of TMDs have shown their usefulness in
successfully dealing with traditional base isolation systems
for the passive control of many buildings around the world
(Gutierrez and Adeli, 2013). However, studies in the past
(e.g. see Tributsch and Adam (2012), Anajafi and Medina
(2018a, 2018b, 2018c), and Wang and Lin (2005)), have
identified following deficiencies in the seismic performance
of traditional passive control systems: traditional base iso-
lation systems result in large displacement responses at the
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base of the building; traditional base isolation and TMD
systems are not robust against variation in the parameters of
the structure and ground excitation; detuning may signifi-
cantly reduce the efficiency of TMD systems; TMDs need
a relatively large mass to be efficient that is associated with
significant drawbacks (e.g. practical problems and conflict
with the building architecture), and the drift demands ex-
posed on the TMD itself are usually significant. In addi-
tion, the base isolation + TMD system needs a massive
TMD that may cause significant drawbacks. Nevertheless,
many studies have been conducted to improve the efficacy
and robustness of TMDs using multiple DVAs in parallel or
series (Abé and Fujino, 1994; Anajafi and Medina, 2018b,
2018c; Hoang et al., 2008; Zuo, 2009).

To overcome the deficiencies associated with TMDs,
inerter-based devices have been proposed (Lazar et al.,
2014; Sara et al., 2016), introduced by Smith (2002).
The inerter is a mechanical device with two terminals and it
has the property that the generated force is proportional to
the relative acceleration between its two terminals (Chen
et al., 2009; Smith, 2002), and the constant of propor-
tionality is called inertance with kilogram as its unit. The
tuned inerter damper (Lazar et al., 2014), tuned viscous
mass damper (Ikago et al., 2012), and tuned mass-damper-
inerter (TMDI) (Marian and Giaralis, 2014) have been
identified as suspensions of buildings. Moreover, inerter-
vibration absorbers have two unique properties, which are
more attractive than TMDs: first, the inertance mass ratio of
inerter-based TMDs can easily be larger than the mass ratio
of TMDs without increasing the gravitational mass of the
whole system (De Domenico and Ricciardi, 2018a, 2018b;
Marian and Giaralis, 2014; Pietrosanti et al., 2017); second,
there is no need to mount an additional mass on the object to
be controlled (Hu et al., 2015). The inerter-based devices
have been also investigated for mitigation of the liquid
sloshing in storage tanks (Luo et al., 2016), to enhance the
properties of TMDs (De Domenico and Ricciardi, 2018a;
De Domenico et al., 2019), for seismic protection of
building structure (Radu et al., 2019), for seismic protection
of wind turbine towers (Zhang et al., 2019), for improving
the seismic performance of base-isolated structure (De
Domenico and Ricciardi, 2018b, 2018c; Saitoh, 2012),
for vibration suppression of cables (Lazar et al., 2016), for
wind-induced vibration mitigation of tall buildings using
TMDI (Giaralis and Petrini, 2017), and for vehicle sup-
pression (Chen et al., 2009, 2016; Hu et al., 2014; Smith and
Wang, 2004; Wang and Chan, 2001; Wang et al., 2012) and
vibration suppression (Brzeski et al., 2015; Lazar et al.,
2014). The interest in passive network synthesis has also
been rekindled (Chen, 2008; Chen and Smith, 2009a,
2009b; Chen et al., 2013; Wang and Chen, 2012).

Hu et al. (2015) investigated the damping performance
of multiple optimized configurations of inerter-based iso-
lators relative to traditional dynamic vibration absorbers
(TDVAs) when the primary system is excited at its base by

a harmonic and random ground displacement. However, the
primary system response to a basic acceleration excitation
was not considered in Hu et al. (2015) nor the reduction of
noise generated by the primary structure. Moreover, Hu
et al. (2015) also showed that, when the primary system is
excited by a ground displacement, the series inerter system
(SIS) (called C4 in Hu et al. (2015)) does not improve the
vibration control of the primary system when compared to
the traditional DVA. But in this study, we showed earlier
that when the excitation source is harmonic or random
ground acceleration, the SIS provides better vibration con-
trol compared to the traditional DVA. Furthermore, in en-
gineering practice, the evaluation index of the performance
used is the minimization of the displacement transfer func-
tion. The purpose of this evaluation function is to minimize
the absolute displacement response of the primary system
(Hu et al., 2015; Marian and Giaralis, 2014). However, it is
important to suppress the absolute velocity response of the
primary system to reduce the noise generated by the structure
or the vibrating body (Asami et al., 2018). This last aspect is
one of the main objectives of this study.

To achieve these goals, two inerter-based isolators, each
of which incorporates a spring, a damper, and an inerter, are
proposed (namely, series inerter system (SIS) and series–
parallel inerter system (SPIS)). To clarify the performance
of inerter-based isolators, the optimal parameters in bothH∞

optimization and H2 optimization are analytically derived.
H∞ optimization aims to minimize the amplitude response
of transfer function of primary system at resonance (Den
Hartog, 1985), whereas H2 optimization aims to minimized
the total vibration energy or the mean square motion of the
object mass when white noise excitation is enforced
(Cheung andWong, 2011). The analytical method described
by Hu et al. (2015) is used to calculate the H2 norm per-
formance measures of the inerter-based isolators in this
study. At the same time, the comparisons of the H2 and H∞

performances between inerter-based isolators and tradi-
tional DVAs are made. For that, two optimal conditions of
the proposed inerter-based isolators are studied; that is
objective functions are the mobility transfer function and
the compliance transfer function of the primary system,
describing the velocity and displacement response of the
primary system to an input ground acceleration. In the case
of minimizing the mobility transfer function, no research
on SPIS and SIS isolators is proposed in the literature.
However, in Asami et al. (2018), the minimization of the
mobility transfer has been evaluated for a multiple DVA.

The rest of the organization of this article is as follows. In
the next section, the steady-state complex response of the
primary system is first derived and optimization criteria are
then presented. In Section 3, the optimal parameters of SIS
and SPIS are analytically derived according to H∞ opti-
mization based on the fixed point theory. In Section 4, the
comparison between the traditional DVA and inerter-based
isolators is presented. In Section 5, the response of the

2 Journal of Vibration and Control 0(0)



primary system under white noise excitation is derived
according to H2 optimization and then compared with that
of the traditional DVA.

2. The steady-state complex response of
the inerter-based isolators and
optimization criteria

Let us consider the class of dynamically excited structures
which can be modeled as single-degree-of-freedom (SDOF)
systems illustrated in Figure 1. Figure 1(a) and (b) show
the analytical model of the inerter-based isolators, which
is the vibratory system considered in the present study. m
is the mass of the main structure, b is the inertance (inerter
equivalent mass), C and k are the damping coefficient and
stiffness coefficient respectively, of the inerter-based isolators,
and K is the main structure stiffness coefficient. These two
systems have been proposed to replace the traditional base
isolation or the traditional DVA of Den Hartog (1956) to
improve the performance on the response of the primary
system. In Figure 1, P is the primary mass of the system (the
object to be controlled).

For the case of the SPIS in Figure 1(a), the differential
motion equation can be established as� ðmþ bÞ€x1 � b€x2 þ Cð _x1 � _x2Þ þ Kx1 ¼ �magðtÞ

bð€x2 � €x1Þ þ Cð€x2 � €x1Þ þ kx2 ¼ 0
(1)

The natural frequency of the primary system ωn and the
critical damping ratio of isolation system, ζ , are defined as

ωn ¼
ffiffiffiffi
K

m

r
; ζ ¼ C

2mωn

(2)

Furthermore, consider the forced frequency ratio q, the
inertance-to-mass ratio δ, and the stiffness ratio λ as

q ¼ ω
ωn

; δ ¼ b

m
; and λ ¼ K

k
(3)

respectively. Using the above dimensionless quantities, the
magnitude ratio jx1ω2

n=agj in terms of the absolute dis-
placement x1(t) of the base-excited primary structure in
Figure 1(a) can be written as equation (4) in the domain of
frequencies q by considering the normalized acceleration
input δst ¼ ag=ω2

n����x1δst
���� ¼

���� 1� δλq2 þ j2qλζ
1� ð1þ δð1þ λÞÞq2 þ δλq4 þ j2qð1þ λ� λq2Þζ

����
(4)

In the latter equation and hereafter, j ¼ ffiffiffiffiffiffiffi�1
p

.
For the case of the SIS in Figure 1(b), the compliance

transfer function is easier to determine using admittance
methods. Therefore, the dimensionless compliance transfer
function of the SIS can be established as����x1δst

���� ¼
���� 2ð1� λδq2Þζ þ jδq
2ðλδq4 þ ð1þ δð1þ λÞÞq2 þ 1Þζ þ jδð1� q2Þq

����
(5)

The H∞ norm of the magnitude ratio of the displacement
for SPIS and SIS is expressed as

μT ¼
����x1δst

����
max

(6)

Furthermore, as in the case of the compliance transfer
function, the mobility transfer function in the frequency do-
main ω (frequency of the acceleration excitation) is taken as
the ratio of the velocity response to an input acceleration, and
its maximum value (the H∞ norm) can be dimensionless as

μV ¼
���� _x1
ωnδst

����
max

¼
���� ωx1ωnδst

����
max

¼
����qx1δst

����
max

(7)

Minimizing the H∞ norm is the target of H∞ optimiza-
tion. Thus, in H∞ optimization, the minimum value of μT
from equation (6) is obtained when using the compliance

Figure 1. Inerter-based isolators: (a) series–parallel inerter system, (b) series inerter system.
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transfer function, and the minimum value of μV from
equation (7) is similarly obtained when using the mobility
transfer function. Hereafter, the minimum value of μT and
μV will be expressed using the same symbol μ.

3. H∞ optimization of the inerter-based
isolators based on the fixed point theory

Assume that the SDOF structure in Figure 1 equipped with
proposed inerter-based isolators is subjected to a harmonic
ground acceleration excitation ag(t), unlike displacement
transmissibility as in Hu et al. (2015). With the given fixed
value for inertance-to-mass ratio δ, it is sought to determine
optimal values of stiffness ratio λ and damping ratios ζ
respectively, such that the performance indices μT and μV
of the primary structure are minimized. For this aim, the
optimum tuning ratio, the optimum stiffness ratio, and the
optimum damping ratio of DVA/inerter-based isolators are
derived by using the fixed-point theory (Den Hartog, 1985).

3.1. The H∞-optimal solution for minimizing the
compliance transfer function

(a) Optimal design of the SPIS
In the main system amplitude normalization curves, all

curves pass through two points independent of damping.
For illustration, Figure 2 plots the magnitude jx1ω2

n=agj in
equation (4) for several values of the damping ratio ζ and
for fixed values δ and λ. Evidently, there exist two sta-
tionary points, denoted by P and Q, where the magnitude of
jx1ω2

n=agj curves intersect for all damping ratio values ζ .
The location of P and Q points on the frequency axis

can be found by considering the equation

lim
ζ →∞

����x1δst
����
2

¼ lim
ζ → 0

����x1δst
����
2

(8)

By collecting the real and imaginary parts in the nu-
merator and denominator in equation (4), the square of the
magnitude jx1ω2

n=agj can be expressed as����x1δst
����
2

¼ A2
SPISζ

2 þ B2
SPIS

C2
SPISζ

2 þ D2
SPIS

(9)

where

ASPIS ¼ 2λq
BSPIS ¼ 1� δλq2

CSPIS ¼ 2q
�
1þ λ� λq2

�
q

DSPIS ¼ 1� ð1þ δþ δλÞq2 þ δλq4

(10)

By substituting equation (9) into (8) and upon some
algebraic manipulation, one obtains

λ
1þ λ� λq2

¼ ±
1� δλq2

1� ð1þ δþ δλÞq2 þ δλq4
(11)

It could be found that there is no meaning when the right
part in (11) is positive. Accordingly, taking the negative one
and simplifying the equation, we can get

2δλ2q4 � 2λð1þ δþ δλÞq2 þ 2λþ 1 ¼ 0 (12)

Supposing that the roots of (12) are qP and qQ, we can
get the following equation�

q2 � q2P

��
q2 � q2Q

�
¼ q4 �

�
q2P þ q2Q

�
q2 þ q2Pq

2
Q ¼ 0

(13)

Comparing (12) and (13), we can conclude that

q2P þ q2Q ¼ 1þ δþ δλ
δλ

(14)

The values at P and Q should be the same to get the
optimum stiffness ratio

λ
1þ λ� λq2P

¼ � λ
1þ λ� λq2Q

(15)

Simplifying (15), we can get

q2P þ q2Q ¼ 2ð1þ λÞ
λ

(16)

Combining (16) and (14) and solving the equation, we
can obtain the optimum stiffness ratio

λopt ¼ 1� δ
δ

(17)

The two fixed points can be obtained under this con-
dition as

q2P;Q ¼ 2 ±
ffiffiffiffiffi
2δ

p

2ð1� δÞ (18)

Assume that q2P < q
2
Q.

Figure 2. Amplitude–frequency curves of the primary system at-

tached to the series–parallel inerter system under δ = 0.2 and λ = 4.
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Based on the optimum stiffness ratio, the response at
P and Q can be obtained

μT ¼
����x1δst

����
qP ;qQ

@ ð1� δÞ
ffiffiffi
2

δ

r
(19)

In the next step, one could adjust the damping ratio so as
to make the maximum amplitude of the primary system at
the fixed points. The condition can be achieved when the
derivatives of the amplitude amplification factor are zero at
the two fixed points

∂
∂q2

����x1δst
����
qP ;qQ

¼ 0 (20)

Solving (20) and substituting the optimum stiffness ratio
into the results, we can get

ζ 2
P ¼ 3δ3

�
2þ ffiffiffiffiffi

2δ
p �

8ð1� δÞð2� δÞ

ζ 2Q ¼ 3δ3
�
2� ffiffiffiffiffi

2δ
p �

8ð1� δÞð2� δÞ

(21)

Taking an average of ζ 2P and ζ 2Q, we can get the opti-
mum damping ratio

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3δ3

4ð1� δÞð2� δÞ

s
(22)

(b) Optimal design of the SIS
In the case of SIS in Figure 1(b), the square of the

magnitude jx1ω2
n=agj can be expressed as����x1δst

����
2

¼ A2
SISζ

2 þ B2
SIS

C2
SISζ

2 þ D2
SIS

(23)

where

ASIS ¼ 2
�
1� λδq2

�
BSIS ¼ δq
CSIS ¼ 2

�
1� ð1þ λþ δλÞq2 þ δλq4

�
DSIS ¼ δ

�
1� q2

�
q

(24)

According to the parameter optimization procedures of
SPIS, we can get the optimum parameters of SIS as

λopt ¼ 1

δ
þ 1

2

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ζ 2P þ ζ 2Q

2

s
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3δ

2ð2þ δÞð4þ δÞ

s

μT ¼
����x1δst

����
max

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 2

δ

r

9>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;

(25)

where

ζ 2P ¼
�
δ� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δð2þ δÞp �
δ

2
�ðδþ 3Þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δð2þ δÞp � δ2 � 2δ
�

ζ 2P ¼
�
δþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δð2þ δÞp �
δ

2
�ðδþ 3Þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δð2þ δÞp þ δ2 þ 2δ
�

q2P;Q ¼ 1 ±

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δ

2þ δ

r

9>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;

(26)

3.2. The H∞-optimal solution for minimizing the
mobility transfer function

To the knowledge of the authors, optimization based on the
minimization of the performance index μV is lacking in Hu
et al. (2015). However, it is important to suppress the ab-
solute velocity response of primary system to reduce the
noise generated by the structure or the vibrating body (Asami
et al., 2018). Therefore, the optimization of SPIS and SIS
based on the minimization of the performance index μV will
be carried out following the same procedure as in Section 3.1.

(a) Optimal design of the SPIS
In the case of the minimization of the mobility transfer

function of the primary structure for SPIS in Figure 1(a), the
values at P and Q should be the same to get the optimum
stiffness ratio

λqP
1þ λ� λq2P

¼ � λqQ
1þ λ� λq2Q

(27)

Simplifying (27), we can get

q2Pq
2
Q ¼ ð1þ λÞ2

λ2
(28)

Again, comparing (13) and (12), we can conclude that

q2Pq
2
Q ¼ 1þ 2λ

2δλ2
(29)

Combining (29) and (28) and solving the equation, we
can obtain the optimum stiffness ratio

λopt ¼ 1� 2δþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p

2δ
(30)

which requires δ < 1/2. The optimal damping ratio ζ opt can
be obtained as

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ζ 2P þ ζ 2Q

2

s
(31)

where

ζ 2P;Q ¼
δ2
�
a8q8P;Q � a6q6P;Q � a4q4P;Q þ a2q2P;Q � a0

�
4q2P;Q

�
�d4q4P;Q þ d0

� (32)
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and

q2P;Q

¼

	
2� δ±

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δ
�
4� 3δþ 4

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �q 
 ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p þ 2� 4δ

�
1� 2δþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1� 2δ
p �2

(33)

with

a8 ¼ ð1� 2δÞ2
�
δ2 � 4δþ 2þ 2ð1� δÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �
a6 ¼ 2ð1� 2δÞ

�
ð2� δÞð1� 2δÞ þ ð2� 3δÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �
a4 ¼ δð1� 2δÞ

�
�7δþ 6þ 6

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �
a2 ¼ 2

�
2þ δ� 2δ2

� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p
� 2

�
6δ2 þ δ� 2

�
a0 ¼ 2

�
1� δþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �

d0 ¼ ða8 ¼ d4Þ
ð1� 2δÞ

(34)

which requires δ < 1/2. Based on the optimum stiffness
ratio, the response at P and Q can be obtained

μT ¼
����qx1δst

����
qP ;qQ

@

�
1� 2δþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1� 2δ
p � ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

f
p þ ψ

p
ffiffiffiffi
f

p þ δ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p (35)

where

f ¼ δð1� 2δÞ
�
4� 3δþ 4

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p �
ψ ¼ ð2� δÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1� 2δ

p
þ 2ð1� 2δÞ

(36)

which requires δ < 1/2.
(b) Optimal design of the SIS
According to the parameter optimization procedures

of SPIS in Figure 1(a), we can get the optimum parameters
of SIS in Figure 1(b)

λopt ¼ 1

δ

ζ opt ¼ ζ P ¼ ζQ ¼
ffiffiffi
δ
6

r

μV ¼
����qx1δst

����
max

¼ 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δþ 4þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δðδþ 8Þpq
δþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δðδþ 8Þp

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(37)

3.3. Comparison of optimal solutions

Figure 3 shows the steady-state response of the primary
system with optimized inerter-based isolators designed
using the two optimization criteria. In this figure, the solid

and dashed lines show the optimized compliance and
mobility transfer functions, respectively. A comparison of
these lines reveals that the minimization of the mobility
transfer functions enables the further reduction of the
evaluation function beyond that of the compliance func-
tion. On the other hand, this figure shows that with the
increase of the inerter-to-mass ratio δ, the performance
becomes better.

The optimal values λopt and ζ opt and the minimized
performance indices μT and μV are plotted in Figure 4. The
solid and dashed lines show the optimized compliance and
mobility transfer functions, respectively. These results again
confirmed that the parameter values obtained by minimizing
the performance indices μV are smaller than those obtained
using the performance indices μT at all mass ratios δ except
for damping ratio ζ .

Figure 3. Steady-state response of the primary system attached

to the optimized inerter-based isolators for various inerter-to-

mass ratios δ (solid line: the compliance transfer functions, dashed

line: the mobility transfer functions, δ = 0.05, δ = 0.1, and δ = 0.2):

(a) series–parallel inerter system and (b) series inerter system.
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4. Comparison between the traditional
DVA and the inerter-based isolators

The solutions for the TDVA are introduced in this section.
These solutions are necessary to clarify the performance
of inerter-based isolators SPIS and SIS. According to the
parameter optimization procedures of inerter-based iso-
lators, we can get the optimum parameters of TDVA.

In the case of H∞-optimal solution for minimizing the
compliance transfer function, the following expression was
obtained

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3δ3

8ð1þ δÞ3
s

λopt ¼ 2ð1þ δÞ2
δð2� δÞ

μT ¼
����x1δst

����
max

@ ð1þ δÞ
ffiffiffi
2

δ

r

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(38)

In the case of H∞-optimal solution for minimizing the
mobility transfer function, the following expression was
obtained

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3δ3

8ð1þ δÞ3
s

λopt ¼ 2ð2� δÞ
2ð1þ δÞ2

μV ¼
����qx1δst

����
max

@
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1þ 1=μÞ

p

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(39)

Figure 5 shows the comparison of the steady-state and the
minimized performance indices μT and μV between the tra-
ditional DVA and inerter-based isolators. The solid and dashed
lines show the optimized compliance and mobility transfer

Figure 4. Optimized parameters and minimized performance

indices μT and μV for the inerter-based isolators: (a) series–parallel
inerter system and (b) series inerter system.

Figure 5. Comparison between the traditional DVA and inerter-

based isolators versus the same mass ratio (solid line: the com-

pliance transfer functions, dashed line: the mobility transfer

functions): (a) the steady-state complex response when δ = 0.2 and

(b) the minimized performance indices μT and μV (TDVA, SIS, and

SPIS). Note: DVA: dynamic vibration absorber; TDVA: traditional

dynamic vibration absorber; SIS: series inerter system; SPIS:

series–parallel inerter system.
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functions, respectively. As shown in Figure 5(a), the amplitude
response of the compliance transfer functions (solid line) and
mobility transfer functions (dashed line) are lower when
evaluated using the inerter-based isolators SIS (green line) and
SPIS (blue line) when compared with TDVA (red line).
Moreover, the amplitude ratio was found to be lower when
evaluated using the mobility transfer functions than that when
using the compliance transfer functions. Such an observation is
confirmed by Figure 5(b), where the comparison of the
maximum μT and μV versus the same mass ratio δ is shown.
Moreover, it should be noted that SIS had not shown im-
provement in Hu et al. (2015) in the case of ground dis-
placement transmissibility, which means the performance of an
isolator can also depend on the excitation source considered.

The comparison of the optimal parameters λ and ζ , and
the maximum magnitude μ between the inerter systems
SPIS and SIS and the traditional DVA with respect to
different δ values is shown in Table 1. However, it is im-
portant to note that optimal tuning of the proposed inerter-
based isolators adds both damping and stiffness to the
primary structure in comparison with the traditional DVA

and therefore, the mitigation of structural vibration sub-
jected to harmonic ground motion is more significant for this
DVA. However, because the mass ratio is normally quite
small and practically less than 0.25, the optimal maximum
amplitude of the primary system is plotted in Figure 6 over
the range of 0 < δ ≤ 0.25. As shown in Figure 6, if using SPIS,
40% and 45.32% improvement can be attained in terms of
compliance and mobility transfer functions, respectively, as
compared with traditional DVA where δ = 0.25 and SIS
provided 15.16% and 10.53% improvement, respectively.
So, SPIS is superior to SIS and traditional DVA.

5. Response of the primary system under
white noise excitation: H2 optimization

H2 optimization aims to minimize the total vibration energy
or the mean square motion of the object mass when white
noise excitation is enforced (Cheung and Wong, 2011). The
primary system is usually subject to random excitation in
practical engineering, so it is very important and meaningful
to investigate the system response to random excitation.

Table 1. Comparison of optimal parameters in H∞ optimization.

δ TDVAa SPISa SISa TDVAb SPISb SISb

(a): Maximum magnitude μ

0.01 14.2836 14.0007 14.1774 14.2123 9.7949 14.1421

0.03 8.4099 7.9200 8.2260 8.2865 5.6468 8.1650

0.05 6.6408 6.0083 6.4031 6.4807 4.3785 6.3246

0.1 4.9193 4.0249 4.5826 4.6904 3.0784 4.4721

0.2 3.7947 2.5298 3.3166 3.4641 2.5942 3.1623

0.5 3.0000 1.0000 2.2361 2.4495 nan 2.0000

1 2.8284 0 1.7321 2.0000 — 1.4142

(b): Optimal stiffness ratio λ

0.01 102.5226 99.0000 100.5000 102.0100 98.4975 100.0000

0.03 35.9019 32.3333 33.8333 35.3633 31.8256 33.3333

0.05 22.6154 19.0000 20.5000 22.0500 18.4868 20.0000

0.1 12.7368 9.0000 10.5000 12.1000 8.4721 10.0000

0.2 8.0000 4.0000 5.5000 7.2000 3.4365 5.0000

0.5 6.0000 1.0000 2.5000 4.5000 0 2.0000

1 8.0000 0 1.5000 4.0000 — 1.0000

(c): Optimal damping ratio ζ

0.01 0.0006 0.0006 0.0407 0.0006 0.0006 0.0408

0.03 0.0031 0.0033 0.0702 0.0031 0.0033 0.0707

0.05 0.0064 0.0071 0.0903 0.0064 0.0072 0.0913

0.1 0.0168 0.0209 0.1263 0.0168 0.0216 0.1291

0.2 0.0417 0.0645 0.1750 0.0417 0.0700 0.1826

0.5 0.1178 0.3535 0.2611 0.1178 0.3536 0.2887

1 0.2165 ∞ 0.3162 0.2165 — 0.4082

Note: TDVA: traditional dynamic vibration absorber; SPIS: series–parallel inerter system; SIS: series inerter system.
aCompliance transfer functions.
bMobility transfer functions.
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Assume a stationary stochastic ground excitation process
ag=ω2

n represented in the frequency domain by a constant
double-sided spectral density function (power spectrum)
S(ω) = S0 (ideal white noise).

5.1. The H2-optimal solution for minimizing the
compliance transfer function

If the system is subjected to random excitation instead
of sinusoidal excitation, H2 optimization would be more
desirable than H∞ optimization (Asami et al., 2002).
The performance measure in H2 optimization is defined as
(Asami et al., 2002)

I ¼ E
�
x21
�

2πS0ωn
(40)

where S0 is the uniform power spectrum density function.
The mean square value of x1 of the object mass m can be
calculated as

E
�
x21
� ¼ S0ωn

Z þ∞

�∞

����x1δst
����
2

dq (41)

where |x1/δst| is given in (5) or (6). Substituting (41) into
(40), one obtains

I ¼ 1

2π

Z þ∞

�∞

����x1δst
����
2

dq (42)

With the given δ mass ratios or inertance-to-mass ratios,
it is sought to determine optimum values for the stiffness
ratio λ and damping ratio ζ dimensionless parameters of the
considered inerter-based isolators, which minimize the H2

performance measure I in equation (42) for the case of

undamped SDOF primary structures under white noise
support excitation.

The analytical method described by Hu et al. (2015) is
used to calculate the H2-norm performance measures in
equation (42). The H2 performance measure I is expressed
as follows:

For SPIS

ISPIS ¼ λ2ζ þ δ2λ2 þ δð1� 2δÞλþ 1

4ζ
(43)

For SIS

ISIS ¼ δ2λ2 � 2δλþ δþ 1

ζ
δ2 þ 1

4ζ
(44)

Assuming constant mass ratio δ, the H2 performance
measure I in equations (43) and (44) is minimized in terms
of the stiffness ratio λ and damping ratio ζ by enforcing the
following two conditions

∂IIS
∂λ

¼ 0 and
∂IIS
∂ζ

¼ 0 (45)

With IS, the corresponding inerter-based device. These
conditions yield a system of two equations from which the
optimal tuning parameters λ and ζ of the proposed inerter-
based isolators configuration are found in terms of the mass
ratios δ as

λoptSPIS ¼
6�

�
3δþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9δ2 � 36δþ 4

p �
8δ

λoptSIS ¼
1

δ

9>>>=
>>>;

(46)

and

ζ opt
SPIS ¼

δ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8þ 24δ� 6δ2 þ ð4� 2δÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9δ2 � 36δþ 4

pq
2
�
6� 3δ�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9δ2 � 36δþ 4

p �

ζ opt
SIS ¼

ffiffiffi
δ

p

2

9>>>>>=
>>>>>;

(47)

Furthermore, by substitution of the above optimal tuning
parameters into equations (43) and (44) respectively, the
following expression for the achieved minimum IIS is ob-
tained as

IoptSPIS ¼
6�

�
3δþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9δ2 � 36δþ 4

p �
64δ

φ

IoptSIS ¼
ffiffiffi
1

δ

r

9>>>>=
>>>>;

(48)

Figure 6. Percentage improvement of inerter-based isolators

(solid line: compliance transfer function, and dashed line: mobility

transfer function): SPIS and SIS. Note: SPIS: series–parallel inerter

system; SIS: series inerter system.
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where

φ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8þ 24δ� 6δ2 þ ð4� 2δÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
9δ2 � 36δþ 4

pq
(49)

5.2. The H2-optimal solution for minimizing the
mobility transfer function

Similar to Section 5.1, the optimum tuning for SPIS and SIS
minimizing the dimensionless mean square velocity I can be
obtained.

For SPIS: The H2 performance measure I can be ex-
pressed as

ISPIS ¼
�
λ2 þ λ

�
ζ þ δ2λ2 � 2δð1� δÞλþ δ2 � δþ 1

4ζ
(50)

According to equations (45) and (50), the following
solution was obtained in this study

ζ optSPIS ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δ2λ2 � 2δð1� δÞλþ δ2 � δþ 1

4λð1þ λÞ

s

IoptSPIS ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi�
λ2 þ λ

��
δ2λ2 � 2δð1� δÞλþ δ2 � δþ 1

�q

9>>>=
>>>;
(51)

Let ℜ be the set of real, positive solutions λ of the cubic
equation

4δ2λ3 þ �
3δ2 þ 6δðδ� 1Þ�λ2

þ�
4δðδ� 1Þ þ 2δ2 � 2δþ 2

�
λþ δ2 � δþ 1 ¼ 0

(52)

By making the derivative of IoptSPIS with respect to λ zero,
the cubic equation (52) can be obtained, and then the op-
timal λ can be selected from the real, positive solutions of
the cubic equation as well as ∞.

For SIS: TheH2 performance measure I can be express as

ISIS ¼ δ2λ2 � δð2� δÞλþ 1

δ2
ζ þ 1

4ζ
(53)

According to equations (45) and (53), the following
exact solution was obtained in this study

λopt ¼ 2� δ
2δ

; ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δ

4� δ

r
; IoptSIS ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4� δ
4δ

r 

(54)

5.3. Comparison between the traditional DVA and
the inerter-based isolators

Now, all the optimal parameters for the inerter-based iso-
lators in H2 optimization have been derived. In this section,
the performance of these inerter-based isolators will be
compared with the traditional DVA. For the traditional
DVA, the H2 performance measure can be derived as:

In the case of the H2-optimal solution for minimizing
the compliance transfer function

IDVA ¼ ð1þ δÞ3
δ2

ζ þ δ2λ2 þ δðδ� 2Þð1þ δÞ2λþ ð1þ δÞ4
4δ2λ2ζ

(55)

where the mass ratio δ is defined as δ = m0/m. Similar to the
inerter-based isolators, the optimal parameters can be ob-
tained as

λopt ¼ 2ð1þ δÞ2
δð2� δÞ

ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
δ3ð4� δÞ
16ð1þ δÞ3

s

IoptDVA ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð4� δÞð1þ δÞ3

4δ

s

9>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

(56)

and in the case of the H2-optimal solution for minimizing
the mobility transfer function

IDVA ¼ ð1þ δÞ2
δ2

ζ þ δ2λ2 � 2δð1þ δÞλþ ð1þ δÞ3
δ2λ2ζ

(57)

Similar to inerter-based isolators, the optimal parameters
can be obtained as

λopt ¼ ð1þ δÞ2
δ

; ζ opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

δ3

4ð1þ δÞ3
s

; IoptDVA ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ δ
δ

r )

(58)

Figures 7–9 show the comparison between the traditional
DVA and the inerter-based isolators in H2 optimization. In
these figures, the solid and dashed lines show the com-
pliance and mobility transfer functions, respectively. These
figures indicate that the H2 solutions obtained using the
mobility and compliance transfer functions are very similar.
Therefore, it is possible to calculate the H2-optimal sol-
utions minimizing the compliance transfer function by
slightly modifying equations (51), (54), (56), and (58). As
shown in Figure 7(a), for the same δ, the inerter-based
isolators SPIS and SIS perform better than the traditional
DVAwhen δ is less than 0.12 and when δ ≥ 0, respectively.
As shown in Figure 7, when δ < 0.12, the configuration
SPIS performs best that SIS. From Figure 9, it is shown that
the damping ratios ζ of the traditional DVA are normally
smaller than the inerter-based isolators. However, the mass
ratio δ for the traditional DVA is practically less than 0.25
(Cheung and Wong, 2011; Inman, 2008). From this point
of view, it is shown that when δ = 0.25 (see Figure 7(b)),
SIS provides 26.10% and 13.40% improvement in terms of
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compliance and mobility transfer functions, respectively,
compared with the traditional DVA. Because SPIS is ap-
plicable only in the region δ < 0.12, when δ = 0.1 (see
Figure 7(b)), SPIS provides 23% and 15.75% improvement
in terms of compliance and mobility transfer functions, re-
spectively, compared with the traditional DVA. The detailed
values of the parameters are given in Table 2, where the
performance of the inerter-based isolators can be further
improved by increasing the inertance-to-mass ratio δ as even
δ > 0.25, because large inertance can easily be obtained
without increasing the physical mass of the whole system,
which is a potential advantage of inerter-based isolators
compared with the traditional DVA.Moreover, it is important
to note that under a random excited primary structure, op-
timal tuning of the proposed inerter-based isolators adds both
damping and stiffness to the primary structure in comparison

with the traditional DVA and therefore, the mitigation of
structural vibration is more significant for this DVA.

To get more realistic results, 50-s random excitation is
constructed, which is composed of 5000 normalized ran-
dom numbers with zero mean value and unit variance,
respectively. The time history of the random excitation is
shown in Figure 10.

Based on the parameters optimized in H2 optimization,
the response of primary system with different absorbers
can be obtained. The time history of these primary systems is
shown in Figures 11–13. The response variances and per-
centage decrease of the primary system for different ab-
sorbers are summarized in Table 3. It can be observed that
the attenuation percentages of the mean square response of
the primary system are close to those of Figure 7(b) under
white noise, indicating the validity of the proposed design.

Figure 9. Optimal damping ratio ζ in H2 optimization (TDVA,

SPIS, and SIS). Note: TDVA: traditional dynamic vibration absorber;

SPIS: series–parallel inerter system; SIS: series inerter system.

Figure 8. Optimal stiffness ratio λ inH2 optimization (TDVA, SPIS, and

SIS). Note: TDVA: traditional dynamic vibration absorber; SPIS: series–

parallel inerter system; SIS: series inerter system.

Figure 7. Comparison between inerter-based isolators and the

traditional DVA (solid line: steady-state response of displacement,

and dashed line: the steady-state response of velocity). (a) The H2

performance (TDVA, SPIS, and SIS); (b) percentage improvement of

inerter-based isolators with respect to the traditional DVA (SPIS

and SIS). Note: DVA: dynamic vibration absorber; TDVA: tradi-

tional dynamic vibration absorber; SPIS: series–parallel inerter

system; SIS: series inerter system.
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6. Conclusion

On the basis of the two design criteria (H∞ optimization and
H2 optimization), inerter-based isolators in SPIS and SIS
were optimized to minimize the compliance and mobility

transfer function of the primary vibratory system. A com-
parison of the present results in front of TDVA yielded the
following conclusions. (1) The algebraic solution for the H∞

optimization of the proposed inerter-based isolators was

Figure 10. Time history of the random excitation.

Table 2. Comparison of optimal parameters in H2 optimization.

δ TDVAa SPISa SISa TDVAb SPISb SISb

(a): H2 performance measure I

0.01 10.1377 9.8868 10.0000 10.0499 9.8990 9.9875

0.03 6.0125 5.5749 5.7735 5.8595 5.5945 5.7518

0.05 4.7815 4.2118 4.4721 4.5826 4.2351 4.4441

0.1 3.6024 2.7713 3.1623 3.3166 2.7941 3.1225

0.2 2.8649 — 2.2361 2.4495 — 2.1794

0.5 2.4303 — 1.4142 1.7321 — 1.3229

1 2.4495 — 1.0000 1.4142 — 0.8660

(b): Optimal stiffness ratio λ

0.01 102.5226 98.4764 100.0000 102.0100 97.9738 99.5000

0.03 35.9019 31.7549 33.3333 35.3633 31.2458 32.8333

0.05 22.6154 18.3520 20.0000 22.0500 17.8341 19.5000

0.1 12.7368 8.0000 10.0000 12.1000 7.4095 9.5000

0.2 8.0000 — 5.0000 7.2000 — 4.5000

0.5 6.0000 — 2.0000 4.5000 — 1.5000

1 8.0000 — 1.0000 4.0000 — 0.5000

(c): Optimal damping ratio ζ

0.01 0.0005 0.0005 0.0500 0.0005 0.0005 0.0501

0.03 0.0025 0.0028 0.0866 0.0025 0.0028 0.0869

0.05 0.0052 0.0063 0.1118 0.0052 0.0063 0.1125

0.1 0.0135 0.0216 0.1581 0.0137 0.0224 0.1601

0.2 0.0332 — 0.2236 0.0340 — 0.2294

0.5 0.0900 — 0.3535 0.0962 — 0.3779

1 0.1531 — 0.5000 0.3062 — 0.5774

Note: TDVA: traditional dynamic vibration absorber; SPIS: series–parallel inerter system; SIS: series inerter system.
aCompliance transfer functions.
bMobility transfer functions.

Figure 11. Time history of the primary system with traditional

dynamic vibration absorber under δ = 0.1.
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successfully obtained for the first time. The H∞ optimum
SPIS and the H∞ optimum SIS can reduce the peak vibration
amplitude at the fixed points by 40% and 15.16% for the
compliance transfer function, respectively, and by 45.32%

and 10.53%, for the mobility transfer function, respectively,
when compared with H∞ optimum TDVA. (2) In the H2

optimization using the compliance and mobility transfer
functions, the optimal configuration of SPIS is applicable
only in the region δ < 0.12. (3) Because of this, it was
impossible to obtain an algebraic solution of the H2 crite-
rion for δ < 0.12. (4) Regarding the H2 optimization, the
solutions obtained using the mobility and compliance
transfer functions differed only slightly, whereas they dif-
fered greatly in the H∞ optimization solutions except for
damping ratio ζ . (5) Finally, the H2 optimum SPIS and the
H2 optimum SIS can reduce the mean square response of
primary system by 23% and 26.10% in the case of com-
pliance transfer function, respectively and by 17.75% and
13.40% in the case of mobility transfer function, respectively,
when compared with H2 optimum TDVA.
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inerter system with negative stiffness in
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system under base excitation
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Abstract
This study proposes a series–parallel inerter system with negative stiffness for the passive vibration control of an undamped

single–degree–of–freedom system under base excitation. The necessary and sufficient conditions for stability of series-

parallel inerter system with negative stiffness are established by Routh–Hurwitz criterion, and the stability boundary is

obtained. The tuning parameters of the series-parallel inerter system with negative stiffness are determined through fixed

point theory, and a comparison between the vibration mitigation performance of series-parallel inerter system with

negative stiffness, series–parallel inerter system (without negative stiffness), and tuned mass damper is presented con-

sidering both harmonic excitation, transient excitation, and random (white noise) excitation. The results of this study

demonstrate that under base harmonic excitation, series-parallel inerter system with negative stiffness outperforms the

series–parallel inerter system and tuned mass damper in terms of suppression bandwidth and reducing the peak vibration

amplitude of the primary mass. In the case of base acceleration–excited primary structure, more than 49.84% and 67.53%

improvement can be obtained from series-parallel inerter system with negative stiffness as compared with tuned mass

damper in terms of suppression bandwidth and reducing the peak vibration amplitude, respectively. Whereas in the case of

base displacement–excited primary structure, more than 78% and 80% improvement can be obtained from series-parallel

inerter system with negative stiffness, respectively, following the same criteria. A slightly lower improvement has been

obtained from series-parallel inerter system with negative stiffness as compared with series–parallel inerter system, which

justified the superiority of series–parallel inerter system compared to tuned mass damper. The transient response in-

vestigation showed that series-parallel inerter system with negative stiffness outperforms the series–parallel inerter system
and tuned mass damper in terms of much shorter stabilization times and lower peak amplitude of the primary mass. Finally,

the further comparison among these devices (series-parallel inerter system with negative stiffness, series–parallel inerter
system, and tuned mass damper) under white noise excitation also shows that series-parallel inerter system with negative

stiffness is superior to series–parallel inerter system and tuned mass damper for a small inertance mass ratio. This result

could provide a theoretical basis for the design of inerter-based isolators with negative stiffness.

Keywords
Inerter vibration absorber, H∞ optimization, fixed point theory, negative stiffness, base excitation

1. Introduction

Dynamic vibration absorbers (DVAs) or tuned mass
dampers (TMDs) are widely utilized as effective passive
vibration control device to reduce excessive and undesirable
vibrations from an excitatory source to a receiving structure.
The first DVA without damper was originally introduced
and developed by Frahm (1909) but was only useful in
narrow frequency range very close at the natural frequency
of DVA. To extend the frequencies range, Ormondroyd and
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Den Hartog (1928) proposed the DVAs with damper, which
consists of a spring and viscous damper arranged in parallel
and connects between an auxiliary small mass (mass of
absorber) and primary structure (the object to be controlled)
and has been considered as a standard model of DVAs or
TMDs. Hence, several passive design methodologies for
DVAs have been developed analytically. The fixed point
theory (FPT) of Den Hartog (1956) was commonly used for
determining the optimum tuning frequency and damping
ratios of conventional TMD (Den Hartog, 1956; Warburton,
1982). Note that the FPT only yields an approximate so-
lution to the H∞ optimization problem because of dis-
crepancy between fixed point and resonance peak of
frequency response. Moreover, the fixed point theory is
only valid for the case of harmonic excitation and un-
damped primary systems, whereas in most cases, random
excitations having particular frequency contents (e.g.
earthquake excitation and/or wind pressures) are applied to
(damped) structures (Pan and Zhang, 2018). However, its
high accuracy and efficiency has allowed us to design new
models of vibration absorbers (Asami and Nishihara, 1999;
Ren, 2001; Wang et al., 2016). To expand the application of
DVAs, the H2 optimization criterion was suggested by
Crandall and Mark (1963) for the case when the primary
structure is subjected to random excitation. The purpose
was to minimize the area under the frequency response
curve of the system (i.e. total vibration energy of the
structure over all frequencies). After that, the optimal pa-
rameters of DVAs according to the H2 optimization were
presented by Iwata (1982) and Asami (1991). The stability
maximization criterion and exact solutions of optimum
parameters of the TMD were first given by Yamaguchi
(1988) with the aim to improve the transient vibration of the
structure. This methodology was commonly used in (Asami
et al., 2018; Zhou et al., 2019). Different types of TMDs
have shown their usefulness in successfully dealing with
traditional base isolation systems for the passive control of
many building around the world (Gutierrez Soto and Adeli,
2013). However, studies in the past (e.g. see Tributsch and
Adam., 2012; Anajafi and Medina., 2018a, 2018b) have
identified following deficiencies in the seismic performance
of traditional passive control systems: traditional base
isolation systems result in large displacement responses at
the base of the building; traditional base isolation and TMD
systems are not robust against variation in the parameters of
the structure and ground excitation; detuning may signifi-
cantly reduce the efficiency of TMD systems; TMDs need
a relatively large mass to be efficiency that is associated
with significant drawbacks (e.g. practical problems and
conflict with the building architecture); and the drift de-
mands exposed on the TMD itself usually significant.
Nevertheless, many studies have been conducted to im-
prove the efficacy and robustness of TMDs using multiple
DVA in parallel or series (Abe and Fujino, 1994; Anajafi
and Medina, 2018b; Zuo, 2009).

In the objective of achieving an improved control effect
and maintaining the structural simplicity, the inerter-based
isolators systems could be effectively used in replacing the
damper in the traditional base isolation systems (Sara et al.,
2016). On the other hand, the use of the inerter in TMDs can
reduce the weight of the secondary mass, while maintaining
performance similar to that of a system with a higher
physical mass. According to Smith (2002), the inerter is
a mechanical device with two terminals and it has the
property that the generated force is proportional to the
relative acceleration between its two terminals en them, and
the constant of proportionality is called inertance with a unit
of kilogram. Its intrinsic characteristic is reflected in the fact
that it can generate a mass much higher than its gravitational
mass (Gonzalez-Buelga et al., 2017; Ikago et al., 2012;
Sugimura et al., 2012). Based on the inerter device, several
inerter-based mechanical networks have been developed in
the literature (Sara et al., 2017). Before that, the perfor-
mance of multiple configurations of inerter-based isolators
has been investigated in Hu et al. (2015). In the same way,
the tuned inerter damper (Lazar et al., 2014), the tuned
viscous mass damper (Ikago et al., 2012), and the tuned
mass damper inerter (TMDI) (Marian and Giaralis, 2014a,
2014b) have been identified as building suspensions.
Inerter-based devices have been also investigated for mit-
igation of the liquid sloshing in storage tanks (Jiang et al.,
2020; Luo et al., 2016), to enhance the properties of TMDs
(Domenico and Ricciardi, 2018a; Domenico et al., 2019),
for seismic protection of building structure (Radu et al.,
2019), for seismic protection of wind turbine towers (Zhang
et al., 2019), for improving the seismic performance of
a base-isolated structure (Domenico and Ricciardi, 2018b,
2018c; Saitoh, 2012), for vibration suppression of cables
(Lazar et al., 2016), for wind-induced vibration mitigation
of tall buildings using the TMDI (Giaralis and Petrini, 2017;
Wang et al., 2019a), for vehicles suppression (Hu et al.,
2014; Chen et al., 2016), and for vibration control of ad-
jacent structures (Palacios-Quiñonero et al., 2019; Basili
et al., 2018, 2019)

More recently to further improve the performance of the
DVA, Shen et al. (2016, 2017) studied a new type of dy-
namic vibration absorber with negative stiffness (NSDVA)
and finished its parameter optimization. It was found that
the DVA with negative stiffness had good control perfor-
mance. Wang et al. (2017) introduced the negative stiffness
connected to the earth in the three-element type of the DVA
and found that the three-element type of the DVA with
negative stiffness also had good control performance.
Thereafter, in (Zhou et al., 2019), the closed-form solutions
to optimal parameters of DVAs with negative stiffness
under harmonic and transient excitation have been pre-
sented. The results suggest that the inclusion of negative
stiffness in the classic DVA system can significantly im-
prove the vibration control performance. However, the
introduction of negative stiffness in the inerter-based
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isolator devices as realized in the above references is rare in
the literature for base excitation control considering two in-
puts for the design: sinusoidal base acceleration and sinu-
soidal base displacement, which justify the objective of this
work. Moreover, for the mechanical device of negative
stiffness (which is not mentioned in the above references), the
cross-ply composite laminates with residual thermal stress are
able to realize negative stiffness (Guo et al., 2018). Besides
mechanical device, piezoelectric material shunted with the
resistance–inductance-negative capacitor is also a feasible
way to implement negative stiffness (Korde et al., 2018;
Neubauer and Wallaschek, 2013; Neubauer et al., 2006).

Furthermore, studies have considered the use of the
series–parallel inerter system (SPIS) for the control of
high-rise buildings subject to ground displacement (Sara
et al., 2017), and their performances in terms of reduced
vibration amplitude have been demonstrated with effi-
ciency compared to the traditional base isolation systems.
However, the inclusion of negative stiffness in such a
system to control an undamped primary structure was not
taken into account. Although the investigated model in this
study can be drawn from the model AIN in Wang et al.
(2019b) for a zero secondary mass in AIN, the two systems
are not set up in the same way. In fact, at no time do NSPIS
and AIN coincide mathematically for a zero mass ratio in
AIN, which means that the optimum parameters of AIN are
set by the mass ratio between primary and secondary mass,
whereas the optimum NSPIS parameters are set by the
inertance mass ratio (equivalent mass ratio). However, for
a zero-inertance mass ratio in AIN, NSPIS, and AIN can
coincide in the case of base acceleration excitation of
NSPIS. For this latter case, the performances of AIN with
zero-inertance mass ratio become even more limited with
than the NSPIS because it is unable to work with high mass
ratio as the NSPIS, which can work with high equivalent

mass ratio because of inerter. Furthermore, a systematic
study of stability of the system and the optimum param-
eters based on the ground displacement excited primary
structure is not reported in Wang et al. (2019b). So they are
presented for the first time in this document. Further, in
terms of cost and installation space, the NSPIS is better
suited than AIN. Accordingly, the tuning parameters of the
NSPIS system in this study are determined based on the
aforementioned tuning strategy, that is, FPT under base
harmonic excitation, and light will be shed onto the in-
fluence of negative stiffness on the series–parallel inerter
system (SPIS). According to the characteristic of negative
stiffness, the primary system coupled with NSPIS could be
potentially unstable. Accordingly, the allowable bounds
on negative stiffness will also be predicted.

This study is organized as follows. In the next section,
models and analytical solution of the NSPIS implementing
on an undamped single-degree-of-freedom (SDOF) primary
system are first presented, and then the tuning parameters
are analytically derived according to the fixed point theory
in Section 3, in which the stability analysis is performed. In
Section 4, the performances evaluation of NSPIS and SPIS
with respect to TMD is performed under harmonic and
transient excitations. The random response of the undamped
primary structure with NSPIS, SPIS, and TMD is in-
vestigated, and the comparison is made in Section 5. Fi-
nally, conclusion is drawn in Section 6.

2. Mathematical models and analytical
solution

2.1. Mathematical models

Figure 1(a) shows the undamped SDOF system (SDOF)
with the series–parallel inerter system (SPIS) consisting

Figure 1. Mechanical models of a single-degree-of-freedom primary structure under base excitation, controlled by (a) A series–parallel

inerter system; (b) A series–parallel inerter system with negative stiffness (NSPIS); (c) A tuned mass damper.
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device layout one damper (c2), one inerter (b), and two
stiffness (k2 and k3) connected between the main mass and
the ground. Figure 1(b) shows the device of NSPIS obtained
by adding the negative stiffness (kn) directly connecting the
SPIS and the earth. In general, during the theoretical design
of inerter-based vibration absorbers, the inerter is idealized as
a simple element b linearly proportional to the relative
acceleration of its two terminals (Smith 2002). However,
many parasitic effects on the real inerter such as ratcheting,
backlash, and friction phenomena (for both the mechanical
of the device) have been observed experimentally in
(Gonzalez-Buelga et al., 2017 and Domenico et al., 2019).
Therefore, the parasitic effects must be taken into account
later for a more realistic conception of the NSPIS. Fur-
thermore, the springs and the damper in the NSPIS can also
present effects of nonlinearity. Because this study evaluates
the effect of the inerter and negative stiffness, the general
model of the inerter has been adopted, in which the inerter is
simplified as b, and the other mechanical elements such as
the stiffness coefficients and the damping coefficient are
considered to be linear. Finally, Figure 1(c) has shown the
conventional model of the TMD taken here as a reference
for evaluating the performance of the proposed SPIS and
NSPIS. Depending on the form of excitation, its parameters
have long been established in (Den Hartog, 1956;
Warburton, 1982), respectively (see Appendix).

2.2. Analytical solution

Assume that the undamped SDOF system equipped of the
SPIS with negative stiffness in Figure 1(b) is subjected to
base excitation (namely, base acceleration–excited ag(t) and
base displacement–excited y(t)). According to the funda-
mental principle of dynamic, the differential equation of
motion can be established as

mx001 þ k2ðx1 � x2Þ þ k3ðx1 � x3Þ þ k1ðx1 � yÞ ¼ �magðtÞ
b
�
x002 � y00

�þ c2
�
x02 � x03

�þ k2ðx2 � x1Þ þ knðx2 � yÞ ¼ 0

c2
�
x03 � x02

�þ k3ðx3 � x1Þ ¼ 0

(1)

where m and k1 are the main mass and linear stiffness
coefficient of the SDOF system. k2, k3, and c2 are the linear
stiffness and damping coefficients of the series–parallel
inerter system. kn is the additional negative stiffness co-
efficient in the model. Finally, x1, x2, and x3 are the dis-
placement response relative to the ground of the main mass
and the split points of the inerter system.

Including the following parametric transformations

μ ¼ b

m
; λ ¼ k3

k1
; β ¼ k2

k1
; κ ¼ kn

k1
;

ζ ¼ c2
2mω0

; ω0 ¼
ffiffiffiffi
k1
m

r (2)

where ω0 is the natural frequency of the main mass and μ is
the inertance mass ratio. λ, β, and ζ are the stiffness and
damping ratios, respectively, of the SDOF system equipped
of the SPIS, respectively, and κ is the adding negative
stiffness ratio. Resizing the time by t = τ/ω0, one has
ðd=dtÞ ¼ ω0ðd=dτÞ and ðd2=dt2Þ ¼ ω2

0ðd2=dτ2Þ and re-
place in (1) according to the above dimensionless quantities
(equation (2)), the corresponding dimensionless equation of
motion can be written as

€x1 þ βðx1 � x2Þ þ λðx1 � x3Þ þ x1 � y ¼ �agðτÞ
μð€x2 � €yÞ þ 2ζ ð _x2 � _x3Þ þ βðx2 � x1Þ þ κðx2 � yÞ ¼ 0

2ζ ð _x3 � _x2Þ þ λðx3 � x1Þ ¼ 0

(3)

Assuming that the system is initially static, that is,
x1ð0Þ ¼ x2ð0Þ ¼ x3ð0Þ ¼ _x1ð0Þ ¼ _x2ð0Þ ¼ _x3ð0Þ ¼ 0, the
Laplace transformation of equation (3) can be written as
follows

s2X1þβðX1�X2Þþ λðX1�X3ÞþX1�Y ¼�Ag

μs2ðX2�Y Þþ2ζ sðX2�X3Þþ βðX2�X1Þþ κðX2�Y Þ ¼ 0

2ζ sðX3�X2Þþ λðX3�X1Þ ¼ 0

(4)

where X1, X2, X3, Y, and Ag are the Laplace transformation of
the (NSPIS) displacement x1, x2, x3, y(t), and ag(t), re-
spectively, where s ¼ jν. ν = ω/ω0 and ω are the input
frequency ratio and the frequency of the base excitation,
respectively. Solve equation (4), the transfer function HðsÞ
in the Laplace domain in terms of relative displacement X1

of main mass in Figure 1(b) can be written as

HðsÞ ¼ X1

δst
¼ � N3s3 þ N2s2 þ N1sþ N0

D5s5 þ D4s4 þ D3s3 þ D2s2 þ D1sþ D0

(5)

with δst = Ag or Y. The numerator coefficients of base
acceleration–excited primary structure (by setting Y=0 in
equation (4)) and those of base displacement–excited pri-
mary structure (by setting Ag = 0 in equation (4)) are listed as
follows, respectively

acc�

8>>><
>>>:

N3 ¼ 2ζμ

N2 ¼ λμ

N1 ¼ 2ζ ðβ þ λþ κÞ
N0 ¼ 2ζ ðβ þ κÞ

,

dis�

8>>><
>>>:

N3 ¼ �2ζμðβ þ λþ 1Þ
N2 ¼ �λμð1þ βÞ
N1 ¼ �2ζ ½ðκ þ 1Þðβ þ λÞ þ κÞ
N0 ¼ �2ζ ðκβ þ β þ κÞ

(6)
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And the same denominator coefficients for both base
excited primary structure are listed as follows

8>>>>>><
>>>>>>:

D5 ¼ 2ζμ
D4 ¼ λμ
D3 ¼ 2ζ ðβμþ λμþ β þ λþ κ þ μÞ
D2 ¼ λðβμþ β þ κ þ μÞ
D1 ¼ 2ζ ½ðβ þ λþ 1Þκ þ ðβ þ λÞ�
D0 ¼ λ½ðβ þ 1Þκ þ β�

(7)

where the notations acc and dis denote the base
acceleration–excited and base displacement–excited, re-
spectively. Note that by setting κ = 0 into equation (5)
according to (6) and (7), the transfer function in terms of
relative displacement X1 of the main mass m for the SDOF
system equipped of the series–parallel inerter system (SPIS)
is retrieved. In this regard, the SDOF system with the SPIS
may be viewed as a special case of the SDOF system with
the NSPIS.

By collecting the real and imaginary parts of numerator
and denominator in equation (5), the squared module of the
transfer function can be expressed as

G2 ¼
����X1

δst

����
2

¼ 4ζ 2A2 þ B2

4ζ 2C2 þ D2
(8)

where
For base acceleration–excited primary structure

A ¼
ffiffiffiffi
V

p
½β þ λþ κ � μV�

B ¼ λ½β þ κ � μV�
C ¼

ffiffiffiffi
V

p �ðβ þ λþ 1Þκ þ β þ λ� ðβμþ λμþ β

þ λþ κ þ μÞVþ μV2�
D ¼ λ

�ðβ þ 1Þκ þ β � ðβμþ β þ κ þ μÞVþ μV2�
(9)

For base displacement–excited primary structure

A ¼
ffiffiffiffi
V

p
½ðκ þ 1Þðβ þ λÞ þ κ � μð1þ β þ λÞV�

B ¼ λ½κβ þ β þ κ � μð1þ βÞV�
C ¼

ffiffiffiffi
V

p �ðκ þ 1Þðβ þ λÞ þ κ � ðβμþ λμþ β

þ λþ κ þ μÞVþ μV2�
D ¼ λ

�ðβ þ 1Þκ þ β � ðβμþ β þ κ þ μÞVþ μV2�
(10)

with the following change V = ν2 to simplify the process.

3. Parameters optimization of NSPIS

In this section, the primary system undergoes two types of
base sinusoidal disturbances (namely, base acceleration–
excited and base displacement–excited), and the parame-
ters of the NSPIS are tuned by the fixed point theory.
Moreover, the effects of inertancemass and negative stiffness
ratios on the tuning parameters are presented to better

understand their role. However, the permissible bound and
the optimal value on the negative stiffness ratio (κ) will be
defined in each excitation scenario\enleadertwodots

3.1. Base acceleration–excited primary structure

The undamped primary structure with the NSPIS is sub-
jected to harmonic base acceleration excitation as shown in
Figure 1(b). The design of the NSPIS (or SPIS) presented in
this document is to determine the optimum values of
damping ratio ζ and stiffness ratios λ, β, and κ defined as
function of the mass ratio between the inertance coefficient
and the main mass (called inertance mass ratio), so that the
vibration amplitude of the primary system without damper
is minimized at the fixed points. This is consistent with the
FPTof Den Hartog (1985). Accordingly, Figure 2 shows the
frequency response curves (by using equation (8) of
the undamped primary system with the NSPIS (Figure 1(b))
for various absorber damping ratio (0.01, 0.02, and 0.05).
In this figure, the frequency curves pass through three in-
variant points P, Q, and R independent of absorber damping
when a harmonic acceleration is applied to the base of the
primary system. To locate fixed point values P,Q, and R, the
following equation must be considered

A

C
¼ ±

B

D
(11)

with κ ≠ 0. It could be found that there is no meaning when
the right part in (11) is positive. Accordingly, taking the
negative one and simplifying the equation, we can get

V3 þ α2V
2 þ α1Vþ α0 ¼ 0 (12)

Figure 2. Amplitude–frequency curves of the NSPIS system with

parameters as μ = 0.05, λ = 0.05, β = 0.09, and κ =�0.07, and SBW

denotes the suppression bandwidth.
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where

α2 ¼�2βμþ λμþ 4β þ 2λþ 4κ þ 2μ
2μ

α1 ¼
κ2 þ ð2βμþ λμþ 2β þ λþ 2μÞκ þ β2μ

þ βλμþ β2 þ βλþ 2βμþ λμ
μ2

α0 ¼ �
ð2β þ λþ 2Þκ2 þ 2

�
β2 þ βλþ 2β þ λ

�
κ

þ 2βðβ þ λÞ
2μ2

(13)

By simple deducing of the observations made in Figure 2
concerning equation (8), there exist two equal values of G
independent of absorber damping ζ .

Accordingly, when ζ → ∞

jGj ¼
����X1

δst

���� ¼
�����

β þ λþ κ � μV
ðβ þ λþ 1Þκ þ β þ λ� ðβμþ λμþ βþλ

þκ þ μÞVþ μV2

�����
(14)

and when ζ = 0

jGj ¼
����X1

δst

���� ¼
�����

β þ κ � μV

ðβ þ 1Þκ þ β � ðβμþ β þ κ þ μÞVþ μV2

�����
(15)

Therefore, one can get

jGj ¼
����X1

δst

���� ¼
����2ðβ þ κÞ þ λ� 2μV
λ½1þ κ � ð1þ μÞV�

���� (16)

Let VP, VQ, and VR be the real roots of equation (12)
corresponding to fixed points P, Q, and R. Alternatively,
these roots must be verified

����X1

δst

����
P

¼ 2ðβ þ κÞ þ λ� 2μVP

λ½1þ κ � ð1þ μÞVP�����X1

δst

����
Q

¼ � 2ðβ þ κÞ þ λ� 2μVQ

λ
�
1þ κ � ð1þ μÞVQ

�
����X1

δst

����
R

¼ 2ðβ þ κÞ þ λ� 2μVR

λ½1þ κ � ð1þ μÞVR�

(17)

The tuning approach of Den Hartog (1985) suggests that
the peak response of the considered primary structure is
minimized when G attains the same value at the points P,Q,
and R (see Figure 3). First by setting the fixed points P and R
at the same height, that is writing jX1=δstjP ¼ jX1=δstjR, one
can obtain the following relationship

λ ¼ 2μð1þ κÞ
1þ μ

� 2ðβ þ κÞ (18)

Substituting equations (18) into (12) according (13), one
can get

½ð1þ μÞV� ð1þ κÞ��μ2V2 � 2μ2V� ð1þ μÞβ2
þ 2βμ� κ2 þ 2ðμ� βÞκ�¼ 0

(19)

Solving (19) for V leads to

VP ¼
μ�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ μÞβ2 � 2βðμ� κÞ þ ðμ� κÞ2

q
μ

VQ ¼ 1þ κ
1þ μ

VR ¼
μþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ μÞβ2 � 2βðμ� κÞ þ ðμ� κÞ2

q
μ

(20)

Afterward (17) can be written as

����X1

δst

����
P,R

¼ μ
μ� κ � ð1þ μÞβ����X1

δst

����
Q

¼ ð1þ μÞðμ� κ � βμ� βÞ
μ2 � 2μκ þ κ2

(21)

Second, setting the three fixed points P, R, and Q to the
same height, that is writing jX1=δstjP,R ¼ jX1=δstjQ in (21),
the first optimum tuning condition with respect to β can be
obtained

βopt ¼
�
1þ μ� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2 þ μ
p 	

ðμ� κÞ
ð1þ μÞ2 (22)

Then, substituting (22) into (18), the second optimum
tuning condition with respect to λ can be obtained

λopt ¼ 2ðμ� κÞ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
ð1þ μÞ2 (23)

Based on the optimal parameters in (22) and (23), the
normalized amplitude at the fixed points P, Q, and R can be
obtained as

����X1

Ag

����
P,Q,R

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
μ� κ

(24)

Next, step one could adjust the damping ratio so as to
make the maximum amplitude of the primary system at the
fixed points at the same height (see Figure 3). The condition
can be achieved when the derivatives of the amplitude
amplification factor are zero at the two fixed points P and R
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∂G2

∂V

����
VP ,VR

¼ 0 (25)

Solving (25) after substituting the optimal parameters
λopt and βopt and take the square of average value of
damping ratios at the fixed points P and R, we can get

the optimum damping ratio ζ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðζ 2P þ ζ 2RÞ=2

q
(Den

Hartog, 1985). However, it is difficult to obtain a re-
ducible solution because of the complexity of equation
(25). Nevertheless, Figure 3 shows that when the two
resonance peaks approximate at the same height, one
could observe that the point Q almost the area where the
slope of the amplitude–frequency curve is zero. So that
the approximation of the solution given by (26) is
adopted

∂G2

∂V

����
VQ

@ 0 (26)

Solve (26) according to (20), (22), and (23), we get the
optimal damping ratio for the NSPIS

ζ opt @

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
20ðμ� κÞ2

� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p � μ
	
μ

17ð1þ μÞ2ð1þ κÞ
�
μþ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2 þ μ
p 	

vuuut (27)

3.2. Base displacement–excited primary structure

The undamped primary structure with the NSPIS is sub-
jected to base displacement excitation as shown in
Figure 1(b). For the case of base displacement excitation,
the optimum parameters can be obtained according to the
parameter optimization procedures above

βopt ¼
�
μþ 1�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p 	
ðμ� κÞ

ð1þ μÞð1þ κÞ ,

λopt ¼ 2ðμ� κÞ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
ð1þ μÞð1þ κÞ ,

ζ opt ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μðκ � μÞ2

h
2ð1þ μÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

q
� 2μ2 þ κ � 3μ

i

ð1þ κÞ3
h
2ð1þ μÞ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

q
þ 2μ2 � κ þ 3μ

i
vuuuut

(28)

Based on the optimal parameters in (28) and the previous
procedures, the normalized amplitude at the fixed points P,
Q, and R (i.e. when ζ → 0 or ∞ in (8)) can be obtained as

����X1

Y

����
P,Q,R

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
μ� κ

(29)

By comparing equations (24) and (29), it is clear that the
normalized amplitude at the fixed points is the same for both
base excited primary structure in Figure 1(b). However, the
response to the these fixed points may differ due to a dif-
ferent optimal negative stiffness ratio.

3.3. Effect of inertance mass and negative stiffness
ratios on the optimum design

For the NSPIS, the three-dimensional plots depicted in
Figure 4 show the effect of inertance mass and negative
stiffness ratios on three optimum parameters for base dis-
placement excitation and base acceleration excitation, re-
spectively. The range of inertance mass and negative
stiffness ratios are 0.005–2 for μ and �0.2 to 0 for κ, re-
spectively. It can be observed that in the cases of base
displacement excitation as shown in Figure 4(a) and (c), the
optimum stiffness ratios (β) and (λ) and the damping ratio
(ζ ) increase with increasing both negative stiffness and
inertance mass ratios. For the cases of base acceleration
excitation, the optimum parameters are shown in
Figure 4(d) and (f). The optimum stiffness ratio (β) in-
creases with increasing the negative stiffness ratio, and it
increases with increasing inertance mass ratio on the range
μ < μ0, and on range μ > μ0, it decreases with increasing
inertance mass ratio. μ0 is the stagnation point of equation
(22) that is found by ð∂βopt=∂μÞ ¼ 0, and the result is given
in equation (30)

μ0 ¼
4κ2 þ 7κ þ 2þ 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð4κ þ 1Þðκ þ 1Þ3

q
ð4κ þ 5Þ (30)

which �1/4 ≤ κ ≤ 0. It can be also observed that the op-
timum stiffness ratio (λ) (Figure 4(e)) and the damping ratio
(ζ ) (Figure 4(f)) increase with increasing both negative
stiffness and inertance mass ratios.

Figure 3. Amplitude–frequency curves of the NSPIS system with

parameters as μ = 0.05, λ = 0.0536, β = 0.0957, and κ = �0.0786.
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The ranges of the values of parameters μ and κ in
Figure 4 were chosen to account for their role on the optimal
parameters. However, when all the possible combination μ
and κ are taken into the other optimization parameters and
the normalized amplitude at the fixed points of the primary
mass, one could find that not all combinations μ and κ
ensure the system stability. So, in the following section,
the permissible bound on the negative stiffness ratio κ as
function of μ will be specified in each excitation scenario,
and an optimal value of κ will be also defined in these cases.

3.4. Stability analysis, lower limit, and optimal
value of κ

3.4.1. Stability analysis of the system. According to the
characteristic of the negative stiffness, it is relevant to
specify the admissible limit on the value of the negative
stiffness, inside which the system remains stable. Noting
that the stability analysis of this type of system is rare in the
literature, one of the major contributions of this study is to
conduct a systematic study on the stability of the primary
system equipped with the NSPIS.

Let us consider the characteristic equation of base
harmonic–excited primary structure in Figure 1(b)

D5s
5 þ D4s

4 þ D3s
3 þ D2s

2 þ D1sþ D0 ¼ 0 (31)

where the coefficient Di(i = 0, 1, …5) is given in equation
(7). According the Routh–Hurwitz stability criterion,
a system is asymptotically stable if and only if all their
eigenvalues lie in the left half of the complex plan and all the
coefficients Di into characteristic equation (31) should also
be positive. The related Routh’s coefficients are listed in
Table 1.

Where the coefficients a1, b1, b2, and c1 are calculated
and expressed as

a1 ¼ 2ζ λðμ� κÞ2
ð1þ βÞμ2 þ 2βμþ β þ κ

,

b1 ¼ 2ζ λð1þ μÞ, b2 ¼ 2ζ λð1þ κÞ,

c1 ¼ λ½ð1þ βÞμ2 þ 2βμþ β þ κ�
1þ μ

(32)

The system is stable if all the coefficients of the second
line of the above table are the same sign, that is positive
(D5 > 0,D4 > 0, b1 > 0, c1 > 0, a1 > 0, andD0 > 0). Moreover,
in (32), the parameters a1 and c1 are of the sign of the
polynomial in μ defined by (1 + β)μ2 + 2βμ + β + κ, so the
discriminant is: Δ = �[β + κ(1 + β)]. Thus, a1 and c1 are
positive and of the sign of 1 + β when β + κ(1 + β) > 0 and it
is the same condition of having D0 > 0 (see equation (7)).
Finally, the unique stress of system stability on the negative
stiffness ratio can be reached as follows

Figure 4. Three-dimensional representation of variation of optimum parameters: (a), (b), and (c) are relevant to base displacement,

whereas (d), (e), and (f) are for base acceleration, in which (a), (b), (d), and (e) are the stiffness ratios; (c) and (f) are the damping ratios.
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κ >� β
1þ β

¼ �1þ 1

1þ β
(33)

with 1/(1 + β) in (33) decreases for all positive β, which
means that the lower bound of κ is greater than�1, meaning
that the absolute value of the negative stiffness kn must
always be less than that of the primary system k1. None-
theless, the optimal value of κ and the effective upper limit
of κwill be derived in the following subsections because the
analytical formulation of the stiffness ratio β is expressed as
a function of κ and μ.

3.4.2. Lower limit of κ. In the first case, the system is
subjected to a base harmonic acceleration excitation (see
Figure 1(b)). According to (22) and (33), there is de-
pendence between the stiffness ratio β and the negative
stiffness ratio κ leading to the explicit expression for the
lower limit of κ. Thus, by substituting the optimal stiffness
ratio equation (22) into the general stability condition in
(33), an inequality on κ can be obtained
�
1þμ�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2þμ

p 	
κ2�

h
2μð1þμÞ

þð1�μÞ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2þμ

p i
κ�μ

�
1þμ�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2þμ

p 	
< 0

(34)

Because ð1þ μ�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
Þ> 0 in (34), κ is located

within the interval (κ�, κ+), with the lower and upper limits
defined by

κ� ¼

ð1þ μÞ
h
2μ�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ
�
5μþ 5� 4

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p 	r i

þð1� μÞ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
2μþ 2� 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p

κþ ¼

ð1þ μÞ
h
2μþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ
�
5μþ 5� 4

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p 	r i

þð1� μÞ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
2μþ 2� 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p

(35)

It is noted that κ+ > 0 and κ� >�1 (with κ� < 0) such that
0 2 [κ�, κ+]. Therefore, the allowable bound on κ is then
reduced to κ 2 (κ�, 0].

In the second case, the system is subjected to a base
harmonic displacement excitation (see Figure 1(b)). By
substituting the optimal stiffness ratio βopt in (28) into the
general stability condition in (33), the permissible bound on
the negative stiffness ratio κ is

κ >κ� ¼
μ�1� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2þμ
p þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þμÞ

�
2μþ1�2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2þμ

p 	r

2
(36)

3.4.3. Optimal value of κ. In the case of base harmonic
acceleration excitation because

��X1=Ag

��
s¼0

¼ f ðκ, μÞ ≠ 1,
there exists a response which fulfills the condition so that
one adopts the strategy of assimilation of the transfer
function at the fixed points to that at s ¼ 0, as in (Zhou et al.
2019).

Accordingly, one can get

����X1

Ag

����
P,Q,R

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
μ� κ

¼
����X1

Ag

����
s¼0

(37)

Solving (37) yields two rational values of κ

κ1 ¼ �1, κ2 ¼ 2μð1þ μÞ � ð2μþ 1Þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
2μð1þ μÞ � ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2 þ μ
p (38)

However, κ1 is inferior to the lower bound κ
�with which

the primary system becomes unstable. Moreover, κ2 sat-
isfies the condition � 1 < κ� < κ2 < 0, which is relevant for
the existence of an optimal ratio of negative stiffness κopt
in the stable region, which is expressed as

κopt ¼ 2μð1þ μÞ � ð2μþ 1Þ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2 þ μ

p
2μð1þ μÞ � ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2 þ μ
p (39)

In the case of base harmonic displacement excitation��X1=Y
��
s¼0

¼ 1, so that a strategy based on making the
solution of the smaller fixed point to approach zero is
adopted to obtain the optimal κ (Xiuchang et al., 2019),
which is determined by βκ + β + κ = 0. Using β in (28) and
the result is

κopt

¼
μ�1� ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

μ2þμ
p þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þμÞ

�
2μþ1�2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μ2þμ

p 	r

2ð1þεÞ , ε>0

(40)

Furthermore, because the transfer function at the two
fixed points (in equation (29)) is a monotonic increasing
function like κ, we choose κ to be as close as possible to

Table 1. Routh’s coefficient chart.

s0 s1 s2 s3 s4 s5

D0 a1 ¼ ðc1b2 � b1D0=c1Þ c1 ¼ ðb1D2 � b2D4=b1Þ b1 ¼ ðD4D3 � D2D5=D4Þ D4 D5

0 0 D0 b2 ¼ ðD4D1 � D0D5=D4Þ D2 D3

0 0 0 0 D0 D1

Baduidana et al. 9



the stability boundary denoted by equation (36) by fixing
a small ε.

To validate the results on the optimization of κ in both
excitation cases, Figure 5 plots the optimal negative stiff-
ness ratios with the stability boundary on κ. The red line
represents the stability boundary on κ below which the
system becomes unstable. One can observe that for any
inertance mass ratio μ and for any coefficient ε > 0, the

optimal negative stiffness ratios remain valid located above
the stability boundary on κ in each excitation case, which
guarantees the stability of the system.

For a better understanding of the role of the inertance
mass ratio and the optimum negative stiffness ratio on
the optimal parameters, summarized in Table 2. two-
dimensional graphs are presented in Figure 6. The solid
line corresponds to SPIS (κ = 0), and the dashed line is

Figure 5. Graphical representations of optimum negative stiffness ratios relevant to each base excitation with their stability boundary

(a) for base displacement and (b) for base acceleration.

Figure 6. Effect of negative stiffness and inertance mass on the optimum parameters for both NSPIS (dashed lines) and series–parallel

inerter system (solid lines) for each base excitation. Here, (a), (b), and (c) are relevant to base displacement, whereas (d), (e), and (f) are

for base acceleration, in which (a), (b), (d), and (e) are the stiffness ratios; (c) and (f) are the damping ratios.
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linked to the NSPIS with an optimal negative stiffness ratio
(κ = κopt). The results indicate that when the mass ratio
increases, the effect of the optimal negative stiffness ratio
becomes greater in the case of base displacement–excited
(Figure 6(a) and (c)), which results in the difference be-
tween the solid and dashed lines. However, in the case of
base acceleration–excited (Figure 6(d) and (f)), the effect of
the optimal negative stiffness is almost constant with the
increase in the inertance mass ratio. Figure 6 also shows that
for any given inertance mass ratio, the optimal parameters
of the NSPIS are greater than those of the SPIS, which
justifies that the inclusion of the negative stiffness in the
proposed series–parallel inerter system has the effect of
increasing the values of the design parameters. Moreover,
a smaller inertance mass ratio μ is more beneficial to get
a small λopt, βopt, and ζ opt for SPIS and NSPIS in both
harmonic excitation cases.

Figure 7 depicts the contour plot of normalized dis-
placement of the primary system controlled with the NSPIS.
One can observe that the damping effect improves as μ
increases. However, the slow decay of the peak amplitude as
μ increases shows that the normalized displacement of
the primary mass controlled with the NSPIS is not

sensitive to the variation of μ for a larger absolute κ.
Moreover, as the design parameters increase as μ increases
(see Figure 6), choosing a large inertance mass ratio in-
creases the manufacturing cost. Furthermore, the inclusion
of negative stiffness can considerably reduce manufacturing
costs because, for a small inertance mass ratio (implying
small values of design parameters), an effective reduction in
the response of the primary system can be obtained.

4. Performance evaluation of the NSPIS

In Table 3, we summarize all normalized displacement
amplitudes of the primary system at fixed points controlled
by three types of dampers (namely, TMD, SPIS, and
NSPIS) in the two cases of harmonic excitation mentioned
in this study (namely, base acceleration–excited and base
displacement–excited). Because the mass ratio of the TMD
is normally quite small and practically less than 0.25, the
normalized displacement amplitudes at the fixed points of
the primary system for the same mass ratio are plotted in
Figure 8 over the range of 0 < μ < 0.2 for a reasonable
comparison with the TMD. As shown in Figure 8(a), if
using the NSPIS in the case of the base acceleration–excited
primary structure, 58.05–86.69% improvement can be
obtained as compared with the TMD, and 35.02–81.09%
improvement can also be obtained as compared with SPIS.
Furthermore, in the case of the base displacement–excited
primary structure in Figure 8(b), if using the NSPIS, 65–
97% improvement can be obtained as compared with the
TMD and 53–96% improvement can also be obtained as
compared with SPIS. These results also show that SPIS is
superior to the TMD. Figure 8 also shows that the NSPIS
system is advantageous for a small μ.

In addition, the frequency responses of the primary
system equipped with the three types of dampers mentioned
above are shown in Figure 9. The inertance mass ratio or
mass ratio imposed as μ = 0.05. Two comparison

Figure 7. Contour plot of normalized displacement amplitude of the primary system with the NSPIS versus the inertance mass ratio

μ for κ = κopt (a) under base acceleration and (b) under base displacement.

Table 3. Normalized displacement amplitude at the fixed points

of the primary system with three dampers.

TMD� SPIS�� NSPIS

(a): Base acceleration excited��X1=Ag
��
max

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1þ μÞ2=μ

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 1=μ

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μð1þ μÞ=ðμ� κÞ2

q
(b): Base displacement excited

jX1=Yjmax

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 2=μ

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 1=μ

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μð1þ μÞ=ðμ� κÞ2

q

Notes: SPIS, series–parallel inerter system; TMD, tuned mass damper.
� Warburton (1982) for base acceleration and Den Hartog for base

displacement.
�� The normalized amplitude at the fixed points of the primary systemwith

SPIS is obtained after setting κ = 0 in equation (24).
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characteristics are envisaged, namely, the maximum vi-
bration amplitude of the primary system and suppression
bandwidth (SBW) as illustrated in Figure 2. Accordingly,
their values corresponding to different dampers are sum-
marized in Table 4. It is true that in the case of base
acceleration–excited primary structure, the main disad-
vantage of negative stiffness is to amplify the vibration
amplitude in low frequencies. Nevertheless, the justification
for its use in the control system is characterized by the larger
suppression bandwidth and minimal vibration amplitude of
the primary system.More precisely, relative to the TMD and
SPIS, the NSPIS can enlarge the suppression bandwidth by
49.84% and 48.58% and reduce the peak vibration am-
plitude by 67.53% and 65.53%, respectively.Whereas in the
case of base displacement–excited primary structure, not

Table 4. Suppression frequency bandwidths of vibration and peak

vibration amplitude of the primary system with three types of

dampers under μ = 0.05

TMD� SPIS NSPIS

(a): Base acceleration excited

Suppression bandwidth 0.159 0.163 0.317

Peak vibration 6.646 6.261 2.158

(b): Base displacement excited

Suppression bandwidth 0.163 0.166 0.821

Peak vibration 6.406 6.224 1.414

Notes: SPIS, series–parallel inerter system; TMD, tuned mass damper.
� Warburton (1982) for base acceleration and Den Hartog (1956) for base

displacement.

Figure 8. Comparison of the normalized amplitudes at the fixed points of primary mass controlled by three dampers tuned mass

damper, series–parallel inerter system, and NSPIS for various mass ratio or inertance mass ratio μ (a) under base displacement and (b)

under base acceleration.

Figure 9. Comparison between tuned mass damper, series–parallel inerter system, and NSPIS in the frequency response of the primary

system under optimum parameters when μ = 0.05 (a) under base displacement and (b) under base acceleration.
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amplification of the vibration amplitude in the low fre-
quency region is observed because of the negative stiffness
ratio. So, relative to the TMD and SPIS, the NSPIS can
enlarge the suppression bandwidth by 80% and 79.8% and
reduce the peak vibration amplitude by 78% and 77.3%,
respectively. These results also show that the SPIS is su-
perior to the TMD.

A numerical simulation in the time domain is also carried
out to study the control performance of three different
absorbers with respect to transient vibrations. Figure 10(a)
and (b) plots the temporal responses of the primary system.
The simulation is performed under free vibration (namely,
a(t) = y(t) = 0) with a large mass ratio μ = 0.1 for a better
visual effect. As evident from Figure 10(a) and (b), SPIS
(when κ = 0) and TMD render a similar attenuation per-
formance of transient response of the primary system in
terms of the peak vibration amplitude and the stabiliza-
tion time. In addition, the NSPIS with negative stiffness
outperforms the SPIS and TMD in terms of much shorter
stabilization times and lower peak amplitude of the primary
system. Finally, Figure 10(a) and (b) suggests that the
optimum parameters for base displacement–excited are
more preferable than the optimum parameters for base
acceleration–excited in terms of the peak vibration ampli-
tude and the stabilization time.

5. The response of the primary system
under random excitation

The primary system is usually subjected to random exci-
tation in practical engineering, so it is very important and
meaningful to investigate the system response to random
excitation. For example, suppose that the primary system is
subjected to random ground acceleration excitation with
zero mean value and constant power spectral density S(ω) =
S0 (ideal white noise). The dimensionless mean square

response σ (Asami, 1991) of the primary system relevant to
the different absorbers can be expressed as

σ2 ¼ E
�
x21
�

2πS0ω0
(41)

where the mean square value of x1 of the object mass m can
be calculated as

E
�
x21
� ¼ S0

Z þ∞

�∞

����X1

δst

����
2

dω ¼ S0ω0

Z þ∞

�∞

����X1

δst

����
2

dν (42)

Substituting (42) into (41) then (5) according to (6) and
(7), one obtains

σ2 ¼ 1

2π

Z þ∞

�∞

����X1

δst

����
2

dν ¼ Fζ þ G

ζ
(43)

1. For NSPIS

F ¼ �
κ2þð2βþ2λ� 2μÞκþðβþ λÞðβþ λ� 2Þμ
þðβþ λÞ2þμ2

�

λ2ðκ� μÞ2

G¼
�
κ3þð3β�2μÞκ2þ �ð2μþ3Þβ2�4μβþμ2

�
κ

þð1þμÞ2β3� �
μ2þ2μ

�
β2þβμ2

�


4½ð1þβÞκþβ�ðμ� κÞ2

8>>>>>>><
>>>>>>>:

(44)

2. For SPIS

F ¼ ðβ þ λÞðβ þ λ� 2Þμþ ðβ þ λÞ2 þ μ2

λ2μ2
,

G ¼ ð1þ μÞ2β3 � ðμ2 þ 2μÞβ2 þ βμ2

4βμ2

(45)

Figure 10. (a) and (b) are relevant to transient response under μ = 0.1 for initial conditions as (1,0,0,0); (c) is the comparison of different

mean square responses of the primary system versus μ under random base acceleration excitation (a) is the result with the design-based

optimum parameters versus base acceleration (b) is the result with the design-based optimum parameters versus base displacement.
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3. For TMD

F ¼ αð1þ μÞ3
μ

;

G ¼ ð1þ μÞ4α4 þ ðμ3 � 3μ� 2Þα2 þ 1

4αμ

(46)

The mean square response of the primary system with
three dampers under optimal parameters for various in-
ertance mass or mass ratio can be obtained as shown in
Figure 10(c). It is shown that the NSPIS demonstrates
the smallest mean square responses over 0.001 < μ < 0.2.
Figure 10(c) also shows that the NSPIS system is advan-
tageous for a small μ.

In order to get more realistic results, 50-second random
excitation is constructed, which is composed of 5000
normalized random numbers with zero mean value and unit
variance, respectively. The time history of the random
excitation is shown in Figure 11. Here, we take the primary
massm = 1kg and stiffness of the primary system k1 = 100N/m.
Then, the parameters for the absorbers in this paper can be
calculated according to Table 2. Based on the fourth-order
Rouge-Kutta method under the optimum parameters (see
Table 2), the time history response of the primary system
without damper and with different considered damper can
be obtained. The time history of these primary systems is
shown in Figure 12a–d. The response variances and de-
crease ratios for the different primary systems with different
damper are summarized in Table 5. From Figure 12 and
Table 5, it could also be concluded that the NSPIS with
negative stiffness in this paper is the most effective system
under random excitation with respect to TMD and SPIS
(without negative stiffness).

Figure 11. The time history of the random acceleration

excitation.

Figure 12. The time history of the primary system with different damper. (a) without damper (b) with TMD (c) with SPIS and (d) with

NSPIS. Note: TMD: tuned mass damper; SPIS: series parallel inerter system; NSPIS: series parallel inerter-system with negative stiffness.
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6. Conclusion

In this work, a series–parallel inerter system with negative
stiffness (NSPIS) is proposed, for which the stability
analysis is correctly discussed for the first time in this
article. Moreover, two inputs are considered for the design:
sinusoidal base acceleration and sinusoidal base dis-
placement. A parametric analysis to evaluate the effect of
inertance mass and negative stiffness ratios on the opti-
mum designed parameters is carried out. The performance
comparisons are done among NSPIS, series–parallel in-
erter system (SPIS), and TMD considering both harmonic
excitation, transient excitation, and random (white noise)
excitation. Under harmonic excitation, the results showed
that the NSPIS presents better vibration control in terms of
decreasing the peak vibration amplitude and widening the
frequency bandwidth when compared to TMD and SPIS,
respectively, for the same mass ratio. In the case of base
acceleration–excited primary structure, the NSPIS can be
reduce the peak vibration amplitude by 67.53% and
65.53% and enlarge suppression bandwidth by 49.84%
and 48.58%, respectively, compared to TMD and SPIS
when μ = 0.05. Whereas in the case of the base
displacement–excited primary structure, the NSPIS can be
reduce the peak vibration amplitude by 80% and 79.8%
and enlarge suppression bandwidth by 78% and 77.3%,
respectively, compared to TMD and SPIS when μ = 0.05.
The further comparison among the three dampers under
random (white noise) excitation also shows that the NSPIS
is superior to the SPIS and TMD. These results show that
the inclusion of the negative stiffness in the proposed
inerter-based isolator can significantly improve the vi-
bration control performance for a small inertance mass
ratio.
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APPENDIX. Parameters optimization
of TMD

For the conventional TMD given in Figure 1(c), the most
widely used method for optimal design is the FPT proposed

by Den Hartog (1956). TMD also exhibits two fixed points
and the tuning procedure can be described as follows: first,
the optimal frequency tuning ratio α is determined by
balancing the amplitude of vibration at the two fixed points;
then, we choose the optimal damping ratio ζ with which the
frequency response in the two invariant frequencies is
flattened. Then, the tuning parameters of the TMD are as
follows

For base displacement (Den Hartog. 1956)

α¼ωm=ω0 ¼ 1=ð1þμÞ,
ζ ¼ c2=ð2m0ωmÞ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μ=8ð1þμÞ

p (49)

For base acceleration (Warburton. 1982)

α ¼ ωm=ω0 ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2� μÞ=2ð1þ μÞ2

q
,

ζ ¼ c2=ð2m0ωmÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μ=8ð1þ μÞð1� μ=2Þ

p (50)

where the mass ratio is defined as μ = m0/m, and the naturel
frequencies are ωm ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

k2=m0

p
and ω0 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k1=m

p
.
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Optimum design for a novel inerter-based
vibration absorber with an amplified
inertance and grounded stiffness for
enhanced vibration control
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Abstract
This article presents the results of the study of a novel inerter-based vibration absorber with an amplified inertance

mechanism and grounded stiffness, to control excessive vibrational movements of an excited primary structure. The inerter

vibration absorber used in this study acts as a passive tuned inerter damper. An undamped primary structure model with

a single degree of freedom controlled by the proposed inerter vibration absorber is developed and used to derive the

equations of motion of the coupled system. The optimum frequency ratio and the optimum damping ratio of inerter

vibration absorber are found using the fixed point theory for harmonic force-excited primary structures. Then, the

optimum grounded stiffness ratio is deduced. Based on the inclusion of an amplified inertance mechanism, it is found that for

given inertance mass ratio, the change in the amplification ratio results in three cases for the optimum grounded stiffness

ratio, that is, negative, zero, and positive. From these three cases of grounded stiffness, the inerter vibration absorber with

positive grounded stiffness has demonstrated the best control performance. Under optimum parameters, the results

indicate that the inerter vibration absorber in this article outperforms some existing inerter vibration absorbers under the

harmonic excitation, in terms of decreases in the peak vibration response of the primary system and widens the sup-

pression bandwidth. Finally, the further comparison among the inerter vibration absorber under random (white noise)

excitation also shows that the model in this article is superior to other inerter vibration absorbers in terms of smallest

mean square response and smallest variance of the time history of the primary system.

Keywords
inerter, amplified inertance, grounded stiffness, negative stiffness, fixed point theory

1. Introduction

Safety of structures is the key point in engineering practices.
There are several procedures to improve the performance of
structures to ensure that occupants (e.g., for buildings) are
safe and comfortable. Vibration control of structures is
crucial to confirm their protection in the event of sudden
dynamic forces. The goal of structural vibration control is to
remove and control any undesirable vibration effects (such
as winds, earthquakes, and ground movement) formed by
dynamic forces that could potentially impair the perfor-
mance of the structure. Therefore, the two very common
passive vibration control approaches are vibration isolation,
insertion of a vibration isolator between the source and the
receiver of vibration (primary system), and vibration ab-
sorption, attachment of a vibration absorber (a secondary
mass or system) to the considered primary structure.

Although many vibration control systems (Asami and
Nishihara, 1999; Den Hartog, 1956; Ren, 2001 and Wang

et al, 2016) have been investigated so far and widely used in
engineering practice, there are inherent limitations to the
amount of vibration absorption they can achieve. Since
then, the traditional dynamic vibration absorber (DVA)
(Den Hartog, 1956), also known as the tuned mass damper
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(TMD), is arguably the most widely used in the literature.
However, the major disadvantage of this device is that its
vibration absorption performance depends on the largemass
ratio (Korenev and Reznikov, 1993); it is quite limited when
the mass ratio is small. Moreover, in the seismic perfor-
mance of traditional passive control systems, studies in the
past (e.g., see Anajafi and Medina, 2018a, 2018b; Tributsch
and Adam, 2012) have identified the following deficiencies:
TMD (or DVA) systems are not robust against variation in
the parameters of the structure and ground excitation; de-
tuning may significantly reduce the efficiency of DVA
systems; TMDs (or DVAs) need a relatively large mass to be
efficient that is associated with significant drawbacks (e.g.,
practical problems and conflict with the building archi-
tecture); and the drift demands exposed on the TMDs (or
DVAs) itself are usually significant. Therefore, increasing
the dynamic performance of passive TMDs (or DVAs)
involves the addition of new mechanical elements.
Meanwhile, many studies have been conducted to improve
the efficacy and robustness of DVAs using multiple DVAs
in parallel or series (Abe and Fujino, 1994; Anajafi and
Medina, 2018b; Zuo, 2009).

During the last few years, the concept of TMD has been
developed and improved thanks to the introduction of the
inerter device (Marian and Giaralis, 2014 and Wang et al.,
2018). The inerter device is an option to reduce the weight
of the secondary mass of the TMDs while aiming to achieve
similar performance as a system with higher physical mass.
An inerter is a two-terminal mechanical device which
converts relative translational displacement into the local-
ized rotation of an element and produces a resisting force
proportional to the relative acceleration of its terminals
(Smith, 2002). This element was initially conceived as the
missing mechanical element in the force–current analogy
between mechanical and electrical networks (Smith, 2002).
According to the layout form of the inerter, damper, and
spring, several passive inerter-based mechanical networks
have been developed and investigated (Baduidana and
Kenfack, 2020; Hu et al., 2015 and Sara et al., 2017 and),
in which the tuned inerter damper (TID) (Lazar et al., 2014
and Shen et al., 2019) and the tuned viscous mass damper
(TVMD) (Ikago et al., 2012) have been identified for
suppressing vibration in civil engineering structures. Re-
cently, the optimal design of TVMD with linear and non-
linear viscous damping for single-degree-of-freedom
(SDOF) systems subjected to harmonic excitations was
studied by Huang et al. (2019). Inerter-based devices have
been also investigated for mitigation of the liquid sloshing
in storage tanks (Jiang et al., 2020; Luo et al., 2016), to
enhance the properties of tuned mass dampers (Domenico
and Ricciardi, 2018a and De Domenico et al., 2019), for
seismic protection of building structures (Radu et al., 2019;
De Domenico et al., 2020a, 2020b), for seismic protection
of wind turbine towers (Zhang et al., 2019), for improving
the seismic performance of base-isolated structures (Domenico

and Ricciardi, 2018b, 2018c and Saitoh, 2012), for vibration
suppression of cables (Lazar et al., 2016), for wind-induced
vibration mitigation of tall buildings using the tuned mass
damper inerter (Giaralis and Petrini, 2017 and Wang et al.,
2019a, 2019b), for vehicle suppression (Chen et al., 2016;
Hu et al., 2014), and for vibration control of adjacent
structures (Basili et al., 2018, 2019; Palacios-Quiñonero
et al., 2019). As the vibration control performance of
structures requires a high mass ratio, inerter-based vibration
absorbers (IVAs) can be a good substitute for DVAs in
vibration control. Studies on vibration isolation without
inerters have also shown good performance in Xu et al.
(2012, 2013, and 2019).

When the primary system is under force excitation, the
operating mode of IVAs is the same as that of TMDs (or
DVAs) and, for both, the performances are regulated by the
ratio between the mass (equivalent) of the absorber and the
mass of the primary system. Thus, a high mass ratio would
be beneficial for improved control. However, for a TMD,
this mass ratio is limited (Inman, 2008), whereas an IVA
can work better for a high equivalent mass ratio because of
the inerter device that constitutes it (Ikago et al., 2012). For
the purpose of the latter, two main different technological
solutions have been proposed to realize the inerter ele-
ment, the rack-and-pinion inerter and the screwball inerter
(Palacios-Quiñonero et al., 2019; Papageorgiuo et al.,
2008). Both these solutions take advantage of large in-
ertial effect generated by a rotating flywheel. In the rack-
and-pinion inerter, the torque transmission from the rack to
the flywheel occurs through a series of gears, whereas in
the screwball inerter, the linear motion of the screw is
directly converted to the rotary motion of the flywheel.
However, during the theoretical design of the IVA, the
inerter is idealized as a simple element b (inertance) lin-
early proportional to the relative acceleration of its two
terminals (Smith, 2002). But, many parasitic effects on the
real inerter such as ratcheting, backlash, and friction
phenomena (for both the mechanical of the device) have
been observed experimentally in Gonzales-Buelga et al.
(2017) and De Domenico et al. (2019). Nevertheless,
improvement and modifications of the inerter device have
been proposed (see e.g., Brzeski et al., 2015; Zheng and
Wang, 2018).

To achieve high mass ratio absorbers, some classical
arrangements of the TID based on the concept of the IVA
are improved by an amplified inertance (of inerter) (Alotta
and Failla, 2020). In the same order, Zhibao et al. (2020)
propose an enhanced tuned mass damper using an inertial
amplification mechanism. They found that the tuned in-
erter dampers (TIDs) with an amplified inertance and the
tuned mass damper with an inertial amplification mech-
anism are more effective than classic TIDs and conven-
tional TMDs, respectively. However, low-frequency
vibration control remains a major concern. Although
low-frequency vibration can be effectively isolated by
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reducing the natural frequency of the system, there are
always some limitations whether by reducing the stiffness
or increasing the mass of the isolation system directly.
Studies in the past (e.g., see Shen et al., 2016, 2017; Wang
et al., 2017; Zhou et al., 2019, and Xiuchang et al., 2019)
have tried to apply negative stiffness devices to suppress
vibration and achieved some remarkable results. They
showed that the inclusion of negative stiffness in vibration
absorbers (VAs) could by its characteristics make the
system unstable. Moreover, the main drawback of negative
stiffness is to amplify the vibration amplitude of primary
system in low-frequency regions (e.g., see Shen et al.,
2016, 2017; Wang et al., 2017; Zhou et al., 2019). Nev-
ertheless, the justification of its use in a control scheme
could be twofold: improved frequency responses over
a larger area around resonance and reduced cumulative
mean square response of primary systems (Zhou et al.,
2019). Amplified inertance (of inerter) mechanisms and
negative stiffness devices have shown good performance
in the field of vibration control (e.g., see Alotta and Failla,
2020; Li et al., 2016 and Wang et al., 2019a, 2019b).
However, to the authors’ knowledge, the simultaneous
introduction of these two devices in arrangement of one of
the configurations of the IVA is missing in the literature.

Therefore, the focus of this present article is to carry out
a thorough optimization analysis for one type of IVA
enhanced by an amplified inertance (AI) and grounded
stiffness (GS), AIGS-IVA, which is aimed to improve low-
frequency control performance of the considered IVA. It
can be found that the control performance is only de-
termined by the value of the amplified mass ratio μβ2

(where μ is the inertance mass ratio and β is the ampli-
fication ratio). Therefore, for given select values of the
mass ratio and the amplification ratio, there are three cases
for the optimum GS; that is, negative, zero, and positive.
Thus, from these three cases, the positive GS resulted in
a much smaller primary system response than its static
response without control. Moreover, in all three cases, the
frequency responses of the primary system with the en-
hanced IVA are significantly improved over a larger area
around resonance.

This article is organized as follows. In the next section,
the theoretical derivation and the stability analysis are
performed. In Section 3, closed-form solutions to optimal
parameters of the AIGS-IVA system are derived based on
the H∞ optimization criterion to minimize the maximum
amplitude response to harmonic inputs of the primary
system. After that, the result analysis of the design ob-
jectives based on the optimum parameters is found in the
same section. Section 4 compares in the frequency domain
and time domain, the performance of AIGS-IVA with re-
spect to other IVAs which can be retrieved as special cases
of AIGS-IVA suppressing some terms selectively. Finally,
some conclusions are drawn in Section 5.

2. Theoretical derivation and stability
analysis

2.1. Implementation of an amplified inertance

As a large mass ratio results in a large vibration suppression,
the amplification mechanism of inertance is always bene-
ficial. Thus, the schematic implementation of an amplified
inertance is shown in Figure 1 (Alotta and Failla, 2020).
Based on this figure, the inerter is inserted in a rhombus
truss structure; the rods are modeled as rigid and their
inertial properties are assumed to be negligible compared
with those of the inerter and the SDOF system. Under
the deformations effect of the device as shown in Figure 1,
the resisting force exerted by inerter is proportional to the
relative acceleration between its two terminals as

fmd
ðtÞ ¼ �2€yðtÞmd (1)

where y(t) is the displacement of one end, as illustrated in
Figure 1. Thus, under the assumption of small displacement,
y(t) is related to x2(t) by the following relation

yðtÞ ¼ �x2ðtÞ L

2D
(2)

According to Alotta and Failla (2020), by imposing the
equilibrium of the rods, the reaction of the rhombus truss to
the motion x2(t), in the direction of the diagonal with length
L, is obtained as

f ðtÞ ¼ €x2ðtÞmd

�
L

D

�2

¼ mdβ
2€x2ðtÞ (3)

where the ratio β = (L/D) between the diagonals of the
rhombus truss is the amplification coefficient of the in-
ertance mass md. Therefore, β must be greater than unity.

Figure 1. Schematic implementation of an amplified inertance.
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However, based on the study by Alotta and Failla (2020),
values of β larger than three must not been taken into ac-
count because they can be reached with extreme geometries
of the rhombus truss. It should also be mentioned that β = 1
corresponds to the case of nonamplification and β < 1 is the
case of reduced inertance mass. In the remainder of the
document, the inertance amplifying device is introduced
into an IVA configuration for study.

2.2. Equation of motion of the AIGS-IVA

The mechanical system of a primary structure equipped
with an AIGS-IVA under investigation is presented in
Figure 2(a). In this configuration, the controlled primary
structure is modeled as an undamped SDOF system, with
a stiffness k1, a mass m0, and zero damping (Den Hartog
1956). Similarly, the stiffness, inertance mass, and damping
coefficients related to AIGS-IVA are, respectively, labeled
as k2, kn, md, and c. Finally, Figures 2(b) and (c) show the
nonamplified inertance systems, with negative GS (NGS-
IVA in Figure 2(b)) and without GS (IVA in Figure 2(c)).
Therefore, these systems can be rewritten as special cases of
AIGS-IVA by removing certain terms selectively. Finally, in
Figure 1 (d), the conventional model of the IVA is shown,
that is, the TID taken here as a reference for evaluating the
performance of the proposed IVAs in this article.

Although the negative stiffness device mainly exhibits
geometrical nonlinearity, the negative stiffness device, if
properly designed, is approximately linear in a given
displacement range (Zhou et al., 2017). Therefore, for
convenience of analytical derivation in this study, the force–
displacement relationships of the negative stiffness device is
assumed to be linear in this article, which was also adopted

by some research works on the negative stiffness device
(Antoniadis et al., 2015; Pasala et al., 2013).

To optimize the response of primary structures in
Figure 2 equipped with these control systems, the equation
of motion of the AIGS-IVA-SDOF system should be
written as�

m0€x1 þ k2ðx1 � x2Þ þ k1x1 ¼ f0ðtÞ
β2md€x2 þ k2ðx2 � x1Þ þ c _x2 þ knx2 ¼ 0

(4)

where x1 and x2 are the displacements of the primary
structure and AIGS-IVA, respectively.

Using the following parametric transformation

μ ¼ md

m0
, η ¼ kn

k2
, α ¼ ωd

ω0
, ξ ¼ c

2β2mdωd

(5)

equation (4) becomes(
€x1 þ μβ2α2ðx1 � x2Þ þ x1 ¼ F0ðτÞk�1

1

€x2 þ α2ðx2 � x1Þ þ 2ξα _x2 þ ηα2x2 ¼ 0
(6)

In equations (5) and (6), μ is the inertance mass ratio, η is
the GSs ratio, α is the frequency ratio, and ξ is the damping
ratio. τ = ω1t is the considered scaled time.

2.3. The analytical solution to harmonic force
excitation

In equation (6), F0(τ) is configured as F(τ) = f0e
jVτ where f0

is the magnitude of the force excitation. Therefore, the
steady-state displacement response of each degree of
freedom of the system can be represented by x = Xe jVτ.
Furthermore, V = ω/ω0 is the dimensionless forced

Figure 2. Schematic model of the undamped SDOF system with (a) AIGS-IVA, (b) NGS-IVA, (c) IVA, and (d) TID. Note: TID: tuned

inerter damper; IVA: inerter vibration absorber; AIGS-IVA: amplified inertance mechanism and grounded stiffness-inerter vibration

absorber; SDOF: single degree of freedom; NGS-IVA: negative grounded stiffness-inerter vibration absorber.
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frequency normalized with respect to the natural frequency
of the primary system ω0, and ωd is the corner frequency of
the AIGS-IVA. The two frequencies ω0 and ωd are thus

ω0 ¼
ffiffiffiffiffiffi
k1
m0

s
, ωd ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
k2

β2md

s
(7)

By substituting x = Xe jVτ into equation (6), the di-
mensionless complex dynamic magnification factor from
the force excitation F(τ) = f0e

jVτ to the displacement of the
main structure can be written as

X1

δst
¼ ðjVÞ2 þ N1ðjVÞ þ N0

ðjVÞ4 þ D3ðjVÞ3 þ D2ðjVÞ2 þ D1ðjVÞ þ D0

(8)

where j is the imaginary unit, δst = f0/k1 is the static de-
flexion, and the other parameters are as follows8>>>>>><

>>>>>>:

N1 ¼ 2ξα
N0 ¼ α2ð1þ ηÞ
D3 ¼ 2ξα
D2 ¼ α2

�
1þ ηþ μβ2

�þ 1
D1 ¼ 2ξα

�
1þ μβ2α2

�
D0 ¼ α2

�
1þ ηþ ημβ2α2

�
(9)

It is apparent that the complex dynamic magnification
factor of coupled systems without an amplified inertance
relevant to NGS-IVA (Figure 2(c)) can be achieved by
setting β = 1 into equation (8) according to (9). Similarly,
the complex dynamic magnification factor of primary
system without GS and an amplified inertance is relevant to
IVA (Figure 2(c)) after setting β = 1 and η = 0, simulta-
neously. In these conditions, NGS-IVA and IVA can be
rewritten as special cases of the proposed AIGS-IVA.

By collecting the real and imaginary parts in the nu-
merator and denominator of equation (8) according to (9)
and supposing A(V) is the normalized amplitude magni-
fication factor of the primary system, the steady-state re-
sponse can be established as

AðVÞ ¼
���� X1

f0=k1

���� ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4ξ2I21 þ R2

1

4ξ2Q2
0 þ P2

0

s
(10)

and the four components are given by

I1 ¼ αV,
R1 ¼ α2ð1þηÞ�V2

Q0 ¼ αV
�
1þμβ2α2�V2�

P0 ¼ α2
�
1þηþημβ2α2

�� 	
1þα2

�
1þηþμβ2

�

VþV4

(11)

2.4. Stability analysis of system

According to the characteristic of the GS kn, it is relevant to
specify the admissible limit on its value, within which the

coupled system remains stable. The stability of the static
equilibrium of the coupled system with GS relevant to
AIGS-IVA can be analyzed by applying the Routh–Hurwitz
criterion to the characteristic equation of the system given
by

s4 þ D3s
3 þ D2s

2 þ D1sþ D0 ¼ 0 (12)

Note that the characteristic equation of the system
given by equation (12) is the denominator of equation (8)
replacing jV by the Laplace variable s. According the
Routh–Hurwitz stability criterion, the coupled system is
asymptotically stable if and only if all its eigenvalues (of
equation (12)) lie in the left half of the complex plan and
all the coefficients Di in the characteristic equation (12)
should also be positive. Accordingly, the coupled system
AIGS-IVA is stable if the following conditions are
satisfied

D3 > 0,D1 > 0,D0 > 0,D1D2D3 >D
2
1 þ D0D

2
3 (13)

By substituting the coefficients Di (i = 0, ‥, 3) (see
equation (9)) into (13), a unique constraint on the GS ratio η
relevant to guarantee the stability of AIGS-IVA can be
satisfied as follows

η>�1þ μβ2α2

1þ μβ: 2α2
(14)

μβ2α2/(1 + μβ.2α2) in equation (14) increases for all
positive values of μβ2α2, which means that the lower bound
of η is greater than �1, meaning that the absolute value of
the GS kn must always be less than that of the stiffness k2 of
the IVA. Nonetheless, the effective upper limit on η will be
derived in the next sections because the analytical formu-
lation of the frequency ratio α could be expressed as
a function of η, μ, and β in the following.

3. Parameter optimization and result
analysis

3.1. Closed-form solutions to α, ξ, and η

Assume that the undamped SDOF primary structure in
Figure 2(a) equipped with the proposed AIGS-IVA is
subjected to harmonic force excitation f0(t) so that the H∞

optimization is adopted to tuning the optimum parameters.
Thus, given fixed values for the inertance mass ratio μ and
the amplification coefficient β, it is sought to determine
optimal values of frequency ratio α, damping ratio ξ, and
GS ratio η, respectively, such that the amplitude magnifi-
cation factor of the primary structure is minimized. To this
aim, the optimum tuning ratio, the optimum frequency ratio,
the optimum damping ratio, and the optimum GS ratio of
AIGS-IVA-SDOF are derived by using fixed-points theory
of Den Hartog (1956).
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Figure 3 presents the graphs of the amplitude magnifi-
cation factor A(V) based on equation (10) versus the fre-
quency ratio V corresponding to some different values of
the AIGS-IVA’s damping ratio ξ. From Figure 3, we can
observe two stationary points P and Q independent of ξ,
where the different damped curves intercept. Because the
two stationary points are intersection points of graphs A(V),
their location on the frequency axes can be determined by
letting ξ = 0 and ξ = ∞ in equation (10), which will give the
first tuning condition to find the optimal values of α, η, and
ξ. We obtain

AðVÞjξ¼0 ¼
����R1

P0

����, AðVÞjξ¼∞ ¼
���� I1Q0

���� (15)

By equating these two expressions, a quartic equation
in V2 is obtained

V4 þ a1V
2 þ a0 ¼ 0

a1 ¼ �	
1þ α2

�
1þ ηþ μβ2

�

a0 ¼ α2

	
1þ ηþ ð1=2þ ηÞμβ2α2
 (16)

which is equivalent to

�
V2�V2

P

��
V2�V2

Q

�
¼V4�

�
V2

PþV2
Q

�
V2þV2

PV
2
Q ¼ 0

(17)

Comparing (16) and (17), we can conclude that

V2
P þV2

Q ¼ 1þ α2
�
1þ ηþ μβ2

�
(18)

At the second step, the highs of VP and VQ are adjusted
to be equal, that is, we have

���� I1Q0

����ðVPÞ ¼
���� I1Q0

�����VQ

�
(19)

Accordingly, one can get

V2
P þV2

Q ¼ 2
�
1þ μβ2α2

�
(20)

Combining (18) and (20), we obtain an optimal value of
the first tuning ratio as a function of μ and η, that is, the
optimum frequency ratio αopt is as follows

αopt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1

1þ η� μβ2

s
(21)

To yield a real value for αopt and practical meaning, the
GS ratio η should be bounded by the following

�1 <�1þ μβ2 < η < ηup (22)

where ηup is the upper limit of GS η defined in the rest of the
article.

The two fixed points can be obtained under this con-
dition as

V2
P ¼ 2ð1þ ηÞ �

ffiffiffiffiffiffiffi
μβ2

p
2ð1þ η� μβ2Þ , V2

Q ¼ 2ð1þ ηÞ �
ffiffiffiffiffiffiffi
μβ2

p
2ð1þ η� μβ2Þ (23)

and the magnification factor at P and Q can be obtained

AjP,Q ¼ �
1þ η� μβ2

� ffiffiffiffiffiffiffi
2

μβ2

s
(24)

Without loss of generality, the vibration amplitude at the
fixed points is considered as the H∞ norm of frequency
response of primary system in the following context,
namely, A|P,Q = kAk∞.

At this time, there still exist two adjustable parameters
other than the optimum frequency ratio. That is, the GS ratio
η and the damping ratio ξ. From Figure 3, there is another
intersection point O, which is also independent of the
damping of the AIGS-IVA. According to equation (24), it is
clear that a GS η will make the three fixed points much
lower; this means one can get a better vibration control.
Because the fixed point O is the zero frequency point,
substitutingV = 0 into equation (10), the value of AðVÞjV¼0
at the fixed points O under the optimum frequency ratio αopt
defined by equation (21) is formulated as

AðVÞjV¼0 ¼
ðηþ 1Þð1þ η� μβ2Þ

ð1þ ηÞ2 � μβ2
(25)

Thus, to find the optimum GS ratio of the AIGS-IVA for
the undamped primary system, a suitable choice of the GS
ratio η could be found, whereby all fixed points P, Q, and O
are adjusted to equal heights, namely, A2ðVÞ��

V¼0
¼

A2ðVÞ��
VP,Q

. That is

Figure 3. Normalized amplitude magnification factor of the

primary system equipped with an amplified inertance mechanism

and grounded stiffness-inerter vibration absorber under μ = 0.1,

α = 1.3, β = 1.2, and η = �0.4 for various damping ratios.
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2ð1þ η� μ β2Þ2
μ β2

¼ ðηþ 1Þ2ð1þ η� μ β2Þ2	ð1þ ηÞ2 � μ β2

2 (26)

This approach is also adopted in Baduidana et al. (2021)
because of the characteristics of the negative stiffness and
the goal of minimizing the peak vibration amplitude.
However, there are two more cases to consider in this article
because of the implementation of an amplified inertance,
that is, zero and positive GS.

Solving equation (26) yields five GS ratios as

η1;2 ¼ �1 ±
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
μβ2



2

q
η3 ¼ �1þ μβ2

η4;5 ¼ �1 ±
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

q (27)

According to equations (14) and (21), there is a de-
pendence between the frequency ratio α and the GS ratio η
leading to the explicit expression for the lower limit of η.
Thus, by substituting the optimal frequency ratio equation
(21) into the general stability condition in equation (14), an
inequality on η can be obtained as	

μβ2 � ð1þ ηÞ2
��1þ μβ2 þ η
�
> 0 (28)

Suggesting that η should locate within the interval (ηL,
ηI1) [ (ηI2, ηup], with the lower, intermediate, and upper
limits defined by

ηL ¼ �1�
ffiffiffiffiffiffiffi
μβ2

q
, ηI1 ¼ �1þ

ffiffiffiffiffiffiffi
μβ2

q
, ηI2 ¼ �1þ μβ2, ηcsteup

(29)

By combining equations (29) and (22) always for any
positive (μ; β), it is noticeable that the allowable bound on η
is then reduced to

η2 �
ηI2,ηup



(30)

According to equation (27), it is also noticeable that η2
and η5 are less than�1 and η2 < ηI2, whereas η3 = ηI2 always
holds for any positive (μ; β). Therefore, the last possible
solution on η satisfies ηI2 < η4 < ηup only for any μβ2 < 2,
which should be then retained. Accordingly, the optimum
GS ratio ηopt for the AIGS-IVA is formulated as

ηopt ¼ η4 ¼ �1þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

q
(31)

It should be mentioned that from μβ2 < 2 and ηopt, the
upper limit on GS ratio η can be found again as ηup = 1. This
is the threshold value below which ηopt has practical
meaning. However, in keeping with the mechanics of the
system in Figure 2(a) and with the inclusion of an inertance
amplification mechanism, the AIGS-IVA can work in-
terestingly for three cases of the set of GS ratios of ηopt, that
is, negative, zero and positive. That is as follows

8<
:

ηopt < 0, if 0 < μβ2 < 1=2
ηopt ¼ 0, if μβ2 ¼ 1=2
ηopt < 0, if 1=2 < μβ2 < 2

(32)

Note that the complexity of the negative stiffness system
is also a factor to be considered in actual engineering.
Nevertheless, Xiuchang et al. (2019) reported that the cross-
ply composite laminates with residual thermal stress are
able to realize negative stiffness (Guo et al., 2018). Besides
the mechanical device, piezoelectric material shunted with
the resistance-inductance-negative capacitor is also a fea-
sible way to implement negative stiffness (Korde et al.
2018; Neubauer and Wallaschek, 2013; Neubauer et al.,
2006). However, this review does not mention mechanisms
involving prestressed springs, which are probably the most
widespread. Therefore, for the construction of the AIGS-
IVA, a ball screw inerter (Ikago et al., 2012) and a negative
stiffness device (Pasala et al., 2013) are recommended.

Finally, at the third step, one adjusts the damping ratio so
as to make the maximum amplitude of the primary system at
the fixed points. The condition can be achieved when the
derivatives of the amplitude amplification factor are zero at
the two fixed points

∂A
∂V

ðVPÞ ¼ ∂A
∂V

�
VQ

� ¼ 0 (33)

Solving equation (33) and substituting equations (21)
and (23) into the results, respectively, we can get

ξ2P ¼ 3μβ2

4
�
2þ 2η�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

p �, ξ2Q ¼ 3μβ2

4
�
2þ 2ηþ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

p �
(34)

and taking an average of ξ2P and ξ
2
Q, we can get the optimum

damping ratio ξopt as

ξopt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3ð1þ ηÞμβ2
4
	
2ðηþ 1Þ2 � μβ2



s

(35)

As this time, all the optimal parameters of the AIGS-IVA
in this article are obtained based on the fixed point theory
(FPT). It can be found that the parameter optimization
purposes are basically achieved. However, by setting β = 1
in equations (21), (31), and (35); β = 1 and η = 0 together in
equations (21) and (35), the parameter optimization for
NGS-IVA and IVA can be rewritten, respectively.

3.2. Result analysis for AIGS-IVA

In practice, the amplified mass ratio μβ2 depends on the
specific engineering requirements. Therefore, the influence
of this parameter on the design parameters α, ξ, and η is
worthy of a special attention. To validate the optimal sol-
utions, simulations are first conducted on the system as
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a function of the amplified mass ratio μβ2. The optimum
solutions of the frequency ratio α, damping ratio ξ, and GS
ratio η of the AIGS-IVA system derived from the analytical
equations (21), (31), and (35) are presented in Figure 4 for
varying the amplified mass ratio μβ2 in the range of 0.05–
1.5. The optimum frequency ratio αopt decreases rapidly at
first when the amplified mass ratio μβ2 is very small (μβ2 ≤
0.5) and then quickly increases as μβ2 > 0.5. However, both
for μβ2 ≤ 0.5 and μβ2 > 0.5, this indicates that for the given
amplified mass ratio μβ2, the AIGS-IVA system has a stiffer
spring to achieve the best control performance. The opti-
mum damping ratio ξopt increases along with increases the
amplified mass ratio μβ2. This indicates that a larger am-
plified mass ratio μβ2 requires a high damping for the AIGS-
IVA system to achieve the best control performance.

Finally, the optimum GS ratio ηopt increases along with
increases the amplified mass ratio μβ2. Clearly, according to
the range of μβ2, ηopt exhibits three different cases of values
labeled as Case 1 (negative values), Case 2 (zero values),
and Case 3 (positive values).

The damping effect gets better as the amplified mass
ratio μβ2 increases, as shown in Figure 5. However, the
quick decay of the peak amplitude as μβ2 increases shows
that the normalized displacement of the primary system
controlled with the AIGS-IVA is sensitive to the variation of
β for a larger value of η. Moreover, as the system needs
a stiffer spring and high damping to achieve the best control
performance, choosing a large inertance mass ratio in-
creases the manufacturing cost. Nevertheless, the im-
plementation of an amplified inertance can considerably
reduce manufacturing costs because, for a small inertance
mass ratio with a larger amplification β > 1, an effective
reduction in the response of the primary system can be
obtained.

Furthermore, Figure 6 illustrates the damping effect
related to each case of tuning GS ratio ηopt as previously
mentioned and labeled as Case 1, Case 2 and Case 3, and
each them includes case (a) and case (b) with different
values of μ and β, but the same value of μβ2, according to the
specific parameters in Table 1. Obviously, as in Figures 4
and 5, it can once again be seen from Figure 6 that the
control performance is only tuned by the value of the
amplified mass ratio μβ2. In other words, according to
Figure 6 and Table 1, the system has the same control
performance regardless of the values of μ and η as long as
the values of μβ2 are equal.

In terms of control performance, it can be found that the
configuration of AIGS-IVA in Case 3 is the best, followed

Figure 4. Relationships between amplified mass ratio and opti-

mum parameters.

Figure 5. Contour plot of the normalized amplitude magnifi-

cation factor of primary system equipped with an amplified in-

ertance mechanism and a grounded stiffness-inerter vibration

absorber for different μβ2 ratio.

Figure 6. Normalized amplitude magnification factor of primary

system equipped with an amplified inertance mechanism and

a grounded stiffness-inerter vibration absorber in three different

cases of grounded stiffness ηopt.

8 Journal of Vibration and Control 0(0)



by Case 2, and then by Case 1. Although the control
performance is the best in Case 3, it requires a high value of
μβ2, whereas Cases 1 and 2 require a lower value of μβ2. But
μβ2 cannot be arbitrarily chosen because of the limitation on
the amplification coefficient β in practice (Alotta and Failla,
2020). For further explanation, Figure 7 shows the nor-
malized displacement of the fixed points with different μβ2.
Theoretically speaking, the response at fixed points de-
creases with the increase of the value of μβ2. However, it
can be found that there is a limit to the values of μβ2, as
previously mentioned.

Finally, to further investigate the damping effect of the
different cases of optimum GS ratio, Figure 8 shows the
dimensionless transient response x1/x0 of the primary sys-
tem after an initial displacement x0 is given to the primary
mass. The vibration of the system designed in Case 3 de-
cayed more rapidly than that of other systems designed
using Case 1 and Case 2. Nevertheless, for all these cases,
swing-back vibration does not occur when the system
stabilizes.

Usually, the inertance mass ratio μ and the amplification
coefficient β are determined based on the design require-
ments. However, a high inertance mass ratio can be pro-
duced by the inerter device without increasing the volume

of the system (Ikago et al., 2012; Smith, 2002). Meanwhile,
the inertance amplification mechanism adds some dead load
to the system but it is negligible. Therefore, the combination
of these two devices must take into account the actual
conditions. Nevertheless, the range of values of β is
physically defined in Alotta and Failla (2020) and adopted
in this article. Moreover, the remarkable positive effect of
the combination of these two devices with a GS included in
the considered IVA deserves special attention for the
practice of engineering. But first, the control performance of
the proposed AIGS-IVA compared with other IVAs is
highlighted in the next section.

3.3. Remarks

At this stage, some remarks are in order to summarize the
main results.

1. The amplification mechanism in the AIGS-IVA al-
lows to achieve high mass ratios by adding a small
dead load to the system, which allows the system to
quickly achieve high damping ratios (see Figure 4).
This effect is already achieved by simple IVAs, but the
proposed AIGS-IVA in this article could be even more
effective for the same given mass ratio.

2. For numerical applications, the values of the ampli-
fication ratio β must be taken in the interval of one at
three for structural geometry reasons (Alotta and
Failla, 2020). However, β = 1 is the unamplified
case of inertance, which corresponds to NGS-IVA in
Figure 2(b). So NGS-IVA is a special case of AIGS-
IVA in this study. Values of β less than unity are not
considered in this study because they reduce inertance
and will lead to an amplification in the response of the
primary system.

3. The geometry of the motion amplifier mechanism was
chosen in this study as the simplest possible without

Table 1. Parameters of the system in different cases of ηopt.

Cases ηopt μ β μβ2

Case 1 (a) �0.106 0.1 2 0.4

(b) �0.106 0.125
ffiffiffiffiffiffiffi
3:2

p
0.4

Case 2 (a) 0 0.1
ffiffiffi
5

p
0.5

(b) 0 0.125 2 0.5

Case 3 (a) 0.342 0.1 3 0.9

(b) 0.342 0.125
ffiffiffiffiffiffiffi
7:2

p
0.9

Figure 7. Normalized displacement at the fixed points with

respect to μβ2.

Figure 8. Transient response to initial displacement x0.
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generality. However, the real mechanism may be
different in reality and surely be further improved or
modified with the goal of getting a larger motion
amplification ratio and better performance than those
presented in this study for AIGS-IVA.

4. The inclusion of negative stiffness in the vibration
absorbers (Shen et al., 2016, 2017; Wang et al., 2017;
Xiuchang et al., 2019; Zhou et al., 2019) or isolation
systems (Baduidana et al., 2021) significantly im-
proves the response of the primary system. However,
obtaining negative stiffness is difficult in engineering
practice. Therefore, the inclusion of an inertance
amplifying mechanism in the proposed AIGS-IVA not
only results in positive stiffness or zero stiffness of
grounded negative stiffness but also to a significant
improvement in the response of the primary system
beyond that of the system with negative stiffness (see
Figure 6). Moreover, AIGS-IVAwith the positive GS
resulted in a much smaller primary system response
than its static response without control.

5. The advantage of the amplification mechanism also
relates to the viscous damper and the spring, re-
spectively. The motion amplification mechanism
when also installed at the level of the viscous damper
and the spring IVAs can allow to adopt viscous
damper and springs with characteristics considerably
inferior to the real requested viscosity and stiffness,
but with strokes lower than in the case where they are
not amplified, if they tuned by the fixed point theory.

6. The formulation of the results of this study is based on
the hypothesis of small displacements of the primary
structure. Here, to justify this assumption, it is noticed
that the magnification factor of the primary system
with AIGS-IVA in three cases has small magnitudes
(see Figure 6). This is relevant because, if the mag-
nification factor is a small displacement of the SDOF
system, as is generally in some engineering structures,
the stroke length of the system (i.e., the relative

movement x2-x1) will correspond to small displace-
ments x2(t) (see Figure 1) along a diagonal of the rods.
However, because y(t) = -βx2(t)/2, being y(t) the
displacement along the other diagonal of the rods and
the fact that 1 <β <4 for structural reasons (see Alotta
and Failla, 2020), it can be concluded that the as-
sumption of small displacements made at the base of
the whole of the formulation can be regarded as
reasonably correct.

7. The IVA devices proposed in this article, in particular
the AIGS-IVA, have been studied with an emphasis on
application to an SDOF system. The devices are also
suitable for application on MDOF or continuous
systems for future research. However, in the real
application for MDOF structures, the suboptimal
tuning parameters of these devices may follow the
approach taken in (Kun and Nyangi, 2020).

4. Performance comparison

Until now, the optimal design of all types of IVA systems,
AIGS-IVA, NGS-IVA, and IVA in Figure 2, has been based
on the fixed point theory (FPT) (Den Hartog, 1956). The
solutions for tuning parameters of the TID are introduced in
this article (Gonzales-Buelga et al., 2017). These solutions
are necessary to clarify the control performance of the IVAs
illustrated in Figure 2. Therefore, all the optimal parameters
of the four models (AIGS-IVA, NGS-IVA, IVA, and TID)
are summarized in Table 2.

To illustrate the control performance of the presented
AIGS-IVA, numerical investigation will be performed to
simulate the dynamics in both frequency and time domains.

4.1. The case under harmonic excitation

To compare the control performance of absorbers in the
frequency domain, the values of the optimal parameters
in Table 2 are given in Table 3. The frequency curves

Table 2. Optimal parameters of various types of absorbers based on the fixed point theory.

Models αopt ξopt ηopt

TID 1
1þμ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μ

8ð1þμÞ
q

—

IVA
ffiffiffiffiffiffi
1

1�μ

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μ

4ð2�μÞ
q

—

NGS-IVA
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1
1þη�μ

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μð1þηÞ

8ðηþ1Þ2�4μ

q �1þ
ffiffiffiffiffi
2μ

p
AIGS-IVA

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

1þη�μβ2

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3μβ2ð1þηÞ

8ðηþ1Þ2�4μβ2

r �1þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

q

Note: TID: tuned inerter damper; IVA: inerter vibration absorber; NGS-IVA: negative grounded stiffness-inerter vibration absorber; AIGS-IVA: amplified

inertance mechanism and grounded stiffness-inerter vibration absorber.
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responses of primary systems with the four different
aforementioned types of absorbers are shown in Figure 9
under harmonic excitation based on the same mass ratio as
μ = 0.1. Accordingly, the values of the specific parameter
β, relevant to each case of the GS ratio for the proposed
AIGS-IVA in this article, can be found in Table 1. Note that
the values of β cannot be chosen greater than 3.5 (Alotta
and Failla, 2020).

From the comparison in Figure 9, it can be concluded
that the AIGS-IVA in this article in all three cases can not
only suppress the vibration amplitude of the primary system
in the resonance region significantly but also extend the
efficient frequency range of vibration absorption. It can also
be seen that based on the optimum parameters, the AIGS-
IVA control performance with positive GS is the best among
three cases, while its performance slightly declines in the
high frequency range. The change in natural frequencies
due to the inclusion of the amplified inertance mechanism
can be more given explanation for this performance decline.
The dimensionless natural frequencies can be obtained by

setting the denominator of equation (10) equal to zero so
that one can get

Vn1;2 ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ η ±

ffiffiffiffiffiffiffi
μβ2

p
1þ η� μβ2

s
(36)

Figure 10 shows the evolution of the two dimensionless
natural frequencies as a function of the amplification ratio β
for the given inertance mass ratio as μ = 0.1. From this
figure, it can be seen that as the amplification ratio increases,
the two natural frequencies increase. Shifting the two
natural frequencies toward the high-frequency range results
in a slight decrease in the performance of the AIGS-IVA
with positive stiffness in the high-frequency range.

Although the performance of the AIGS-IVA with posi-
tive stiffness slightly declines in the high-frequency range,
its performance in the low-frequency range has been im-
proved by making the response of the primary system much
smaller than its static response without the IVA. Moreover,
its performances in the medium-frequency range can be
explained by the smallest vibration amplitude at fixed points
within the whole admissible range of the inertance mass
ratio μ as shown in Table 4, for select amplification ratio β.
Nevertheless, it should be mentioned that the vibration

Figure 9. Comparison of control performance with other in-

erter vibration absorbers.

Figure 10. Evolution of the two dimensionless natural fre-

quencies as a function of amplification ratio β under μ = 0.1.

Table 3. Values of parameters used in the presented comparison.

Models μ or μβ2 αopt ξopt ηopt

TID μ = 0.1 0.909 0.185 —

IVA μ = 0.1 1.054 0.199 —

NGS-IVA μ = 0.1 1.697 0.334 �0.553

AIGS-IVA Case 1 μβ2 = 0.4 1.422 0.473 �0.106

Case 2 μβ2 = 0.5 1.414 0.500 0

Case 3 μβ2 = 0.9 1.505 0.579 0.342

Note: TID: tuned inerter damper; IVA: inerter vibration absorber; NGS-

IVA: negative grounded stiffness-inerter vibration absorber; AIGS-IVA:

amplified inertance mechanism and grounded stiffness-inerter vibration

absorber.

Table 4. Vibration amplitude of the primary system at the fixed

points when controlled by the four vibration absorbers.

TID IVA NGS-IVA AIGS-IVA

Amax

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 2

μ

q ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1�μÞ2

μ

q
2� ffiffiffiffiffi

2μ
p

2�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2μβ2

p
Note: TID: tuned inerter damper; IVA: inerter vibration absorber; NGS-

IVA: negative grounded stiffness-inerter vibration absorber; AIGS-IVA:

amplified inertance mechanism and grounded stiffness-inerter vibration

absorber.
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amplitude at the fixed points is slightly different from the
peak amplitude due to the suboptimal nature of method-
ologies based on fixed points.

More benefit could be introduced into the control per-
formance by using the AIGS-IVA device. Figure 11(a)
demonstrates the frequency response of relative motion
between primary mass and slip points of the IVA devices,
also termed as the stroke length, under harmonic force
excitation. One can remark that the AIGS-IVA device in all
three cases can reduce significantly the peak vibration
amplitude of the stroke length compared with its IVA
counterparts, which facilitates its practical implementation
in a more strict environment.

Another aspect to take into account is the total force
transmitted to the ground. Figure 11(b) shows the frequency
response curves of the total force transmitted to the ground,
relevant for each IVA under the optimum parameters based
on the minimization of the amplification factor of the
primary system as in Section 3. It can be seen that IVAs with

GS are more efficient than their IVA counterparts without
GS. However, AIGS-IVA in the three cases has the same
resonance peak, and the right shifting of the resonance area
due to the amplification ratio β is observed, which shows
that β has no effect on the reduction of the peak response
concerning AIGS-IVA in the three cases. Nevertheless, the
responses of the proposed systems can be improved by
minimizing the transfer function corresponding to the total
force transmitted to the ground using the fixed point theory
(Den Hartog, 1956)

Next, the time history analysis for harmonic excitation is
conducted to validate the efficiency of the proposed AIGS-
IVA system in three cases. The governing equations of the
systems are set up in a MATLAB environment and solved
by using the fourth-order Runge–Kutta method under op-
timum parameters in Table 3. Here, we take the primary
mass as m0 = 1kg and stiffness of the primary system as k1 =
100 N/m. For the IVAs, including the TID, the inertance
mass ratio is set as μ = 0.1. And for the performed time
histories, it is assumed that the structures are at rest for t = 0.

The dimensionless harmonic force excitation motion
(F(τ) = f0sin(Vτ)) with its forced frequency ratio selected
as V = 1.05 is imposed. Figure 12 shows the normalized
displacement response of the primary structure with or
without absorbers. Clearly, the primary structure without
any inerter-based vibration absorber shows a typical beating
phenomenon and results in a large response. When IVAs,
including the TID are used, the response of the primary
system is mitigated, with a large reduction provided by the
AIGS-IVA with positive stiffness, as predicted by the
previous comparisons.

Figure 11. Frequency response curves of (a) the stroke length

and (b) the total force transmitted to the ground.

Figure 12. Normalized displacement response of the primary

system under a harmonic force excitation input at the forced

frequency V = 1.05.
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Although the proposed AIGS-IVA system in three cases
has the best capability of vibration control, featured by the
broadest suppression bandwidth and the smaller vibration
amplitude of controlled system under harmonic excitation,
the performances of this device must also be evaluated for
random vibration excitation regarding the considered NGS-
IVA, IVA, and TID systems in this article.

4.2. The case under random excitation

The primary system is usually subject to random excitation
in practical engineering, so it is very important and
meaningful to investigate the system response to random
excitation. When the vibration isolation system is subjected
to random excitation with zero mean and power spectral
density (PSD) as S(ω)=S0, PSD functions of the displace-
ment response of the four considered types of dampers in
this article are, respectively

S∗ðωÞ ¼ jX1∗j2S0 (37)

where � denotes the considered damper. Then, the mean
square response of the primary system with each inerter
vibration absorber system can be expressed as

σ2T ¼ S0

Z þ∞

�∞
jX1T j2dω ¼ πS0UT

2μξαω3
0

σ2I ¼ S0

Z þ∞

�∞
jX1I j2dω ¼ πS0UI

2μξα5ω3
0

σ2N ¼ S0

Z þ∞

�∞
jX1N j2dω ¼ πS0UN

2μξα5ω3
0

�
1þ ηþ ημα2

�

σ2AI ¼ S0

Z þ∞

�∞
jX1Aj2dω ¼ πS0UAI

2μξα5ω3
0

�
1þ ηþ ημβ2α2

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(38)

where the subscriptions T, I, N, and A are related to the
TID, the IVA (Figure 2(c)), the NGS-IVA (Figure 2(b))
with the negative GS element, and A the proposed AIGS-
IVA (Figure 2(a)) in this article, respectively. The four
other parameters Ui (i=T, I, N, and A) are listed as equation
(39).

According to the values of the optimum parameters
given in Table 3, the mean square response of the primary
systems with all absorbers can be obtained as

Figure 13. Time history of the random excitation and the primary system displacement with different absorbers.
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UT ¼ 1þα4ð1þμÞ2þα2
�
4μξ2þ4ξ2�μ�2

�
UI ¼ 1þα4þα2

�
4ξ2þμ�2

�
UN ¼ 1þηþα4

	ð1þηÞ3�2ημð1þη�2ξÞþημ2



þα2
	
4ξ2þμ�2þ2η

��2�ηþ2ξ2þμ
�


UAI ¼ 1þηþα4
	ð1þηÞ3�2ημβ2ð1þη�2ξÞþημ2β4



þα2

	
4ξ2þμβ2�2þ2η

��2�ηþ2ξ2þμβ2
�


8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

(39)

σ2T ¼ 6:401πS0
ω3

0

,

σ2I ¼
5:780πS0

ω3
0

,

σ2N ¼ 2:736πS0
ω3

0

,

σ2AI1 ¼
1:644πS0

ω3
0

,

σ2AI2 ¼
1:414πS0

ω3
0

,

σ2AI3 ¼
0:755πS0

ω3
0

(40)

Table 5. Variance and decrease of the displacement and accel-

eration of the primary system.

Models Variance Decrease (%)

(a) Displacement

Without IVA 2.0082 × 10�4

TID 2.5760 × 10�5 87.17

IVA 2.4243 × 10�5 87.93

NGS-IVA 1.1987 × 10�5 94.03

AIGS-IVA Case 1 7.1776 × 10�6 96.42

Case 2 6.6192 × 10�6 96.70

Case 3 4.2705 × 10�6 97.87

(b) Acceleration

Without IVA 4.0508 × 10�4

TID 1.0438 × 10�4 74.23

IVA 1.1179 × 10�4 72.40

NGS-IVA 1.0397 × 10�4 74.33

AIGS-IVA Case 1 1.0639 × 10�4 73.74

Case 2 1.0737 × 10�4 73.49

Case 3 1.1582 × 10�4 71.41

Note: TID: tuned inerter damper; IVA: inerter vibration absorber; NGS-

IVA: negative grounded stiffness-inerter vibration absorber; AIGS-IVA:

amplified inertance mechanism and grounded stiffness-inerter vibration

absorber.

Figure 14. Time history of the random excitation and the primary system acceleration with different absorbers.
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where, the σ2AI1, σ
2
AI2, and σ2AI3 denote the mean squares of

the presented AIGS-IVA in Case 1, Case 2, and Case 3,
respectively.

From the resulting mean square of the main mass dis-
placement response in equation (39), the IVA with an
amplified inertance and GS demonstrates the smallest mean
square responses of the primary system, which results in the
best control performance than other IVAs and TID even
under the random excitation. Furthermore, the IVAwith an
amplified inertance and positive GS in the three cases of
AIGS-IVA also shows the best performance under the
random excitation.

To get more realistic results, 50 s random excitation is
constructed, which is composed of 5000 normalized
random numbers with zero mean value and unit variance,
respectively. The time history of the random excitation is
shown in Figure 13(a). Here, we also take the primary
mass m0 = 1kg and stiffness of the primary system k1 =
100 N/m. Then, the parameters for the absorbers in this
article can be calculated according to Table 2 and sum-
marized in Table 3.

Based on the fourth-order Runge–Kutta method under
the optimum parameters, the time history response of the
primary system without an absorber and with different
considered dampers can be obtained. The time history of
these primary systems is shown in Figure 13(b)–(h). The
response variances and decrease ratios for the different
primary system with different absorbers are summarized in
Table 5 for different performance indexes.

From Figure 13 and Table 5(a), it could also be con-
cluded that the IVAwith an amplified inertance and positive
GS in the three cases of AIGS-IVA is the most effective
system under random excitation.

Taking into account the protection of nonstructural el-
ements consists in limiting the acceleration of the primary
structure under random force excitation as in Figure 14(a).
From Figure 14(b)–(h) and Table 5(b), it is clearly shown
that compared with the uncontrolled primary system, the
controlled primary systems are far less exposed to vi-
brations. However, the performance of AIGS-IVA in Case 3
is slightly inferior to that of the two other cases and the IVA
counterpart. This means that the amplification of the in-
ertance leads to a slight decrease in performance.

5. Conclusion

In this article, a new type of inerter-based vibration ab-
sorber with an amplified inertance mechanism and GS
device (AIGS-IVA) is proposed and studied. The proposed
IVA is optimized based on the fixed point theory. The
optimum parameters are summarized in Table 2. The
optimization results show that for given inertance mass
ratio, the change of the system amplification ratio results in
three possible values of the optimum GS, that is, negative
stiffness when 0<μβ2<1/2, zero stiffness when μβ2 = 1/2,

and positive stiffness when 1/2<μβ2<2. After studying the
control performance of the proposed IVA with respect to
other considered IVAs including the TID, the results
demonstrate that the IVA proposed in this article in three
cases can present the best control performance, featured by
the broadest suppression bandwidth and the minimal vi-
bration amplitude of the primary system and the stroke
length under the harmonic excitation. In the same exci-
tation case, the AIGS-IVA significantly reduced the total
force transmitted to the ground compared with its IVA
counterpart. In the case of random excitation, the model in
this article is also a great advantage as it has a good vi-
bration reduction effect. Furthermore, the model control
performance with positive GS is the best among three
cases. Although the use of an amplified inertance system
can increase the effective inertance mass of the AIGS-IVA
resulting in the best control performance, there is a limit of
the values for the amplification ratio and no optimum
value.

Future research efforts will be devoted to investigating
other mass amplification mechanisms and their applicability
to MDOF systems, the effect of damping on the main
structure, as well as the nonlinear response of the proposed
AIGS-IVA system in this article.
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