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RESUME

Dans cette thése nous étudions, lorsqu’un petit parametre tend vers zéro, le comportement
asymptotique des solutions d’équations du type Vlasov. L’étude comporte deux parties corres-
pondant & deux situations physiques spécifiques. Dans la premiere partie on se place dans le cas
ou les interactions entre particules sont gouvernées par un champ électromagnétique moyen auto-
généré. Sous des hypotheses convenables sur le champ électromagnétique, considéré ici fortement
oscillant, on obtient deux résultats majeurs : le premier (Théoréme 17) établit une équivalence
entre la dualité au sens des distributions et la dualité au sens de la moyenne; tandis que le
second (Théoreme 19) est un théoreme d’homogénéisation dans un cadre déterministe général.
Ce résultat est illustré par quelques exemples concrets. Dans la deuxiéme partie on suppose que
les interactions binaires entre particules sont prépondérantes, ce qui nous conduit a I’équation de
Boltzmann linéaire. Nous obtenons ici deux principaux résultats. Le premier résultat est relatif
a un probleme de correcteur, lequel est résolu (Proposition 5) dans un cadre assez général; le
second est un théoreme d’homogénéisation (Théoréme 22) démontré, comme dans la premiere
partie, dans un cadre déterministe assez général. Ce résultat permet de constater que, sous des
hypotheses de structure convenables, la densité des particules converge vers la solution d’une
équation de diffusion avec drift. Des cas concrets sont présentés a titre d’illustration.

Mots et expressions clés : équation de transport, homogénéisation déterministe, sigma-
convergence, équation de diffusion avec drift.
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ABSTRACT

In this thesis, we study the homogenization of Vlasov type equations. Two cases are treated
here. In the first part of the work, we carry out the homogenization of Vlasov equation under
some structural hypotheses on the electromagnetic field. Two main results were proved in this
case. The first one (Theorem 17) shows the equivalence between the duality in the sense of distri-
butions and the duality defined by the mean value, while the second (Theorem 19) is nothing but
the homogenization result obtained under general deterministic setting. Few concrete examples
are presented here as illustration. The second part of the work deals with the homogenization of
linear Boltzmann equation. Once again, the study leads us to two important results. The first
one (Proposition 5) gives the solution to the cellular problem under more general setting, and
the second (Theorem 22) is the homogenization result stated here, as in the first part, under
general deterministic setting. This result shows that, under appropriate structural hypotheses,
the particles density converges to the solution of a drift-diffusion equation. Some illustrations of
this result are presented in the document.

Keys words and phrases : transport equation, deterministic homogenization, sigma-convergence,
drift-diffusion equation.
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INTRODUCTION GENERALE

L’étude des phénomenes liés au transport de particules suscite un intérét croissant depuis
plusieurs décennies. On a constaté que cet intérét se manifeste davantage lorsque I’'étude porte
de maniere spécifique sur les plasmas. La théorie des plasmas a de nombreuses applications dans
différents domaines de notre vie quotidienne tels que, par exemple, la santé, les transports, la
communication, la microélectronique et la sécurité. De I’avis de bon nombre de scientifiques, la
production d’énergie propre sera dans un avenir prochain une application majeure de I’étude des
plasmas, cela grace a la technique, encore a 1’étape expérimentale, de la fusion thermonucléaire
controlée.

Notre objectif dans cette these, est I’homogénéisation d’équations cinétiques, i.e., les équa-
tions de la forme :

of

E‘FQ(V)'vxf:Q(f) (1)

ol v représente la vitesse des particules et f la fonction de distribution des particules. Dans ce
travail, opérateur Q a droite dans 1’équation (1) peut prendre deux formes.

e La fonction de vélocité a est définie par a(v) = v et Popérateur Q est de la forme :
Qf) =—(E+vxB)-V, [

Dans ce cas, on a affaire a I'’équation de Vlasov modélisant 1’évolution des particules dans
un champ électromagnétique (E,B). En tenant compte des inhomogénéités (dont la taille est
matérialisée dans ce cadre par le parametre réel € > 0 qu’on fera tendre vers zéro) du milieu
dans lequel évoluent les particules mais aussi de 1’échelle microscopique temporelle, on obtient
I’équation suivante :

Ofe

ot
ou f. est la fonction inconnue et le champ électromagnétique (E°, B®) s’écrit sous la forme
(E°,B%)(t,z) = (E(,2),B(L,2)) pour tout (t,z,v) € Rf x R® x R3.
e Le second cas a considérer est celui ou 'opérateur Q est de la forme :

+v-Vofe+(EF4+vxB°%)-V,f. =0, (2)

Q) (tav) = [ olwvew)f(t,z,wid(w) = (e, v)f(t2,0).
Dans ce cadre, I’équation (1) devient 1’équation de Boltzmann linéaire. Q est appelé 'opérateur
de collision, o est la fonction de dispersion et X la fonction d’absorption. Pour prendre en compte
les effets macroscopiques, il faudrait que le temps écoulé entre deux collisions soit tres petit par
rapport au temps d’observation. En d’autres termes, il faut que la distance moyenne entre deux
collisions successives soit infiniment petite par rapport a la longueur d’échelle donnée. Dans ce
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cas, il devient intéressant de chercher la solution f de (1) de la forme f(t,x,v) = f(et,z,v)
avec 0 < € << 1 un parameétre réel. Ainsi, par le changement de variable 7 = &t, on obtient
I’équation :

ofe

1
5§(T, x,v)+a(v) -Vyfe(r,z,v) = ng(fE)(T, x,v), (3)

ou l'opérateur de collision est donné par :

Q.(Nrav) = [ o

7V7w)f(7_7wi)dlu(w) - E(gj, fv l/)f(Ta Zz, V)
1% £

pour tout (7,z,v) € R% x R? x R3.

Les équations (2) et (3) ont fait 'objet de nombreuses études (voir par exemple [2, 8, 17, 20])
dans le cadre de 'homogénéisation périodique. Les résultats produits par ces études ont sans
aucun doute largement contribué a une meilleure compréhension des phénomenes physiques
sous-jacents. Toutefois, le sujet est loin d’étre épuisé.

L’objet principal de cette thése est d’améliorer les résultats disponibles dans le cadre de
I’homogénéisation des équations (2) et (3). Cette amélioration a trait a la nature de la structure
d’homogénéisation qui sous-tend I’analyse asymptotique des équations (2) et (3). Sauf erreur
d’appréciation de notre part, jusqu’ici les études portant sur 'homogénéisation des équations
(2) et (3) se sont basées sur les structures périodiques. Dans ce travail, nous reprenons ces études
sous des hypotheses de structure assez générales (incluant ’hypothese de périodicité comme cas
particulier) sur le champ électromagnétique (E,B) pour (2) et sur la fonction de dispersion o
pour (3).

Il convient de poser de maniere précise les problemes que nous nous proposons d’étudier dans
cette these.

Dans un premier temps nous considérons, sous une hypothése de structure qui sera précisée
au chapitre deux, le probléeme d’homogénéisation pour I’équation de Vlasov. De facon précise,
nous menons, dans le cadre de I'homogénéisation déterministe, une analyse multi-échelle de
I’équation

Ofe

ot

oit R3, = (0,7) x R}, R > T > 0 le temps final. Ici, (E®, B?) est le champ électromagnétique
auto-consistant et f. = f.(t,x,v) est la fonction de distribution des particules a l'instant ¢,
occupant la position = et de vitesse v. A I’équation (4) est associée la condition initiale

+v-Vofe + (E° +v x B%) -V, f. = 0 dans R} x R3 (4)

f=(0,z,v) = f™(x,v) dans R® x R3 (5)

ot f" >0 et 0< [po(f™)2dady < +o0.
On suppose (E°, B¢) donné dans (L°°(0, T; (L (R*)NL>(R3)))3)2. Alors, pour chaque £ > 0

fixé, le systéme de Vlasov (4)-(5) admet une unique solution faible f. € L>(0,T; L?(R3 x R?))
qui de plus satisfait a

1 fell oo (0,72 (m8Y) < C- (6)

Notre objet est d’étudier I'homogénéisation du systéme de Vlasov (4)-(5) sous 'influence d’un
champ magnétique fort de la forme B¢ = B + 1B (notation précisée par la suite).

Comme nous ’avons mentionné plus haut, les auteurs des travaux suscités ont considéré des
oscillations périodiques suivant la variable temporelle ou spatiale. Aucun d’eux n’a considéré ces



oscillations a la fois en temps et en espace simultanément, autrement dit, I’étude du comporte-
ment & long terme de la fonction de distribution des particules lorsque celles-ci évoluent dans
un milieu fortement hétérogene. Notons que mis a part quelques travaux dans lesquels des cas
particuliers de coefficients E et B sont considérés (voir par exemple [23]), le probléeme d’unicité
de la solution du probléme limite n’a pas été résolu. Un des résultats importants obtenus dans
le cadre de ce travail est la preuve de l'unicité de la solution du probléme limite, voir Théo-
reme 19. Nous étudions le comportement asymptotique de la suite de fonctions de distributions
moyennant certaines hypotheses sur le champ électromagnétique :

(i) le champ électromagnétique est fortement oscillant en temps et en espace, c’est-a-dire,
(E¢, B%) est de la forme (E°, B®)(t,x) = (E(t/e,z/¢), B(t/e, z/¢)) pour tout (¢,z) € RS,
avec (E, B) donné;

(ii) le champ magnétique est pertubé, en ce sens qu’il sécrit sous la forme d’une somme
d’un champ oscillant borné et d’'un champ externe oscillant et borné, c’est-a-dire, B* =
5+ 1BS avec BS(t,z) = B;(t/e,z/e), i = 0,1, pour tout (t,z) € R}:;
iii) les conditions posées sur les fonctions FE e i)i—0.1 englobent une variété potheses
iii) 1 diti g les foncti E et (B 7 globent iété d’hypothe
de structures tels que la périodicité, la presque périodicité et bien d’autres.

La deuxieme partie de cette theése est consacrée a 'homogénéisation de 1’équation de Boltz-
mann linéaire. I’équation de Boltzmann a fait I’'objet de nombreuses études. Elle est le modele
cinétique le plus adéquat pour la modélisation des phénomenes de transport. I.’homogénéisation
de I’équation de Boltzmann reste un champ d’investigation ouvert. Cependant, il existe dans la
littérature quelques travaux sur ce sujet (voir par exemple [2, 20]). Dans ce travail, nous étudions
le comportement asymptotique, lorsque 0 < € — 0, de la solution du probléme de Cauchy (pour
e fixé) :

e +a(v) Vafe = LO.f. dans (0,7) x RY x V, (7)
f=(0,2,v) = f"(x,v) dans RY x V,

ou V est un sous-espace localement compact de RZJ,V muni d’une mesure positive u dont les
propriétés seront precisées plus bas. Les interactions entre les particules et le milieu modifient la
structure physique de ces derniers et sont localisées dans ’espace et le temps. Elles sont décrites
par 'intermédiaire de 'opérateur intégral suivant :

Q. fe(t,x,v)) = /V o (x,v,w) fe(t, z,w)du(w) — X°(x, v) fe(t, x,v), (8)

ot o°(z,v,w) = o(z,%,v,w) (z,v,w) € RN x V2 et X¢(z,v) = X(z,%,v) (z,v) eRYN x V.
L’espace mesuré (V, u) et la fonction de vélocité a doivent vérifier les conditions suivantes

[20] (elles ont été modifiées afin de les adapter a notre cas) :

V est un ouvert borné de RY , suffisamment régulier.

La fonction de vélocité a - V — RN appartient a WH(V;RN).
1l existe deux constantes C,~vy > 0, telles que

p({v €V :la(v).£] < h}) < ChY, pour tout £ € SN h >0

ou SN=1 est la sphére unité de RV,
La fonction o vérifie également la condition

o€ BRY x V x V; By™(R))). (10)
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Dans (10), A est une algeébre avec moyenne sur Rév, BZ’OO(R?JJV) = (B4n LOO)(R{JV) et B(RY x
V x V;BE{OO(R{/V )) désigne I’espace des fonctions continues et bornées de RY x V x V dans

le’oo (Rév ). D’autre part, on suppose que la fonction de distribution initiale f satisfait :

Fin(@,v) > 0 et / (F™2(z, v)dadu(v) < Co < oo, (11)
RN xV
Sous les hypotheses (9)-(11), le probléeme de Cauchy (7) admet (pour chaque £ > 0 fixé) une
unique solution f. € C([0,T]; L>(RY x V)) vérifiant

Hft?HLOO([O,T};L?(RNXv)) < Cy.

L’étude de I’équation de Boltzmann linéaire nous a permis d’établir un résultat d’homogénéisa-

tion important (voir Théoreme 22) dans le cas ot le flux est nul. Par ailleurs, nous avons prouvé

un important résultat pour le probléme cellulaire (voir Proposition 5). Quelques situations phy-

siques pour lesquelles le Théoreme 22 reste valable, ont été également présenté dans ce cas.
Cette these s’organise autour de trois chapitres.

— Le chapitre premier est consacré a la revue de la littérature existante sur I'’homogénéisation
des équations de Vlasov et de Boltzmann. Plus précisement, nous présentons ici quelques
principaux résultats d’existence de solutions pour ces équations. A la suite de cela, des
résultats d’homogénéisation de ces équations au moyen de la convergence a deux échelles
sont également présentés. Le chapitre s’acheve par une bréve présentation de la méthode de
la Sigma-convergence. Cette méthode sera le principal outil d’analyse que nous utiliserons
dans les chapitres deux et trois. Elle est la généralisation de la convergence a deux échelles.

— Le chapitre deux est quant a lui consacré a ’homogénéisation de I’équation de Vlasov sous
I'influence d’un champ électromagnétique fort. Cette étude est dans un premier temps faite
dans le cadre général. Nous commengons par présenter l'opérateur moyenne le long des
caractéristiques ainsi qu’un résultat d’équivalence entre la dualité au sens des distributions
et celle définie a I’aide de la moyenne. Ces prérequis nous permettent d’établir notre résultat
général d’homogénéisation. Nous achevons ce chapitre par quelques exemples concrets
d’application de ce résultat.

— Enfin, 'homogénéisation de I’équation de Boltzmann linéaire (3) fait 'objet du chapitre
trois. La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la résolution du probleme cellulaire
associé a cette équation. Ensuite, nous énoncons et prouvons le principal résultat de ce
chapitre. Pour terminer, quelques exemples d’illustration de ce résultat d’homogénéisation
sont présentés.

Nous achevons cette these par une conclusion générale et quelques perspectives sur nos futurs
travaux.



CHAPITRE 1

ETAT DE I’ART

1.1 Introduction.

La compréhension des phénomenes entrant en jeu dans un plasma nécessite une modélisation
mathématique a la fois du transport, des collisions et des interactions des particules qui suivent
les lois de la physique statistique. De facon précise, nous nous intéressons au cas ou d’une
part, les interactions entre les particules sont régies par le champ moyen qu’elles engendrent. On
obtient donc une équation de Vlasov, qui est non linéairement couplée aux équations de Maxwell.
D’autre part, lorsque les interactions binaires sont prépondérantes, on est conduit dans ce cas
a l’équation de Boltzmann. Le reste du chapitre est subdivisé en deux parties. La premiere
est consacrée a la présentation de quelques résultats d’existence de solutions et les principaux
résultats d’homogénéisation liés a 1’étude de ces équations de transport. Dans la seconde, nous
ferons une bréve présentation de la »-convergence, méthode que nous utiliserons dans le cadre
de cette these.

1.2 Equations de Vlasov et de Boltzmann : existence et homo-
généisation.

1.2.1 Résultats d’existence.

Systéme de Vlasov-Poisson (VP).

La majorité des résultats d’existence de solutions est établie dans le cadre classique. En
1952, R. Kurth [27] établit le tout premier résultat d’existence locale de solutions regulieres.
K. Pfaffelmoser [35] prouve l'existence globale de solutions régulieres en dimension 3 pour des
données initiales générales. Schaeffer [40] présente une démonstration plus simple du résultat
de Pfaffelmoser. Son approche consiste a considérer une solution dont la donnée initiale est a
support compact, et a controler ’accroissement du support au cours du temps. Posons

Q(t) =1 +sup{|p| : 3(1,z) € (0,1) x R3, f(z,7,p) # 0}.

Voici le résultat établi par Schaeffer :



1.2 Equations de Vlasov et de Boltzmann : existence et homogénéisation. 6

Théoréme 1. (Schaeffer) Supposons que la donnée initiale f* € C}(RS) est une fonction
positive a support compact. Alors, le systéme VP admet une unique solution f € C*(RT x RO)
telle que Q(t) < Cp(1 +t)P, p> % De plus, le champ électrique auto-consistant E appartient
a CH(RT x R3) et est lipschitzien par rapport a x.

Lorsque la donnée initiale n’est pas a support compact, Lions-Perthame [29] ont développé
une nouvelle approche. Ils ont montré le résultat suivant :

Théoréme 2. Supposons que la donnée initiale f™ soit une fonction positive appartenant d
L' N L>®°(RY) et vérifiant

/ lp|™ f"dxdp < 0o, m > mgy > 3.
R6
Alors le systéme VP admet une solution forte f € C(RT; L' N L*=°(RY)) vérifiant

sup /6 p|" f(x,t,p)dzdp < Cr, VT > 0.
R

t€[0,T]
De plus,
3
p= [, fdpeC®YLI®Y), 1< q< ",
R
3 3+ mg
EcCRT; LYR?))3, = 3 .
€CRTLIRY)", 5 <a< 6o

Concernant ’existence de solutions faibles (fonctions qui vérifient I’équation au sens des dis-
tributions), DiPerna-Lions [12] établissent un résultat d’existence sous des hypothéses minimales
sur la donnée initiale f*"

/ Ip|? f"dxdp < 0o, et f™ € L' N L®(RY).
R6
Théoréme 3. Soit fi" une fonction positive appartenant a L' N L°°(R®). Supposons que
/ Ip|? f " dxdp < oo.
R6
Alors il existe une solution faible du systéme VP appartenant a C(RT; L (R®)-wx), et vérifiant

&)= [ pPs (o tp)dedp+ 5 [ |Blt)Pdr < ).

R. Robert [37] prouve 'unicité de solutions faibles lorsque celles-ci sont a support compact.
Plus généralement, le probléeme d’unicité de solutions faibles reste ouvert.

Systéme de Vlasov-Maxwell (VM).

Le tout premier résultat d’existence globale de solutions faibles pour le systéme de VM en
dimension 3 dans le cas classique a été obtenu par DiPerna-Lions [13] en 1989. Ce résultat
s’applique également au cas relativiste. Il s’énonce comme suit :



Théoréme 4. (DiPerna-Lions) Supposons que fm e L' N L*®(R%) est une fonction positive,
et que les données initiales f**, B, B'"™ vérifient :

. 1 , ‘
[ gy -+ 5 [ (B + B )de < ox.
R6 2 R3
Alors le systeme VM admet une unique solution faible
f€CRT; L®RO-wx) et E,Bec CRT;L*(R3)-w)>.

En 1984, Wollman [43] prouve un résultat d’existence locale et d’unicité de solutions ré-
gulieres pour le systeme VM en dimension 3. En effet, en supposant que les données initiales
fin E™ B"™ vérifient pour tout entier s > 5 :

frme H8RO), [ f™ls < M,
Suppf™ C {(z,p) : |z| < R, |p| < R},
E™, B™ € H°(R%)*, |[E™[|,, [B™|s < N,

ou M, N, R sont des constantes positives, il prouve le résultat suivant :

Théoréme 5. Soit s > 5 et les données initiales f, E™, B™ vérifiant Uhypothése ci-dessus.
Alors, il existe un réel positif Ty et un triplet (f, E, B) solution du systéme VM tel que

f€C(0,To; H¥(R%)) N C'(0,Ty; H*1(RY)),
E, B € (C(0,Ty; H*(R*)) N C' (0, Ty; H'(R?)))?.

Glassey-Strauss [18] ont établi I'existence locale et 1'unicité de solutions régulieres pour des
données régulieres a support compact. Cette solution pouvant étre prolongée en une solution
globale s’il y’a un contréle du support par rapport a la variable d’impulsion p.

Théoréme 6. (Glassey-Strauss) Supposons que la donnée initiale 'fm € CY(RS) est une fonc-
tion positive a support compact et que le champ électromagnétique (E™™, B™) € C?(R3)® sont tels
que

V-E"=p"[ep; V-B"=0; p" =q/3f""dp'
R

Supposons également l’estimation a priori suivante sur la solution : il existe une fonction conti-
nue B(t) telle que

flz.t,p) =0, Yz R’ |p| > B(t).
Alors le systéeme VM admet une unique solution f € CLY(RT x R®). De plus, (E, B) € C}(RT x
R3)6,

Equation de Boltzmann.

L’étude de I’équation de Boltzmann générale fait apparaitre une difficulté de taille. En effet,
si la fonction de distribution f ne vérifie que des estimations naturelles de type L', il est a
priori impossible de définir le second membre (terme généré par 'opérateur de collision @) dans
lespace des distributions. Diperna-Lions [14] lévent cette difficulté par trois arguments origi-
naux : l'analyse du noyau de collision, la méthode de lissage non linéaire ou de renormalisation
et l'utilisation d’un résultat de moyenisation de la solution di & Golse-Perthame-Sentis [19]. Ils
établissent le résultat suivant :
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Théoréme 7. (Diperna-Lions [14]). Soit fO € L'(RYN x RY) telle que
/ (1 + |z|* + |v*) fPdxdv < oo et / O fOldzdv < .
RN xRN RN xRN

Alors il existe une solution renormalisée f de I’équation de Boltzmann telle que f € C(Ry; LY (RN x
RM)) avec f |i—o= fO, et satisfaisant les estimations suivantes

/ (1 + |a|? + [o]?) fdado g/ (142022 + (262 + D)]o[2) fOdzdv

RN xRN RN xRN

et

/ f|1nf\dxdv+/ / e(f)dsdxdvg/ (|1 fO) + 2|2 + 2[v|*) fOdzdv + Cy
RN xRN 0 RN xRN RN xRN

ot Cy est une constante dépendant uniquement de la dimension N et

f'1
[«

Dans la sous-section suivante, nous allons présenté quelques résultats d’homogénéisation
obtenus dans le cadre de 1’étude ces équations de transport.

)(t, x, v, v, w)q(x, v — Vi, w)dvdw.

ety =1 [ (FF= 11

1.2.2 Résultats d’homogénéisation.

Frenod-Sonnendriiker [17] prouve un résultat de convergence sous les hypothéses suivantes :
la fonction initiale f** vérifie

=0 0< [ (Fndudp < o,
R6
et le champ électromagnétique (E., B.) satisfait lorsque ¢ — 0, a
E. — E dans L>(0,T; L7 .(R?))-fort,

B. —» B dans L>(0,T; L} (R?))-fort.
On a alors

Théoréme 8. [17] Sous les hypothéses précédentes, la suite de solutions (fe)e de l’équation de
Viasov vérifie pour tout T € R, la convergence suivante

00 . T2(m6 .
€ , 1 .
fe = f dans L*(0,T; L*(R®))-faible *

De plus, notons pour tout vecteur p,p| = (p- M)M, alors f est l'unique solution de

% +p|| . sz+ (E” +p X B”) fo = 0,
2r
fe=0) =5 [ 5w utp. ),

ot u(p,T) est la rotation d’angle T autour de M appliquée a p.



Bostan [8] considére les modeéles avec champs magnétiques oscillants rapidement, i.e.,

t
B.(z,t) = 0(-)B(z)b(z), 0<e <1,
€
oll @ est une fonction de classe C!, T-périodique donnée, B une fonction scalaire positive et b
un champ de vecteurs unitaires. Il prouve le résultat suivant :

Théoréme 9. Supposons que E € L} (RT; L®(R3))3, fi" € L2(RY). Pour tout ¢ > 0, soit
Je € L¥(RY; LA(R3 x R3)) une solution faible de Uéquation de Viasov. Alors, il existe une suite
(en)n convergeant vers zéro telle que (fe,)n converge a 2 échelles vers une fonction solution

faible de

Oufo+ (2 — % (B(s)~ < 0>) ) Vo + (eB+ % (0(s)~ < 0>) “p
+E (< 62 > —0%(s)) L) Vpfo =0,
fo(O,S,l‘,p) = fzn(l,’p - %(9(5)_ < 0 >) J_x) € keTT’

ot ty = (y2,—1,0) avecy =z ou p.

Jiang-Lin [23] ont étudié le systéme VP en ne considérant que les oscillations par rapport a
la variable spatiale et ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 10. Soit f > 0 la fonction de distribution initiale vérifiant f™ et p?f™ bornées
dans L' N L®(Q x R,). Soit ¢ € HY(Q) et p*f. — 0 lorsque |p| — oo. La suite (f-, f1, E:) de

solutions du systéme VP converge a 2 échelles vers (f, Tl,E) solution du systeme

of +p-0,f = —E-0,f =0,
(%E = —47re/ ?1dp,
RP

_ _ e —
thl—i—p-ayf—aE-@pfO:O,

fe(x,t,p) = [z, p) + f2(x,t,p) pour tout (z,t,p) € Qx (0,T)xR,.

L’homogénéisation de I’équation de Boltzmann est un champ d’analyse trés actif depuis
quelques décennies, cependant, il reste un domaine encore ouvert. Dans la littérature, nous
recensons plusieurs auteurs qui se sont intéréssés a ce probléme (voir par exemple [2, 20]).

Goudon-Mellet [20] étudient la diffusion asymptotique de I’équation de Boltzmann linéaire.
IIs établissent un important résultat de convergence sous les hypotheses suivantes sur 1’espace
mesuré (V, u), la fonction o et la condition initiale f :

e V est un sous ensemble compact de RY;

e La fonction de vélocité a : V — RY appartient & W1>(V);

o 1] existe deux constantes C,y > 0 telles que p ({v € V,|a(v) - §| < h}) < ChY

pour tout h € SN=1 h > 0;

e 0 € CHRYN; Wh>*(Y;C(V?))), la fonction y — o(-,y, —) est Y-périodique et il existe
deux fonctions oy, c* € C(RY) telles que 0 < 0. (z) < o(x,y,v,v") < o*(x);

o sup, [y, fldzdu(v) < cc.

(1.1)
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Théoréme 11. [20] Supposons que l’hypothése (1.1) est vérifiée et que la fonction de vélocité a
est telle que la solution normalisée de T (F) = 0 satisfasse a

/ a(v)F(z,y,v)dydu(v) = 0.
YxV

De plus, on admet que p? = [, fO0du(v) converge vaguement vers p° dans M*(RN). Alors,
pe = [y fedp(v) converge vaguement vers p, uniformément sur un intervalle de temps [0,T] d
une sous-suite prés. La limite p est solution du probléeme de diffusion

Op — divg(DVzp —Up) =0
avec pour condition initiale p°. Les coefficients effectifs sont définis par

{ D(x) = = fyyy X" (,9,v) ® a(v) F(x,y, v)dydu(v),
Ux) = [y v x* (2, y,v)a(v)F(z,y,v)dydu(v)

avec x* solution de T*(x*) = —a(v), ou T =a(v) -V, — Q et T* son adjoint.

Notons que la quasi-totalité des travaux sur I’homogénéisation de 1’équation de Boltzmann
a été fait sous des hypotheses de périodicité.

Etant donné que dans la nature, trés peu de phénomenes physiques sont modélisés par des
équations aux dérivées partielles dans le cadre périodique, Nguetseng [30] en 2002 a étendu la
convergence a 2 échelles a des problemes d’homogénéisation au dela des hypotheses périodiques.
Cette nouvelle méthode est appelée Y-convergence. Dans la section qui suit, nous allons faire
une breve présentation de cette méthode.

1.3 La X-convergence.

La X-convergence est la généralisation de la convergence a 2 échelles, dans le but de pouvoir
résoudre des problemes non périodiques. Elle s’appuie essentiellement sur deux concepts : les
algebres d’homogénéisation et la théorie de représentation de Gelfand. Etant donné que les
algebres avec moyenne sont un cas particulier d’algebres d’homogénéisation, nous allons dans
cette section présenter les espaces généralisés de Besicovitch associés aux algebres avec moyenne
que nous aurons défini. Ensuite nous parlerons de la Y-convergence. Nous renvoyons le lecteur
a [30, 31, 32, 33, 38, 42] pour plus de détails , ainsi que pour les preuves des résultats qui seront
présentés par la suite.

1.3.1 Espaces généralisés de Besicovitch.

Soit u € L} (R™) (m > 0 un entier naturel), on pose
T
u(z) =u(=) e¢>0, xzeR™
€
Alors u® € L}, (R™). Plus généralement, si u € L (R™) (1 < p < 00), alors il en est de méme

pour u°. Nous désignons par B(R™) I’espace des fonctions complexes continues et bornées sur
R™. Soit II l'espace des fonctions u € B(R™) telles que u® — @ dans L% (R™)-faiblex lorsque
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€ — 0 et u une constante complexe. On vérifie sans peine que II est un sous-espace vectoriel
fermé de B(R™). De plus, II contient des constantes, est stable par translation et par conjugaison
complexe.

Soit M T'opérateur linéaire non borné de B(R™) dans C défini par D(M) = II (domaine de M),
M(u) = u pour u € D(M). On vérifie sans difficulté que :

(i) M(1) =1, M(u) > 0 pour u € II,u > 0.
(ii) M(u) = M(u), u € I
)
)

M(tqu) = M(u) pour u € II,a € R™, ot 7,u(y) = u(y —a) (y € R™).
|M(u)| < ||u]|oo pour tout u € II.

(iii
(iv

M est une moyenne sur R et M (u) est la moyenne de u € II

Définition 1. On appelle algébre avec moyenne (ou M-algeébre pour simplifier) sur R, toute
sous-algebre fermée A de B(R™) telle que :

AM,) A contient des constantes.

AMj) A est invariante par translation, i.e., pour tout u € A et tout a € R™, r,u = u(- —a) € A.
AMS3) A est stable pour la conjugaison complexe, i.e., pour tout u € A, u € A.

AMy) AC D(M) =1I.

Soit A une M-algebre. Muni de la norme de la convergence uniforme, A est une C*-algebre
commutative et unitaire. Rappelons qu’une C*-algebre est une algebre de Banach involutive A
telle que ||u*ul| = ||ul|*> u € A et une involution sur A est une application u + u* de A dans
A telle que pour tout u,v € Aet a € C, on a (u+v)* = u* + 0" (au)* = au*; (uwv)* =
v*u*; (u*)* = u** = u. Nous désignons par A(A) le spectre de A et par G la transformation de
Gelfand. A(A) est 'ensemble des homomorphismes d’algebre non nuls de A dans C. A(A) est
un sous-ensemble de la boule unitée fermée de A’ (le dual de A). On le munit de la topologie
induite par la topologie faiblex de A’. Ainsi structuré, A(A) est un espace compact.

De plus, la transformation de Gelfand G sur A est un isomorphisme isométrique de C*-algebre
de A sur C(A(A)).

L’application ¢ + M(G~(¢)) de C(A(A)) dans C est une forme linéaire continue positive
prenant la valeur 1 en la fonction ¢ = 1. Cette application est donc une mesure de Radon
positive sur A(A), et de masse totale 1. On la désignera par 5. On a donc

M) = [ G@)s)dB(s) (€ A). (12)
A(A)

Dans le cadre pratique de I’homogénéisation des équations de Vlasov et Boltzmann, nous
utiliserons cette définition équivalente de la moyenne d’une fonction u € L} (R™) (1 < p < o0)
(voir [34, Chap.3] ou [24, Chap.7] pour plus de détails) :

1
M(u) = Jim Bl s u(z)dx,
ou B, désigne la boule ouverte de R centrée a l'origine de rayon r > 0, et |B,| sa mesure de
Lebesgue. On a

/ Gu)df = lim — [ wu(y)dy (u€ A).
A(A)
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Proposition 1. Soit p > 0 un réel. Pour u € A, on a |ulP € A avec
G(lul?) = 1G(W)P et M(|ul”) = / |G (u)(s)[PdB(s).
A(A)
Soit n € N*. A chaque M-algebre A sont associées ses sous-algébres régulieres

A" = {w € ANC"(RY") : Dyyp € A Ya = (a1, ...,am) € N™ avec |a] < n}

ou Dyy = %. Muni de la norme |[|[1[[|ln = supjqj<, [|Dy ], A™ est un espace de
Y1 - OYm, > )

Banach. De plus, soit

A% = (A" ={p e ANC®([R}) : Djy € A Ya = (a1,..,a) €N}

n>1

On munit A% de la topologie localement convexe définie par la famille de semi-normes ||| -
||l (n>1), ce qui en fait un espace de Fréchet.

On peut également définir la notion de produit de M-algebres. Pour cela, soit Ay (resp. Az)
une M-algebre sur R™ (resp. R?). On définit le produit de M-algébres A; ® Az comme étant
ladhérence dans B(R™ x R™2) du produit tensoriel

A1®A2={Z Uiy @ Ui, DUy EAj, j=1,2}.
finie

Ay ® Ag définit une M-algébre sur R™! x R™2,
Avant de définir ’espace généralisé de Besicovitch, définissons tout d’abord I'espace de Mar-
cinkiewicz MP(R™) (1 < p < o0), comme P'espace des fonctions u € L} (R™) vérifiant

limsup £+ |u(y)|’ dy < oo
r—00 B

_ 1
avec fp =[5 fBr"
Muni de la semi-norme

1
. P

Jlull, = Tim sup (][ |u<y>|de) ,
r—00 B,

IMP(R™) est un espace semi-normé complet (voir [41, Chapitre A1, pp 14-15] pour le détail de
la preuve). Ceci étant dit, nous définissons 'espace généralisé de Besicovitch associé a ’algebre
avec moyenne A, que nous notons par B (R™), comme étant le complété de A dans OP(R™)
par rapport a la semi-norme ||-| - 1l est assez évident de voir que pour tout f € Aet 0 < p < oo,
alors |f|” € A, de sorte que

19, = (tm £ 1f@F)" = (e(sp)3 (13)

T—00

L’égalité (1.3) reste valable pour tout f € BY(R™) (par densité de A dans B4 (R™)). Muni de
la semi-norme (1.3), B (R™) est un espace semi-normé complet.
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Soit 1 < p < g< 0. On a Bi C BZ, de sorte que tout naturellement, on puisse définir
I’espace BY® comme suit :

sz{fe N Bi:prﬂb<w}-

1<p<oo 1<p<oo
On munit BY de la semi-norme [f]e = SUPj<,<oo || fllp, ce qui en fait un espace semi-normé
complet. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

1. La transformation de Gelfand G : A — C(A(A)) se prolonge par continuité en une unique
application linéaire continue, encore notée G, de BY dans LP(A(A)). De plus, si u €
B N L>(RY) alors G(u) € L2(A(A)) et [G(u)llre(acay < l[ullep)-

2. La moyenne M définie sur A, se prolonge par continuité en une forme linéaire continue
positive (encore notée M) sur BYj vérifiant M (u) = Jaay G(w)dB (u e BY). De plus, elle
est invariante par translation.

3. Soit 1 < p,q < oo tel que %—F% = % < 1. La multiplication usuelle Ax A — A; (u,v) — uv,
se prolonge par continuité en une forme bilinéaire BYy x B% — B’} avec

luvllr < lullpllvlly pour (u,v) € B} x Bj.

Maintenant, soit u € B (1 < p < 00); alors |ulP € B} et par conséquent, d’apres (2.) ci-dessus,
1

on a M([ul?) = f5 4 19()PAB = [G() s ) Dol pour u € B, on a ull, = (M([ul?)b et

||lull, = 0 si et seulement si G(u) = 0.

Malheureusement, application G (définie sur BY) n’est pas injective en général. Soit N = ker(G)

(le noyau de G) et posons

Bl = BN = {a=u+N:ue B}

Muni de la norme
lut Mgy, = llully (ue BR),

B") est un espace de Banach et la propriété suivante est vérifiée : 'application G : B, — LP(A(A))
induit un isomorphisme isométrique G; de B dans LP(A(A)). De plus, pour tout 1 < p < oo,
B est reflexif.
1.3.2 La Y-convergence.

Soit @ un ouvert (non nécessairement borné) de RY (N € N*) et A une M-algebre sur ]RZ]/V .
Définition 2. Soit 1 < p < co. Une suite (us)e>0 C LP(Q) converge Y-faiblement dans LP(Q)
vers ug € LP(Q; BY) si lorsque € — 0, on a

[ us@)f @ Dyde = | Mluoe, )z, ))de (14)
Q € Q

pour tout f € Lp,(Q;A) (1% =1- %) ou

<mewm»=Aw@mmmmmw.
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On écrira symboliquement u. — uy dans LP(Q)X-faible. Dans tout ce qui suit, E' désignera
une suite ordinaire de réels strictement positifs admettant zéro comme point adhérent. E est
appelée suite fondamentale. Le résultat qui suit est d’'une importance capitale dans le processus
d’homogénéisation (voir [32, Théoréme 5] pour sa preuve).

Théoréme 12. On suppose que 1 < p < 00. Soit (ue)eep C LP(Q) une suite bornée. Alors, on
peut extraire une sous-suite E' de E en sorte que la suite correspondante (u:)ecpr soit faiblement
Y-convergente dans LP(Q).

Etant donné que nous serons confrontés a des cas de produits de suites, nous avons besoin
de définir la notion de Y-convergence forte.

Définition 3. Une suite (us)->0 C LP(Q) (1 < p < o0) sera dite fortement Y-convergente dans
LP(Q) vers ug € LP(Q; BY)) si elle est faiblement X-convergente vers ug, et on a la condition
suivante (lorsque ¢ — 0) :

|uellr (@) — 1191 © uollLe(@xaca))- (1.5)

Symboliquement, on I’exprimera par ue. — ug dans LP(Q)X-fort. Le résultat suivant est d’un
intérét capital.

Théoreme 13. Soient 1 < p,q < oo et r > 1 tels que % = % —1—% < 1. Supposons que (us)eep C
LU(Q) est faiblement Y-convergente dans L9(Q) vers ug € LY(Q;BY), et (ve)ecr C LP(Q) est
fortement L-convergente dans LP(Q) vers vy € LP(Q; BY). Alors la suite (usve)eck est faiblement
Y-convergente dans L"(Q) vers ugvp.

Cependant, dans la pratique, on utilise beaucoup plus le résultat suivant. Il est une consé-
quence directe du théoréme ci-dessus.

Corollaire 1. Soient (u:).cp C LP(Q) et (ve)eer C LY (Q)NL™®(Q) (1 <p < oo et p' = (pfl))
deuz suites telles que

(i) ue —> ug dans LP(Q)X-faible;

(ii) ve — vg dans LV (Q)X-fort ;

(7i7) (ve)eer bornée dans L™°(Q).
Alors uzve — ugug in LP(Q)X-faible.

La X-convergence forte généralise de facon naturelle la notion de convergence forte dans
LP(Q) au sens usuel.

Proposition 2. Soit (uz)eep C LP(Q) (1 < p < 00) une suite convergeant (fortement) dans
LP(Q) wvers ug € LP(Q). Alors, la suite (uz)ecp est fortement X-convergente dans LP(Q) wvers
up.

Remarque 1. Nous avons défini la Y-convergence dans LP(£2) (1 < p < c0), ou £ est un ouvert
(non nécessairement borné) de RN (N >1). On peut également la définir dans L (RY). Pour

ce faire, soit u € L} (RY). Pour tout ouvert borné @ C RY, on note par u g la restriction de u

a Q. Alors ug € LP(R). Soient (u:) C LT (RY) et ug € LT (RY; BY(RY)); alors u. — ug dans
LP

P (RN)S-faible si et seulement si u. o — ug g dans LP(Q2)S-faible pour tout ouvert borné
Q c RV, De facon analogue, on définit également la ¥-convergence forte.
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Le résultat qui va suivre, donne une meilleure caractérisation de la X-limite des suites im-
pliquant le gradient. Mais avant d’y arriver, nous aurons besoin de définir certains espaces a
utiliser. Posons B

" By;

BY = {ueBY: 1 <i<N}.

Muni de la norme ||ulj; , = (||u||p+z Y2
également 'espace

oy |15 ) B est un espace de Banach. Nous définissons

Bi{p/c = {ue By’ M(u) =0},

muni de la norme ||ul|4, = (SN, || 2 o |1 ||p) (u e ka/(C) Bllél’p/(C est un espace normé qui n’est

pas complet en général. Des lors, nous désignons par B ‘4 le complété de B A’p /C par rapport a
|| - |l4,4. Ceci étant, nous pouvons a présent énoncer le resultat.

Théoréme 14. Soient 1 < p < 00 et (ue)-cp une suite bornée dans WHP(Q). Alors, il existe une
sous-suite E' de E et un couple (ug,u1) € WHP(Q) x LP(Q; B;ﬁ) tels que lorsque E' 5 e — 0,
(i) ue — ug dans WP(Q)-faible ;
(7i) us — ug dans LP(Q)X-faible ;
(iii) o= — G0 + § 8“1 dans LP(Q)S-faible (1 <i < N).

La Y-convergence peut étre également utilisée pour les probléemes évolutifs. Pour cela, soit
Ay et A; deux M-algebres sur Rév et R, respectivement. Soit A, ® A; = A leur produit. Dans
ce cas, A(A) = A(Ay) x A(A;) et = By ® B-. Pour tout réel 0 < T' < 0o et () un ouvert de
RYN. Posons Q7 = @ x (0,T). On a la définition suivante :

Définition 4. Une suite (us)e>0 C LP(Qr) (1 < p < 00) sera dite faiblement Y-convergente
dans LP(Qr) vers une fonction ug € LP(Qr;BY) si lorsque € — 0, on a

T t

=, —)dzdt — M (ug(z,t) f(z,t))dzdt
g’ e Qr

| et st

pour tout f € Lp/(QT;A) (1% =1- Zl,)f ol

Mug(e ) (@ 0) = [ Gl 0)(s:50)G1 2 1)) (5, 50)d8

Symboliquement, on 'exprimera par u. — ug dans LP(Q7)X-faible. Tout comme dans LP(Q),
on définit la Y-convergence forte dans LP(Qr). Les différents résultats d’homogénéisation se
transposent aisement dans ce cas en prenant A = A, ® A;.



CHAPITRE 2

HOMOGENEISATION DE
L’EQUATION DE VLASOV

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous nous intéréssons a la dynamique des particules évoluant dans un milieu
hétérogene. De maniére plus précise, nous portons notre attention sur les équations modélisant
le transport des particules, lorsque les interactions entre ces derniers sont gouvernées par un
champ moyen auto-généré. 1l s’agit dans ce cadre de I’équation de Vlasov. Il est donc question
pour nous d’étudier I’homogénéisation de cette équation. Pour cela, nous appliquons la méthode
de la Y-convergence pour étudier les équations de Vlasov sous certaines hypotheses de structure
sur le champ électromagnétique. Tout d’abord, une analyse du probleme dans le cadre général
est présentée. De cette étude, un résultat général d’homogénéisation est établi. Par la suite,
quelques cas concrets sont considérés afin d’illustrer le résultat obtenu.

2.2 Le cas général.

L’homogénéisation de I’équation de Vlasov a fait ’'objet de nombreuses études, cependant ces
travaux ont été effectués dans le cadre périodique. Nous nous proposons d’homogénéiser cette
équation sous des hypotheses de structure plus générales. Nous allons donc étudier le comporte-
ment asymptotique de la fonction de distribution des particules, lorsque celles-ci évoluent dans
un milieu fortement hétérogene, et sont soumises & un champ électromagnétique fortement oscil-
lant. En négligeant les collisions entre particules, le modele adéquat pour décrire ce phénomene
est I’équation de Vlasov :

afe
ot

+v-Vaofe+ (E°+v x B°) -V, f. =0 dans R} x R? (2.1)

ot R%, = (0,7)xR3, R 5 T > 0le temps final et ¢ > 0 un parameétre réel permettant de décrire les
inhomogénéités du milieu, que ’on fera tendre vers zéro. Ici v représente la vitesse des particules,
(E°,B%) = (E°, B°)(t,z) = (E(L,2),B(%,2)) ((t,x) € R}) le champ électromagnétique généré

par les particules, et f. = f-(t,z,v) ((t,7,v) € R3 xR3) la fonction de distribution. A I’équation

17
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(2.1), on associe la condition initiale suivante
f=(0,z,v) = f™(x,v) dans R® x R3 (2.2)

ot f" >0 et 0< [po(f™)*dady < +o0.
On suppose (E°, B%) donné dans (L>°(0,T; (L3,.(R?) N L= (R3)))3)2.

Posons

v _ pE — fge —
<E8+T/XB€>_A = A%(t,x,v) = A(
L’équation (2.1) se réécrit comme suit :

9fe
ot

™ | =+

z ) = v
VT EE, L) v x B(L )

+ A°- v(m,y)fs =0,
qui est une équation d’advection linéaire. On associe a cette équation la condition initiale

f=(0,%) = f"(x),

ou x = (z,v).
Posons RS, = (0,T) x RY. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

of : —

5 T A Vgi?{ 0, (2.3)

f(0,2) = [ (x),

avec f: RS — Ret A:RY — RS
Pour t € [0, T] donné, considérons tout d’abord le systéme différentiel suivant :

aX
& = A5 X) (2.4)
X(0;t, ) = .

Rappelons que les solutions de (2.4) sont les caractéristiques de I’équation d’advection (2.3). On
les note X(s;t,x). Le résultat suivant donne l'existence et I'unicité de la solution du systéme
(2.4), voir par exemple [1] pour la preuve.

Théoréme 15. On suppose que A € CE~1(RS,), VA € C*Y(RS) pour tout entier k > 1 et qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

|A(t,z)| < C(1 + |z|) V(t,z) € RS.
Alors, il existe une unique solution X € C*([0,T)s x [0,T]; x RY) du systéme (2.4).

Définition 5. Une fonction f est dite solution faible du systéme (2.3) si les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. f(t,x) > 0 pour tout (t,x) € RS ;
2. f € L™(0,T; L*(R%));
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3. Pour tout ¢ € CY(RS) avec support compact en z telle que (T,-) =0, on a

/RG f (%ﬁ +A- VW) dtdx + /R6 Fin(0, -)dz = 0.

Théoréme 16. Soit ™ € L?(RS). Il existe une unique solution faible f (au sens de la Définition
5) du systéme (2.3). Elle est donnée par

ft,x) = (X031, 2)), (2.5)
ot X représente les caractéristiques associées a A.

Preuve. Supposons d’abord que £ € D(RS). La fonction f donnée par (2.5) est C* (k € N¥)
car f et X le sont et X est définie de maniére unique (Théoréme 15). Montrons que f définie
par (2.5) est une solution de (2.3). Pour cela, on a

f(07 1‘) - fm(X(O; 0, .’L‘)) = fm<m)7
car X(0;0,z) = z. D’autre part, on a
of 0X

E(th) = E(O;t,x) -V (X058, )

et
Vaf(t,z) = Vuf™(X(0;t,2))
6 o in
- kz::l o Vo (Xk(0;t, 2))

= Y(VaX(0;t,2)Va f(X(0;t, z))

ott le dernier produit est compris au sens du produit matriciel et ¢(-) représente la transposition.
Notons que

0X
V. X(0st,x) = (T;(O§t>$))1§k,l§6-

Ainsi, on a donc

0 0X - ,
(L A1) = D0 1,) V5 (X (0: 1))+ Al 2)- (VX0 ,2)) Ve f " (X 0: ).
(2.6)
Cependant, d’apres les propriétés des caractéristiques, on a
X(s;t, X(t;r,2)) = X(s;7, )

et en différentiant cette égalité par rapport a ¢, on est conduit a

X X
i(s;t,X(t; r,x)) + Vo X(s;t, X(t; T‘,.T))a (t;r,x) = 0. (2.7)

ot 0s
D’aprés la premiere équation de (2.4), on a %—f(t; r,x) = A(t,X(t;r,z)) et cette relation est

satisfaite pour toutes les valeurs de s, ¢, et en particulier pour r = ¢t. Alors (2.7) devient

X
aa—t(s;t, x) + V. X(s;t,2)A(t,z) =0
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En substituant cette expression dans (2.6), on obtient

(Z+A-vxf)<t,x) = =V X (03, 2) A(t,0)- Vo [ (X051, 2))+A(t, 2)- (Vo X (0:,2)) Vo f " (X (03 ,))

Rappelons que pour tout M € Mg(R) et u,v € R® deux vecteurs, on a (Mu) -v = tutMv =
u-(tMv).
Finalement, on est conduit a

of
— 4+ A-V,f=0,
5 T of
ce qui signifie que f définie par (2.5), est solution du systéme (2.3). Etant donné qu’on a un

probléme linéaire, si fi et fo sont deux solutions de (2.3) , alors on a

%(ﬁ —fo)+A-Vo(fi—f2)=0

En utilisant les caractéristiques, on a %( fi—f2)(t,X(t)) = 0. Puisque f; et fy vérifient la méme
condition initiale, on a l'unicité de la solution pour notre probléme. De plus, pour tout ¢ € [0, 77,
on a (voir [21, page 54])

d

a3 —3t £\2 _
g <e /Rsxu@(e f) d:vdZ/> =0,

ce qui implique || f(#)||z2(re) = e%tHfi”HLa(Ra, et finalement

£l o720y = C(T)F™ || L2 (Rs)-

Supposons maintenant que f™ € L?(R®). Alors il existe une suite de fonctions (f),, C D(RS)
telle que f* — fO dans L2(R®), lorsque n — co. Pour chaque n fixé, il existe une unique solution

fn € CF([0,T); D(RY)) (k € N*) de (2.3), vérifiant 1’estimation

| fall Lo 0.7 22ReY) = C(TF | 22 ()

On construit ainsi une suite de solutions (f,), de (2.3) qui est bornée dans L (0, T; L2(R%)) (il
est & noter que || £ r2ms) < C (C > 0) car la suite ( in), converge fortement dans L?(R%) vers
f™). D’apres le Théoréme de Banach-Aloagluy, il existe une fonction f € L°°(0, T; L?(R°)) telle
que f, — f dans L>(0,T; L*(R%))-faible * (lorsque n — oo) & une sous-suite pres. De plus on
montre aisement que f est 'unique solution de (2.3) et vérifie

£l £ 0,722 ®0)) = C(DF™ [l £2(Ro),

ou C(T) est une constante positive dépendant uniquement de 7. m
De ce qui précede, on en déduit que le probleme (2.1)-(2.2) admet une unique solution faible
fo € L>(0,T; L*(R%)) (pour tout £ > 0 fixé), qui vérifie I'estimation a priori suivante :

[ fell Lo (0,7 L2(R0Y) < C, (2.8)

ot C' > 0 est une constante dépendant de T et de la norme de f.
Notre objectif ici est d’étudier '’homogénéisation du systeme de Vlasov (2.1)-(2.2) sous I'influence
d’un champ magnétique fort, i.e., un champ magnétique de la forme

1

Avant de s’attaquer directement & la résolution de ce probléme, nous allons tout d’abord pré-
senter quelques résultats importants qui nous seront utiles.
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2.2.1 L’opérateur moyenne le long des caractéristiques.

Supposons dans toute cette sous-section que le champ B vérifie
3
B € [B4(RE) N L=(RED)]. (2.10)

Nous considérons 'opérateur différentiel non borné P de L*(R3; B4 (R? ) dans L?(R3; B3 (R )
défini par :
D(P) = {u € L*(R}; BA(R:}?)) : P € L*(R); BA(R;,))},
ou

Pﬂ_a%—lwvyu—k(yxBl)-Vyu, u=u+N € D(P),

oil la premiére égalité est comprise au sens des distributions dans L?(R3; Bi(R‘;y)).
Nous rappelons que L?(R3; B%(R}}?)) est muni de la norme

1
2
-+ N g a1y = (/R M (Ju, ) d,l/>

L’opérateur linéaire P est bien défini; en effet, si © = w alors © — w € N et pour tout ¢ €
C(RY) ® A,

<P(ﬂ—@),¢>:—/RSM((u—w) [gf+u-vy¢+(ux31).v,,¢]>dy
—0

car M(fg) =0 pour f € N et g € B5(R}5?) (ceci découle de Vinégalité [M(fg)| < [Ifll, lgll, =
0). D’ou Pu = Pw.

Désignons par (T,Y,V) = (T,Y,V)(s;7,y,v) les caractéristiques de lopérateur différentiel
du premier ordre P données par :

aT  dY av
=L = V(s), o = V(s) x Bu(T(5),Y(5)) (2.11)

avec comme condition initiale
TO;7y,v)=7,Y(0;7,y,v) =y, V(0;7,y,v) = v. (2.12)

Le systeme (2.11)-(2.12) n’admet pas toujours de solutions. Comme illustration (voir Remarque
3), si dans la sous-section 2.3.3, on suppose que les champs magnétiques By et Bj dépendent
également de la variable y = z/e, alors c’est un fait que le systéme ci-dessus n’admet pas de
solutions. Dans la suite, on admettra que ce systéme admet toujours une solution. Deés lors, il
est évident que ces solutions sont de la forme

{ T(s;y,v)=s+71,Y(s;1y,v) =y+ [5 V(& T,y,v)dE

% =V(s) x Bi(s+1,y+ [g V(&7 y,v)dE), V(0;7,y,v) = v. (2.13)

Suivant la méme approche que dans [8, Section 3]), on introduit ’opérateur moyenne (-) le
long des caractéristiques (2.13) : pour & = u+ N € L*(R3; B3 (R?)), on pose

(@) = (u) = {u) + N, (2.14)
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ou

R
(uy (1,y,v) = lim Rt u(T,Y,V)(s;7,y,v)ds pour u € L2(]Ri; B%(]Rif’)), (2.15)

R—oo 0

la limite ci-dessus ayant lieu dans LQ(RE;Bi(Riﬁ))—fort. Alors l'opérateur (-) est bien défini
sur L?(R3; B3 (R1E?)). En effet, les caractéristiques (2.13) générent le systéme dynamique (2.11)
défini sur l'espace de phase R, x RZ x R3. De plus, pour tout u € L?(R3; B%(Rif’)), on a

R
HRI/ u(s +7.Y(s;7,y,0),V(siT,y,v))ds
0

S HUHL2(R3.BQ (R1+3)). (216)
L2(RE:B5 R+ ) AT

D’ou nous pouvons espérer des propriétés de compacité pour les ensembles
R
Ril/ u(s+7,Y(s;my,v),V(s;T,y,v))ds + N : R>0 (2.17)
0

le long des caractéristiques (7,Y, V). Le Théoréeme d’ergodicité de Von Neumann [36, Theorem
I1.11, page 57] conduit & : pour tout u € L*(R}; B3(R11?)), la suite (2.17) converge fortement
dans LQ(RE;BI%‘(R%;?’)) vers une fonction w € LQ(RE;Bi(RiES)) lorsque R — 00, et on le
note par (). D’apres la définition (2.15) et par U'inégalité (2.16), on a (u) = (u) = (u) + N.
Finalement, si (u) = (w), alors u — w € N, et d’apreés (2.16), on a

(=)l

Ce qui conduit & () = (w). Ainsi, 'application @ + (u) est bien définie de L?(R3; Bi(RiE?’))
dans lui-méme.
Dans ce qui suit, nous notons par (7 (s), Y (s), V(s)) la fonction vectorielle

<llu—w =0.
iy = 1T Wlees ey

(T7 y? V) H (T(S; T? y? V)? Y(S; T? y? V)? V(S; T? y? I/))'

Proposition 3. L’application () : L*(R3; B1(R1E?)) — L*(R3; B4 (R}1?)) est linéaire et conti-
nue. Elle coincide avec la projection orthogonale des éléments de LQ(RE;BI%(R;Z?’)) qui sont
invariants par rapport d la fonction vectorielle (T (s),Y (s),V(s)) :

uo(T(s),Y(s),V(s))=u VseR.

Ces éléments sont en fait les fonctions de LQ(RE;BEX(R;Z?’)) qui sont constantes le long des
caractéristiques (T,Y, V).
Preuve. La continuité de (-) découle de (2.16) : prendre limp_,~, de part et d’autre. Il ne

reste qu’a montrer que (-) est la projection orthogonale sur le noyau de P. Soit

S = {u e L*(R3; Bi(Rff’)) : P =0 au sens des distributions sur Riff’ x R3} = ker P. (2.18)

14

Nous notons par P Popérateur de projection de L?(R3; B% (]Rﬁf’)) dans S. Le Theoreme d’ergo-
dicité de Von Neumann affirme que pour tout u € L?(R3; B%(Rifg/g)), on a

R
Rlim Rt w(T,Y,V)(s;7,y,v)ds = (Pu)(r,y,v), pour presque tout (7,y,v) € Ryf x R3.
— 00 0 )
(2.19)
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De plus, on a également
M (uw)dv = | M (wPu)dv pour i € L*(R}; B3(R1E?)) et w € S. (2.20)

R} R3

Ainsi, d’apres (2.19)-(2.20), (-) coincide avec P sur S. D’autre part, il est clair que S est consti-
tué d’éléments de LQ(Ri;BZ‘(REf}) qui sont invariants par rapport a la fonction vectorielle
(T(s),Y(s),V(s)). Clairement (voir [15, page 308]), on a

P(uw) = aP(w), u € K(R; A) N S et w € L*(RY; BA(REE?)), (2.21)
ot K(R3; A) désigne 'espace des fonctions continues & support compact de RS dans A. =

Remarque 2. Il est important de noter que 'opérateur moyenne ne commute pas en général
avec les dérivées par rapport a v. En effet, la fonction \V\Q /2 vérifie ’équation de contrainte
(2.23), mais non pas d(|v|* /2)/dv1 = v1, de sorte que P'on ait

o (v o [\ _
(& ()& )

ce qui en d’autres termes impliquerait que v soit constante le long des caractéristiques associées
a I’équation de contrainte (2.23).

2.2.2 Equivalence entre la dualité au sens des distributions et la dualité dé-
finie a aide de la moyenne.

Le résultat ci-dessous établit la relation entre la formulation faible au sens des distributions et
la formulation faible par rapport & la dualité dans L(R3; Bi(Ri?)). Supposons (2.10) toujours
satisfaite.

Théoréme 17. Soit f € LQ(R,?j;Bi(Riy)) telle que

/ M(f(aw+1/-Vyw+(1/><B1)-Vyw>>du—0 (2.22)
R3 or
pour tout 1 € C3°(R3) @ A%°. Alors, on a
o L,y B1)-V,f =0 dans R?  x R3 2.23
8T+V yf—l-(I/X 1)~ I/f_ ans T,yx ) ( )
c’est-a-dire,
/ f (830 +v-Vyp+ (vxBy)- V,,cp) dydrdy =0 (2.24)
R: xRS~ \OT

pour tout ¢ € C°(R3) ® C°(R7 ). Inversement, si (2.23) est vérifiée, alors il en sera de méme
pour (2.22).

Preuve. 1) Montrons d’abord que (2.22) implique (2.23). Pour cela, soient 6 € CSO(R‘T{y)
et ¢ € C°(R3) fixés. Soit 1) € A®. On définit de maniere classique 6 * ¢ par : (6 x ¥)(7,y) =
Ja 0(s,)¢(T — s,y — €)dsd¢ pour (1,y) € R x R3. Observons que 6 * 1) € A (voir la preuve
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de la [45, Prop. 2.3]) avec 0 éhp =
(0 * 1) ® ¢ comme fonction test dan

(O x1) € A® et % Vyip = Vy(0x1) € A, on a (avec

@
.2.22))

/RgM<f KH*ng+V'(9*Vy¢)>¢+(9*¢)(l/><B1)-Vy¢})dz/:0.

o (r (05 +v-0x9y0)) o) = 21 (@) (52 +v- Vi) o)

ot O(t,y) = (—7, —y). De plus, si on pose g = f(vx B1) (appartenant & Bi(Rﬁ’y)z)’ pour chaque
v € R3), alors

M(f(8%¥)(v x B1)-V,¢) = M((6 x¢)g - V,0)
=MW(0*g) V,0).

Posons également fg =0+ f et gg = 0 % g. Alors fy € A® et gg € (A°)3 avec

/]R <f9¢ ( A +uv- VzﬂP) (g0 Vu¢)¢) dv = 0. (2.25)

Cependant, par analogie, en utilisant la représentation intégrale de la moyenne (voir (1.2)), on

a
RDXA(A z

ou~ = G(-) est la transformation de Gelfand sur A. Puisque v et ¢ sont arbitrairement choisies,
il vient que

a —
877# +v- Vb —div, 8¢ = 0 dans R x A(A). (2.26)
Rappelons que fp € A® et gg € (A>)3, on intégre chaque terme de (2.26) séparement (par

rapport a 6.,y € A(A), ot 6, est la mesure de Dirac au point (7,y)) pour obtenir

0
8—w +v - Vb — div, gg = 0 dans R3 x Riy. (2.27)
En effet, explicitons le mécanisme d’obtention du terme .On a

% oY\ _ o
E(é(‘r,y)) - <5(T7y)a 87’> 87'( y)

On répete ce processus pour obtenir les autres termes de gauche de (2.27).
Multiplions (2.27) par ¢ € C§°(R3) ® C§° (Riy) et intégrons sur R3 x R?  on obtient

T,y

0
/ (fe(;p + fo(v-Vyp) + 8o - V,,go) drdydv = 0.
R% , xR3 T
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Mais
dp
/Ri,yXR‘?, fo <8T +uv- Vyg0> drdydv
0
= / / 0(s, ) f(T+ s,y + &, v)dsd§ <“’ +v- Vygo) (7, y, v)drdydy
RY, <R3 \JR?, or
et

/ go - Vypdrdydy
R% xRS

= (0% (f(v x By))) - Vyedrdydy

4 .
R%  xR3

/]Rf},y xR3 (/]R

D’apres le Théoreme de Fubini, on obtient

0(s, OIf (T + 8,y + &) (v X Bu(r + 5,y +§))] - Vusodsd€> drdydy.

4
5,

Jrs 005, E)ras  xmg F(T+ 8,y +&, V)22 + v Vyp

2.28
+(v x Bi(t+s,y+£)) - Vop)drdydv]dsdé = 0. (2.28)

Puisque la fonction # est arbitrairement choisie dans (2.28), on a
Jpa g ST+ 8,9+ E0)(GE + v Vit (v x Bilr + 8,y +£)) - Vp)drdydy = 0 (2.20)

pour presque tout (s, &) € R%.

(2.29) étant vraie pour presque tout (s, &) € R*, alors 'ensemble de tels (s,¢) est évidemment
dense dans R*. Ce qui conduit & la véracité de (2.29) pour tout (s,&) € R%. En effet, il suffit de
le vérifier pour (s,&) = (0,0).

Pour cela, soit R* 3 (s,,,&,) — (0,0) dans R* lorsque n — oo, avec (s, &,) vérifiant (2.29).
On réécrit (2.29) avec (sp,&n) et par le changement de variables (7,y) — (T + sp,y + &), on
obtient

fR‘Tl,yng f[%f—(T —Sn,Y — €n7 V) +uv- Vy(P(T —Sn, Y — gnv V)

+(v x B1(7,y)) - Voo (T — Sp,y — &n, v)|drdydy = 0. (2.30)

D’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, lorsque n — oo, on a

0
/ f(a(p—l—y-vygo—&—(uxBl)-Vl,cp>deyd1/:O
R xR3 " \OT

pour tout ¢ € C3°(R3) ® C5°(R7,).

2) Inversement, supposons que (2.23) soit vraie, et soient ¢ € C§° (Rf‘.7y) et ¢ € C(R3) @ A,
Pour € > 0 arbitrairement fixé, on pose ¥(7,y,v) = p(eT,ey) (7, y,v) pour (1,y,v) € Rﬁy xR3.
En prenant ¢ comme fonction test dans la formulation variationnelle de (2.23), on obtient

Jgr FeFE (e e) + ple &) 58 + v - [V (e ) + (e, e) V)]
+(v x By) - (p(e,e)Vy0))drdydr = 0.
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En faisant le changement de variables t = e7 et = ey, on obtient

0 0P\ *©
L2 (05040 (52) 4 0 Va4 0lT,0)7] + (v x B) - (9,0 ) didady =0

ou wé(t,z,v) =w(t/e,x/e,v). En faisant tendre £ — 0, on aboutit &

/R7 M (f [gf +v-Vyo+ (v xBi)- V;ﬂﬁ}) odtdrdy = 0.

Puisque cette derniere égalité est vraie pour toute fonction ¢ arbitrairement choisie, on a alors

/R3M<f {gf_ﬁﬂLV‘vyéf)Jr(VXBl)'qub})dV:O Vo € CS°(R3) @ A,

qui conduit a (2.22). Ce qui achéve la preuve. m

2.2.3 Résultat d’homogénéisation.

Dans cette sous-section, la suite fondamentale sera notée F'. Supposons que le champ élec-
tromagnétique dans (2.1)-(2.2) est fortement oscillant et donné par

t 1 t
Ef(t,z) = FE (, ) , B*(t,z) = By (, x> + -B; (, x) pour (t,z) ER3, >0
e e € e e

ol les fonctions FE et B; vérifient 'hypothese suivante :
3
B, B; € [Bi(RIH) N L=(R})|, i=0,1. (2.31)

Avant d’énoncer notre principal résultat d’homogénéisation, nous aurons besoin de ce résultat
(voir [7] pour sa preuve) qui sera d’un intérét particulier dans la preuve de I'unicité de la solution
du probleme limite.

Théoréme 18. (Théoréme d’unicité de Holmgren). Soit k > 0 un entier naturel, et soit
P = Z\algk ao(x) DY un opérateur différentiel d’ordre k dont les coefficients sont analytiques

dans un voisinage de x € RN. Soit T une hypersurface analytique et non caractéristique en .
Si u est une solution de classe C* du probléme de Cauchy suivant

Pu=20
D =0, |a| <k -1, surT,
Alors uw = 0 sur tout voisinage de x.

Nous rappelons que, pour un opérateur linéaire P =3, <, aq(x)0, une surface d’équation
¢ = 0 est dite non caractéristique si et seulement si 3=, aa(D@)* # 0 avec Do = (0'¢)1<i<k-
Notons également que le Théoréeme d’unicité de Holmgren est un cas pratique du Théoreme de
Cauchy-Kowalevski. Il assure 1'unicité des solutions de classe CF pour les équations linéaires &
coefficients analytiques. Sous ’hypothése (2.31), on a le résultat suivant
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Théoréme 19. Soit A une M-algébre sur ngf Pour tout € € F, soit f. l'unique solution de

(2.1)-(2.2). Alors, il existe une sous-suite F' extraite de F telle que la suite (f:).cpr converge

Y-faiblement dans L*(R% x R3) wers fo + N avece N = {u € B%(Rif) . M(Ju*) =0}, ou

fo € L2(R3; LA(R3; B%(Rﬁjﬁ)) Nker P) est la solution du probléme

%o (V) -V fo+ ((E+ (v x By)) - Vyfo) = 0 dans R x R} x R1E3 (2.32)
fO(O’ x? 87 y7 V) = fln(x?l V(O; S? y7 V))' '

Preuve. D’aprés le Théoréme 12 et (2.8), il existe une sous-suite F’ de F' et une fonction
fo € L>=(0,T; L*(R3; L*(R3; Bi(R;Z?’))) telles que lorsque F’ 3¢ — 0, on a

fe — fo+ N dans L*(R3 x R3)X-faible. (2.33)
Rappelons que si u € N, alors
M(uwv) =0 Vv € B3(RIE?). (2.34)
Puisque le champ électrique E € B (Rizzg)?’, on déduit que (voir [30, Example 4.1])
E° — E + N dans L*(R3.)%S-faible .

Ainsi, en considérant E comme fonction test dans la convergence ci-dessus (rappelons que E €
(BA(R1E3) N L (R1E3))?), on aboutit & la convergence forte suivante

E° — E + N dans L*(R3.)*%-fort . (2.35)
Par une approche similaire , on a également
B: — B; + N dans L*(R3.)3%-fort , i =0, 1. (2.36)

La suite de la preuve se fera en trois étapes :

Etape 1 : le probléme limite. Revenons a (2.1). Considérons la fonction test ¢ (¢, z,v) =
¢ (t,z, L, Z,v) pour tout (t,z,v) € R} xR?, ot ¢ € C5°(RE xR?*) @A™, Alors ¢° € C° (R} xR3).
Multiplions (2.1) par 1%, puis par une intégration par parties en utilisant le fait que V, -v =0
et V, - (E° + v x B®) =0, on obtient I’équation

g g
g 2 ()2 () o+ b G s
— Jrg.xpa Je[(B° + v x Bj + tv x BY) - (V) ]dtdedy = 0.
Multiplions (2.37) par e, puis passons a la limite dans chaque membre du résultat obtenu lorsque
F’' > & — 0 (en utilisant le Théoréme 13 pour le premier terme et le Corollaire 1 pour le second
terme ), on obtient alors

O WY (2 6+6(v-(V$w)€)+u~(vy¢)€ dtdzdy
R3, xR ot or

~ M ( fo [aw tu vyw]) dtdzdy
R3, xR3 or
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et

/]RS B3 fe[(eEf +e(v x By) +v x BY) - (V,¢)%]|dtdzdy
- M(fol(v x By) - V,i])dtdady.
R3, xR3

Par conséquent, on a
oY
—/ M fo| 5= +v-Vy+ (vx By):- V| | dtdedy = 0. (2.38)
R3. xR3 or

En choisissant dans (2.38) (¢, z, 7, y,v) = o(t,2)d(T,y,v) ot p € CC(R3:) et ¢ € C(RS)® A,
on obtient (vu que ¢ est arbitrairement choisie)

0
/3 M (fo(t,x, ) L?f +v-Vyp+ (vx By)- V,,qb]) dv = 0. (2.39)
RI/
Soit f = fo(t,z,-). D’apres le Théoréme 17, (2.39) implique
0
8—£+V~Vyf—i—(yxBl)-V,,f:Odans]RiyXRE, (2.40)

ce qui signifie que f € L?(R3; B%(Rif;g)) est solution de (2.40), et par conséquent fo(t,z,-,) €
ker P pour presque tout (t,z) € ]R‘}. Considérant toujours la méme formulation variationnelle
(2.37), mais avec ¢ € C5°(R3) ® [(C§°(R2) ® A®) Nker P] comme fonction test, on est conduit &

Lo 1(50) +v (T (B v B (T Py atasan =0

En faisant tendre F’ 3 & — 0 et en utilisant le fait que ¢ € ker P, on a

/Rg T (fo [%f +v- Vo + (E+v X Bo)- vwa dtdzdy = 0. (2.41)

Puisque fo(t,,-,) € ker P pour presque tout (t,r) € R}, et d’aprés (2.20), (2.41) se réécrit
comme suit
o

/ M(fo <+V'Vx¢+(E+VXBo)~V,ﬂ/J>> dtdzdy = 0,
R3 xR3 ot

ce qui est équivalent a (en utilisant la linéarité de (-))

_ /RJ Ry <f0 <‘?;f> + vV + (B +v x Bo) - vyw) dtdzdy = 0. (2.42)

Etant donné que () commute avec les translations le long des caractéristiques (voir [8, Prop.
4.2]) et d’apres la Proposition 3, il commute également avec toutes les dérivées par rapport a t
et x, de sorte que 'on ait

<?f> -2 (¥) = o (rappelons que ¢ € ker P).
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En répétant ce processus au second terme de (2.42), on obtient également

<V : Vﬂﬁ) = <V> ) <Va:1/f> = <V> -V

Etant donné que 'opérateur moyenne ne commute pas en général avec les dérivées par rapport
a v (voir Remarque 2), en général, nous n’aurons pas toujours (V, ) = V,, (¢). Par conséquent
(2.42) se reformule comme suit

[ (5|2 ) Vet (B + (v x Bo)) - V)| ) dedtav =0,
RZ.xR3 ot

ce qui est équivalent a (voir Théoreme 17)

% +(v) - Vofo + (E + (v x Bo)) - Vi, fo) = 0 dans R} x RS x RpFS. (2.43)

Donnons une expression plus précise de (v). En effet, on a

R
W) (r,y,v) = lim R™* [ V(0;s+7,Y(s;7,9,v),V(s;7,y,v))ds

R—oo 0

R
= lim R} V(s;T,y,v)ds,
0

R—o

de sorte que
R
(V) (1,y,v) = lim R™! V(s;T,y,v)ds. (2.44)
R—o0 0
De facon analogue, on a également

R

(E)(ry,v) = lim R™" [ E(T,Y)(s;7.y,v)ds
R—o0 0
R

= lim Ril E(S—I—T,Y(&T,?J,I/))d&

R—o0 0

et
R
<V X B0> (’T,y,V) = lim R_l (V(S;T7y7 V) X BO(S +T’Y(S;Tayay)))d8‘

R—o0 0
Etape 2 : la condition initiale. Soit 7 € C1([0,T]) avec n(T) = 0, et soit ¢ € [CS°(RS x
R3) ® A®] N ker P. Posons ¢ (t,z,v) = n(t)(x,t/e,x/e,v) ((t,z,v) € REL x R3). Alors en
utilisant le fait que P¢ = 0, on a

—n(0) ng,V ¢ (2,0,%,v) f™(z,v)dxdy
- fR;",u felo®+n(v-(Ved)® + (E° +v x BY) - (Vy,¢)°| dtdzdy =0

o RY , = R x R} et R}, , = R} x RY. En faisant tendre F’ 3 & — 0, on obtient

=1(0) Jg , /7 (@, V)M (4(2,0,,v))dzdv

—Jez M(folW'd+n(v- Vo + (E +v x By) - Vo] dtdedy = 0. (2.45)
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A ce niveau, nous nous intéressons au premier terme de la partie gauche de (2.45). Observons
tout d’abord que si on note par ®2 la solution de (2.13) prenant a 'instant s = ¢, la valeur (y, v),
on a évidemment ’égalité : pour tous s, 7 € R,

Y (s, Y(758,5,0),V(r;8,9,0)), V(s; 7, Y (73 8,9,v), V(5 8,9,v))) = (y,v),
de sorte que si I'on considére I'application ®2 : R? x R? — R3 x R? définie par

Qi (y,v) = (Y(s;7,y,v),V(s;T,y,1v)),

elle vérifie
(D] (y,v)) = (y,v) V(y,v) € R® x R®.
Ainsi, l'application ®: est inversible d’inverse ®7. De fagon analogue, on définit Y2 et V°.
Puisque ¢ € ker P, on a

qs(a?? 07 y7 V) = ¢(x7 87 Y(S; O? y7 V)? V(S; 07 y7 V))
= ¢(x, s, P5(y, v)) pour tout s € R,

d’out

J

Fim (@, ) M (6(x,0, -, v))dzdy — / FIM((6))dwdy

6 6
T,V Rz‘,u

] R
= firM ( ngnooR*1 \ o(z, s, D5y, y))ds) dzdv.

RS,

Etant donné que ¢ est a support compact par rapport a (z,v), on a

R
M((6)) = lim \B,,rl/B (hm R*l/o ¢(x,s,c1>3(y,y))ds> dy

p—0 R—o0

p—00,R—00

R
= dm BT R [[ 6(as, ®5(y.0))dsdy.
B, Jo

Par conséquent

p—o0,R—00

/ f™(x,v) lim  |B,| ™" R_l/ /R¢($ s, ®5(y,v))dsdy | dedv
RS ’ L B, Jo » S5 LolY; Yy

R .
m (5, R ] ¢<x,s,<1>3<y,u>>fm<x,u>dsdy>dmdu
B, J0

R )
( lim B, R / / ¢<x,s,y,u)f’"<x%V;(y,v»czsdy) dadv
B, Jo
1 R ;
lim |B,|~ R_l/ / oz, 8,9, v) ™ (x, 2 V(0;5,y,v))dsdy | dedv
B, Jo

R )
tm 1R[] ¢<x,s,y,wfm(x,V<o;s,y,v>>dsdy>dmdu
B, Jo
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Précisons comment obtenir -V . En effet, dans le but de déterminer de fagon explicite -V (0; s, y, v),
on détermine d’abord V' (s;0,y,v) et ensuite on permute dans le résultat les positions de s et 0.
Ceci étant, puisque fy vérifie (2.43) et d’apres le Théoréme 17, on est conduit au final &

fo0,2,8,y,v) = (2.7 V(0;5,y,v)). (2.46)

En combinant (2.43) et (2.46), on obtient (2.32).
Etape 3 : I'unicité de fy+/N. Supposons que f" = 0 et montrons que fo(t,z,-,v) € N. Pour
cela, nous utiliserons la méthode classique de Holmgren.

Soit 7' > 0 un réel donné. Soit ¢ une fonction réguliére a support compact (en t, x, v)vérifiant

% 4 v-Vyo+ (v x By)-Vyp =0 dans R:, x RS

2.4
6'e Cg° () © [(C3°(BE) @ A™) Mker P, (247
et considérons le systeme
W v Vb + (E+vxBy)-Vyh=¢, 0<t<T (2.48)
w(T’ x? 7—7 y’ V) = 0' ‘

Alors (2.48) admet une unique solution réguliére v, dont le support est compact en (¢, z,v). De
plus, soit & = g—f +v- -V + (v x By) -V, Alors ® vérifie

W 4V, @+ (E+vxBg) -V, 0=0, 0<t<T (2.49)
(T, x,7,y,v) = 0.

L’unicité de la solution de (2.48) conduit & ® = 0 (d’apres le Théoréme 18), i.e., 1 vérifie (2.47).
En utilisant ¢) comme fonction test dans (2.32) on obtient

/ M (¢ fo)dtdxdv = 0.
R

Vu que ceci est vraie pour toute fonction réguliere ¢ vérifiant (2.47), et fy vérifiant (2.40), on
obtient M (|fo|*) = 0 (en considérant que la suite ¢, — fo dans L*(R3. x R3; B%(Rﬁyy))). Ce qui
montre que fo € N, et par conséquent 1'unicité de fo + N . Ce qui achéve la preuve. m

11 est important de noter que pour écrire le systéme homogénéisé (2.32) sous la forme conser-
vatrice, nous avions besoin que 1’égalité suivante

<(E+ v X BO) : v1/fO> = <(E +v X BO)> : vVfO

soit vérifiée. Ce qui en général n’est pas le cas, le cas étudié dans la sous-section 2.3.2 en est une
illustration.

Dans la section qui suit, nous allons présenter quelques applications de notre résultat d’ho-
mogénéisation. Dans certains cas spéciaux, ces applications nous permettent de mieux illustrer
ce résultat.

2.3 Applications

Dans cette partie, nous étudions quelques cas spéciaux de (2.1). Nous montrons en particulier
qu’on retrouve les résultats obtenus dans [8] et dans [17, Section 2].
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2.3.1 Le champ magnétique est simple.

Dans ce cas, on a By = 0. L’opérateur différentiel P de L?(R3; B%(Rifg?’)) dans L?(R3; B%(Rif’))
est défini ici par :

D(P) = {u € L*(R;; BA(R7%)) : Pu € L*(Ry; BA(R:E))},

Pﬂ:@+y-vyu, u € D(P).
or

Les fonctions caractéristiques (7,Y, V') sont bien définies et sont données par

T(s;my,v)=s+T1, Y(s;7,y,v) =sv+y, V(s;T,y,v) = .

Par conséquent, I'opérateur moyenne (-) est donné par
R
(W) (r,y,v) = lim R™' | u(s+7,s0+y,v)ds.
R—o0 0

De sorte que l'on ait

R
<l/> (1,y,v) = P}LHéOR_l V(s;T,y,v)ds = v;

0
R
(E) (t,y,v)= lim R™" | E(s+T,sv+y)ds;
R—o0 0
R
(v x By) (1,y,v) = lim R™! V(s;7T,y,v) X Bo(s+7,sv 4 y)ds
R—o00 0

R
= lim R7! v x Bo(s+ 1,50+ y)ds

R—o0 0

= (v x (Bo))(7, y,v).
Dans ce contexte, ’équation (2.43) devient alors

0
g +v-Vafo+ (E+ (v x Byg)) -V, fo) =0 dans R} x R x RT3, (2.50)

Tout comme dans la section pécédente, fy vérifiera la condition initiale suivante
fo(0,2,y,v) = f"(z,v). (2.51)

2.3.2 Equation de Vlasov sous l’'influence d’un champ magnétique oscillant
rapidement.

Dans cette sous-section, nous suivons I’approche de Bostan [8, Section 7]. Nous considérons les
oscillations par rapport a la variable temporelle uniquement 7 = ¢/. D’ou le champ magnétique
est sous de la forme ;

B(t,x) =0 (6

) B(x)

onfec Al ={uec A, :u € A}, A, étant une M-algébre sur R. D’aprés I'équation de Maxwell-
Gauss (div,B = 0), il existe un potentiel vectoriel C tel que B = curl C avec div ,C = 0.
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D’apres 1’équation de Maxwell-Faraday (0;B° 4 curl E° = 0), la partie rotationnelle curl du
champ électrique E° = V1 + curl ¢° est donnée par

t

1
curl p°(t, z) = —EQ (6

) C(x).
Par conséquent, I’équation de Vlasov devient alors

9fe
ot

VvV f 4+ (B - é(e/)fc 407 x B))- Vo f. =0 (2.52)

ou B = -V .

Dans ce cadre, lopérateur P de L?(R} x R3; B3 (R;)) dans L*(R} x R; B3 (R.)) est défini
par :

D(P)={ue L*(R} xR3; B4 (R,)): Pue L*(R} x R3; B3 (R,))},
_ Ou _
Pu=_——-0C-V,yu, ue D(P).
or

Les fonctions caractéristiques associées a P sont solutions du systéme d’équations différentielles
ordinaires :

aX _ 0 4T _ 1 dv — _g(T)C(X)
X(O; T? x? V) == x? T(O; T’ x7 V) = 7-7 V(O; T7 x’ V) = V?

c’est-a-dire,
X(s;myx,v)=a,T(s;mx,v) =s+7,V(s;T,z,v) = (0(1) — 0(s + 7))C(z) + v. (2.53)

L’opérateur moyenne le long des caractéristiques (2.53) est alors défini par

R
(u) (1,z,v) = lim Rt u(s+ 7z, v+ (0(1) — 0(s + 7))C(x))ds.

R—o0 0

Par le changement de variables s — ¢t = s 4+ 7, on est conduit a

R+T
(u) (r,z,v) = lim R~ " u(t,z,v+ (0(1) — 6(t))C(z))ds. (2.54)

R—o0 T

Pour tout ¢ € ker(P), on a % € ker(P) (pour 1 <14 < 3). Il vient donc que (9,,9) = 9,,.
Dans ce cas, ’équation homogénéisée aura une expression plus explicite que celle vue plus haut.
Pour cela, nous allons tout d’abord déterminer de facon explicite les termes (v), (E) et (§(v x
B)). Etant donné que E ne dépend pas des caractéristiques, on a (E) = E. Par la suite, en
utilisant (2.54), on a
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Et finalement,

R+7
(v x B)) (1,z,v) = ngnoo R7! : ’ O(t)[(v+ (0(1) — 0(t))C(x)) x B(x)]dt
= ngnoo R™! TR+T[9(T)9(t) — 6%()](C(x) x B(x))dt
caim B[ 0w x Bla))dt
R—o0 T

= ((0)0(r) - (6*))(C(z) x B(x)) + (6) (v x B(x)).
Dans ce cas, la fonction fo € L>®(0,T; L*(R3 x R}; B (R;))) est solution du probléme limite

G+ (v + (6(7) = (0))C) - Vo fo

(
HE +[(v x B) +0(r)(C x B)] (8) — (C x B) (62)) - Vo = 0 (2:55)
avec pour condition initiale
fo(0, 2, 7,v) = f™(z,v + (6(1) — (0))C(x)). (2.56)

Comparée aux résultats obtenus dans [8, Section 7], 'expression de I'impulsion ¢ le long des
caractéristiques est quasiment la méme, c’est-a-dire, ¢ = v + 0(7)C(x). Notons que dans [§],
la fonction 6 est T-périodique et prise dans C;eT(]RT). Ici, nos hypothéses sont beaucoup plus
générales. En effet, 6 est choisi dans AL = {u € A, : du/Or € A,}, A, étant une M-algebre
sur R. Elle intégre les fonctions T-périodiques de classe C' comme cas particuliers. De plus, elle
prend également en compte les fonctions presque périodiques de classe C! et bien d’autres types
de fonctions non périodiques. Rappelons que pour une fonction T-périodique u, cette égalité est
toujours vérifiée

R T
lim R~ u(r)dr = T_l/ u(T)dr.
R—o0 0 0
Des lors, nous pouvons dire que notre résultat dans ce cadre généralise celui obtenu dans [8,
Theorem 7.2].

2.3.3 Equation de Vlasov sous l’influence d’un champ magnétique externe
fort.

Notre objectif dans cette sous-section est de généraliser les résultats obtenus dans [17]. Pour
cela, nous considérons le cas spécial de (2.1) ou le champ magnétique B est égal a un vecteur
constant M = (M1,0,0), et est orienté suivant l'axe e, (e1,e2,e3) étant la base canonique
de R3. Nous supposons également que E et By ne dependent pas de la variable microscopique
y € R3, de sorte que les seules oscillations possibles soient par rapport a 7 = t/e. D’oi1 I'opérateur
différentiel P de L*(R}; B4 (R.)) dans L*(R}; B (R,)) est défini par :

D(P) = {u e L*(R;; B4, (R.)) : P € L*(R); B%, (Ry))}-

Pﬂ:?+(ux/\/l)-v,,u, i€ D(P).
T
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Les fonctions caractéristiques (7, V') associées a 'opérateur différentiel P sont hélicoidales autour
du champ magnétique M et sont déterminées par les relations suivantes

d
T(s;7,v) =s+7et CTZZV(S) x M avec V(0;7,v) = v.

Commencgons tout d’abord par le cas général on M = (M1, M, M3) avec M; € R. Alors on a
V=VxM=MV, V(0;r,v) =v (2.57)
ou la matrice M € Mj3(R) est donnée par :

0 Mz =My
M = —Mg 0 Ml
My —M;y 0

La solution de (2.57) est donnée par :
V(s;r,v) =eMV(0;7,v) = eMu.

L’opérateur moyenne (-) est donc défini par :

R R
(u) (r,v) = lim R™! u(s +7,V(s;7,v))ds = lim R™* u(s + 7, eMv)ds.

R—oo 0 R—o0 0

Le champ électromagnétique (E, By) vérifie ’hypothese suivante
E,By € (B3 (R;) N L¥(R,)))>. (2.58)

En suivant le raisonnement ayant permis l'obtention de (2.35) et (2.36), on a les convergences
fortes suivantes, qui nous seront utiles dans la détermination du probléme limite (2.61).

E° — E + N dans L*(R3.)3S-fort | (2.59)

et
B — By + N dans L*(R3.)%S-fort | (2.60)

ou N ={ue BflT(]RT) s M, (Ju|?) = 0}. .
Puisque le champ électromagnétique (E, By) est indépendant de la variable y, la ¥-convergence
faible intervenant dans la définition de (2.59) sera vue comme suit, lorsque € — 0

t t .
/3 E(-)-U(t,z, -)dtdx — /3 M (E(-) - U(t,z,))dtdz, V¥ = (;)1<i<s € (L*(R}; Ar))°.
R € € R, T

En remplagant E par By, cette convergence reste valable pour (2.60).

Au vu de tout cela, nous considérons la fonction test ¢ définie par ¢°(t,z,v) = ¥(t,x, é, v),
ot ¥ € (C°(R3 x R3) ® A%) N ker P. Multiplions 1’équation de Vlasov par ¢, puis par une
intégration par parties, on est conduit a

oY\ *© . . . .1 . B
_/R%XRSJ‘} [((%) +v-(Vo)* + (E° + v x Bj) - (V,9) _|_g(p¢) dtdedy = 0.
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En passant a la limite lorsque F’ 3 & — 0, en utilisant le fait que ¢ € ker P et (2.59)-(2.60), on
obtient
o

_/RS R (fo K@t) Vv Ve + (B + v x BO)-V,,watdxdu:O.

Etant donné que fy € ker P (dii a (2.20)) et d’apres la Proposition 3, I’équation ci-dessus devient

L (1 ][(57) + @) Vat +- (B + 0 x Bo)) - V)] ) dededv =0,

D’apres le Théoreme 17, cette équation est la formulation variationnelle de

0 ) Vefot (B4 (v x Bo) - Vifo) =0 dans B < B x B, (261)

Donnons une expression précise de (v). En effet, on a

R R
= lim R°Y | V(s;r,v)ds= lim R [ eMuds.
R—o0 0 R—o0 0

() (r,v)

De méme, on a également

R R
(E)(r,v) = lim R™* | E(T)(s;7,v)ds = Rlirn R™Y [ E(s+7)ds,

R—o0 0 —00 0

et

R R
(v x By) (1,v) = lim R™! V(s;7,v) x Bo(s+7)ds = lim R~ [ (eMv) x Bo(s + 7)ds.
R—o0 0 R—o0 0

Tout comme dans la section précédente, on montre aisement que fy vérifie la condition initiale
suivante

fo(0,2,5,0) = f™ (2, V(0;5,v)) = f"(x,e*Mv). (2.62)
Par conséquent, on a le résultat d’homogénéisation suivant :

Théoréme 20. Supposons que (2.58) est vérifiée. Pour tout € € F, soit f. l'unique solution de
I’équation de Vlasov. Alors il existe une sous-suite F' extraite de F telle que, lorsque F' > & — 0,
la suite (f-)zcrr converge S-faiblement vers fo+N dans L*(R} x R3), avec N = {u € B3 (R,) :
M (Ju]?) = 0}, od fo € L*(R}; L*(R}; B3 (R1)) Nker P) est solution du systéme (2.61)-(2.62).

Remarque 3. Nous ne pouvons étudier le cas général ou les oscillations interviennent également
suivant la variable spatiale. En effet, la matrice M considérée plus haut est a déterminant nul.
Par conséquent, elle n’est pas inversible. Ce qui implique que la caractéristique en Y ne peut
étre déterminée. Des lors, lorsque nous sommes dans le cas d’un champ magnétique externe fort
et constant, les oscillations ne peuvent étre prise par rapport a la variable spatiale. Ceci nous
permet de mieux justifier 'hypothese prise sur le champ électromagnétique dans I'introduction
de cette sous-section.



37

Revenons au cas particulier énoncé en introduction de cette sous-section. Nous suivons ’ap-
proche développée dans [17]. Si le champ magnétique M est orienté suivant l'axe ej, alors,
sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer que M = (M;y,0,0). Des lors, I’équation
caractéristique en V' est équivalent au systéme suivant

Vl =0; Vz = VsMy; V3 = —VoM,. (2.63)

Ainsi, on a Vi(s) = v1. Concernant les deux autres équations de (2.63), elles peuvent se réécrire
comme suit
V* = CV* avec V*(0) = (12, v3),

ou V* = (Vo,V3) et C' € M3(R) est donnée par

_( 0 M
C‘(—Ml 0 )

La solution de cette équation est donnée par
V¥(s;1,v) = eCVH0; T, v).

Déterminons une expression explicite de ¢ dans ce cas. Pour cela, posons

Cs:sC:< 0 3M1>.

—8M1 0
Nous rappelons que

(o]

-y L

n=0 n!
Posons t = sM;j. Pour tout k € N, on a

(—1)kt2k 0 0 (_1)kt2k+l
(CS)Zk — ot (Cs)2k+l —
0 (_1)k’t2k (_1)k’+1t2k+1 0

Ainsi, on aboutit a

0 1 2o g (— 1)k Zﬁom(—l)kt%ﬂ
n:On

=0 mer (CDRE 3R g (<)M
. cost sint
~\ —sint cost |’

car les développements en séries entieres des fonctions cos et sin (en utilisant la formule de Mac
Laurin) sont donnés par : pour tout z € R,

exp(iz) + exp(—iz) _ i(_l)n x

cos(z) =
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et
exp(ir) — exp(—ix)

sin(z) = 5 = E (-1)" ———
Dés lors, on a (avec t = s M)

Cs cos(sMy)  sin(sMy)
—sin(sMy) cos(sMy) |’

et par conséquent, il suit que
Va(s;T,v) = vacos(sMy) + v3sin(sMy) ; Va(s;7,v) = —vasin(sMy) + vz cos(sMy).
Au final, les caractéristiques sont données par
T(s;m,v) =s+71; V(s;7,v) = (11,2 cos(sMy) + vgsin(sMy), —va sin(sMy) + vz cos(sMy)).

Dans ce cas, le probléme limite sera alors

aa!];(]+ <V> wa0+ <(E+(V X Bo)) .vyf()) =0 dans R%—v % R?/ < RT_

Ainsi, nous aurons

R
(v)(r,v) = lim R! V(s)ds = (v1,0,0), pour v = (v1,v2,V3).

R—o0 0

En effet, apres quelques calculs basiques, les composantes de (v) sont données par

R R
<V1> (T7 V) = lim Ril Vl(S)dS = lim Ril Vlds =1
R—o0 0 R—o0 0

(1) (1,v) = lim R™'M7 vy sin(RMy) 4 v3(1 — cos(RM;))] = 0

R—o0

(v3) (1,v) = lim R™'M*[va(cos(RM1) — 1) + vgsin(RMy)] = 0.

R—o0

Nous avons également

R—o0 0 R—o0 0

et

La condition initiale vérifiée par fy dans ce cas est donnée par
fo(0,z,s,v) = fm(:r,L V(0;s,v))

avec fi"(z,2 V(0;s,v)) = f™(x,v1,v9 cos(s M) + v3sin(sMy), —v sin(sM;) + v3 cos(sMq)).
Nous constatons donc que nous avons des résultats similaires & ceux de [17]. La principale
différence vient du fait qu’ici notre hypothése de structure (2.58) est plus générale. Elle englobe
les fonctions de classes C' presques périodiques, quasi périodiques et bien d’autres. Les fonctions
de classes C' périodiques ne sont qu'un cas particulier. Par conséquent, nous pouvons conclure
que notre Théoreme 20 généralise effectivement celui obtenu dans [17, Theorem 1.1].
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2.3.4 Homogénéisation du systeme de Vlasov-Poisson sous l’influence d’un
champ magnétique externe fort.

Soit € > 0 un réel. Considérons le e-probleme décrit par le systeme Vlasov-Poisson classique.
Puisque nous voulons étudier ce systeme sous l'influence d’'un champ magnétique externe fort,
cette influence sera matérialisée dans I’équation de Vlasov par le terme %(V x Bf). Des lors,

I’équation de Vlasov s’écrit comme suit

afe
ot

1
+v-Vefe+ (B + g(u x BS))-V,f. =0 dans R} x R?, (2.64)
A Téquation (2.64) est associée 1'équation de Poisson
Ve E.=—A¢p° = 477/ fedv dans RY, E. = —V,¢°. (2.65)
R3

Les conditions initiales suivantes sont associées a ces équations :

f-(0,z,v) = f™(x,v) dans R? x R, (2.66)

E.(0,z) = E™(z) dans R>. (2.67)

De plus, on suppose que les fonctions initiales f™ et E™ vérifient les hypothéses

fm >0, fe L'n L*(R® x R?),0 < /

R3xR

3(1 + v frdady < oo, (2.68)

E" € HY(R3)3, HEO

(SK(1<i<3), (2.69)

ot |||, représente la norme dans H' et K > 0 est une constante. Sous ces hypothéses, le systéme
de Vlasov-Poisson (2.64)-(2.67) admet une unique solution (f., E.) avec f- € L>(0,T; L*(R? x
R3)) et E. € L>(0,T; H'(R?))? (voir par exemple [44] pour la preuve). Posons

p° :/ fedv et J® :/ vfedv. (2.70)
R3 R3

Le prochain résultat nous permet d’avoir une estimation a priori sur la solution du systeme.

Lemme 1. Supposons (2.68) et (2.69) satisfaites. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

1fell oo (0,72 (m8Y) < C (2.71)
2
<
HIV! Tl o s sy = (2.72)
De plus,
165 oo 0,7 £2(R3y) < € (2.73)

[N oo (0,712 (R3Y)s < C- (2.74)
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Preuve. [23]. =

Remarque 4. A- Puisque pf est bornée dans L°°(0,7T; L2(R?)) et que —A¢® = 4np°, E. =
—V. %, en utilisant les propriétés de régularité du Laplacien, on déduit que E. est borné dans
L>(0,T; H'(R3))3.

B- Etant donné que J¢ est borné dans L°°(0,7T; L*(R3?))3 et on a % est borné dans
L>(0,T; HY(R3)). Comme

dp* B dp*

OE. .
5 8t,(avec———47rJ)

ot

la régularité du Laplacien nous conduit a % bornée dans L>®(0,T; H'(R?)), ce qui permet
de conclure que % est borné dans L*°(0, T; L?(R3))3.

Nous avons ce résultat de convergence, qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 4. Soit A une M-algébre sur RI13. Pour toute € F, soit (fe, E<) € L*(0,T; L*(R%))x
(L>=(0,T; HY(R3)))3 la solution du systéme (2.64)-(2.67). Alors, il eviste une sous-suite F' ex-
traite de F' et un couple (f, E) € L>(0,T; L*(R3xR3; B4 (R'™3)))x L>°(0, T; H' (R?; B3 (R3)))3
tels que, lorsque F' 3¢ — 0, on a

fe = f+N dans L*(R3 x R3))Z-faible (2.75)

E. — E + N dans L*(0,T; H'(R?))3-faible . (2.76)

De plus, puisque les fonctions J° et p° sont bornées dans L°°(0,T; L*>(R3))3 et L°°(0, T; L*(R?))
respectivement, lorsque € — 0, on a également

p° — p+ N dans L*(R3)S-faible , (2.77)

J? = J + N dans L*(R3)3%-faible (2.78)
ou p= [ps fdv et J = [psvfdv.

Preuve. D’apres (2.71), (2.73)-(2.74) du Lemme 1 et le Théoréme 12, il existe une sous-suite
F' extraite de F et un triplet (f, p, J) € L°(0,T; L*(R3xR?; B (RLE3)))x L (0, T'; L*(R?; B3 (R}E?))) x
(L>(0,T; L*(R?; B3 (RLE3))))? tels que lorsque F' 3 € — 0, on a (2.75), (2.77) et (2.78). D’autre
part, d’aprés la partie (A) de la Remarque 4 et le Théoréme 14, il existe E € L>(0,T; H(R?))3
tel que lorsque F' 3¢ — 0, on a (2.76). m

Nous allons dans la suite, déterminer le probléme limite vérifié par le couple (f, E). Pour
cela, commengons d’abord par le champ électrique E. Soit ¢ € C°(R3) ® A°°. Considérons
la fonction test ¥°(t,z) = ¥(t,x, ﬁ, Z) pour tout (t,x) € R3., alors ¢° € C§°(R3.). Multiplions
I’équation de Poisson V, - E. = 4mp® par ¢°, puis par une intégration par parties, on obtient la
formulation variationnelle suivante :

- [, Be ((Va0) 4 29,0 ) dodt = [ o dodt. (2.79)

T

Multiplions (2.79) par e, par passage a la limite lorsque F' 2 & — 0, on a
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- / M(E - V,i)dadt = 0.
R
L’équation ci-dessus est la formulation variationnelle (voir Théoréeme 17) de

3 143

Vy'E:OdansRTXRTZ ,
ce qui signifie que E ne dépend pas de la variable microscopique y. Montrons également que
E ne dépend pas de 7. Pour cela, soit ¥ € (C5°(R3) ® AX)3. On considére la fonction test
Ue(t,x) = ¥(t,z, L) pour tout (¢,z) € R}, alors ¥¢ € (C§°(R%))3. Multiplions I'équation de

Maxwell-Ampere agtf = —4nJ® par V¢, puis par une intégration par parties, on obtient

B 10
| B (Lot i Ly — 4 © U dadt.
/R% . ((8t )’ + (5 ))dwdt W/IR%J dudt

e
Multiplions 1’équation ci-dessus par ¢, par passage a la limite lorsque F’ > & — 0, on a

- | M(E- 2\If)da;dt =0.
Ri’% or

Une fois de plus, cette équation est la formulation variationnelle (Théoreme 17) de

0

5, F =0 dans R3. x R,.

Donc E ne dépend pas de la variable microscopique 7. En utilisant dans (2.79) la fonction test
suivante ¥°(t, ) = (¢, z) pour tout (¢t,z) € R3., ot ¥ € C§°(R3.), on est conduit a

_ / E. . Vodedt = dn / ot
R3 R3
T T
Par passage a la limite lorsque F’ 3 ¢ — 0, en utilisant (2.76) et (2.77), on obtient
—/ E -V pdedt = 47r/ M (p)ydaxdt,
RY R

qui est la formulation variationnelle de 1’équation suivante
V.- E = 47np dans R3, (2.80)
avee j(t,z) = M(p(t,2)) |, (t.7) € B
Puisque E ne dépend pas des variables microscopiques et que H!(R3) C L?(R3) avec I'injection
compacte, il vient d’apres (2.76) que
E. — E dans L*(R})3-fort. (2.81)

Supposons 'hypothese de structure suivante sur le champ magnétique By

By € (B4R N L=(RE))%. (2.82)
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En raisonnant de fagon analogue qu’a la sous-section 2.2.3, on montre que le champ magné-
tique B vérifie la convergence suivante (voir par exemple 1’égalité (2.36))

B5 — B + N dans L*(R3.)3S-fort lorsque F' 3 ¢ — 0.

Revenons a 1’équation de Vlasov et procédons comme dans la sous-section 2.2.3 plus haut.
L'opérateur différentiel non borné P de L*(R}; B%(R}%?)) dans L*(R}; B4(R1LL?)) est défini
par :

D(P) = {u e L*(R;; BA(R:}?)) : Pu € L*(R); BA(R:1%))},

Pﬂ:%—{—y-vyu—k(yxBl)-V,,u, u=u+N € D(P).

Nous désignons par (7,Y,V) = (T,Y,V)(s;7,y,v) les caractéristiques associées a 'opérateur
différentiel du premier ordre P et déterminées par le systeme
dT . dY v

5= 1, = V(s), = V(s) x B1(T(s),Y(s)) (2.83)

avec pour conditions initiales
T 7y, v) =7, Y(07,y,v) =y, V(0;7,y,v) = v. (2.84)

Le systéme (2.83)-(2.84) n’admet pas toujours une solution (voir Remarque 3). Pour la suite,
nous supposerons que ce systéeme admet une solution. Evidemment, cette solution sera de la
forme

{ T(simy,v) =s+7,Y(s;my,v) =y + J§ V(& T,y,v)dE (2.85)

W =V(s)x Bi(s+1,y+ [5 V(&7 y,v)dE), V(0;7,y,v) =v.

Par une approche anologue a celle utilisée pour la preuve du Théoreme 19 et d’apres le
Théoreme 17, on montre aisement que la fonction limite faible f (voir (2.75)) vérifie I'équation
limite

of

i (V) - Vof + E-(V,f) =0 dans R} x R} x R11?, (2.86)

car pour tout (t,z) € RS,

R
(E(t,2))(r.y,v) = lim R™ | E(t,z,T.Y)(s;7,y,v)ds = E(t,z),
R—oo 0
puisque E ne dépend pas des variables microscopiques et de la vitesse v. Tout comme pour la
preuve du Théoréme 19, on montre aisement que la fonction limite f vérifie la condition initiale
suivante

f0,z,s,y,v) = fm(a:,J‘ V(0;s,y,v)). (2.87)

Notons également que la fonction E vérifie la condition initiale
E(0,2) = E™(x) pour tout = € R?. (2.88)

Ainsi, sous les hypotheses (2.68)-(2.69), le probleme limite (2.80) et (2.86)-(2.88) admet une
unique solution (f, E) € L*(0,T, L*(RS ,; B1(R11?))) x L>°(0,T; H'(R?))? (voir [44]). Au vu
de tout ce qui précede et d’apres la Proposition 4, on déduit le résultat d’homogénéisation

suivant :
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Théoréme 21. Supposons ’hypothése (2.82) satisfaite. Pour tout € € F, soit (f., E¢) l'unique
solution du systéme (2.64)-(2.67). Alors, il existe une sous-suite F' extraite de F' telle que lorsque
F'>¢e — 0, la suite (f-)ecrr converge X-faiblement dans L*(R3. x R3) vers f + N et la suite
(E.)eerr converge fortement dans L*(R})? vers E, avec N' = {u € B3(R}1?) : M([ul?) = 0},
ot (f, E) est l'unique solution du probléme limite (2.80) et (2.86)-(2.88).

Dans le cas particulier ou le champ magnétique B; est constant et égale a M, d’apres
la Remarque 3, les oscillations par rapport a la variable spatiale ne sont pas considérées. On
suppose que M = (M1, My, M3). L'opérateur différentiel non borné P de L*(R3; B3 (R))
dans L?(R3; B3 (R;)) est défini par :

D(P) = {u € L*(R}; B4, (R.)) : Pu € L*(R}; B} (R,))},

Pa:guﬂuxM)-vyu, i€ D(P).
T

Les caractéristiques associées a P sont données par
T(s;m,v) =s+7; V(s;m,v) =My

ou la matrice M est la méme que celle définie dans la sous section 2.3.3 (voir (2.57)). L’opérateur
moyenne (-) est donné par

R
Wrv) = tm B[ (st 7, M),
R—o0 0

Puisque E ne dépend pas des caractéristiques, le probleme limite dans ce cas sera

o,

o V) -Vaof + E-(V,f) =0 dans R} x R? x R,,

avec

R R
= lim R! V(s;7,y,v)ds = lim R} eMyds.
R—o0 0 R—o00 0

(v) (T,v)
La condition initiale satisfaite par f est alors
f0,z,5,v) = f(2, 2V (0;5,0)) = f"(x,eMv).

Le Théoreme 21 s’applique également a ce cas.

En suivant la méme approche que dans [17, Section 4], si on suppose les mémes hypotheéses
sur M, alors on obtient des résultats similaires et notre théoréme 21 s’applique une fois de plus
ici. D’ot1 nous pouvons tirer comme conclusion, qu’il généralise bien évidemment celui établi
dans [17, Theorem 1.4].



CHAPITRE 3

HOMOGENEISATION DE
L’EQUATION DE BOLTZMANN
LINEAIRE

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons étudier 'homogénéisation de 1’équation de Boltzmann. Cette
équation est le modele cinétique le plus adéquat pour la modélisation des phénomeénes de trans-
port, en ce sens, qu’il prend en compte non seulement les interactions entre les particules ; mais
aussi, les interactions entre ces derniers et le milieu dans lequel ils évoluent. Il sera question
pour nous, d’étudier le comportement asymptotique de la fonction de distribution des particules,
lorsque celles-ci évoluent dans un milieu hétérogene. Ainsi, dans cette étude, nous considérons
les oscillations en espace uniquement. L’analyse du probleme cellulaire découlant de 1’équa-
tion de Boltzmann linéaire fait ’objet de la premiére section de ce chapitre. Ensuite, 'analyse
multi-échelle de I’équation de Boltzmann est faite. Cette étude a donné lieu a un résultat d’ho-
mogénéisation. Quelques situations physiques d’application de ce résultat sont présentées par la
suite.

3.2 Le probleme cellulaire

3.2.1 Préliminaires

Nous menons, dans le cadre de ’homogénéisation déterministe, une analyse multi-échelle du
systeme suivant : pour tout € > 0,

(3.1)

565{;5 +a(v) Vife = %ngg dans (0,7) x RY x V,
f-(0,2,v) = f(z,v) dans RY x V,

ou V est un sous-espace localement compact de ]Rfjv muni d’une mesure positive p dont les
propriétés seront précisées dans (3.6), et f- = f-(t,z,v) ((t,x,v) € (0,T) x RY x V) la fonction
de distribution des particules. Les interactions avec le milieu modifient la structure physique des

45
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particules et sont localisées dans ’espace et le temps. Elles sont décrites par l'intermédiaire de
I'opérateur intégral suivant :

Q. fe(t,x,v)) = /V of(z,v,w) fe(t, z,w)dp(w) — X (z,v) f(t, z,v), (3.2)

ot o¢(z,v,w) = o(z,Z,v,w) (z,v,w) € RV x V2 et ¥°(z,v) = B(z,%,v) (z,v) € RNV x V.
La fonction o (resp. X) est tres souvent appelée fonction de transition ou taux de diffusion
(resp. fonction d’absorption). Dans cette étude, les fonctions o et ¥ sont supposées connues. En

supposant la conservation de la densité totale, i.e.,

Lo etz oduds = [ @ 0)dp(o)ds, (3.3)
R xV RY XV
on est conduit a
Y (x,v) = / o (x,w,v)du(w). (3.4)
1%

De plus, on admettra également que la fonction o (voir [3]) satisfait la condition suivante

[ o @v wdu(w) = | o (@ w,v)duw) (3.5)
v v
A Despace mesuré (V, u) et la fonction de vélocité a, on associe les conditions suivantes :

V est un ouvert borné de RY, suffisamment régulier.
La fonction de vélocité a: V — RN appartient ¢ W (V;RN).
1l existe deux constantes C,~vy > 0, telles que

p({v € V:la(v).£| < h}) < ChY, pour tout £ € SN~ h >0

(3.6)

Par la suite, nous aurons besoin de 'hypothése suivante sur la fonction de transition o :

o€ BRY x V x V; BY™(R))). (3.7)
Notons que cette égalité (3.7) est '’hypotheése de structure & travers laquelle nous étudierons
I’homogénéisation de ’équation de Boltzmann linéaire. Donnons quelques précisions sur cette
hypothese. En effet, en prenant en compte les propriétés du milieu, 'analyse de notre modele
devient plus complexe et nécessite une attention particuliére. Ces propriétés sont naturellement
incluses dans le comportement de la fonction o (& travers la variable microscopique y = £) et
influent sur le comportement général de la fonction de distribution f.. Ces propriétés dépendent
en général de la facon dont sont reparties les microstructures dans le milieu hétérogene. On peut
par exemple considérer que les microstructures sont équi-reparties, presque équi-reparties, ou
toutes autres hypothéses de distribution déterministe. Dés lors la fonction y — o(z,y, v, w) est
supposée périodique (par rapport a y), ou presque périodique, ou mieux encore asymptotique-
ment presque périodique entre autres.
On suppose que la fonction de distribution initiale f* satisfait :

Fir(a,0) > 0 et /R LR o) dedu(v) < Co < o, (3.8)
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Sous les hypotheses (3.6)-(3.8), le probleme de Cauchy (3.1) admet (pour chaque € > 0
fixé) une unique solution f. € C([0,T]; L(RY x V)) (voir [4, Theorem 2.1 (a)] pour la preuve)
vérifiant

([ fell Lo (0,7 2@ N 1)) < Co. (3.9)

Cette estimation découle directement de l'application de la méthode des énergies au systeme
(3.1) et 'utilisation de la condition (3.5).

Avant de passer a la sous-section relative au probleme celullaire proprement dit, nous allons
définir quelques outils que nous utiliserons. Considérons 1'opérateur différentiel non borné P de
L3(V; B%(]RZ]/V)) dans lui-méme défini par :

D(P) = {ue L*(V; Bi(Ry) : Pue L*(V; Bi(Ry)},

Pu=a(v)-Vyu— Qu, u e D(P), (3.10)
ou l'opérateur Q est défini par
Qf () = [ 0@y, v.w)(f(w.w) = Fu)duw) ( € BVBIRY)).  (311)

N

y ), C’est-a-dire,

et Péquation (3.10) est comprise au sens faible dans L?(V; B4(R
(Pu,¢) = / M (—ua(v) - Vy¢ — ¢Qu)dp(v) pour tout ¢ € C(V; A®). (3.12)
1%
On montre aisement en utilisant (3.5) que

[ (eQuidn() = [ Q' ¢)du(o). (3.13)
1% Vv

ou Q* est 'adjoint de I'opérateur de collision Q, et est défini par

Q"plw.y.0) = [ oy, w,0)(e(y: w) = oy 0)du(w), (3.14)

de sorte que ’équation (3.12) est équivalente a
(Pu,¢) = / M (u(—a(v) - Vy¢ — Q" ¢))du(v) pour tout ¢ € C*(V; A®). (3.15)
1%

De ’égalité (3.15), on en déduit que lopérateur adjoint P* de P est bien défini et s’écrit sous
la forme :

P*¢ = —a(v) - Vy¢ — Q0. (3.16)

Par la suite, si u € L*(V;N) N D(P) (N = {f € B4[R))) : M(|f>) = 0}) alors Pu = 0,
c’est-a-dire,
(Pu, ¢) = 0 pour tout ¢ € C=°(V; A™®). (3.17)

Ceci montre que I'opérateur P peut étre prolongé sur 'espace de Banach L?(V; Bi(]RéV )) par

Pii = Pu pour i = u+ N avec u € L*(V; BA(R])), (3.18)
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ol Pu = Pu+ N. En effet, daprés (3.17), si @ = @ alors u — w € N, d’ott P(u — w) = 0,
c’est-a-dire, Pu = Pw. Rappelons que L?(V; B%(Ré\[ )) est muni de la norme

1
2
Jut My = (] Mlut0)P)due) )
Le domaine de P est naturellement défini par
D(P) = {u € L*(V; B4A(Ry)) : Pu € L*(V; B4(R)))}-

Moyennant ces définitions de P et P, pour étudier les propriétés de P, il suffit d’étudier celles
de P en suivant I’approche développée par Schaefer [39].
Considérons l'opérateur integral K de noyau o défini sur L?(V; B4 (RY)) par

Kf(y,v) = /V oy, v,w) f(y, w)dp(w), pour tout f € LA(V; B4(RV)).

On montre aisement que 'opérateur K envoie contintiment L?(V; B%(RY)) dans lui-méme. En
effet, soit f € L?(V; B%(Rév)). Supposons que o € L>=(V x V; B4 N LOO(RéV)). On a

1K Py e ey = [, K F@IBdu)
- / M<|Kf<v>\2>du<v>
= [ ) (1 o) fo)dute) ) dyduto)
< [ Jim o () ot Pauu) [ 1) Pdut)) dudito)
< s fo(pow)? (1w Pdutw)) ddute)

(y,0,w)ERY XV XV y reo ‘Br‘ By

(car o € L™(V x V; B3N L®(R))))

<V )HUHLOO VXV xRY) HfHL2 VB2 (RY))

= CHfHLz(V;Bz(RéV)) avec C' = p(V )HU”LOO(VXVXR{J\’)’

ou || - ||2 représente la semi-norme de Besicovicth définie sur B%(RZ]/V ).
Considérons cette hypothese sur 'opérateur K qui nous sera d’une importance capitale dans
la suite.
K est un opérateur compact de D(P) dans L*(V; B4(R™Y)). (3.19)

Notons que cette hypothese (3.19) est satisfaite dans le cas périodique (voir [20]), et peut donc
étre prolongée au cas asymptotiquement périodique comme nous le montrerons dans la sous-
section 3.4.3. Par ailleurs, nous montrons également qu’elle reste satisfaite dans le cas presque
périodique (voir la sous-section 3.4.2), et par conséquent se prolonge aussi au cas asymptotique-
ment presque périodique.

Dans la sous-section qui suit, nous allons établir un important résultat relatif au probleme
cellulaire en utilisant le Théoréme de Krein-Rutman [9, Theorem VI.13, p. 100]. Notons que
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ce résultat de Krein-Rutman a été étendu aux espaces topologiques localement convexes par
Scheafer [39, (10.5), p.281]. Etant donné que L?(V; B%(R™)) est un espace vectoriel topologique
localement convexe et complet, nous suivrons dans ce cas I’approche développée par Scheafer
[39].

3.2.2 Probléme cellulaire

La Proposition 5 ci-dessous est une généralisation de celle présentée dans [20, Section 3] sous
des hypotheses de périodicité, et utilisant la version usuelle du Théoreme de Krein-Rutman pour
les espaces de Banach. Dans notre cas, nous considérons des hypotheses plus générales qui ne
remettent nullement en cause ’application du Théoreme de Krein-Rutman dans les espaces de
Banach [20, Section 3], mais plutdt sa généralisation aux espaces localement convexes. Cepen-
dant, les hypotheses pour I'application des résultats de [39] sont les mémes que ceux pour les
espaces de Banach. Tout d’abord, nous commencons par la description du noyau des opérateurs
P et P* ( les estimations obtenues ici sont uniformes par rapport a la variable macroscopique
x € RY). L'objectif infiné de cette sous-section est la résolution des problémes auxilliaires (3.20)
et (3.21) ci-dessous :

e le probleme cellulaire : pour g € L*(V; B% (Rjyv )) cherchons f € D(P) telle que

Pf=gdans R) x V (3.20)

et
e le probleéme cellulaire adjoint : pour ¢ € L*(V; B (Rév )), cherchons ¢ € D(P*) telle que

P*¢ = ¢ dans RZ]!V xV (3.21)

ott les équations ci-dessus sont comprises au sens faible dans L*(V; B3(RLY)). Il convient de noter
que, les équations (3.20) et (3.21) peuvent étre également comprises au sens des distributions
dans RN x V.

Proposition 5. Supposons que l’hypothése (3.6) est satisfaite et que 0 = o(x,-,-,-) € L=°(V X
V; BZ’OO(R?]JV)). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) II existe une unique fonction F € L*(V; BE‘(R;V)), vérifiant
PF =0, /‘/M(F)du(v) =1, F > 0 presque partout dans Ré\f x V. (3.22)

De plus, F' est l'unique solution de l’équation variationnelle
/V M(F(a(v) - Vyo(-,v) + Q" ¢(-,v)))du(v) = 0 pour tout ¢ € C=(V; A>). (3.23)

De méme, on a ker P* = span{XRéva}, ou XRVxv €5t la fonction caractéristique de
RY x V.
(ii) Soit g € L*(V; B%(Rév)). L’équation (3.20) admet une unique solution f dans D(P) si et
seulement si [, M(g)du(v) = 0. De plus, on a
12 v.B2 @)y < Cllgllie v,z myy); (3.24)

ot C' > 0 est une constante indépendante de g.
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(iii) Soit p € L*(V; BA( MY). L’équation (3.21) admet une solution ¢ € D(P*) si et seulement
si [,y M(oF)du(v) = 0 La condition [, M(¢)du(v) = 0 assure l'unicité de cette solution.
De plus, on a ’estimation suivante

10l L2v.B2 @) < CllellLe v,z ®y)) (3.25)
ot C' > 0 est une constante indépendante de .

Preuve. 1l s’agit tout d’abord de caractériser le noyau de P et de conclure par la suite en
utilisant l’alternative de Fredholm [9, Theorem VI.6, P. 92]). La preuve se fera en quatre étapes.

Etape 1 : L’opérateur Q est borné.

Montrons que Q est borné sur L(V; Bfl(RéV)), sachant que o € L>*(V x V; Biw(Rév)). En
effet, pour f € LQ(V;Bi(RéV)), on a

Q) = [ oy v.w)(f(ww0) = £y, 0))du(w),
d’ou
1NN v myy = [, M (1)) duto).

Cependant, on a

QN0 < Cllatev Miqwny, ([ 117 dutw) + 11

ott C = sup(u(V), u(V)?). Puisque la moyenne commute avec l'intégrale, on aboutit &

HQ(f)H%%v;Bg(ng)) < Clloll7oo (v v xrny (V) +1) HfH%Q(V;BE‘(RéV)) ;

c’est-a-dire
HQ(f)H%Q(V;BE‘(R{)’)) <C Hf”%?(V;Bi(Ré\’)) ) (3.26)

ou la constante C' dans (3.26) dépend uniquement de (V). Ce qui montre que Q est borné
sur L?(V; B4(RY)')). Comme conséquence directe de ce résultat, le domaine de Popérateur P se
réduit a

D(P) ={u€ L*(V; Bi(R}))) : a(v) - Vyu € L*(V; B4(R)))}.

Etape 2 : Probléeme pertubé associé a P.
On réécrit l’opérateur P comme la pertubation d’un opérateur d’advertion A = a(v)-V,+X
(ou X(y,v) = [y, o(y, w,v)dp(w)), par Popérateur intégral K défini par

K@) = [ oty v.0)f (@ 0)du(w), (3.27)

c’est-a-dire,

P=A-K. (3.28)



ol

A est inversible. Par une simple intégration le long des lignes caractéristiques y + sa(v), on
montre aisement que ’équation Af = h admet une unique solution

fy,v) = A h(y,v) = /OOO exp (— /Os Yy — a(v)T,v)dT> h(y — a(v)s,v)ds, (3.29)

et que cette fonction f appartient a L(V; Bi(RéV )). En effet, d’apres (3.7), on peut trouver un
réel 0 < Xy = inf(m,ym)eRng’va Y (z,y,v) (rappelons que X(z,y,v) > 0 car ¢ > 0), tel que
pour tout h € L*(V; Bi(]RJyV)), on a

0 s 2
L I A (= [ 2~ aw)r.0)dr) by - a(w)s, v)ds| dyda(v)
oo 2
§/ lim / exp (—X18) h(y — a(v)s,v)ds| dydu(v)
vV R—ooJBg [JO
: > 2 2 2
= lim / exp (—s) exp (—s) My — a(v)s,v)ds| dydu(v)
v R—oo By |Jo 2 2
< / lim (/OO exp (—X1s) ds) (/Oo exp (—X1s) |h(y — a(v)s,v)\%is) dydpu(v)
vV R—o0 Br 0 0
= (/ exp (—X19) ds> / / exp (—X19) ( lim |h(y — a(v)s,v)\%ly) dsdu(v)
R—o00JBp
21 / / exp (—X18) M (\Ta(v)sh(-,v)|2) du(v)ds
=5, / / exp (—X18) M (\h(-,v)|2> du(v)ds
= (5) 1wy (3.30)

ou fp = ﬁ /B, D’autre part, puisque h > 0 (resp. h > 0) implique f = A71h >0 (resp.
f=A"1h > 0), on déduit que A~! est un opérateur linéaire positif borné sur L?(V; Bi(RéV ))-
Des lors, on peut réécrire ’équation Pf = g comme suit :

(I-KoA Yh=yg, h=Af (3.31)

ot I est I'opérateur identité dans L?(V; B%(Rév))

Etape 3 : Dimension du noyau de 'opérateur P.

L'opérateur O = K o A~! est compact dans L?(V; Bi(R]yV)). En effet, d’apres [36, Theorem
VI.12 (c)], il nous suffit de montrer que soit K ou A~! est compact. Ce qui est le cas pour
lopérateur K d’apres I’hypothese (3.19). Revenons au probleme (3.31), considérons le cone
convexe fermé C' = {f € L3(V; B%(Rév)) cf> O}. C' est un cone total dans LQ(V;BIQL‘(R;V)).
De plus, l'intérieur intC' est évidemment non vide et on a C N (—=C) = {0}. Puisque o > 0
implique K (f) > 0 pour toute fonction positive f € L*(V; B% (]Ri,v )), on en déduit que 'opérateur
compact O = K o A~! envoie C\{0} dans intC. D’ot1 'opérateur compact positif O = K o A~!
et le cone convexe fermé C satisfont aux hypotheéses du Théoreme [39, (10.5), P. 281], qui est
la généralisation aux espaces topologiques localement convexes du théoreme usuel de Krein-
Rutman [9, Theorem VI.13, p. 100]. Ainsi, on a l'existence d’une unique valeur propre A de O
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(qui est son rayon spectral) associée a une fonction propre H > 0 (O(H) = AH). Posons alors
AF = H de sorte que K(F) = MAF. Appliquons a cette égalité la moyenne M par rapport a
la variable y, puis par une intégration par rapport a v en utilisant la condition (3.5) et ’égalité
(3.4), on est conduit a

M (00, w) Pl w)) d(w)du(o) = A [ M (o 0,0)F(,w) dpw)di(o) > 0.
1% 1%

On en déduit que A = 1 est la principale valeur propre de O. De plus, nous avions vu a [’étape
2 que A7! et K sont des opérateurs linéaires positifs. Ainsi, F = A~'H > 0, cela implique
que AF = H = K(F) > 0, et donc F = A"'H > 0. Enfin, comme f > 0 entraine que
O(f) > 0, on en déduit que la dimension de l'espace propre vaut 1. On procede de fagon
analogue pour l'opérateur adjoint P*. Notons en passant que XRY <V € ker P* car ker P* contient
les constantes. Avant de conclure sur la preuve de (i), montrons que (3.23) est vérifiée. Pour se
faire, considérons ¢ € C§°(RY) et ¢ € C*°(V; A>) arbitrairement fixé et définissons la fonction
V(y,v) = pley)d(y,v) (y € RY) pour tout réel € > 0 donné. Multiplions I’équation PF = 0 par
1 et intégrons par parties sur RV x V' le résultat obtenu, puis en utilisant le changement de
variables z = ey, on obtient alors

//]RNXV Fela(v) - (e¢° Vo + @(Vyo)) + ¢(Q"¢)°] dzdp(v) = 0 (3.32)

ou n°(z,v) = n(z/e,v). En faisant tendre ¢ — 0 dans (3.32) en utilisant la sigma-convergence,
on aboutit a

//RNxV M(F(a(v) - Vyo(-,v) + Q*¢(-, v)))p(2)dzdu(v) = 0.

Puisque la fonction ¢ est arbitrairement choisie, on obtient
[ M@ - 940(,0) + Q"6 v))du(v) = 0.

Ce qui achéve la preuve de (i).

Etape 4 : L’alternative de Fredholm.

Dans le but d’appliquer ’alternative de Fredholm, nous avons besoin de considérer le prolon-
gement P de P défini sur L?(V; B%(Rév )). Alors toutes les propriétés obtenues dans les étapes 1-3
restent valables lorsqu’on remplace P par P et L?(V; B%(Ré\f )) par L2(V; B%(RZ]JV )). On observe
également que (3.20) peut étre vue comme équivalente a

Pf =g dans L*(V; B4(R))). (3.33)

En effet, (3.20) implique (3.33) tandis que I'implication inverse est satisfaite lorsqu’on remplace
g par g + 1, oit ¢ € L*(V;N). Cependant dans la formulation variationnelle de (3.20), on
observe que la fonction 1 n’a pas d’effet car M (¢¥(-,v)¢(-,v)) = 0 pour ¢ € L?(V;N) et tout
¢ € L3(V; B%(RZ]/V)) Ceci étant dit, notons tout d’abord que la condition [, M[g]du(v) = 0 est
nécessaire pour la résolution de I’équation Pf = g, car [, M[P(f)|du(v) = 0. En effet, comme
lapplication moyenne u +— M (u) commute avec I'intégrale par rapport a la variable v, on note
simplement qu’en combinant (3.2) et (3.4), on a

/V Qf(y,v)du(v) = 0 pour tout f € LZ(V;BEX(RJJ)).
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De plus, un simple calcul nous permet de montrer que M[a(v) - V,f(:,v)] = 0.

Gardant cela a l’esprit, on peut remplacer (3.20) par (3.33). Remarquons que lorsqu’on
considére les prolongements associés aux opérateurs dans (3.31) et définis sur L(V; B4 (R))),
alors (3.33) est équivalente a (3.31). En appliquant I’alternative de Fredholm dans ce cadre, on
obtient Im(I — O) = ker(I — O*)*. En d’autres termes, on a donc Im P = ker(P*)*. Ainsi,
I’é6quation Pf = g est soluble pour tout g € Im P = ker(P*)*. Cependant, comme les espaces
propres de P et P* sont engendrés par des fonctions positives, la condition [, M(g)du(v) =
0 garantit l'unicité de la solution. D’ou pour tout élément g dans L%(V;Bi(R]y\f ) == {g €
L3 (V; BE‘(RéV)) : Jyy M(g(-,w))dp(w) = 0}, on trouve une unique solution f € L%(V;B%(Rév))
de I'équation Pf = g. Pour prouver I'inégalité (3.24), on applique a l'opérateur linéaire P le
Théoreme de I'application ouverte (voir par exemple [9, p.18]), ce qui conduit & l'existence d’une
constante C' > 0 telle que

Hf”L?(V;Bi(Ré\’)) <C HgHL?(V;Bi(Ré\’)) :

Par la méme approche, on aboutit & des conclusions similaires pour le probléme adjoint P*(¢) =
¢. Ce qui acheve la preuve. m

Les deux résultats suivants montrent comment la régularité des coefficients peut engendrer
celle des solutions des problemes cellulaires (3.20) et (3.21). Le second plus particulierement
prend en compte la dépendance vis a vis de la variable spatiale x. Les preuves de ces résultats
sont de simples adaptations de celles de [20, Lemmas 3.2 et 3.3].

Dans toute la suite, A' représente I'espace {u € A : Vu € (A)"N} tandis que V, I'espace V
avec comme variable générique w € V.
Lemme 2. Supposons que o = o(y,v,w), g—; = g—;(y,v,w) € C(Vy x Vs LOO(]RJyV)) N L>(V, x
Vo XRZ]/V) (1 <i < N). Alors, pour tout g € C(V; AY), la solution de (3.20) appartient a C(V; Al).
On a un résultat semblable pour I’équation adjointe (3.21).

Preuve. Soient o, g—;_ et g telles que données dans le lemme, on a en particulier g €

C(V;AY) c C(V;A) C C(V; B4(RY)). En procédant comme dans la preuve précédente (voir
Etape 3), on montre que la solution ~ du probléme suivante

(I-Ko A1) (h) =g, h=A(f) (3.34)

appartient & C(V; A). Pour conclure la preuve, montrons que les fonctions h et f = A='h ont la
méme régularité. Pour cela, d’apres (3.29), on a

fy,v) = /OOO exp (— /OS Y(y — a(v)T, v)d7> h(y — a(v)s,v)ds, (3.35)

ce qui implique que f € C(V; A).
Par la suite, fixons 1 < i < N et posons 9; = % Appliquons 0; a ’équation (3.20), on obtient

a(v) - Vy0i f — Q0 f) = 0ig + 0;Q(f), (3.36)

ou

5Q(f)(y,v) = /v 0,0 (y, v, w) f(y, w)dp(w) — Sy, v) f (y, v). (3.37)
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Puisque f € C(V;A), on a 0;g, 9;Q(f) € C(V;A). Des lors, le membre de droite de (3.36)
appartient a C(V; A). D’apres la Proposition 5 appliquée cette fois au probleme (3.36), on a
0;f € C(V;A). Dou f € C(V;A') par définition de A'. Un raisonnement analogue peut étre
appliqué dans le cas du probléme adjoint. m

Il convient de noter que la dérivation de I’équation satisfaite par la fonction d’équilibre F
montre également que F € C(V; Al).

Lemme 3. Soitk € N*. Sio = o(z,y,v,w) € CH(RY; L®(VxV; By (R)))) et g € CHRY; LA(V;
B%(Rév))), alors la solution de ’équation (3.20) appartient o CF(RY; LQ(V B%(R?]JV))) On a un
résultat semblable pour l’équation adjointe (3.21).

Preuve. Commencons par montrer que la constante C' de la Proposition 5, qui dépend de la
variable z, est localement bornée. En effet, soit K € RY un sous ensemble compact et 0 < § < 1.
En appliquant le Théoréme de Heine a la restriction sur K de lapplication x +— o(z, —), on est
conduit & 'existence une constante ns > 0 telle que, pour tout x;, zo € K avec |x1 — 2| < 75,
on a ||o(x1,-) — o(xe,- )HLOC(RNX{/X‘/) < 0(6)07 ou C est la constante obtenue dans (3.26) ne
dépendant que de u(V') < oo uniquement, et C(z2) la constante de la Proposition 5. D’ou par
extension

19(2) = Q) cfrevimy =) < Gy

ou L [LQ(V B3 (RIY))| désigne 'espace des opérateurs linéaires bornés définis de L?(V'; B3 (RY)'))

dans lui-méme. Soit (B(z;,75))1<i<1, un recouvrement fini de K : K C U; ilB(a:“ 7s). Pour tout
x € K, équation P(x)(f(x)) = g(x) se réécrit comme suit :

P(zi)(f(x)) = g(z) + (Qz) — Q(z:))(f(2)).
Il vient donc que
1P F@) v ey < N9 iz oy +126) — Q)l(uawma myn) 1@ i ey
< llg(z )||L2(VB (]RN)) 70(%) 1 (@)l (Vi:BZ(RY)) -
Cependant, d’apres (3.24), on a
@) 1 @) 2 v,z @y < N9@) L2 v,2 @)
= ”P(f’«")f(x)”m(v;Bj(Rg’))
< Hg(x)HL?(V;Bj(R{)’)) + Cx) ||f($)\\L2(V;B§(R;V)) :

On en déduit que
Clx
Hf(l')HL?(V;BE‘(RZIJ\’)) = 1 (_5) lg(z )HL?(V;BE‘(R{‘V))' (3.38)

Ainsi, on peut aisement utiliser la constante C' = C'(K, ) = max { Cl(fg) i=1,..., Ig}.

Maintenant, désignons par (52 la différentielle par rapport & la variable x : 5}'1 f(z,-) =



95

M pour tout 1 < ¢ < N fixé. En 'appliquant a I’équation P(f) = g, on obtient

a(v) - Vy6i.f — Q(},.f) = 89 + 64,Q(f). (3.39)

En raisonnant comme dans la preuve du Lemme 2, on montre que le membre de droite de
Péquation (3.39) est borné dans L*(V; B%(R}))), et par conséquent (6} f),., est également
bornée dans LQ(V;Bi(RéV )). Des lors, lapplication = +— f(z,-) est différentiable et & valeurs
dans L%(V; Bi(RéV)). En posant 0; = 0/0z;, on a

a(v) - Vy0if — Q(8;f) = 8ig + 8;Q(f).

En utilisant la continuité de f, les hypotheses sur la fonction o et ’égalité (3.37), on montre
aisement que le membre de droite de 1’équation ci-dessus est continu par rapport a x. Par
conséquent, on a la continuité de df. Cette approche peut étre étendue aux dérivées d’ordre
supérieure et appliquée au probléme adjoint par la méme occasion. m

Le résultat, conséquence des lemmes ci-dessus, sera trés important dans la suite.

Corollaire 2. Supposons les hypothéses (3.6) et (3.7) satisfaites. Alors

(i) F et V,F sont des fonctions continues par rapport a leurs variables, ou F' est déterminée
par (3.22).

(i) Pour tout g € CH(RY;C(V; AY)) satisfaisant la condition de compatibilité énoncée dans la
Proposition 5 (voir (ii)), la solution de ’équation P(f) = g est une fonction continue par
rapport @ ses variables, ainsi que sa dérivée premiére par rapport ¢ x. On a un résultat
semblable pour l’équation adjointe P*(p) = ¢.

Ces préliminaires étant faites, nous pouvons dés a présent énoncer et prouver notre principal
résultat.

3.3 Résultat d’homogénéisation

Rappelons dans cette partie que E = (&), désigne une suite fondamentale, i.e., une suite
ordinaire de réels positifs vérifiant €, — 0 lorsque n — oo. Nous noterons par e 1’élément
générique de E de sorte que "¢ — 0”7 équivaut a "¢, — 0 lorsque n — o0”.

Soit F' I'unique solution de ’équation (3.22) (voir Proposition 5). Supposons que la fonction
de vélocité a(v) vérifie la condition suivante (le flux nul) :

/ M[a(v)F(x, - v)|du(v) = 0. (3.40)
\%4
On a le résultat d’homogénéisation suivant :

Théoréme 22. Soit A une algébre avec moyenne sur R . Supposons les hypothéses (3.7), (3.19)
et (3.40) satisfaites. Pour chaque e > 0, soit f. l'unique solution du systéme (3.1). Alors, il existe
une fonction fo € L2(RY x V;B%(Rév)) et une sous-suite E' de E telles que la suite (f:)ccp

converge Y-faiblement vers fo + N dans L2 (RY x V) ou N = {f € B%(Rév) s M(|f]?) = O}.
De plus, la fonction fo s’écrit sous la forme fo(t,z,y,v) = F(z,y,v)po(t,z) ot la fonction
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F e CYRY; L2(V; BA( NY)nker(P) est donnée par (3.22) et po est l'unique solution du probléme
de Cauchy

% — divy (D(QU)TVmPO + U(x)po) =0 dans RIJY

(3.41)
p0(0,2) = [y, f"(z,0)du(v) dans RY

= [ M0 @ @@F)da) = ( [ M o) Fldu(o)) iijen

/an ) - Vo F] du(v (/Mxl VF]du())

avee (X" @ a(v)F) = (Xja(v);F),<; <y €6 X" € C& (RN x V; BA(RéV))N est l'unique solution du
probleme cellulaire : -

ol
1<i<N

P*(x*) = —a(v) et / MIx v)]du(v) =0, (3.42)
P* Dopérateur adjoint de P.

Preuve. D’apres l'estimation (3.9) et le Théoréeme 12, il existe une sous suite E' de E et
une fonction fy € L2(RY x V; Bi(RéV)) telles que lorsque £/ > ¢ — 0, on a

fe = fo+ N dans L>(RY x V)2-faible (3.43)
D’apres I’hypothese (3.7) sur la fonction o ; elle appartient & B(RY x V2; Bi’;o (Rév)) (espace
des fonctions réelles continues et bornées de RN x V2 dans B% A, (RN )). Ainsi, on a alors
0° = o+ N dans L*(RY x V?)%-faible.

En utilisant o comme fonction test dans la convergence ci-dessus, on obtient la convergence forte
suivante :

0 — o + N dans L*(RY x V2)S-fort. (3.44)
Le reste de la preuve se fera en deux étapes.

Etape 1 : L’équation limite.

Considérons maintenant ¢ € C§°(RY x V) ® A™ et définissons la fonction 1 par ¢° (¢, z,v) =
Ytz L,0) ((tz,v) € (0,T) x RY x V). Alors ¢° € C°(RY x V). Multiplions la premiére
équation de (3.1) par 71/)6 puis par une intégration par parties en utilisant (3.13) et la fait que
Vg - a(v) =0, on obtient

9 1 1 .
e [ ((55) 2000 a0+ o) (97 + (@) ) =
(3.45)
ot @* est donné par (3.14). Multiplions (3.45) par €2, en passant a la limite (grace au Théoréme
12) lorsque € — 0, on obtient

/R%’xv[fs(gz (%f)g +ea(v) - (Vo) 4 a(v) - (Vyh)?)]dtdzdu(v)

= [ Mlfo(av) - Vy)ldtdrdp(v).

RN xV
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Ensuite, en utilisant (3.44), on aboutit a (lorsque E' 3 ¢ — 0)

[ Q) Ndtdadv)
Ry xV

= [(0%(z,v,w) fe(t, z,v) — 0 (x,w,v) fe(t, x,w) )Y ]dp(w)dp(v)dtdz

RY x V2
= fo oo MO v, w) fo = o (@, w,0) fo)pldtdadp(w)du(v)
= | . Mlfo(Q"V)]dtdzdp(v).

Ry xV

Il en découle que
- /RNXV M(fo(a(v) - Vytb + Q")]dtdzdp(v) = 0. (3.46)

Posons (t,z,y,v) = o(t,)d(y,v), ol ¢ € CC(RY) et ¢ € A® @ C(V). Alors (3.46) est
équivalent & :

[ (] MU0 0(0) - Fy00.0) + Q60 i) ) ol ) = 0.
T
Puisque la fonction ¢ est arbitrairement choisie, de I’équation ci-dessus, on aboutit a
- ~/V M (fO(t7$7 '71)) [a(v) ’ Vy¢('7”) + Q*¢(7U)D d,u(v) =0. (347)

Considérons pour tout (¢,z) € RY fixé, le probléme suivant : chercher F(t,z) = F € L*(V; Bi(RéV )
telle que
a(v) - Vy,F — QF = 0 dans R} x V. (3.48)

Alors d’apres [le (i) de la] Proposition 5, il existe une unique fonction F' € L?(V; B%(Rév)) avec
Jy M(F)du(v) = 1, solution du probleme (3.48). Comme pour la preuve de (3.23) (voir Etape 3
de la preuve de la Proposition 5) , on observe que F' vérifie la formulation variationnelle suivante

/V M (F(-,v) (a(v) - Vyo(-, 0) + Q7¢(-, ) du(v) = 0, YV € A* @ C=(V). (3.49)

Posons

polt, ) = /V M(folt,, - v))dp(v)

et supposons sans nuire a la généralité que py n’est pas nulle. Alors ceci définit une fonction telle
que pg (¢, ) fo(t, z, -, -) soit solution de (3.49) et [i, M(py(t,2) fo(t, =, -, v)F)du(v) = 1. D’aprés
'unicité de la solution de (3.49) combinée a la condition de normalité [, M (F)du(v) = 1, on
obtient F' = palfo, ie.,

fo(t,z,y,v) = po(t,z)F(z,y,v) pour presque tout (t,z,y,v) € RN x ]Rév x V. (3.50)
Puisque fo € L*(R] x V; B4(R]))) = L*(RY; L*(V; B4(R)))), il vient que pg € L*(RY).

Considérons maintenant ¢ € C§°(RY) et définissons ¢ par

P = —a(v) - V.6, /V M(g)du = 0. (3.51)
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Rappelons que moyennant (3.40), la Proposition 5 et le Lemme 3 assurent 'existence de I'unique
solution ¢ € CS°(RY; L(V; B%(Rév ))) du probleme (3.51). De plus, si nous considérons la fonc-
tion vectorielle x* = (x})1<j<n définie par

{ X; € C(?O(RéV§L2(V§B,24(Rg]/V))) (3.52)
Prx) = —a;(0) et fy MIx; (o, o)ldu(v) = 0, '

alors par unicité de ¢, on a
etz y,0) = X" (2, 4,0) - Vao(t, ).

Ceci étant, on choisit dans la formulation variationnelle de (3.45), éwa comme fonction test avec
VE(t,x,v) = o(t,x) + ep(t, z, g,v)

ot ¢ € C§°(RY) et ¢ définie par (3.51). Alors on obtient

iy -0 +2 (%) + La0) - Vub + a(v) - (Vi
(3.53)

+5(P ) + L(P*p)?)dtdzdu(v) = 0.

Puisque ¢ ne dépend pas des variables (y,v), on a alors P*¢ = 0. Ainsi, (3.53) devient

/Rmf [?af* (%f) + 2 (a(0) - Ve + (P0)) +a(v) - (Valx” - Vo)) | dedwdp(v) = 0.

En faisant tendre ¢ — 0 (& une sous-suite pres) et en utilisant (3.51), on a

Puisqu’on a
o¢
a(v) - ValX" - Vad) = lel 5 (g ) (3.55)

et d’apres (3.50), on peut calculer chaque terme de (3.54) comme suit :

/R¥><V {foaqj] dtdzdp(v /RN/ ( [,00 z,t)F(z, U)(Zﬂ dtd:pd) (v)
= [ tet) () 1P o)) G

:/ po(x,t)%dtdx (car /VM(F(:B, »v))dp(v) = 1)

/ gb (x,t)dtdx
<8p0’¢> (3.56)
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Ensuite, posons
I= [ Mfola(v): Va (X - Vo)) didadp(o).
RT XV

On a alors

1= [ MUla(e) Ve (1" - V) dedndu)
) 9 .
= R%xVM poF (“zzl aj—— oz, (X 8@))] dtdzdp(v); (3.57)

et comme l’application moyenne M commute avec les intégrales par rapport aux variables

(t,x,v), on peut réécrire (3.57) comme suit (en utilisant la définition de la dérivation au sens
des distributions) :

I= /VM g: /R¥ ( (Xz gj)) da:dt] dpu(v)

],z*l
Y/ o
:/VM D (Xf a]Fp0> dp(v)
| ji=1 J
. o
—/VM > <X§kax » 5—(a;Fpo) > dp(v)
| ji=1
[ N
) . O(Fpo) 9
LM%%Ag(XM o2, dadt | du(v)
[ N
Opo 0 OF 0¢
- | M / ‘a;F dzdt| d / / X dxdt| d
/V j;lRX]am]a ]M() v L;l JaaPOCE]M()

(3.58)

En utilisant la linéarité et la commutativité sur 'intégrale de la moyenne M, et le fait que les
fonctions ¢ et pgp ne dépendent que des variables macroscopiques (t, x), '’équation (3.58) devient

a 6¢ oF oo
/RN Z / M (x}a;F apoa v)dz dt—/RN Z/ <XZQJ8 )pol &Bidu(v)dxdt

T ji=1 T ji=1
N
OF ¢ 8po ¢
dp(v)dadt — M (x du(v)dzdt
/R¥ ; (/ [Xl (Z "0z, ) "0a ) o /IR? Jzz1/ NG o g, MO

=h+1D
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Commencons par calculer I;. On a

/RNZ (/ (xl (f: " GF)) gfi) dpu(v)dwdt

T i=1
/Rgz (/ M (x; (a(v) - Vo F)) p SZ) dp(v)dadt
/RNZ z)po) gf dxdt

T =1 3

ot la fonction U; appartient bien évidemment & C5°(RY) et est définie par
/ M (x: (a(v) - Vo F)) dpa(v). (3.59)

Posons U(z) = (U;(x))1<i<n, on a alors

e S 5

=1

N

.
_i@ o, )’¢>

= (div,(Upo), ¢).

Concernant I, remarquons tout d’abord que la fonction = — [, M(Xfang—i)du(v) (1<
i,j < N) est de classe C! & support compact. Alors on a

6,0 8¢>
/RNZ/M X; o F 808% w(v)dxdt

szl

== Z <(/szay J dp(v )) gz,gg>~

4,7=1

Ainsi, on définit la matrice D(z) = (d;j(x))1<ij<n par dij(x) = [, M (xja; F) du(v), c’est-
a-dire,

v) = [ MO @ (@)F)du(v) avee x* @ (@(0)F) = (Gay(0)Fhzigen.  (3:60)
Par conséquent
I = = (D(x)V$, Vpo) = — (D(z)"Vpo, Vo) = (div, (D(x)" Vo), 6)

ott D(z)T représente la tranposée de la matrice D(x). Il vient donc que (3.54) n’est autre que
la formulation variationnelle (au sens des distributions) de ’équation de diffusion avec drift
suivante :

i div, ( ()T V 2po + U(;U)po) =0 dans RY, (3.61)
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ou U(z) et D(z) sont définies respectivement par (3.59) et (3.60).

Etape 2 : La condition initiale.

Il est question ici de déterminer la condition initiale satisfaite par fo. Sans nuire a la généra-
lité, on suppose que la fonction pg est suffisament réguliere. Considérons la méme fonction test
(tel que définie plus haut dans (3.51)) ¥°(t,x,v) = é(t,x) + ep(t, z, T,v), mais avec ¢(t,r) =
n(t)p(z), oun € C([0,T]) et n(T) = 0. Nous savons déja qu'il existe une unique fonction x* €
Co°(RY x V3 B4 (RI))N vérifiant (3.52), d’ott on a ¢ (t, z,v) = n(t)(¢(z)+ex*(z, Z,v)-Vod(x)).

Ainsi -
/ O/ Yedtdp(v)dr = / ( "o wedt> dp(v)dx
R 0

¥><V ot RN xV ot

[ [ / ' ((ft<fsw8> - 1. i;i) dt] ddp(v)

= —n(0) /RNXv(fs)t:O(cb +e(x") - Veo)drdu(v)

xT

[ Ao+ ) Vad)dedadp(v)
Ry xV

= =nO) [+ () Vad)dadu(o)

- / 0 fo(6+ () - Vad)dtdadu(v) (3.62)
RY xV
Cependant, d’apres la premiére équation de (3.1), on a
0 1 1
8]28 (t,z,v) = —ga(v) -V fe(t,z,v) + ?Qafg(t, z,v). (3.63)

Multiplions (3.63) par ¢ (t,z,v) = ¢(t,x) + ep(t, £, z,v) = n(t)(¢(x) + ex™(z, Z,v) - Vao(x)),

y e ) e
puis par une intégration par parties sur R¥ x V', on obtient pour chaque membre de droite :

/ V¥ (a(v) - Vo fe)du(v)dzdt
RY xV

= —/RNXvae[a(v) Va+a(v) - (Vap)® + a(v) - (Vyo)Fldu(v)dzdt (3.64)
et (d’apres (3.13) et le fait que QX¢ = 0)

Ly 05(QuLoydtdadto) = [

T X

” fen(t)(QE(¢ + e¢®)dtdrdu(v)

_ / o Jn(0)( Qi) dtdadu(v) (3.65)

Ry

En prenant en considération (3.62)-(3.65), on obtient
1
Lo £ (0007 ¥20) 0 alo) - (Vo) + 2 {(P*6)° + a0) - V0)| ) dedodito)
T X

= =n(0) [ 6+ e(C) - Vao)dadu(o).

T
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En passant a la limite lorsque E' > ¢ — 0, en utilisant le fait que P*(¢) = —a(v) - V¢ et
w = x*- V¢, on obtient

Lo MUfolif ona(o)- Vo (¢ Vo) dedp(w)da = =n(0) [ (2, 0)é(a)dadp(v). (3.66)
Ry xV R

N
XV

Intégrons maintenant par parties le membre de gauche de (3.66) par rapport a la variable ¢, en
utilisant (3.22) et (3.50), on aboutit a

Lo MUl'6+na(v) - Va(x" - Vo)) dedp(v)de

= /R]TV (aapto = V.- (U(x)po) = Vo - (D(x)TV1p0)> n(t)¢(x)dtdz

—n(0) |  0(0,2)6(x)dr, (3.67)

ou les coefficients U(z) and D(z) sont définis plus haut. En combinant (3.66) et (3.67) et en
utilisant (3.61), on est conduit a

n0) [ m.2)é()de =n(0) [ ([ 7w 0)du(w)) o(o)ds,
RY RY \JV
On obtient donc (grace a '’équivalence au sens des distributions)

po(0,2) = /V f™(z,v)du(v) dans RY. (3.68)

En combinant (3.61) et (3.68), on obtient alors (3.41). On montre aisement que le probleme
(3.41) possede une unique solution (voir [28]). m

Avant d’attaquer la derniére partie de ce chapitre sur les exemples d’application de notre
résultat d’homogénéisation, nous avons ces remarques importantes. La premiere nous précise la
signification des termes intervenants dans le systéme limite (3.41). La seconde quant a elle nous
permet de mieux préciser le champ d’illustration de notre résultat d’homogénéisation.

Remarque 5. Le systéeme (3.41) modélise un phénomene de diffusion de particules avec drift. En
effet, la diffusion est matérialisée par le terme divx(D(a:)TVmpo), qui représente la redistribution
spatiale des particules sous I'influence de leurs propres énergies cinétiques. Pendant que le drift
est représenté par le terme div, (U(z)po), il modélise le transport des particules sous I'influence
d’un champ externe donné ou d’un champ auto-consistant généré par les particules elles-mémes.

Remarque 6. Dans la preuve du Théoreme 22, nous avons utilisé la condition (3.40). Ce-
pendant, au-dela du fait qu’elle (la condition (3.40)) nous permet de simplifier la présentation
des résultats, elle assure également l’existence de la solution du probléme (3.52). Dans le cas
ou cette condition n’est pas satisfaite, on peut remplacer dans (3.52) la fonction a;(v) (ot
a(v) = (aj(v))i<j<n) par a;(v) — [, M(aj(v)F(x,-,v))du(v), de maniére a garantir l'existence
de la solution pour le probléme correspondant. Ainsi, comme vu dans [20], la conclusion du
Théoreme 22 reste valable moyennant quelques modifications sur les coefficients D(z) et U(z).
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3.4 Applications

L’hypothese (3.7) a joué un role important dans la preuve du Théoréme 22, notamment
dans la détermination des opérateurs de drift et de diffusion, en ce sens que leurs coefficients
dépendent des fonctions ayant le méme comportement que la fonction y — o(x,y,v,w). Nous
allons dans cette section présenter quelques situations physiques pour lesquelles I’hypothese (3.7)
est satisfaite.

3.4.1 Homogénéisation périodique

Ce cadre correspond & une équi-repartition des microstructures dans le milieu. Par consé-
quent, la fonction o est périodique par rapport a la variable y. Sans nuire a la généralité, on
peut supposer que o est périodique de période 1 dans toutes les directions, i.e.,

o(z,y + k,v,w) = o(x,y,v,w) pour tout (z,y,v,w) € RY x Riv x V xV et pour tout k€'Y

o Y = (0,1)N. Dans ce cas, A = Cper(Y) (I'algébre de Banach des fonctions continues sur
RY et Y- périodiques) est une algebre avec moyenne et la moyenne est définie ici par M (u) =
Jy u(y)dy (u € Cper(Y)). L'espace de Besicovitch BY(RY) est égal a LB..(Y) (1 < p < o0),
l’espace de Banach des fonctions u € L} (R™) Y-périodiques. Les hypotheses (3.7) et (3.40)
deviennent respectivement

o€ BRY x V x V;L2.(Y)) (3.69)

et
// a(v)F(x,-,v)dydu(v) = 0 et F' > 0 presque partout. (3.70)
Y xV

De plus 'hypothese (3.19) sur la compacité de 'opérateur K a été prouvée dans [20, Lemma
A.1]. Des lors, le Théoreme 22 prend la forme suivante

Théoréme 23. Soit A une algébre avec moyenne sur RN . Supposons (3.69) et (3.70) satisfaites.
Pour chaque € > 0, soit f. 'unique solution du systéeme (3.1). Alors, il existe une fonction fo €
L*(RY x V; L2..(Y)) telle que la suite (f:)ecp converge faiblement a deux échelles vers fo dans
L2((0,T) xRY x V). De plus, la fonction fo s’écrit sous la forme fo(t, z,y,v) = F(z,y,v)po(t, x)
ot F € Cl(]RN L3(V;L2,,.(Y)) Nker(P) est donnée par (3.22) et py est l'unique solution du

per
probléeme de Cauchy
G — div, (D(x)TV:cpo + U(a:)po) =0 dans (0,T) x RY

p0(0,2) = fy, F(x,0)dpu(v) dans BY

b= _/A/xv a(v)F)dydp(v <// xia;(0)Edydulv ))1§i,j§N’
= [ = ([ S.poms)

ol
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avec (X* @ a(v)F) = (Xja;(v)F) <, icps 0t X" € CO(RN x Vi L2, (Y)Y est lunique solution
du probléme cellulaire : -

Pr) = =a(w) et [[ X (o o)dydue) = o,

P* Dopérateur adjoint de P.

Nous retrouvons dans ce cadre le résultat obtenu par Goudon-Mellet [20, Theorem 3.11].

3.4.2 Homogénéisation presque périodique

Ici les microstructures sont presque équi-reparties dans le milieu, ce qui nous permet de dire
que la fonction y — o(z,y, v, w) est presque périodique. On montre aisement que l’algebre avec
moyenne que 1’on considére ici n’est autre que I'algeébre de Banach A = AP(RY) des fonctions
continues presque périodiques définies sur RY [6]. Rappelons qu’une fonction w : RN — C est
dite continue presque périodique (ou presque périodique au sens de Bohr) si u € B(RY) (espace
des fonctions continues bornées sur RY) et I’ensemble de ses translatés {u(- +a) : a € RV} est
relativement compact dans B(RY). L’algébre de Banach AP(RY) est une algébre avec moyenne
ayant cette propriété particuliere que, la moyenne d’une fonction u € AP(RN ) est l'unique
constante appartenant & I’enveloppe convexe fermée dans B(R”), de la famille des translatés
{u(- 4+ a) : a € RN}, voir par exemple [22].

Ceci étant dit, on observe que ’espace Bi(RN ) n’est autre que ’espace usuel de Besicovitch
des fonctions presque périodiques sur RV [5]. Finalement, en utilisant le lemme de la moyenne
(voir par exemple [11, Chap. XXI.5]), on montre que ’hypothese (3.19) sur K est satisfaite. Dés
lors le Théoreme 22 reste encore valable dans ce cas, et vient donc généraliser celui obtenu sous
des hypotheses de périodicité.

3.4.3 Homogénéisation asymptotiquement périodique

On suppose ici que le milieu est localement périodique, c’est-a-dire, les microstructures sont
localement équi-reparties dans le milieu. Ainsi, la fonction y — o(x,y, v, w) peut s’écrire comme
la somme d’une fonction périodique et d’une fonction qui s’annule & l'infini. L’algeébre avec
moyenne dans ce cas est alors A = Cper(Y) + Co(RY) ot Co(RY) désigne 1'espace des fonctions
continues sur RV qui s’annulent & I'infini. Puisque limy, o u(y) = 0 pour tout u € Co(RM), alors
tout élément dans A est une fonction asymptotiquement périodique. La moyenne d’une fonction
dans A est définie comme suit : pour A 3 u = Upe, + u? avec Uper € Cper(Y) et u® € Co(RN),
M(U) = fy uper(y)dy-

Concernant I’hypothese (3.19), notons tout d’abord que si nous désignons par L2 .,.(RY)

o0, per

I'espace de Besicovitch associé a 'algébre A = Cpe, (V) +Co(RY), alors L2, .(RY) = L2, (V) +

oo, per per
LE(RY) ot I'espace L3(RY) est 'adhérence de Co(R™) dans l'espace de Marcinkiewicz 2 (RY)
(voir la sous-section 1.3.1 du Chapitre 1), et est clairement défini par

L(RY) = {u € L2, ., (RY) : M(|ul*) = 0}.

00, per

Notons par £2_ .. (RN) = L2, . (RY)/L3(RY) I'espace de Banach associé a L2, ..(R?), d’apres

o0, per o0, per o0, per

le premier théoreme d’isomorphisme, on a quper (RY) = Lf,eT(Y). Cependant, I'isomorphisme =
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est également une isométrie, d’ou les propriétés topologiques de Lz,,.(Y) se transposent aisement

per(
sur L2, .. (RY). La compacité de K (défini sur L2, ,..(RY)) est des lors une simple conséquence

de sa compacité (considéré comme défini) sur L2 (V). En effet, notons par I' 'isomorphisme
isométrique de L2(V; L% ,..(RY)) dans L?(V; L2,.(Y)) défini par

o0,per per

T(f)(y,v) = v(f(-v))(y) pour tout f € L*(V; L2 .. (RY))

oil v désigne I'isomorphisme isométrique de £2 per(RN ) vers L2 .(Y). Soit (fn)n une suite de

fonctions dans D(P) = {u € L*(V;L?, per(]RN)) :a(v) - Vyu € L2(V; L2, per(RN))} telle que

fn — 0 dans D( )-faible. Alors, la classe f,, des fonctions f, est définie par fn = fn + L3(RY),
et on a f, — 0 dans D(P)-faible, ot P est défini par (3.18). Il vient donc que

(fn) — T'(0) dans D( Pyer)-faible

Ol Pye, représente Popérateur P défini sur L*(V; L2,,.(Y)) (L2.,(Y) étant Pespace de Besicovitch
associé a l'algebre avec moyenne A = Cper(Y)). Alors, en utilisant la compacité de K de D(Fper)

dans L?(V; L?)er(Y)) on extrait une sous-suite de (f,,) (encore notée (f,) pour simplifier), telle

que K (I'(fn)) — 0 dans L2(V; L2

per

(Y))-fort. Cependant, la série d’égalités

| K@)

- I

wyy = K F)llz2virz, ., o))

L2(ViLg (RY))

per

L2(V;L2

oco,per

dans lesquelles on a utilisé la méme notation K pour opérateur défini & la fois sur L?(V; L? RN
o0,per

et sur L2(V; L2, per (R™))) entraine K(f,) — 0 dans L?(V; L2, peT(RN))—fort a une sous-suite de

(fn)n pres. D’ou la compacité de K.
Le Théoreme 22 reste encore valable dans ce cas.

3.4.4 Homogénéisation asymptotiquement presque périodique

Tout comme dans la sous-section 3.4.3, on replace I'espace Cper(Y) par AP(RY) et I'algébre
avec moyenne dans ce cas est donnée par A = AP(RY) + Co(RY). Cette algebre est appelée al-
gebre des fonctions asymptotiquement presque périodiques. Ainsi, on peut supposer que la fonc-
tion y + o(z,y,v, w) appartient & B4(RY). Nous procédons comme dans la sous-section 3.4.3
pour montrer que I’hypothese (3.19) reste satisfaite dans ce cas. Ceci est obtenu en considérant
application I' définie sur L2(V; L2, per(R N)) dans la sous-section précédente. Mais cette fois,
on la définit sur L*(V; B ,,(RY)) ot BZ, , (RY) = BZ . (RY)/N avec B2, . (RY) = B%(RY),
A=APRN) +Co(RN) et N = {u e B2 , (RY): M(|u|*) = 0}. Le Théoréme 22 reste une fois

o0,ap o0,ap [e'S) ap 00,ap
00,ap
de plus valable dans ce cadre.



CONCLUSION GENERALE

Dans cette these, il était question pour nous d’homogénéiser les équations de Vlasov et de
Boltzmann dans le cadre déterministe général. Les résultats obtenus dans ce travail viennent
généraliser les résultats existants sur cette problématique dans le cadre périodique. Nous nous
sommes limités a des oscillations spatiales en ce qui concerne I’équation de Boltzmann linéaire.
Il aurait été plus intéressant d’inclure une étude sur le comportement & long terme (en intégrant
les oscillations par rapport au temps) de la fonction de distribution des particules, solution de
cette équation. Malheureusement nous restons confrontés a la formulation du probleme des cor-
recteurs. Par ailleurs, nous envisageons également d’une part, I’homogénéisation de ces équations
de Vlasov et Boltzmann linéaires lorsque I'espace de phase est borné, et I’homogénéisation quan-
titative de ces équations d’autre part. Il s’agira notamment d’étudier les erreurs de convergence
liées au passage a la limite de la suite de solutions de ces équations. Enfin, L’homogénéisation de
I’équation de Boltzmann non linéaire nous semble également importante. Ces problemes feront
I’objet de nos travaux ultérieurs.
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1 | INTRODUCTION

We aim at describing the asymptotic behaviour of populations of charged particles evolving in a highly heterogeneous
medium and submitted to strongly oscillating electromagnetic fields, with strong magnetic component. Using the kinetic
description and neglecting the particles collision, the model problem is a Vlasov-type equation reading as

9fe
ot

+v-Vife + (E°+vXB)-V,f, =0 in R}xR’ (1.1)

where R3T = (0,T) xR}, R > T > 0is the final time and € > 0 is a small real parameter describing the size of the
heterogeneities and which is assumed to tend to zero. Here, v denotes the velocity of the particles, (Ef, B®) is a given
electromagnetic field, and f, = f,(t,x, v) is the distribution function of particles that at time ¢, occupy the position x, and
have velocity v. Equation (1.1) is supplemented with the initial condition

fe0,x,v) = foc,v) in R*xR’ (1.2)
where f© > 0 and 0 < [p|f°I*dxdv < +oco. We assume that the electromagnetic field (E°,B) lies in

(L®(0, T; (leoc(R3) N L*(R%))3)2. Then for each fixed ¢ > 0, the Vlasov equations (1.1) and (1.2) have a unique weak
solution f, € L®(0, T; L>(R? x R3)) (see, eg, Wollman'-2 for the proof), which further satisfies the following estimate:

| fell Lo o,r:r2(Rsy) < C- (1.3)

Estimate (1.3) is a mere consequence of the following equality (see Hamdache? P>*):

i <e3t/ (e—3tf6)2dxdp> =0,
dt R3xR3

Math Meth Appl Sci. 2019;1-21. wileyonlinelibrary.com/journal/mma © 2019 John Wiley & Sons, Ltd. 1
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. . 3 )
which yields || fe (Dl 2r:xRrz) = eZ‘||f°||L2(R3XR3), and finally

0
||f£”L°°(0,T;L2(R3><R3)) = C(T)”f ||L2(]R3xR3)-

Our aim here is to study the Vlasov equations (1.1) and (1.2) under strong external magnetic field, which means that the
magnetic field will be of the form

B =B+ 1B (1.4)
&

The homogenization of Vlasov equation has been considered in the literature by many authors; see, eg, previous
studies*” and the references therein. Frénod® and Hamdache considered problems similar to some extent to ours but with-
out strong and/or oscillating electromagnetic field. The analysis of Vlasov or Vlasov-Poisson system with large external
magnetic field was carried out in previous studies.*>’ Let us also point out the work?® in which the Vlasov-Poisson system
has been considered without any assumption on the magnetic field. In all the previous works, the authors consider either
the periodic oscillations in time or the periodic oscillations in space. None of these works deal with both oscillations in
time and space, which can be especially seen as studying the long-time behaviour of the distribution function of the par-
ticles while the particles are evolving in a highly heterogeneous medium. It is worth noting that apart from very few work
in which special versions of the coefficients E and B are considered (see, eg, Jiann-Sheng and Chi-Kun?®), the uniqueness
issue for the limit problem is not addressed. One of our achievements is the proof of the uniqueness of the solution of the
homogenized problem; see Theorem 4.1. Indeed, we prove that the class of the solution in the Besicovitch space is unique.

In this work, we aim at studying the asymptotic behaviour of the sequence of the distribution functions of particles
when

1. the electromagnetic field is highly oscillating in both time and space, that is, (E°, B®) has the form (E°, B*)(t,x) =
(E(t/e,x/€e), B(t/e,x/¢€)) with (E, B) being given;

2. the magnetic field consists of a sum of a bounded oscillating field and a perturbation of another bounded oscillating
field, that is, B* = B + - Bj with B{(1,x) = Bi(t/e,x/¢), i = 0,1;and

3. the functions E and (B;)i=o1 assume a variety of behaviours such as the periodicity, the almost periodicity, and others.

In view of the preceding assumptions, our results seem to generalize to some extent, those in the previous works cited
above.

The rest of the work is organized as follows. Section 2 deals with the concept of sigma-convergence, which relies on the
notion of algebra with mean value that we define therein and give some important properties. In Section 3, we define and
give some useful properties of the average operator along the characteristic flow of the constraint equation. We also state
and prove an important result (Theorem 3.1) relating the duality in the sense of the mean value (defined on the algebra
with mean value) to the usual one in the distributional sense. Section 4 is dedicated to the homogenization of (1.1) while
in Section 5, we will apply the results of Section 4 to derive some concrete examples.

2 | THE SIGMA-CONVERGENCE

The concept of sigma-convergence relies on the notion of algebras with mean value.

2.1 | Algebras with mean value

Let A be an algebra with mean value (algebra wmy, in short) on RN,%12 that is, A is a closed subalgebra of the C*-algebra of
bounded uniformly continuous functions BUC(RY), which contains the constants, is closed under complex conjugation
(u € A whenever u € A), is translation invariant (u(- + a) € A for any u € A and each a € RY) and is such that any of its
elements possesses a mean value in the following sense:

« For each u € A, the sequence (uf)e>o (Where uf(x) = u(x/e), x € RV) weakly #-converges in L®(R") to some constant
function M(u) € C (the complex field) as e — 0. The mean value M(u) of u € A is characterized by the following
equality:

M(u) = lim |Bg|™ / u(y)dy,
— 00 By
where B is the open ball in RN of radius R and centred at the origin of RN.
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It is known that A (endowed with the sup norm topology) is a commutative C*-algebra with identity. We denote by
A(A) the spectrum of A and by G the Gelfand transformation on A. We recall that A(A) (a subset of the topological dual
A’ of A) is the set of all nonzero multiplicative linear functionals on A, and G is the mapping of A into C(A(A)) such that
G(u)(s) = (s,u) (s € A(A)), where (, ) denotes the duality pairing between A’ and A. We endow A(A) with the relative
weaks topology on A’, which makes it a compact topological space, and the Gelfand transformation G is an isometric
x-isomorphism identifying A with C(A(A)) (the continuous functions on A(A)) as C*-algebras. It is also a fact that the
mean value operator, defined on A, is representable by integration with respect to some Radon probability measure f in
A(A) (called the M-measure for A3 proposition 2.1y 55 fo]]ows:

Mu) = G(u)dp for u € A. 2.1)
A4)

Remark 2.1. In the sequel, we assume that all algebras wmv consist of real-valued functions. This does not make
any restriction on the preceding results or on the forthcoming ones. We will denote the Gelfand transform G(u) of a
function u € A by ii. This notation will be used in Section 3 (see especially the proof of Theorem 3.1 therein).

To an algebra wmv, A are associated its regular subalgebras

A"={y eC"®R"): Dy € A VaeNV with [a] <m},

alﬂ\w

where Dy = > . Under the norm |||y/||l,,, = SUp4<n|| Dy || ., A is a Banach space. We also define the space

TooyN
A® ={y € C*RY) : Diw €A Va e NV},
a Fréchet space when endowed with the locally convex topology defined by the family of norms |||-||| .

The concept of a product algebra wmv will be useful in our study. Let A, (resp. A;) be an algebra wmv on Rﬁ’ (resp. R,).
We define the product algebra wmv A, ® A, as the closure in BUC(RN*!) of the tensor product A, ® A, = {Y JiniteWi ®Vi
u; € Ayandv; € A,}. This defines an algebra wmv on RN+1.

We also define the notion of vector-valued algebra with mean value. Indeed, let IF be a Banach space. We denote by
BUC(RY; F) the Banach space of bounded uniformly continuous functions u : R¥ — F, endowed with the norm

lullee = sup lulr,

yeRN

where || - || stands for the norm in F. Let A be an algebra with mean value on RY. We denote by A ® T the usual space
of functions of the form

Z u;®e; with u; €A and ¢ €F,

finite
where (u; ®¢;)(y) = ui(y)e; for y € RN, With this in mind, we define the vector-valued algebra wmv A(RY; F) as the closure
of A® F in BUC(RY; F). One shows that!4'emma3s 4 o A, = A (RY;A,) = A.(R;A)).

Now, let / € A(RY;F). Then, defining ||/ ]Iz by | fllz() = [/(liz(y € RY), we have that ||/ ||z € A. Similarly, we

may define (for 0 < p < o) the function || f ||% and || f ||f1’r € A. This allows us to define the Besicovitch seminorm on
A(RN; F) as follows: for 1 < p < oo,

R—o0 |BR|

1l = <1im L / G dy)p = (M(I/I%)7 for f € ARN:F).
BR

Next, we define the Besicovitch space BZ(RN ; IF) as the completion of A(RY; F) with respect to ||-|| pF- The space Bi (RN; )
is a complete seminormed subspace of LfOC(RN ; ), and the following holds true:

1. The space B} (RY; F) = B}, (R™; F)/ N (where N = {u € By (R F) : |lull,p = 0}) is a Banach space under the norm
||u + N”p,]F = IIMIIP,]F foru e BZ(RN;IF),
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2. The mean value M : A(RN;F) — F extends by continuity to a continuous linear mapping (still denoted by M) on
B (RN ) satisfying
L(M(u)) = M(L(w)) forall LeF" and ueBjR";F).

Moreover, for u € B, (RY; F) we have

N ! ;
Il = (M) [Rggo - /B G y]

and for u € N, one has M(u) = 0. It is to be noted that Bf‘(RN ; H) (when IF = H is a Hilbert space) is a Hilbert space
with inner product
w,v)2 = M[(u,v)y] for u,ve BIRY;H), (2.2)

(-, -)g denoting the inner product in H.
If in particular F = R then B} (RV) := B} (RY;R) and B (RY) := B (RV; R). The mean value extends in a natural way

to B} (RN) as follows: for u = v+ N € B (RY), we set M(u) := M(v); this is well defined since M(w) = 0 foranyw € V.
The Besicovitch seminorm in B, (RV) is merely denoted by ||-||,,, and we have B{(RY) c B} (RY) for1 < p < g < oo.

2.2 | The sigma-convergence

Let A, and A, be two algebras wmv on R’y" and R, respectively, and let A = A, ® A, be their product. We know that
A is the closure in BUC(R%;N ) of the tensor product A, ® A,. The generic element of ]RI}’ is denoted by (¢, x) while any
function in A, (resp. A, and A) is of variable y € RN (resp. r € R and (r, y) € R'*N). The mean value over Ay, A,, and
A is denoted by the same letter M. For a function u € LP(RI}’ x R™; BZ(R”N )(m > 1), we denote by u(t, x, -, v) (for a.e.
(t,x,v) € RY x R™) the function defined by
u(t,x, -, v)(r,y) = u(t,x,z,y,v) forae. (r,y) € R*N.

Then u(t,x,-,v) € B‘:‘(}R1+ N), so that the mean value of u(t,x, -, v) is defined accordingly. Likewise, for ii € LZ(R; X
R3; B2 (R? ), we have Ti(t, x, -, v) € BA(R? ) = BA(RY,)/N where N = {w € BA(RY,) : [[wll, = [M(Iw|)]"/? = 0}. So
a(t,x,-,v) = u(t,x,-,v) + N for some u(t, x, -, v) € B;(R? ). We therefore set

i=u+WN,

which is understood in the preceding sense.

Definition 2.1. A sequence (i )0 C LP (]RI}’ XR™)(1 < p < o0) is said to weakly X -converge in LP(]RI}’ X R™) to some
function uy € LP(RY x R™; BL (R*™N)) if as & — 0, we have

/ u.(t,x,v) fe(t,x, v)dxdtdv — M(uo(t,x,-,v)f(t,x,-,v))dtdxdv (2.3)
RYxR™ RYxRm

for every f € LF'(RY x Rm;A)(I% =1- i), where fe(t,x,v) = f(t,x, f f,v). We express this by writing u, — ug in
LP(RY x R™)-weak X.

In the above definition, if A = C,.-(ZXY) is the algebra of continuous periodic functions on ZxYwith Y = (0, 1)NandZ =
(0,1), then (2.3) reads as

/ u(t,x,v)fe(t,x, v)dxdtdv — uo(t,x,z,y,v)f(t,x, 7, y, v)dtdxdrdydv,
RYxRm RNxRmxzZxY

where uy € LP(RY x R" X Z X Y).

Remark 2.2. The weak X-convergence in LP(]RJ}’ x R™) implies the weak convergence in LP(RJ}’ X R™). One may
show as in Nguetseng!®xample41 that, for any f € LP(RY x R™;A), the sequence (f°).»o weakly E-converges
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towards f + N in LP(RY x R™). We may also show (see Nguetseng!® corllary 4.1) that the property (2.3) still holds for

[ € LAR* C(R3; B5™(R? ) where BX*(R? ) = BA(R? ) n L®(R? ) is endowed with the L*(R? )-norm.

In the sequel, the letter F will always denote any ordinary sequence (g,), (integers n > 0) of positive real numbers
satisfying: 0 < ¢, < 1and ¢, - Owhenn — .

The following results (Theorems 2.1 and 2.2 and Corollary 2.1) are simple adaptation of their counterparts in previous
studies. 11315

Theorem 2.1. Let1 < p < coand m € N* Let (U.).er C LP(RI}’ X R™) be a bounded sequence. Then there exist a
subsequence F' of F and a function u € LP(IR{I}’ x R™; Bi(R“N )) such that the sequence (U.).crr Weakly X-converges in
LP(RY X R™) to u.

We will also deal with the product of sequences. For that reason, we give one further

Definition 2.2 (Nguetseng et al'> theorem3.1) A sequence (ie)es0 C LP(RY X R™)(1 < p < o0) is said to strongly
>-converge in LP (]RI}] x R™) to some function uy € L? (RI}’ xR™; Bﬁ (Riny )) if it is weakly Z-convergent towards u, and
further satisfies the following condition:

llue ll oy scmmy = ||u0||Lp(Rg'><RM;Bﬁ(R3N))- (2.4)

We denote this by u, — 1o in LP(R} x R™)-strong X.

Remark 2.3. Arguing as in Nguetseng,'® ®xample 42 ywe can show that for any u € LP(RY x R™; A), the sequence (u¢)o

is strongly -convergent to u + N, where u¢(t,x,v) = u (t, X, f J;‘ v) for (t,x,v) € ]RI}’ x R™.

Theorem 2.2 (Woukeng!l theorem3-5) Tor] < p.g < coandr >

integer. Assume (u;)eer C LI(RY x R™) is weakly Z-convergent in LY(RY x R™) to some uy € LIRY x R™; BL(R))),
and (ve)eer C LP(RY x R™) is strongly -convergent in LP(RN x R™) to some vy € LP(RY x R™; BS (R)1)). Then the
sequence (U.V, ).cF is weakly Z-convergent in L’(]RI}’ X R™) to ugvy.

1 be such that % = i + é < 1. Let m be a positive

Corollary 2.1 below is a direct consequence of the previous result.

Corollary 2.1. Let (u.).er C LP(RY X R™) and (ve)eer € LY (RY x R™) N LP(RY x R™) (1 < p < o and p’ = ﬁ) be
two sequences such that

1. u, - ug in LP(RY X R™)-weak %;

2. ve > vp in LY (RY x R™)-strong ¥;

3. (Ve)eer is bounded in L*(RY x R™).

Then, u v, — ugvo in LP(RY x R™)-weak X.

Remark 2.4. We define the weak X-convergence in LP(€2) mutatis mutandis for any 1 < p < oo, where Q is any
open set in R%, d > 1 being any positive integer. We also define the weak Z-convergence in Li) C(Rd). To this end, let
ue LfOC(Rd). For any open set Q C R%, we denote the restriction of u to Q by u o. Then u g € LP(Q). Let (u,) C Lfoc(Rd)
and let up € L; (R B, (RY); then u, — uo in L} (RY)-weak ¥ if and only if u, o — upq in LP(Q)-weak X for any
bounded open set Q@ C RY. The same holds for the strong X -convergence.

3 | PRELIMINARY RESULTS

We keep using the same notation as in the previous sections. We assume throughout this section that the function B;
satisfies the following assumption:

B, € [BARLE}) n LR, 3.1)

Sy T,y
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3.1 | The average operator along the characteristic flow

On L*(R}; B%(R} ), we consider the unbounded operator P defined by

Pii = Z—Z +v-Vyu+(vxB) -V, d=u+N, uelLl’*R};BiR:)),

where the first equality above holds in the weak sense in L*(R}; B4(R? ))). The domain of P is

D(P) = {ii € L*(R}; BA(R;H?)) : P € L*(R}; BA(R:H)).

T,y T,y

We recall that L(R?; B2 (R}?)) is equipped with the norm

1
2

RN < /R M (utP) dv>
The linear operator P is well defined; indeed, if i = W then u —w € N and, for each ¢ € (G R @ A,

(P(ﬁ—ﬂ)),d)):—/ M((u—w) [3—(f+v~vy¢+(vx31)-vv¢]>dv
R3

=0

since M(fg) = Ofor f € Mandg € Bﬁ(Rif) (this follows easily from the inequality |[M( fg)| < || fIl,ligll, = 0). So
Pii = Pw.
We denote by (7,Y,V) = (T, Y, V)(s; 7, y, v) the characteristics of the first order differential operator P:

d—T =1, d—Y = V(s), d—V = V(s) X Bi(T (s), Y(5)), (3.2)
ds ds ds
with the initial conditions
Tz, y,v) =1, YO;7,5,v) =y, V(0;7,y,v) = v. (3.3)

Systems (3.2) and (3.3) does not always possess a solution. As an illustration (see Remark 5.1), if in Section 5.3 we
assume that the magnetic fields B, and B; depend also on the variable y = x/¢, then it is a fact that the above system will
not possess a solution. In the sequel, we will always assume that its solution exists. It is then easy to see that it has the form

T(s:7,0.v) =s+1.Y(s7,0,v) = y+ [; V(E 1,y v)dé

(34)
(ii_‘s/ =V(E)XBi(s+7,y+ fos V(& T, y,v)dE), V(0;7,y,v)=v.

Following Bostan,* se¢ti°n 3 we introduce the average operator (-) along the characteristic flow (3.4): forit = u+ N €

LX(R3; BA(R1)), we set

—~

() = (u) = (uw) + N, (3.5)
where

R
(u)(z.y,v) = lim R™! / wT,Y,V)(s;7,y,v)ds for ue L*(Ry; BA(R)), (3.6)
® 0

the above limit being taken strongly in L*(R?; B2 (R}}?)). Then (-) is well defined on L*(R}; B%(R}*?)). Indeed, the flow
(3.4) generates an ergodic dynamical system (3.2) defined on the phase space R, x R} x R}. Moreover, for any u €

L*(R3; B4(R}%?)), it holds that

< Hlull oz s (3.7)

R
R! / uis+17,Y(s 7, p,v), V(s 7, y, v))ds
0 L2(R3;B3 (RL:3)
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So we can expect compactness properties for the averages

R
{R_1 / uis+r,Y(s; 7, y,v), V(s T,y v))ds+ N R > 0} , (3.8)
0

along the flow (7, Y, V). The von Neumann's ergodic theorem'® P yields the following: for any u € L*(R3; B2 (R1*?)), the
sequence (3.8) weakly converges in L2(R?; B2 (R}}?)) as R — oo, towards some function w € LZ(]R3 B2 (R1+3)) which we

denote by (ii). From the definition (3.6) and the inequality (3.7), it is easy to see that (i) = (u) = (u) + N. But as shown
in Reed and Simon,!6 theerem IL1L the convergence of the sequence (3.8) is strong. Finally, if (it) = (W), thenu —w € N,

and thanks to (3.7),
H (u=w)
L2R3:BLRE)

This yields (&t) = (W). Hence, it — (it) is well defined from L*(R}; B%(R1*?)) into itself.
In what follows, we denote by (7 (s), Y(s), V(s)) the Vector-function

< Ml = wllas:z rissy) = 0.

T,y V)= TS 7,0,v), Y05 1,0,v), V(s 7,9, V).

Proposition 3.1. The mapping {-) : L*(R3; B2 (Rl+3)) — L2(R3; B2 (R1+3)) is linear continuous and coincides with the
orthogonal projection on the elements of L*(R3; 132 (R1+3)) which are invariant under (T (s), Y(s), V(5)):

fto(T(s),Y(s),V(s) =i Vs € R,
that is the functions in L*(R3; 3 (R1+3)) which are constant along the flow (T,Y, V).

Proof. The continuity of (-) follows from (3.7): take the limg_,, of both sides. It remains to show that (-) is the
orthogonal projection on the kernel of P. Let

={ii € L*(R}; B3(R}}?)) : Pii=0 in the sense of distributions in R}*?> XxR}} = ker P. (3.9)

We denote by P the L? projection operator from L*(R3; 32 (R1+3)) into S. The ergodic theorem (see, eg, Sinai'?)
asserts that for it € L2(R}; BA(R; %)),

R—o0

R
lim R / wT,Y,V)(s;z,y,v)ds = (Pi)(z, y,v), forae. (r,y,v) € Rff x R3. (3.10)
0

Moreover,

M@w)ydv = [ M@WPndv for it € L*(R}; B3(R;Y?) and weS. (3.11)
R3 R3

It follows readily from (3.10) and (3.11) that {-) coincides with P on S. However, it is easily seen that S consists

of elements in L?(R}; B%(R1*?)), which are invariant under the flow (7°(s), Y(s), V(s)). It is also a fact (see Weinan'8,
p308) that

P@w) = aPW), u € LRLA) NS and w e LX(RY; BA(RY?)), (3.12)

where KC(R?; A) stands for the space of continuous functions with compact support defined on R3 with value in A. (]

Remark 3.1. Itisimportant to note that the average operator does not commutate in general with the derivatives with
respect to v. Indeed, the function |v|*/2 satisfies the constraint equation (3.14), but not d(|v|*/2)/dv; = vi, so that

o (v o [IvP\ _
<a—<7>>¢a—<7>‘

otherwise, v; would be constant along the vector field in the constraint (3.14).
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3.2 | Equivalence between the duality in the sense of distributions and the duality
defined by the mean value

The next result deals with an equivalence between the weak formulation in the usual distributional sense, and the weak

formulation with respect to the duality pairings in LA(R}; B4 (R;3?)).

Theorem 3.1. Let f € L*(R}; B5(R} ) be such that

/M<f<a—w+v-Vyl//+(v><Bl)-VV1//>>dv=O (3.13)
R3 dar
forally € C(‘)’°(R3) ® A%, Then,
9f \Y B) - V,f=0 in R} xR} 14
E+v' yJf+WxB)-V,f=0 in Ty X R}, (3.14)
that is,
/ f (0_(,0 +v-V,p+(VXB)- Vvqo> dydrdv =0 (3.15)
R4 xR3 ot

forall g € C(R3) ® C(R?). Conversely, if (3.14) holds true, then so is (3.13).

Proof.

1. We first show that (3.13) implies (3.14). To that end, let 6 € Cg"(]R‘,"y) and ¢ € Cg°(R§) be fixed. Let w € A®. We
define 0 * y in a classical way: (6 * w)(z,y) = fR40(s, Ew(r — s,y — E)dsdé for (7,y) € R x R3. Observing that
0 x y € A™ (see the proof of Woukeng!® PP 23) with 4 = ‘;—‘Z = 0%(9 s y) €A and 0 « Vyy = V(0 = y) € A%,
we have (with test function (8 * y) ® ¢ in 3.13)

/M<f[<e*‘Z)—"T’+v-(9*vyw)>¢+(9*W)(vx31)-vv¢])dv=o.

M(f(Q*?)—l:+v-(9*Vyu/)>d)> <(9*f)<—+v qu/>¢>

where (7, y) = 8(—7, —y). Also, if we let g = f(v x B;) (which belongs to B2 (R? ,)? for each v € R?), then

But

MC(f(6 * y)(vXBy)-V,p) =M *y)g-V.p)
=My g)- V..

Soset fp =0 % f and g = 0 * g. Then, f, € A* and g, € (A®)* with

/R <fe¢ <— +v- Vyl//> +(8o Vv<l>)ll/> dv =0, (3.16)

or equivalently, using the integral representation of the mean value (see 2.1),

/ <f9¢<—+v Vyl//> +(§9-Vv¢)u’7> dvdp =0
R3xA4) ot

where ~ = G(-) stands for the Gelfand transformation on A (see Remark 2.1). Since y and ¢ are arbitrarily chosen,
it follows that

e~

d o~ ~ .
a—"’ +v-Vyp —ding =0 in R3xA(A). (3.17)
T
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Recalling that f, € A® and g, € (A*)?, we may compute each term in (3.17) separately (with respect to &) €
A(A), where 6. ) is the Dirac measure at (7, y)) to get

d .
a—‘” +v -V —ding =0 in RIxR:. (3.18)
T

Indeed, let us explain how to obtain the term Z—"T’. We have that

51; oy oy
_51' = 51’ sy )= —\1,)).
d‘r( @) <<,y> ar> ar(T ¥)

We repeat the same process to get the other terms of the left-hand side of (3.18).
Multiplying (3.18) by ¢ € C*(R?) ® C°(R? ) and integrating over R} X R? , we obtain

T,)9
9

fo=—+ fo(v-V,0)+ 8- V,p | drdydv = 0.
R¢ xR} ot

But

0
/]1%4 ]R3f€ <£ +v- Vy(p> drdydv =
X v

/R‘T‘.}YXRE </JR?

5.&

06,6 f(r+s,y+¢, v)dsd§> <3—(: +v- Vy(p> (7, y,v)drdydv

and

/ g0 - Vipdrdydv =
RjyyxRe

- / @ % (f(vxBy) - V,odedydy
R‘:Jx]Rg

= / (/ 06, O f(r+s8,y+EvIvXBi(t+5s,y+ )] Vv(pdsd§> drdydv.
Ré xR3 \ JR

8¢

This yields, using Fubini's theorem,

0
/ 0(s, &) / f(t+s,y+E,v) <_(p +v-V,p+(WXBi(t+5,y+8)- Vv(p> drdydv| dsdé =0. (3.19)
R, R¢ xR} ot
We infer from the arbitrariness of 6 in (3.19) that

P
/ fr+sy+E&v) <—(p +v-Vy(p+(va1(r+S,y+§))-Vv(p> drdydv = 0
R R) or (3.20)

fora.e. (s, &) € R*.

Since (3.20) holds true for a.e. (s, &) € R*, the set of such (s, £) is obviously dense in R*. This yields at once that
(3.20) holds true for all (s, &) € R*. Indeed, to check this it suffices to verify it only for (s, &) = (0, 0).

SoletR* 3 (s, &) — (0,0) in R* as n — oo, with (s, &,) satisfying (3.20). We write (3.20) with (s, &,) and make
the change of variables (z,y) — (r + s,y + &,). It holds that

0
/ f [a—(p(r =S Y =&, V) + V- Vyo(r — 55,y — &n, V) + (VX By(7, ) - Vo@(T — 8y, ¥y — &y, v) | drdydv = 0.
R4 xR3 T

(3.21)
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Using the Lebesgue dominated convergence theorem, we are led to, as n —» oo,

7}
/R Rf(a—f+\/-Vy(p+(v><Bl)-Vv(p>dede:O
4y>< 3

forall ¢ € C°(R}) ® CP(RE).

2. Conversely, let us now assume that (3.14) holds, and let ¢ € Cg"(Riy) and ¢ € C(‘)”(RE) ® A®. For ¢ > 0 be
arbitrarily fixed, define y(z,y, v) = @(et, ey)d(z,y, v) for (z,y,v) € Riy x R3. Choosing y as test function in the
variational form of (3.14), we get

Jrr f(€p5E (e e) + ple €)5E + v - [edV (e, ) + ple-, £)V,] + (v X By) - (e, £V p))drdydv = 0.

Making the change of variables t = ez and x = €y, we obtain

0 0p\°*
/R re (sdfa—f + <p<£> +v- [e¢*Vew + (V)] + (vX By) qo(vv¢)f> dtdxdv = 0,
where we(t,x, v) = w(t/e,x/e, v). Letting € — 0, one obtains

/7M <f [Z—f+v‘vy¢+(v ><B1)-VV¢]> @dtdxdv = 0.

Since the last equality above holds for any arbitrary ¢, we infer that

/M(f [g+v-Vy¢+(v><Bl)-Vv¢]>dv=0 Vo € CX(RY) @ A,
R3

which amounts to (3.13). This completes the proof. O

4 | HOMOGENIZATION RESULTS

We recall that F = (g,),, denotes any ordinary sequence of positive real numbers satisfying €, — 0 when n — oc0. We
denote the generic element of F by ¢ such that “e — 0” amounts to “¢,, - 0 when n - .”
We assume that the electromagnetic field in (1.1) and (1.2) is highly oscillating and is given by the relation

E@0=E(5Y), Bexn=B(53)+ 1p, (£.%) for wweR, e>o,
E £ E £ 13 E &
where the functions E and B; satisfy the following assumption:
o 3,
E, B, € [BXRI)NLRI)]", i=0,1 (4.1)

Under Assumption (4.1), the following homogenization result holds.

Theorem 4.1. Let A be an algebra with mean value on Rff. For each € € F, let f, be the unique solution to (1.1) and
(1.2). Then the sequence (f,).cr converges in L*(R3 xR3)-weak T towards fo+ N with N = {u € B3(R1}}) : M(|u|?) =0},

T,y
where fo € L*(R3; L*(R3; B4 (R1?)) nker P) is the unique solution to the problem

d
§+(v)-fo0+((E+v><B0)-va0)=O in RIxRIxRI

fO(O’x7 T,), V) = fo(x’lV(O; 7,), V))

(4.2)
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Proof. Appealing to Theorem 2.1, we infer from (1.3) the existence of a subsequence F’ of F and of a function f, €
L*(0, T; LA(R3; LA(R3; BA(R}*?))) such that, as F' 3 & — 0,

fe— fo+ N in L*R3 xR®) -weak X. (4.3)
We recall that if u € NV, then
M@uv)=0 Vv e Bi[RD). (4.4)

Now, dealing with the electric field E, since E € B%(R}%?)*, we deduce from Nguetseng!® example 41 that

E°>E+N in L*(R})® -weak X.

Hence, using E as a test function in the above convergence result (we recall that E € (Bfl(R}ff) N L“(R}f)f), we
obtain the strong convergence result:

E°>E+N in L*(R}) -strong X. 4.5)
By a similar argument, we have

B > B+ N in L*R;)’ -strong £,i=0,1. (4.6)

Next, we consider the test function y*(t,x, v) = v (t, X, é J;‘ v) for all (t,x,v) € R} xR3, where y € CP(R3xR*) ®

A%.Then, y* € C5° (R3T x R3) and multiplying (1.1) by y¢, by an integration by parts using the fact that V, - v = 0 and
V, - (E* + v X B) = 0, we obtain the following equation:

a I3 a £
- / AZEY) 1) o0 (Ve + 1y (V0| dedxdv
R;XR3 ()t & 01‘ £

4.7
—/ Sfel(Ef +v X Bj + 1\/ x BY) - (Vyy)ldtdxdv = 0.
R3xR? 3

Multiplying (4.7) by &, then passing to the limit in each term of the resulting equation when F' 5 & — 0 (using
Theorem 2.2 for the first term and Corollary 2.1 for the second one), we obtain

/ Se [e(a—w> + (0_1//) +e(v - (Vxy)®) + v (Vyw)? | didxdv
R3 xR

ot or
- M(fo [a—w+v-qu/]>dtdxdv
R} xR? ot

and

/ Sfel(eE* + e(v X By) + v X BY) - (V,y)* dtdxdv

R3xR3
- M(fol(v X By) - V y]dtdxdv,
R3xR
and hence,
—/ M<f0 [6_1// +v- Vyy/+(v><B1)~VV1//]> dtdxdv = 0. (4.8)
R xR3 Jt

Choosing in (4.8) w(t,x,7,y,v) = @(t,X)¢(r,y,v) where ¢ € CP(R3) and ¢ € CP(R)) @ A, we get from the
arbitrariness of ¢,

/ M <f0(t,x, ) [‘;—‘f +v-V,p+ (VX By)- Vvqb] ) dv =0. (4.9)
R;
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Let f = fy(t,x, ). Then in view of Theorem 3.1, (4.9) yields

)
a—f+v-Vyf+(v><B1)-va=O in R}, xR;, (4.10)
T

which means that f € L*(R}; B3(R}}?)) solves (4.10), and hence, fo(t,X,-,) € kerP for almost all (t,x) € R3.

Considering the same weak formulation (4.7), but this time with y € C;° (]R3T) ® (¢ (R3) ® A®) N ker P], one gets

[ s
R3xR3

Letting F’ 5 £ — 0 and using the fact that y € ker P, we have by sigma-convergence,

a £
<0_ut/> +v- (Vo) +(E* +v XBS) (Vo) + E(Pw)g] didxdy = 0.

/ M <fo [6_1// +v-Vyy +(E+vXBy)- Vvu/]> dtdxdv = 0. (4.11)
R xR ot

Since fo(t,x,-) € ker P for a.e. (t,x) € R3, we appeal to (3.11) to rewrite (4.11) as

/ M(fo a—V/+v~Vxl//+(E+v><B0)-VV1// )dtdxdv:O,
R3 xR ot

or equivalently (using the linearity of (-))
—/ M (fo <0—W> +{(v- V) +{((E+vXBy)- Vvu/)> dtdxdv = 0. (4.12)
R xR ot

Since (-) commutates with the translations along the flows (see Bostan*, prop. 4.2) and thanks to Proposition 3.1, it
commutates with any derivative with respect to ¢ and x, so that

oy 0 oy
V== == 11 th k P).
< o > 3% (y) o (werecall that y € ker P)

By repeating the same argument, we obtain
(v V) =(v) - (Vay) = (v) - V.

Since the average operator does not commutate in general with the derivatives with respect to v (see Remark 3.1), we
can not expect to have in general (V,y) = V, (y). Therefore, (4.12) rewrites

—/ M<f0 [a—w+(v)-qu/+((E+va0)-va)]>dxdtdv:O,
R xR ot

which formally is equivalent (see Theorem 3.1) to

%+<V>'foo+<(E+V><Bo)'vao>:0 in Ry xR xRS, (4.13)

We may give a precise meaning to (v). Indeed,

R
(V) (7, y,v) = lim R! / V(O;s+17,Y(s;7,y,v), V(s; 7, y,v))ds
— 00 0

R
= lim R™! / V(s;7,y,v)ds,
R—o0 0
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so that
R
V) (z,y,v) = lgim R / V(s;t,y,v)ds. (4.14)
— 00 0
‘We also have

R
(E)(z,y,v) = lim R / E(T.,Y)(s;7,y,v)ds
— 00 0

R
= };im R7! / E(s+17,Y(s;7,y,v))ds.
0

—00

Let us now pay attention to the initial condition satisfied by f,. Let n € C'([0, T]) with n(T) = 0, and let ¢ € [C(‘)”(]Ri X
R3) ® A®] nker P. Set we(t,x,v) = n(H)p(x, t/e,x/e,v) ((t,x, V) € R3T x R?). Then, using the fact that P¢~> = 0, one gets

[c]l — 1(0) / b (x, 0, ’-“,v) £O0x, v)dxdy
R, €

—/ fe[n' o +n(v- (Vi) + (E° + v xBj) - (V)| dedxdv = 0,
R

7
Ty

where RY, = R x R} and R7, | = R} X R]. Letting F' 3 ¢ — 0, we obtain

—1(0) / F00e, vVIM(eh(x, 0, -, v))dxdv

R (4.15)

—/ M(fo [/ +n(v-Vip+ (E+vxBp) V,¢| didxdv = 0.
R7.,

At this level, we deal only with the first term of the left-hand side in (4.15). Let us first observe that if we denote by
®$ the solution of (3.4) taking at time s = r, the value (y, v), we have obviously the equality: for all s, 7 € R,

(Y(s57,Y(z;8, 3, v), V(z;8, 3, V), V(s; 7, Y(758, y,v), V(758, 9, V) = (3, V),
so that, if we consider the mapping @ : R3 x R® - R3 x R3 defined by
D3y, v) = (Y(5:7,5,v), V(8:7, ¥, V)),

it satisfies
O (D (y,v) = (V) V(»v) R’ xR’

Hence, the mapping ®$ is invertible with inverse ®;. We define Y? and V? in the same manner.
Since ¢ € ker P, we have

d(x,0,y,v) = p(x,s,Y(s;0,y,v), V(s; 0, y,v))
= p(x,s, Dy(y,v)) forall seR,
and so

/ FO6e, VIM($(x, 0, -, v)dxdv =/ F'M((¢))dxdv
R, R:,

R
= / M < Rlim R1 / P(x, s, D} (y, v))ds) dxdv.
Rs oo 0
Since ¢ is compactly supported with respect to x, v, we have

R
M(()) = lim |8, / <Igim R / ¢<x,s,<1>g<y,v»ds> dy
o0 —00 0

B,

p—00,R—>0

R
= lim |B,,|‘1R—1 / / P(x, s, D(y, v))dsdy.
B, Jo
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So

R
/ e lim |B,| TR / / P, s, DYy, v)dsdy | dxdv
R)Gc,v p—0,R—>0 B/, 0
R
=/ lim |BP|_1R_1// Bx, s, D5 (v, v)) fO(x, v)dsdy | dxdv
Rf?,v p—00,R—c0 B, Jo

R
= / lim |B,| 'R / / G, 5, y, ) fO0e, V(v v)dsdy | dxdv
R;ﬁu p—c0,R—c0 B, Jo

R
( lim |B,|'R! / / ¢(x,s,y,v)fo(x,lV(o;s,y,v))dsdy>dxdv
B, Jo

= / M(p(, -, - v) f(x,1V(0, -, -, v))dxdv.
RE,

Let us give the precise meaning of 1V. In order to compute +V(0;s,y, v), we first compute V(s;0,y, v) and then we
permute in the resulting equality, the position of s and 0. This being so, since f; satisfies (4.13) and thanks to Theorem
3.1, we are led at once at

f0(0,x,5,y,v) = fO0, V(0;s, y,v)). (4.16)

Therefore, putting together (4.13) and (4.16), we obtain (4.2).

It remains to check uniqueness of f, + N'. Assume that f° = 0. Let us show that fy(t,x, -, v) € N For that, we use
the classical Holmgren method.

For any given T > 0, let ¢ be a smooth function with compact support (in t, x, v) satisfying

2 4+v-Vyp+(vXB)-Vyp=0 in RE xR} @17)
¢ € CX(R}) ® [(C(R)) ® A®) nker P| '
and consider the equation
X 4v-Vay +(E+vXB)-Vyy=¢ 0<t<T 418)
w(T,x,7,y,v) =0.

Then (4.18) possesses a unique classical solution y, which also has compact support in (¢, x, v). Furthermore, let
O = ‘;—"’ +v-V,p + (vXB))- V,p. Then, & satisfies

elog —
{;+v-de)+(E+vao)~Vvd>—0, 0<t<T 19)

O(T,x,7,y,v) =0.

The uniqueness of the solution of (4.18) yields @ = 0, ie, y satisfies (4.17). Using y as test function in (4.2), we get
/ M(¢fo)dtdxdv = 0.
R3

Since this is true for any smooth function ¢ satisfying (4.17), and f; satisfies (4.10), we have M(| fol?) = 0 (by consid-
ering a sequence (¢,), in CP(R3) ® [(CE(R?) ® A®) n ker P| satisfying ¢, — f, in L2(R3 X R3; B2(R? )))). This shows

voA
that f, € N, hence the uniqueness. This concludes the proof. O

Remark 4.1. For the homogenized equation (4.2) to be written under the conservative form, we need that the equality
((E+vXBo)-V,fo) =(E+vxBo))-V,[o (4.20)

holds true. This is not true in general. However, we present in Section 5.2 below a special setting where (4.20) is true;
see especially (5.6) therein.
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5 | APPLICATIONS

In this section, we study some special cases of (1.1). We show in particular that we recover the results obtained in Bostan*
and in Frénod and Sonnendriicker.>- section 2

5.1 | The magnetic field is not strong

In this case, B; = 0. The corresponding operator P is defined by

Pi=—+4+v-V,u
ot Y

with domain
D(P) = {&n € LXR}; BA(RYY) : Pi € LX(RY BA(RI)).
Here, the characteristics (7, Y, V) are well defined by

T(;t,y,vy=s+7, Y(S,3,v)=sv+y, V(st,p,v)=v.

The average operator (-) is therefore given by

R
(u) (z,y,v) = };im R7! / u(s + z,sv+ y,vyds.
—> 00 0

So we have R
(V) (7, y,v) = lim R / V(s;z,y,v)ds = v;
— 00 0

R
(E)(z,y,v) = Igim R! / E(s+ 7,sv + y)ds;
— 00 O
R
(vXBy)(z,y,v) = Igim R / V(s;7,y,v) X Bo(s + 7,sv + y)ds
— 00 0

R
= lim R7! / v X By(s + 7,sv + y)ds
0

R—o0

= (v X (Bo))(7, y, V).
In this context, Equation (4.13) reads as

9
%+v-VXf0+<(E+va0)~va0>=0 in R} xR} xR (5.1)

As in the previous section, f, will satisfy the following initial condition:

fO(O’ X, Y, V) = fo(x’ V)- (52)

5.2 | Vlasov equation under fast oscillating magnetic field

We follow in this subsection the arguments of Bostan.* $¢¢tin 7 We assume that the oscillations are with respect to the time
variable 7 = t/e only. Thus, the magnetic field has the form

B (t.x) =0 (5) B),
&
where § € Al = {u € A, : v € A,}, A, being an algebra with mean value on R. By Gauss's magnetic law (div ,B = 0),

there exists a potential vector C such that B = curlC with div,C = 0. Thanks to the Faraday's law (9;B° + curlE® = 0), the
curl part of the electric field E* = V,y + curlg® is given by

curlet (t,x) = —%9 ( L ) C).

£
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Hence, the Vlasov equation becomes

9fe
ot

+v-Vefe +(E - %(6’)5C +6°(vXB)) -V, fe =0, (5.3)

where we have set E = —V, .

In this case, the operator P is defined by

Pii = a—u—6"C-Vvu,
or

with domain
D(P) = {nn € L*(R} xR}; B2 (R,)) : Pii € L*(R} x R B3 (R,)}.

The characteristics associated to P are solutions of the following system of ordinary differential equations:

L—0 & =1, & =—0ew
X(0;7,x,v) =x,T(0;7,x,v) =7,V(0;7,X,v) = v,

that is,
X t,x,v)=xT(6;7,x,v) =s+ 1, V(s 7,x,v) = (0() — 0(s + 7))C(x) + v. (5.4)

The average operator along the characteristic flow (5.4) is therefore defined by

R
u) (z,x,v) = Rlim R! / u(s + 7,x,v + (0(zr) — (s + 7))C(x))ds.

A simple change of variable s — ¢ = s + 7 yields

R+7
(u) (7.x,v) = lim B! / u(t,x, v + (8(z) — 0(t))C(x))ds. (5.5)

equation will have a more explicit form as seen below. To this end, let us beforehand compute (v), (E) and {6(v X B)).
First, since E does not depend on the characteristics, we have (E) = E. Next, using (5.5), we have

Since for any y € ker Pwe have % € kerP(for1 < i < 3),itfollowsthat {9,y ) = 9, . At this level, the homogenized

(V) (@,x,v) = lim R™! / o [v + (0(z) — 0(1))C()] dt
=v+(0(r) —T (ONC(x)
= v+ (6(r) - (6))C(x).
Finally,
(0(v X B)) (r,x,v) = lim R”! / o O(DI(v + (B(z) — 6(1))C(x)) x BX)]dt

R+1
= }%im R / [6()0(t) — 6(£)](C(x) x B(x))dt

R+7
+ }%im R7! / 0(t)(v x B(x))dt
= ((0) 0(r) — (6*))(C(x) X B(x)) + (0) (v X B(x)).

In this case, fo € L®(0, T; L*(R3 x R3; Bf1 (R,))) solves the following homogenized equation:

% + (v +(8(2) = (8))C) - Vi fo + (E + [(v X B) + 6(r)(C X B)] (6) — (Cx B) (62)) - V..fo = 0, (5.6)
with initial condition given by

£0(0,x,7,v) = fO(x,v + (6(z) — 6(0))C(x)). (5.7)
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Compared with the results in Bostan,* 5?7 we have the same expression of the impulsion along the characteristics
g, which is g = v + 8(7)C(x). Let us note that in Bostan,* g is a T-periodic function taken in C;er(R,). Here, we consider
a general setting where 0 belongs to A = {u € A, : du/dr € A,}, A, being an algebra with mean value on R. This
includes the special case of T-periodic functions of class C!. It also includes the special of C!-almost periodic functions,
and others. Recalling the fact that for T-periodic functions u, the equality

R T
lim R™! / w(t)dr =T7! / u(r)dr
R—o0 0 0

holds, we infer readily that our result in this section, generalizes of the one in.* theorem 7.2

5.3 | Homogenization of Vlasov equation with a strong external magnetic field

Our aim in this subsection is to generalize the results obtained in Frénod and Sonnendriicker.®> For that, we consider the
special case of (1.1) where the magnetic field B, is equal to a constant vector M = (M3, 0, 0), which is oriented towards
the e;-axis, (e, e,, e3) being the canonical basis of R?. We also assume that E and By are independent of the variable y € R3,
so that the only possible oscillations are with respect to = = t/e. Thus, the operator P is defined by

ou

Pi=—+WxXM)-V,u
or

with domain

DP) = {a e’ (Ré; ij]R,)) . P e 12 (Ri;BﬁT(RT)) } .
The characteristics (7, V) associated to the differential operator P are helicoid around the magnetic field M and are given
by the following relations:

T(s;z,v)=s+t and Cil_Is/ =V(E)X M with V(0;r,v) =v.

We start with the general case where M = (M, M, M3) with  M; € R. Therefore,

V=VxXM=MV, V(@O;7,v)=v, (5.8)
where the matrix M € M5(R) with
0 Mz —M,
M=|-M; 0 M; |. (5.9
M; -M; 0

The solution of (5.8) is given by
V(s;t,v) = eMV(0;7,v) = eMv.
The operator (-) is defined by

R R
(U (r,v) = I%im R! / us + 7, V(s;z,v))ds = Igim R! / u(s + 7, eMv)ds.

The electromagnetic field (E, By) is constrained as follows:
E.By € (B; (R,) nL*(R,))*. (5.10)
Following the same approach leading to (4.5) and (4.6), we obtain
E°>E+N in L*(R})’ -strong %, (5.11)

and
B, > Bo+ N in L*R3)’ -strong =, (5.12)

where N = {u € B} (R;) : M.(|u|*) = 0}. (5.11) and (5.12) will be useful to obtain the limit problem (5.13).
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Since the electromagnetic field (E, By) is independent of the variable y, the weak X-convergence involved in the
definition of (5.11) reads as follows: as e — 0

J

Replacing E by By, this convergence also holds for (5.12).
With all this in mind, we consider the following test function w* defined by w*(t,x,v) = w(t,x, ﬁ v), where v €
(& (R3T x R3) ® A®) N ker P. Multiplying the Vlasov equation by w¢, then by an integration by parts, we obtain

_/ fs
R3xR3

Passing to the limit as F' 3 € — 0, using the fact that y € ker P and (5.11) and (5.12), one gets

—/ M<fo[<a—w>+v-qu/+(E+v><B0)~VV1//]>dtdxdv=O.
R xR ot

Since fy € ker P, owing to (3.11) and thanks to Proposition 3.1, the above equation becomes

E <5> p <t,x, 5) didx — / ML(E() - (1, x, ))dtdx, V¥ = (wir<ics € LP(R3: AP
;e € R

a £
<a—”;> + v (Vap)t + (B° +v X Bf) - (Vo) + %(Pu/)f] dtdxdv = 0.

—/ M <fo [(a_y/> +(v) - Vyw + ((E+VvXBy) - Vvy/)]> dtdxdv = 0.
R3xR3 ot

Thanks to Theorem 3.1, this equation is the variational formulation of the following:

% + (V) Vifo+{((E+vXBy)-V,fo)=0 in R}xXR}XR,. (5.13)

Let us give a meaning to (v). One has

R R
(V) (z,v) = lim R_l/ V(s;,v)ds = lim R} / eMyds.
R—o00 0 R—o0 0

We also have

R R
(E)(z,v) = I%im R! / E(T)(s;7,v)ds = I%im R / E(s+ 7)ds

and . X
(vXBy)(z,v) = Rlim R / V(s;7,v) X Bo(s + t)ds = I%im R / (€Mv) x By(s + 7)ds.
—00 0 —00 0

Following the lines of the previous section, one can easily show that f; satisfies the following initial condition:
fo(0,x,5,v) = fOOV(055,v) = fOx, eMv). (5.14)

We therefore have the following homogenized result.

Theorem 5.1. Assume that (5.10) holds. Foreach € € F, letf, be a solution to Vlasov equation. Then, up to a subsequence
F' extracted from F, the sequence (f.).ep converges in L*(R3, x R})-weak X towards fo + N, with N' = {u € B4 (R,) :

M. (|u|?) = 0}, where f, € LA(R3; LA(R}; B4 (RY)) nker P) is a solution to problems (5.13) and (5.14).

Remark 5.1. We cannot investigate the general case in which we consider the oscillations in the space variabley = x/¢.
Indeed the determinant of the matrix M given by (5.9) is equal to 0. Thus, M is not invertible, which implies that the
characteristic in Y does not exist. Therefore, in the case of strong and constant external magnetic field, the oscillations
in the space variable are proscribed. This gives a suitable justification to the assumptions stated on the electromagnetic
field at the introduction of this subsection.
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Coming back to what was stated in the introduction of this subsection, we follow the lines of Frénod and
Sonnendriicker.? If M is oriented in along the e;-axis, then with no loss of generality, we can assume that M = (M, 0, 0).
Therefore, the characteristics equation in V'is equivalent to the following system:

Vl = 0; VZ = V3M1; V3 = —Vle. (5.15)

Hence, we have V1 (s) = v;. Concerning the two other equations of (5.15), they can be rewritten as follows:

Vi=Ccv* with V*0) = (va, v3),
where V' = (V, V3) and C € M,(R)

_ 0 M
R

Vs T,v) = ECVH0; T, v).

Let us compute €€ in this case. To this end, we set

_ _ 0 SMl
CS_SC_(—SMl 0 )

The solution of this equation is given by

We recall that

oo

= Y

n=| 0
Set t = sM;. For all k € N, we have

(—l)kt2k 0 0 (—l)kt2k+1
(Cy* = < > and (Cy)**! = < ) )
0 (—1)k[2k (—1)k+1t2k+1 0

Hence,
o 1 k 42k ©0 1 k 42k+1
c i = Yo DI B o (D
=L\ = o0 1 k j2k+1 o 1 k 2k
n= 0 - Zk=0 (2k+1)!(_1) t * Zk=0 %(_1) t

_( cost sint

~ \ —sint cost /)
since the entire serial development of the cosine and sine functions (using Mac Laurin's formula) is given by the following:
forallx € R,

cos(x) = exp(ty) + exp( &) 2( n" (;Cn),
. exp(ix) — exp( ix) p X2l
Sll’l(X) = Y = Z(— ) (2n—+1)'

Therefore, we are led to (with t = sM;)

oCs = cos(sM7) sin(sM;)
— \ —sin(sM;) cos(sM1)
and we have the following:
Va(s; T,v) = vy cos(sMy) + vz sin(sMy) ;5 Vi(s;T,v) = —v; sin(sMy) + v cos(sMy).

At the end, the characteristics will be

T(s;t,v)=s+rt; V(s;t,v) = (vq, V2 COS(SM1) + v3 sin(sMy), —v, sSin(sM) + v3 cos(sM,y)).
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The limit problem here will be

%+<V>'foo+<(E+V><Bo)'vao>=0 in Ry xR} xR,

where

R
(v)(r,v) = Rlim R7! / V(s)ds = (v1,0,0) for v = (vi,vz,3).
-0 0

Indeed, after some computations, the components of (v) are given by

(v1) (z,v) = IgijroloR—l /OR vids = v,
() (r,v) = Jlim RIM vy sin(RM;) + v3(1 — cos(RM,))] = 0,
(v3) (r,v) = Jlim RIM [va(cos(RMy) — 1) + vs sin(RM;)] = 0.
We also have

R R
(E)(z,v) = I%im R / E(T)(s;7,v)ds = I}im R / E(s + 7)ds,

and

R
(vxBy) (r,v) = }%im R7! / V(s; 7, V) X By(s + 7)ds.
—> 00 0
The initial condition satisfied by f; in this case is given by
fo(0.x,5,v) = fO0¢. V(0;5,v)),

with fO(x,V(0;s,v)) = fO(x, v1, v, cos(sM;) + v3 sin(sM; ), —v; sin(s.M; ) + v3 cos(sM)).

We realize here that our results are similar to the ones in Frénod and Sonnendriicker.> The main difference here
comes from the fact that our structural hypothesis (5.10) is more general. This includes C!-almost periodic functions,
C!-quasiperiodic functions and others. The C!-periodic functions comes here as a special case. Therefore, we can con-
clude that our Theorem 5.1 generalize Frénod and Sonnendriicker™ theorem 1.1 gince it includes the periodic case as a

particular one.
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Abstract. The paper deals with the homogenization of linear Boltzmann equations by the means of the sigma-convergence
method. Replacing the classical periodicity hypothesis on the coefficients of the collision operator by an abstract assumption
covering a great variety of physical behaviours, we prove that the density of the particles converges to the solution of a
drift-diffusion equation. We then illustrate this abstract setting by working out a few concrete homogenization problems
such as the periodic one, the almost periodic one and others. To achieve our goal, we use the Krein—Rutman theorem for
locally convex spaces together with the Fredholm alternative to solve the so-called corrector problem.
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1. Introduction and the main result

An important topic in multiscale analysis is the derivation of macroscopic model equations from the
microscopic ones arising from kinetic theory. One of the most important kinetic equations is the Boltzmann
equation, which roughly reads as
ot

In (1.1), the left-hand side accounts for the total derivative that takes into account the free streaming of
particles, while the right-hand side is the collision operator describing interactions between particles. The
unknown function f refers to the distribution function and is physically interpreted as the probability of
the density of particles in a given volume. In this work, we deal with a specific type of collision operator
(see (1.4)) leading to the linear Boltzmann equation. The linear Boltzmann equation is a kinetic model
used in many different contexts. It appeared (for the first time; see [20]) on the motion of electrons in
metals and has been since then used in various branches of mathematics and physics such as radiative
transfer [22,25], neutron transfer theory [30]. The macroscopic effects come to light when the time elapsing
between collisions is much smaller than the observation time scale. This amounts to saying that when the
average distance between two successive collisions is smaller than the given specimen length scale. In that
case, it therefore becomes interesting to seek the solution f of (1.1) under the form f(¢,x,v) = f-(et, z, v)
where 0 < ¢ << 1 is a small dimensionless parameter. So, considering the rescaled time variable 7 = et,
we see that (1.1) takes the form

Ofe
or

3

(r,z,0) +v -V fe(r,z,v) = éngE(ﬂx,v). (1.2)

® Birkhiuser
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Instead of (1.2), we rather consider the following initial value problem

of.
ot

$a(0) Vofo= 1Q.f in (0.7) x B x V -

f-(0,z,0) = fO(z,v) in R% x V.

Such a problem naturally arises when modelling the behaviour of a cloud of particles. The unknown
function f.(¢,2z,v) > 0 can be interpreted as the density of particles occupying at time ¢, the position x
with a physical state described by the variable v. As usual, v is the translation velocity of the particle
and lies to the d-dimension space V C R? (R¢ is the numerical space R? of generic variable v, integer
d > 1). The set V is endowed with a measure du whose crucial properties will be specified later. The
left-hand side of the first equation in (1.3) describes the transport of particles with the velocity field
a:V — R% while the right-hand side takes into account the interactions that the particles may undergo
which crossing device. Coming back to (1.3), the € in front of the time derivative is related to the long
time scaling, while the 1/e in front of collision operator means that particles undergo with more and
more interactions [14]. Those interactions modify the physical state of the particles and are localized in
time and space. They can be described by the following integral operator:

Q. fe(t,z,v)) = /V o (z,v,w) fe(t, z,w)dp(w) — X°(z,v) fe(t, z,v), (1.4)
where o° (7,0, w) = o(z, Z,v,w) (resp. ¥°(z,v) = X(z, Z,v)) is a non-negative function defined a.e. on
RY X RE x V x V (resp. on RE x RY x V). The function o is called transition or scattering rate, while
is the absorption rate. In the case of this work, they are both given. Assuming that the total density is
conserved, that is

/ fe(t, z,v)dp(v)de :/ Oz, v)dp(v)da, (1.5)
R xV RexV
we are led to the following relation

Eg(ac’v):/vae(x,w,v)du(w). (1.6)

Moreover, we also assume that o (see, for example, [2,3]) satisfies the semidetailed balance condition

[ @ vwnno) = [ o (e o)duto). (1.7)

v
As in [14], we state some important hypotheses on the measure space (V,du) and the velocity field
a(v). We suppose that

V is a compact subset of R? and the measure p satisfies (V) < oo.
The velocity field a : V — R? lies in W1>°(V).

There exist two constants C,~ > 0 such that

p({v eV :la(v)-& <h}) <ChY forall £ € ST~L h >0

(1.8)

where S?~! stands for the d-dimensional sphere in R?. Next, we also need the following assumption on
o:

o€ B(RY x V x V; BY®(RY)). (1.9)

In (1.9), A is a given algebra with mean value on R? (that is, a closed subalgebra of the C*-Banach algebra
of bounded uniformly continuous real-valued functions on R? that contains the constants, is close under
complex conjugation, is translation invariant and is such that each of its elements u possesses a mean
value M(u) = JCBR u(y)dy where we set once and for all f; = |f19| [s for any measurable set S C R?),
BZ’OO(RZ) = B?% (RZ) N LW(RZ) where B?(R?) is the generalized Besicovitch space defined as the closure

1

of the algebra A with respect to the seminorm |jul, = (M(Jul*))2, and B(R? x V x V;Bi’w(RZ))
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denotes the space of bounded continuous functions from R? x V' x V into B% OO(IR{UI) The above spaces
will be precise in the next section. However, let us pay special attention to Abbumption (1.9). When
accounting of the specific properties of the medium in which the collisions occur, the analysis of our
model becomes more involved and necessitates special attention. These properties are naturally included
in the behaviour of the scattering rate function o, and they influence the overall behaviour of the density
function f.. They depend on the way the microstructures are distributed in the heterogeneous medium
(where the collisions occur). For example, we could assume that the medium is made of microstructures
that are either uniformly distributed inside or almost uniformly distributed, or assume another kind
of deterministic distribution. This leads to a function y — o(z,y,v,w) which is assumed to be either
periodic (with respect to y) or almost periodic, or even asymptotic almost periodic. All these properties
are included in Assumption (1.9).
Finally, we suppose that the initial distribution function f°, satisfies

f°(z,v) >0 and }f0’ z,v)dzdu(v) < Cy < cc. (1.10)
RIXV

Under hypotheses (1.8)-(1.10), the Cauchy problem (1.3) has (for each fixed £ > 0) a unique weak
solution f. € C([0,T); L2(R% x V)) (see, for example, [2,3] for the proof), which further satisfies the
following estimate

Ifell oo 0,12 Rax Yy < € (1.11)

where C' > 0 is independent of € > 0. The proof of estimate (1.11) follows from direct application of the
energy method to the system (1.3), using the semidetailed balance condition (1.7).
Defining the operator P on L?(V; B%(Rg)) by

Pu=a(v) -Vyu—Qu (ue L*V; Bi(RZ)))
where Qu(z,y,v) = [, o(x,y,v,w)(u(y,w)—u(y,v))du(w), we know that there exists a unique F(z,-,-) €
L2(V; B4(R%)) such that
PF =0, / M(F(z,-v))du(w) =1 and F > 0 ae.; (1.12)

see Proposition 1. We assume that the velocity field a(v) satisfies the following vanishing flux condition:

/ M(a(v)F(z,-,v))du(v) = 0. (1.13)
1%
The following theorem is the main result of the work.

Theorem 1.1. Let A be an algebra with mean value on R%. Assume (1.9), (1.13) and (3.10) hold. For each
£ >0, let f- be the unique solution of (1.3). Then, there exists fo + N € L?(R% x V; B4 (RY)/N) such
that the sequence (f-).er weakly sigma-converges in L?((0,T) x R x V) towards fo +N. Moreover, fo
has the form fo(t,x,y,v) = F(x,y,v)po(t,z) where F € C*(R%; L*(V; B3 (R%)) Nker P) is given by (1.12)
and py is the unique solution of the Cauchy problem

%0 _ div, (D(2)"Vapo + U(x)po) = 0 in (0,T) x RY
(1.14)
) = [y, fO(z,v)dp(v) in RY

:/‘/M(X*®(a(v) </ M (iay(w)F) dulv ))19‘,de

where
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with (x* @ a(v)F) = (xja; (0)F),<; j<ar

0= [ 3 0caw) Varyaut) = ([ M (xia(w) TP duto))

1<i<d

and where x* the unique solution in C§°(RY x V; Bi(R(yi))d of the corrector problem:

PP = —a() and | M3 (@, 0)dlo) = (1.15)
\%
P* being the adjoint operator of P.

Equation (1.14) models a drift-diffusion process. The diffusion arises by the term div,(D(z)TV.po)
which represents the spatial redistribution of particles forced by their own kinetic energy, while the drift,
represented by the term div, (U (z)pg), models the transport of particles forced by a given outer field or
a field generated by the particles in a self-consistent manner.

Theorem 1.1 is proved in [14] in the periodic setting, that is, when assuming that the scattering
function o is periodic. To achieve their goal in [14], the authors used the Krein-Rutman theorem in
Banach spaces (see [10, Theorem VI.12, page 100]). However, as the Besicovitch spaces BY(R?) are not
Banach spaces (but rather complete locally convex topological vector spaces), we cannot expect to use the
initial version of that theorem as presented in [10]. Fortunately, the initial version has been generalized
to locally convex spaces by Schaefer [28], and it is the one that we use in this work, which allows one to
relax the periodicity assumption by considering a general deterministic assumption which includes the
periodic one and the almost periodic one as special cases. This falls within the scope of deterministic
homogenization theory which proceeds from the juxtaposition of the algebras with mean value and the
sigma-convergence method. To the best of our knowledge, this is the first time that such a result is
obtained beyond the periodic setting.

The homogenization of Boltzmann equation remains an active field of study. We may cite [1-3,5,6,
14,21]. In [5,21], the authors study the case of diffusion limit of a semiconductor Boltzmann—Poisson by
using the Hilbert formal expansion, in the case of periodic oscillations. In [1,6,14], the authors investigate
the asymptotic behaviour of a linear Boltzmann equation by the two-scale convergence method. In all
these works, hypotheses were stated in the periodic setting. Here, we use the sigma convergence method
to handle the more general case including as special settings, the almost periodic homogenization, the
weak almost periodic one, and others.

The rest of the paper is organized as follows. In Sect. 2, we present some fundamental results about the
concept of sigma-convergence. Section 3 deals with the corrector result. Section 4 is devoted to the proof
of Theorem 1.1. Finally, in Sect. 5, we provide some concrete examples in which Theorem 1.1 applies.

2. Algebras with mean value and sigma convergence
In this section, we recall the main properties and some basic facts about the concept of sigma-convergence.

We refer the reader to [23,31,32] for the details regarding most of the results of this section.
In the sequel of this work, we will often set R4 = (0,T) x R%.

2.1. Algebra with mean value

Let A be an algebra with mean value (algebra wmv, for short) on R%, that is, a closed subalgebra of the
Banach algebra BUC(R?) (of bounded uniformly continuous real-valued functions on R?) that contains
the constants, is close under complex conjugation (u € A whenever u € A), is translation invariant
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(tau = u(- +a) € A for any u € A and a € R?) and is such that any of its elements possesses a mean
value in the following sense: for every u € A,

M(u) = lim u(y)dy (2.1)

R—o0 Br

where Bp stands for the open ball in R? of radius R centred at the origin and fs, = |BlT\ I5,.

Let u € BUC(RY) and assume that M (u) exists. Then, defining the sequence (u).~o C BUC(R?) by
u(z) = u(%) for x € R%, we have

u — M(u) in L2 (RY)-weak * as & — 0.

This is an easy consequence of the fact that the set of finite linear combinations of the characteristic
functions of open balls in R? is dense in L'(R9).
Let A be an algebra with mean value. Define the space A> by

A® ={uecA: Dyu € Afor every a = (g, ..., aq) € Nd} )
Then, endowed with the family of norms [|[[[[,,, defined by [[|ulll,, = sup|qj<,, Supyera [Dyu| where

Dy = ﬁ, A is a Fréchet space.
In order to define the generalized Besicovitch space, we first need to define the Marcinkiewicz space
MP(RY) (1 < p < o), which is the space of functions u € LI (R?) satisfying limsupp_, ., JCBR lu(y)|” dy <

loc
00. Endowed with the seminorm

;
full, = tmsu (f Jutnay) "
R—o0 Br

9P (R?) is a complete seminormed space. Next, we define the generalized Besicovitch space Bf (R)
(1 < p < 00) associated with the algebra with mean value A as the closure in 9P (R?) of A with respect
to [|-[l,- It is easy to see that for f € A and 0 < p < oo, |f|" € A, so that

R—o0

|mu—<mnﬁJﬂwﬂ;:maﬂ%ﬁ. (22)

The equality (2.2) extends by continuity to any f € B%(R?). Equipped with the seminorm (2.2), B (R%)
is a complete seminormed space. We refer the reader to [27,31,32] for further details about these spaces.
Namely, the following holds true:

(1) The space B4 (R?) = B4 (R?) /N, (where N = {u € B} (R?) : [ull, = 0}) is a Banach space under
the norm [lu + N, = [[u], for u € BE (RY).

(2) The mean value M : A — R extends by continuity to a continuous linear mapping (still denoted
by M) on BY(R?). Furthermore, considered as defined on B (RY), M extends in a natural way
to B4 (R?) as follows: for u = v + N € BY(R?), we set M(u) := M(v); this is well defined since
M (v) =0 for any v € N.

In the current work, we will deal with the concept of ergodic algebras with mean value. A function
u € BY(RY) is said to be invariant if for any y € R?, ||u(- +y) — u||, = 0. This being so, an algebra with
mean value A is ergodic if every invariant function u is constant in BY (R?), i.e. if |u(- +y) — ul|, = 0 for
any y € RY, then ||u —c|, = 0 where c is a constant. We assume that all the algebras with mean value
used in the sequel are ergodic.

Remark 2.1. In the sequel, we assume that all algebras wmuv consist of real-valued functions. This does
not make any restriction on the preceding results or on the forthcoming ones. We will denote the Gelfand
transform G(u) of a function u € A by u.
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2.2. The sigma-convergence

In what follows, the notations are those of the preceding subsections.

Let A be an algebra wmv on RZ. We know that A is a subalgebra of the C*-algebra of bounded
uniformly continuous functions BUC(RZ). The generic element of R% is denoted by (¢,z), while any
function in A is of variable y € R%. For a function u € LP(R. x V; B} (R%)), we denote by u(t,z, -, v) (for
a.e. (t,r,v) € R4 x V) the function defined by

u(t,z, - v)(y) = u(t,z,y,v) for a.e. y € RY.
Then, u(t,z,-,v) € BY(R?), so that the mean value of u(t, z,-,v) is defined accordingly.

Definition 2.1. A sequence (uc)eso C LP(RE X V) (1 < p < o0) is weakly sigma-convergent in LP(R% x V)
to some function ug € LP(R% x V; BE (RY)) if as ¢ — 0, we have

// ue(t, z,v)p° (t, z,v)dp(v)dedt — // M (ug(t, z, -, v)p(t, z, -, v))du(v)dedt (2.3)
RE. XV RE XV

for every ¢ € LP' RL xV;A) (L5 =1~ %), where @°(t,x,v) = @(t,x, £,v). We express this by writing

P’ 3 e
ue = ug i LP(RE x V)-weak ¥.

In the above definition, if A = Cp,er(Y) is the algebra of continuous periodic functions on Y with
Y = (0,1)%, then (2.3) reads as

// ue(t, 2,0)p (t, z, v)dp(v)dedt — // uo(t, z, y,v)p(t, z,y,v)dydu(v)dadt
R4 XV REXV XY

where ug € LP(R4 x V x Y).

Remark 2.2. One may show as in [23] that for any f € LP(R% x V; A) , the sequence ().~ weakly
Y-converges towards f + N in LP(RL x V) . It can be shown (see [23, Corollary 4.1]) that property
(2.3) still holds for ¢ € L (R4 C(R%; B, *°(R%))) where BY ™ = B 0 L®(RY) is endowed with the
LOO(RZ)—norm.

In the sequel, the letter F will always denote any ordinary sequence (&, )nen of positive real numbers
satisfying: 0 < ¢, <1 and &, — 0 when n — oc.
The following result and its proof are simple adaptation of its counterpart in [23,24,31].

Theorem 2.1. Let 1 < p < 0o and let (u:)ecp C LP(RE x V) be a bounded sequence. Then, there exist
a subsequence E' of E and a function u € LP(R% x V; BY (R?)) such that the sequence (uc)eep weakly
Y-converges in LP(R% x V) to u.

3. Corrector results

In this section, we aim at stating and proving an important result based on Krein—-Rutman theorem [10,
Theorem VI.13, p. 100]. It is very important to note that the Krein-Rutman theorem was first stated
and proved by Krein and Rutman [18]. A more general version of that theorem appeared in Bonsall [8]
and was extended to locally convex topological spaces by Schaefer [28]. Since the space L?(V; B (R%))
is rather a complete locally convex topological vector space, we shall follow in this subsection the lines
of [28]. However, we can observe that the results obtained here can be extended to the original Krein—
Rutman setting of Banach spaces by considering the Hilbert space L?(V; B%(R9)) which is the Banach
counterpart of L2(V; B%(R?)).
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To start with, we consider the unbounded operator P defined on L?(V; B3 (R%)) by
Pu=a(v) - Vyu— Qu (3.1)
with domain
D(P) = {u € L*(V; B4(RY)) : Pu € L*(V; B5(R%))}
where Q is the operator defined by
Qfa.1.0) = [ ol w)(f () = fuv))duto). | € L2(V: BA(R) (32)

and the equality (3.1) holds in the weak sense in L?(V; B3 (RY)), that is

(Pu, ¢) = / M(~ua(v) - Vy¢ — pQu)du(v) for all ¢ € C®(V; A®). (3.3)
Using the semidetailed balanc‘e/ condition (1.7), we easily show that
| euwant) = [ wereaute) (3.4)
where Q* is the adjoint collision operator of Q defined by
@ 6(a.0) = [ o) (000, w) = 9(y.0)) ). (3.5)
so that (3.3) is equivalent to
(Pu, ) = / M(u(=a(v) - Vyb — Q" 6))du(v) for all ¢ € C(V; A). (3.6)
We infer from (3.6) that the avdjoint P* of P is well defined by
P*¢=—a(v) - Vyop— Q" ¢. (3.7)
Next, if u € L2(V;N) N D(P) (N = {f € B4(RY)) : M(|f|*) = 0}) then Pu =0, that is
(Pu,¢) = 0 for all ¢ € C®(V; A®). (3.8)

This shows that P can be extended on the Banach space L?(V; B4 (R%)) by
P = Pu for =u+N with u € L*(V; B3 (R?)) (3.9)
where Pu = Pu+ N. Indeed, in view of (3.8), if u = w then u — w € N, so that P(u— w) = 0, that is,
Pu = Pw. The domain of P is naturally defined by
D(P) = {u € L*(V; B4(RY)) : Pu € L*(V; B4(RY))}.
With the above definitions of P and P, in order to study the properties of P, it will be sufficient to study

those of P based on the framework developed in [28].
Now, consider the integral operator K of kernel o defined on L?(V; B%(R?)) by

Kf(y,0) = /V oy, 0, w) f(y, w)dpa(w) for f € LA(V: BA(RY)).

Then, it is easy to see that K sends continuously L?(V; B%(R?)) into itself. We assume that
K is compact from D(P) into L*(V; B3 (R%)). (3.10)

Assumption (3.10) is verified in the periodic setting (see [14]) and can be easily extended to the asymptotic
periodic setting as seen in Sect. 5.3. We also show in Sect. 5.2 that it is valid in the almost periodic
setting, and hence can be extended to the asymptotic almost periodic framework in the same way as in
the asymptotic periodic one.
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Proposition 1 is a generalization of its counterpart in [14, Section 3] where the periodic setting is
treated by considering the usual Krein-Rutman theorem using Banach spaces theory. Here, we consider
the general deterministic framework which does not fall within the scope of the usual Krein—Rutman
theorem in Banach spaces as in [14, Section 3], but rather within the scope of its generalization to locally
convex spaces. However, as seen in [28], the assumptions in applying the results from [28] are the same
as those from the Banach setting. We start with the description of the kernel of the operators P and P*
(the estimates obtained here are uniform with respect to the spatial macroscopic variable x € R%). The
overall aim of this subsection is to solve the auxiliary problems (3.11) and (3.12) below:

e the corrector problem:

For g € L2(V;B?4(RZ)), look for f € D(P) such that Pf =g (3.11)
and
e the dual corrector problem:
For ¢ € L*(V; BE‘(Rz)), look for ¢ € D(P*) such that P*¢ = . (3.12)

We recall that equalities (3.11) and (3.12) hold algebraically and so, also hold in the usual sense
of distributions in R? x V. It will also be seen below that they will hold in the weak sense in
L2(V; B3(RY)) (see especially the proof of part (i) of the proposition below).

Proposition 1. Suppose (1.8) holds true and that o = o(x,-,-,-) € L>®(V X V;BZ’OO(R;[)). Then the
following assertions hold:

(i) There exists a unique function F € L*(V; B3 (R%)) satisfying
PF =0, / M(F)dpu(v) =1 and F > 0 a.e. in R} x V. (3.13)
Furthermore, F is the unique :olutz'on of the variational equation
/ M(F(a(v) - Vy(v) + Q6 v))du(v) = 0 for all § € C=(V; A). (3.14)

Similarly, we have ker P* = SPaH{XRng}; where XRé <V stands for the characteristic function of
RIx V.

(ii) Let g € L*(V;B4(RY)). Equation (3.11) admits a unique f in D(P) solution if and only if
Jyy M(g)du(v) = 0. Moreover, it holds that

||f||L2(v B (Rd)) = <cC ||9||L2(V B2 (RY)) (3.15)

where C' > 0 is a constant independent of g.

(iii) Let ¢ € LQ(V'Bi(RZ)). The equation (3.12) admits a solution ¢ € D(P*) if and only if
Jyy M(@F)du(v) = 0. The condition [, M(¢)du(v) = 0 ensures the uniqueness of the solution.
Furthermore, we have

||¢||L2(V B3 (R%)) = <C ||90||L2(v B3 (R2)) (3.16)

where C' > 0 is a constant independent of .

Proof. The proof is divided into five steps. It is based on the characterization of ker P, after which we
conclude with Fredholm alternative argument [10, Theorem VI.6, page 92]).

Step 1: Uniform bounds of the operator Q.

Let us first and foremost check that Q is a bounded operator on L?(V;B3(R{)), provided that

o€ L=(V x V; By™(R%)). Indeed, for f € L?(V; B3(R%)), we have

Q(f) () = /V o v, w) (f (0, w) — £(y,0))dps(aw),
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so that

19D visgn = [, M (1€NE0)FP) duto).

But
QU < oty ([ 1 auw) +111)

where C' = sup(u(V), (V)?). Since the mean value commutes with the integral, we get

19Nz v ey < CNol T v gy (V) + DI v 53, mey
that is,
1N L2(v;p2 (R)) = C||J||L°°(VxVde 11l L2 v,B2 (R2)) (3.17)
where C in (3.17) depends only on (V). This shows that Q is bounded in L?(V; B%(RZ)). As a result,
the domain of P reduces to
D(P) = {ue L*(V;B5(RY)) : a(v) - V,u € L*(V; B5(R))}.

Step 2: Perturbation of the operator P.
We rewrite P as a perturbation of the advection operator A = a(v) - V, + ¥ (where X(y,v) =
[y o(y, w,v)du(w)), by the integral operator K defined by

Kf(y,v) = /V oy, 0, w) f (g, w)d(w), (3.18)
that is,
P=A-K. (3.19)

A is invertible; since by a simple integration along the characteristic lines y + sa(v), we can easily check
that the equation Af = h has the unique solution

fly,v) = A h(y,v) = /000 exp ( /OS Y(y — a(v)T, ’U)dT) h(y — a(v)s,v)ds, (3.20)

and the above function f actually lies in L*(V; B3 (R%)). Indeed, thanks to hypothesis (1.9), we can
find 0 < ¥y = inf(; , o)eraxrixy Y(x,y,v) (recall that X(z,y,v) > 0 since o > 0), so that for h €

L2(V; B4(RY)), we have

1A P2 5 )

= [y limpoo £ | fo exp (=[5 2y — a(v)T, v)dr) h(y a(v)s v)ds|2dyd,u(v)
< Jylimpoeo 5, | fo- exp (=21s) h(y — a(v)s,v ds‘ dydp(v)
= [, limp 00 JCBR |f0°° exp (—%s) exp (—75) h( a(v)s, )ds| dydp(v)
< Jylimposeo 5, (fo exp (=21s)ds) (fy exp (=X1s) [h(y — a(v)s,v)[*ds) dydpu(v)
(fooo exp (—X1s)ds) [, [y exp (- le) (hmR%OO s, [Py a(v)s,v)|2dy) dsdp(v)
21 Jv fo exp (—Xys) M (|Ta(v)s V) )
21 fV fo exp ( Els)M(|h(-,v)\ ) p(v)ds
=57 Jv Jo exp (=%18) M (|h(-,v)|?) du(v)ds
2 2
= (&) IlEevima g = () IlEavima g -

On the other hand, since h > 0 (resp. h > 0) implies f = A~ h >0 (resp. f = A~1h > 0), we deduce
that A~' is a non-negative bounded linear operator on L?(V; B (R%)). Now, we rewrite the equation
Pf = g as follows:

no

(3.21)

(I-KoA Yh=g, h=Af (3.22)
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where I is the identity operator in L*(V; B (R)).

Step 3: Compactness of O = Ko A™L. This is a consequence of the compactness of K (see Assumption
(3.10)).

Step 4: Dimension of ker P by Krein—Rutman theorem.

Keeping this compactness result in mind and coming back to problem (3.22), let us consider the
following convex closed cone C' = {f € LQ(V;BE‘(RZ)) : f>0}. C is a total cone because C — C' =
L2(V; B4(RY)). Its interior intC' is trivially not empty and we have C' N (—C) = {0}. Otherwise, since
o > 0 implies K(f) > 0 for any non-negative function f € L?(V; B5(R¢%)), we deduce that the compact
operator O = K o A~! sends C'\{0} into intC". Thus, the positive compact operator O = K o A~! and the
convex closed cone C satisfy the conditions of Theorem [28, (10.5), P. 281], which is the generalization in
the locally convex spaces of the well-known Krein—Rutman theorem [10, Theorem VI.13, p. 100]. Hence,
it guaranties the existence of a unique eigenvalue A of @ (which is its spectral radius) associated with a
non-negative eigenfunction H > 0 (O(H) = AH). We then set AF = H, so that K(F) = AAF. Applying
to this equality, the mean value M with respect to y and next integrating with respect to v using the
semidetailed balance condition (1.7) and equality (1.6), we are lead to

M (0,0, 0) F(-,w)) dp(w)da(v) = A [ M (a(-,v,0)F(-,w)) da(w)du(v) > 0.
VxV VxV

We deduce that A = 1 is the principal eigenvalue of . Furthermore, we have seen in Step 2 that A~! and
K are non-negative linear operators. Thus, since F' = A™'H > 0, this implies that AF = H = K(F) > 0,
and so ' = A~'H > 0. Finally, as f > 0 implies O(f) > 0, we deduce that the dimension of the eigenspace
is one. We can proceed in the same way with the adjoint operator P*, noticing that XRrixv € ker P*,
since constants belong to ker P*. To conclude the proof of (i), let us show that (3.14) is satisfied.

Let ¢ € C°(RY) and ¢ € C*°(V; A>°) be freely fixed, and define the function 1 (y,v) = ¢(ey)¢(y, v)
(y € R?) for a given € > 0. We multiply the equation PF = 0 by 1 and integrate by parts the resulting
equation over R? x V, and next make the change of variables z = ey to get

/ /R i Fa(v) - (€0°V.0 + @(Vy9)°) + 0(Q* )] dzdpu(v) = 0 (3.23)

where 1°(z,v) = n(z/e,v). Letting ¢ — 0 in (3.23) using the definition of the sigma-convergence (for
time-independent sequences), we obtain

JLL, M) 0.0 + @0t 0)e(dedn(o) =0,
The arbitrariness of ¢ yields at once
[ MP@(0) - 9,0(.0) + @70 0)aute) =0

that is (3.14). This finishes the proof of (i).

Step 5: The Fredholm alternative.

In order to apply the Fredholm alternative, we need to consider the extension P of P defined on
LA(V;B% (}RZ)) Then, all the properties obtained in Steps 1-4 are valid mutatis mutandis (replace P by
P and L*(V; B4(RY)) by L*(V; B%(RY))). We also observe that (3.11) may be seen as equivalent to the
following one

Pf=3. (3.24)
Indeed, (3.11) implies (3.24), while the reverse implication holds, provided that we replace g by g + ¢

where ¢ € L?(V; ). However, in the variational form of (3.11), we observe that the contribution of 1 is
of no effect since M (¢)(-, v)¢(-,v)) = 0 for ¢ € L*(V;N) and any ¢ € L*(V; B5(RY)).
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This being so, we note that the condition fV (g)du(v) = 0 is necessary for the solvability of Pf = g,
since [, M(Pf)du(v) = 0. Indeed, as the mean value mapping u — M (u) commutes with integral with
respect to v, we simply notice that combining (1.4) and (1.6), we have

/ Qf(y,v)du(v) =0 for all f € L*(V; B3 (RY)).
v

Furthermore, by a simple computation, we show that M (a(v) - V, f(-,v)) = 0.

With this in mind, we may replace (3.11) by (3.24) and we remark that (3.24) is equivalent to (3.22)
in which we consider the corresponding extensions of the operators involved in (3.22) and defined on
L2(V;B%4(RY)), so that applying the Fredholm alternative, we have Im(I — O) = ker(I — O*)*, which
implies Im P = (ker P*)*. Hence, Pf = g is solvable for g € ImP = (ker P*)*. But as the eigenspaces of
P and P* are spanned by positive functions, the condition i, M(g)dsu(v ) = 0 guarantees the uniqueness.
So, for any element in L3(V;B%(RY)) = {g € L*(V; B3(RY)) : [, M(g(-,w))du(w) = 0}, we find a
unique f € L%(V;B%(RZ)) solution of Pf = g. To prove mequahty (3 15) we just apply the open
mapping theorem (see, for instance, [10, p. 18]) to the linear operator P, which gives the existence of
C > 0 such that

1flp2v, 2 2ray < C 9l r2 (v, 52 2 (RD)) -

Similar conclusions hold for the adjoint problem P*p = ¢. This concludes the proof. O

The next two results show how the regularity of the coefficients gives rise to the regularity of the
solutions of (3.11) and (3.12). The second one takes into account the dependence with respect to the
parameter x. Their proofs are copied on that of [14, Lemmas 3.2 and 3.3].

In what follows, A! denotes the space {u € A : Vu € (4)?}, while V,, stands for the space V with
generic variable w € V.
Lemma 3.1. Suppose that o(y,v,w) and g—;(y,v,w) (1 <i<d) lie in C(V, x Vw;L"o(Rg)) N L>(V, x

Vi x RY). Then, for g € C(V; AY), the solution of (3.11) lies in C(V; A'). A similar conclusion holds for
the adjoint equation (3.12).

Proof. Let o, 9% and g be given as in the statement of the lemma. In particular, we have g € C(V; A') C

C(V;A) C C(V7 BA (RZ)) Proceeding as in the previous proof (see Step 4), we show that the solution h
of the following rewritten problem

(I-KoA Y (h)=g, h=A(f) (3.25)

belongs to C(V; A). To conclude, we need to show that h and f = A~'h have the same regularity. To
that end, Thanks to (3.20), we have

fly,v) = /00 exp (— /s Y(y — a(v)T, v)dT) h(y — a(v)s,v)ds,
0 0
which implies that f € C(V; A).
Now, let us fix 1 <1i < d, and set 9; = 9/9y;. Applying 0; to (3.11) yields
a(v) - Vy0if — Q(aif) = 0ig + 0; Q(f), (3.26)
where
00(N0) = [ Brly.v,w) flyw)dte) = 0200 ) 0. 0). (3.27)

Since f € C(V;A), we have 0;g9, 9;Q(f) € C(V;A). Therefore, the right-hand side of (3.26) belongs to
C(V;A). Thanks to Proposition 1 applymg this time to problem (3.26), we obtain 0;f € C(V; A). Hence,
f €C(V; A'). The same arguments can be applied to the adjoint problem. O
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It is worth noticing that derivation of the equation for the equilibrium function F' shows similarly that
FecC(V;AY.

Lemma 3.2. Let k € N*. Ifo(z,y,v,w) € CF(RZ; L=(V x V; B%OO(R;))) and g € CF(RE; L*(V; B (RY))),
then the solution of (3.11) lies in Ck(Rg;Lz(V;Bi(R‘;))). A similar conclusion holds for the adjoint
equation (3.12).

Proof. We first check that the constant C' in Proposition 1, which depends on the parameter x, is locally
bounded. Indeed, let K be a compact subset of R? and 0 < § < 1. Applying Heine’s theorem to the
restriction of x — o(x,-) to K, we derive the existence of a constant 15 > 0 such that for any x1,z2 € K
with [z1 — @3] < s, we have [|o(21,-) = 0(22, )| oo (v xv 1) < ﬁ, where C is the constant obtained
n (3.17), depending only on p(V) < co and C(z2) the constant in Proposition 1. Accordingly,

196@) = Qe (22(v:m3.mg) < C(a')

where £ (L?(V; B%(R))) stands for the space of bounded linear operators from L?(V;B%(R%)) into

itself. Let (B(x;,7s))1<i<1, be a finite covering of K: K C UfilB(a:i,n(;). For any x € K, we rewrite the
equation P(z)(f(z)) = g(x) under the form

P(z;)(f(z)) = g(2) + (Qz) — Q(z:))(f(z)).
It follows that

1P@)f @) L2 v;m3 ey < N9@) L2 v, pa ey +19() = Q@i)ll £(12(v, 83, @may) I (@)l 2(v; 55, me))

)
< 9@l L2 v, may) m”f(x)“L%V;Bi(Rg))'

But thanks to (3.15), we have
Tl I @) L2 v, 3 may) < 19(0) | 2(v, B2 ma)
= P@) @) v e
5
< Ng(@)l L2 (v, 3, @may) + ) L @) L2 (v, 3, (mayy -
We then deduce that

Clxi)
I f(x )||L2(V B2 (R%)) < 1— ||9( )”L?(V;Bi(Rg))' (3.28)
Hence, we can use the constant C' = C'(K, ) = max { (’1(365) i= L;}

Now, let &; denote a differential quotient with respect to z: &} f(z,-) = M for a fixed
1<i<d. We get from Pf = g the following equation:

a(v) - V8, f — Q(8},f) = 8,9 + 5,Q(f)- (3.29)
Arguing as in the proof of Lemma 3.1, we show that the right-hand side of (3.29) is bounded in
L3(V; BE‘(RZ)) and so, (6} f) hso 18 also bounded in L3(V; Bi(RZ)). Therefore, the application « — f(x,-)
is differentiable with values in L?(V; Bf\(Rz)), and we have, setting 0; = 0/0x;

a(v) - Vy0if — Qi f) = 0ig + 0;:Q(f)-
We easily show the continuity of the right-hand side with respect to x using the continuity of f, the

hypothesis on ¢ and (3.27). From that, we have the continuity of 9;f. These arguments can repeat for
higher derivatives and apply to the adjoint problem. O

In particular, the following consequence of the lemmas above will be useful in the sequel.
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Corollary 3.1. Suppose (1.8) and (1.9) hold. Then
(i) F and V. F are continuous functions of their arguments, where F is determined by (3.15).
(i) For any g € C*(R%;C(V; AY)), satisfying the compatibility condition in Proposition 1, the solution
of Pf = g is a continuous function of its arguments as well as its first derivative with respect to x.
A similar conclusion holds for the adjoint equation P*p = ¢.

4. Homogenization result: proof of Theorem 1.1

Let F' be the unique solution of (3.13) in Proposition 1. We assume here that (1.9) and (1.13) hold true.

Proof of Theorem 1.1. Let E = (g,), denote any ordinary sequence of positive real numbers satisfying
en — 0 when n — oo. We denote the generic element of E by e such that “c — 0" amounts to “c, — 0
when n — oo”. By virtue of a priori estimates (1.11), we appeal to Theorem 2.1 derive the existence of
a subsequence E’ of E and element f, € L*(R% x V; B (Rz))7 such that as E’ 5 € — 0, one has

fe = fo+ N in L2(R% x V)-weak 3. (4.1)

Thanks to Assumption (1.9) on the absorption rate o, it belongs to B(R? x V x V; BZOO(RZ)). Now
let ¢ € C5°(R% x V) @ A and define ¢° by ¢ (¢, z,v) = ¢(t,x, £,v) ((t,z,v) € (0,T) x R? x V). Then,
Y € C5°(R$. x V) where Rf. = (0,T) x RZ. Multiplying the first equation in (1.3) by 1t°, and integrating
by parts using the relation (3.4) and the fact that V, - a(v) = 0, we obtain

[ 1 ((55) + 20 (V00 + Zralw) - (00" + (@) )] drdodute) =0 (42

where Q* is defined by (3.5). Multiplying (4.2) by €% and passing to the limit (thanks to Theorem 2.1)
as € — 0, one has

2 (0¥\° E )
/RdeV [fe(e (875) +ea(v) - (Vo) +a(v) - (Vyo) )} dtdadpu(v)
- M (fo(a(v) - Vy)) dtdadp(v).
REL XV

Next, using o as a test function, we obtain, as E' 3 ¢ — 0,

/ f-(Q ) dtdadpu(v) =
RL XV
= /]Rd sz[(ae(x,v,w)fa(t, x,v) — o (z,w,v) f=(t, 2, w))*|dp(w)dp(v)dtde
— / Ml(o(z,,v,w)fo — oz, ,w,v)fo)Y]dtdzdu(w)du(v)
R4 x V2

= [ M@ ) dtdrduto)
REL XV

We deduce that
- [ MUa) - V0 + @0)dtdadu(s) o (4.3)

Choosing (t, z,y,v) = p(t,7)d(y,v) where p € Cg°(R%) and ¢ € A% ® C>®(V), we obtain that (4.3) is
equivalent to

_/R% </VM(fo(t,:c, ) (a(v) - Vyo(v) + Q*(b(.w)))du(v)) (¢, 2)dtdz = 0.
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Since ¢ is arbitrarily chosen, the preceding equation leads to
B [/ M (fo(t7 Z, -, U) (a(v) : V’U¢(7 U) + Q*¢(a U))) d,u(v) = 0. (44)
So let us consider, for (¢,z) € RY. be fixed, the equation: Find F(t,z) = F € L*(V; B4(RY)) such that
a(v)-VyF — QF =0in RY x V. (4.5)

Then, appealing to [part (i) of] Proposition 1, there exists a unique F e L*(V;B3(RY)) with
[y M(F)dp(v) = 1, which solves (4.5). As in the proof of (3.14), we observe that F satisfies the variational
formulation

/V M (F(-,v) (a(v) - Vyé(-,v) + Q7¢(,v))) du(v) = 0 Vo € A= @ C=(V). (4.6)
Next, set

polt, z) = /V M(folt, 2, v))du(v)

and assume without lost of generality that pg is not identically zero. Then, this defines a function with
the property that py ' (t,z)fo(t,,-,) solves (4.6) and Iy M(py ' (t,z) fo(t,z,-,v))du = 1. Invoking the
uniqueness of the solution of (4.6) with the further normality condition [, M(F)du(v) = 1, we get readily
F= palfo, ie.
folt, 5,1, 0) = polt, 2)F (@, y,v) for ace. (t,3,y,v) € RS x RY x V. (4.7)
Moreover, recalling that fo € L*(R$. x V; B3 (RY)) = L?(R$; L*(V; B4 (RY))) we see that pg € L?(R{.).
Now let ¢ € C§°(R%) and define ¢ by

Po = —a(v) - V.6, /V M(g)du = 0. (4.8)

We recall that in view of (1.13), Proposition 1 and Lemma 3.2 ensure the existence of a unique ¢ €
Ce°(RE; L2(V; B5(RY))) satisfying (4.8). Moreover, if we consider the vector valued function

X" = (X;hgjgd defined by
(G LI Ry
P*(x;) = —a;(v) and Iy M (x5 (2, v))du(v) = 0,

then from the uniqueness argument, it holds that

o(t,x,y,v) = X" (x,y,v) - Vo o(t, x).

This being so, we choose in the variational form of (1.3) (see (4.2)) the test function 1¢)° where

e o X
U (o) = 9t 2) + e (2, 2 0)

with ¢ be given above and ¢ being defined by (4.8). Then, we get

(4.9)

ey F138 +2 (%) + La(0) - Voo + alv) - (Vup)? w0
+5(P*¢)° + L(P*p)°]dtdzdpu(v) = 0.

Since ¢ is independent of y and v, we have P*¢ = 0. We infer from (4.8) that a(v) - V¢ + P*¢ = 0, so
that (4.10) becomes

/Rs;xv [f ) (ggf e (85?) +a(v) - (Va(x™ vm)fﬂ dtdadp(v) = 0.
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Letting € — 0 (up to a subsequence),

/R%XV (fo <¢ +a(v) Va(x* - vm))) dtdadpu(v) = 0. (4.11)
We can compute each term of (4.11) as follows:
//RW (f0> dtdzdu(v) =A%/VM(po(x,t)F(x,-,v)?> dtdzdpu(v)
= [t (f 2P i) G
= /R% po(z, )a¢dtdx
= <8p0’¢> (4.12)

since [, M(F(x,-,v))du(v) = 1. Next,

/ / M (foa(v) - V(X" - V) didadu(v)
RE XV

[?M((Faj(v)(x*-vwfb))—M( WX Va0) F)]Podxdtdu

Lj

We first deal with Iy to obtain

Z//Rdxv (aJ (X" V¢>) )podxdtd,u

//Rdw Ve F)(X* - Va9)) podxdtdp

90
=~ g S, oot ate)-.70) 2 amit

At this level, we set U(x) = (U;(x))1<i<a Where

/ M (x: (a(v) - Vo F)) d. (4.13)
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Then, U; € Cg°(R?%) and

d
0 .
I = Z/Rd pOUiaidedt = (diva(Upo), ¢) -
i=1 /RT

As regards I, we have

h Z / /R 0z, 81:] M ((Fa;(v)(X" - Va9)) dzdtdp

and it is an easy task in seeing that the function x — [, M ((Fa;(v)(x* - V4¢))du is a compactly
supported C' function, so that

Z/ podadt (/ o (Faj(v)xg.*gi) du>

2]1

_ <(/M (Fay () (x" W))du) gi>

ij=
So we define the matrix D(z) = (dij)1<ij<a by dij = [, M (xja;(v)F)du, that is,

= /V M (x* @ (a(v)F)) dp with x* @ (a(v)F) = (xja; () F)i<ij<d- (4.14)
Then,

I = —(D(2)V¢, Vo) = — (D(2)"Vpy, Vo) = (div, (D(z)"Vpo) ,¢)

where D(z)T stands for the transpose of the matrix D(z). It emerges that (4.11) is the variational
formulation (in the usual sense of distributions) of

aapto div, (D(2)"Vapo + U(z)po) = 0 in R, (4.15)

where D(z) and U(z) are defined, respectively, by (4.14) and (4.13).

Let us now pay attention to the initial condition satisfied by fy. We assume without losing the
generality that the function pg is smooth enough. Let us consider a similar test function ¥ (¢, z,v) =
o(t,x) +ep(t,x, Z,v) as defined in (4.8), but with ¢(t,z) = n(t)¢(x), where n € C>°([0,77]) and n(T") =
0. It is already known that there exists a unique x* € C§°(R? x V; B%(R{)) satisfying (4.9), so that
Ve (t m,v) = n(t)(d(x) +ex™(, £, v) - Vad(x)). Then,

/R%XV aaji%zfdtdﬂ( )dx_/RgXV (/0 afsz/ﬁdt) (o) de
:/Rng l/: (;(fms)—fe (%d’) )dt] dadp(v)

= —n(0) /]R , V(fs)tzo(cb +e(x*)F - Vapo)dzdu(v)

- /]R ‘o 0 fo(p 4 e(x*) - Veo)dtdzdu(v)
—n0) [ 6+ () Vao)dada(v)
R xV

= [ 16+ 00) ) ddadn(o). (4.16)
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But thanks to the first equation of (1.3), we have

ofe
3]; (t,x,v) = —%a(v) Vafe(t,z,v) 4+ 6%ste(t,gc,v). (4.17)

Multiplying (4.17) by ¢°(t,x,v) = ¢(t,x) + ep(t, £, z,v) = n(t)(p(x) + ex*(z, £,v) - V.o(x)) and inte-

s e s e
grating by parts on R x V, one has for each term in the right-hand side,

/ P&(a(v) - Vy fe)du(v)dedt
R4 XV

=— /Rd ” nfela(v) - Voo + ea(v) - (Va@)® + a(v) - (Vy@)°]du(v)dzdt (4.18)
and (in view of (3.4), and since Q¢ = 0)

/ Qe f.)dtdadpu(v) = / Fn(£)(Q2 (6 + egf)dtdady(v)
R XV

R XV
= [ (@) dedsda(o). (1.19)
REL XV
Taking into account (4.16)-(4.19), we obtain

/Rng fe (n’(¢ +e(x)° - Vao) +1 [a(v) (V) + é {(P*¢)° + a(v) - vm}D dtdadpu(v)

=) [0+ 00N - Vad)dodu(o)
R xV
Passing to the limit as E’ 3 e — 0, using the fact that P*(¢) = —a(v) - V¢ and ¢ = x* - V. ¢, we obtain
[ MUaly/o+ ma(0) - Vul - Vao)dida(o)ds =n(0) [ f(a0)ole)dodute).  (420)
R4 XV RIXV

Now, integrating by part the left-hand side of (4.20) over ¢ and z, using (3.13) and (4.7), we have

L MUali/6 o) T - To))dtdp(o)de
— [ (%~ dive W) dive (D@ Togn) ) a0 (0)c
R$

+ 77(0)/ po(0, z)¢(x)dz, (4.21)
R¢
where U(z) and D(x) are defined above. Combining (4.20) and (4.21) in view of (4.15), we are led to
10 [ 0. 000(ite =00) [ ([ £ 0)nt)) oo
RY RZ \JV
And thanks once more to the equivalence in the sense of distributions, we obtain
po(0, z) :/ fO(x,v)du(v) in RE. (4.22)
v

Combining (4.15) and (4.22), we get (1.14).

To end this proof, we just notice that it is a standard process to prove existence and uniqueness for
(1.14); see, for example, [19]. O
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Remark 4.1. In the proof of Theorem 1.1, we have used the condition (1.13). However, it is worth noticing
that (1.13) is made only for simplification of the presentation of the results. It is to ensure the existence
of the solution to (4 9) If it is not satisﬁed7 we may replace in (4.9) the function a;(v) (where a(v) =
(aj(v)i<j<a) by a;(v) — [, M .+, v))dp(v) , so that the solution of the corresponding equation
exists. As seen in [14] the conclusmn of Theorem 1.1 still holds, but with a slightly change on the
coefficients D(z) and U(x).

5. Applications of Theorem 1.1 to some physical situations

The proof of Theorem 1.1 has been performed under the abstract assumption (1.9). This assumption
models in some sense the way the heterogeneities (microstructures) are distributed in the medium in
which the phenomenon occurs. As we have seen in the statement of Theorem 1.1, (1.9) plays a crucial
role in determining of the drift and diffusion operators, in that their coefficients depend on functions
having the same behaviour as the function y — o(x,y,v,w). In this section, we provide some physical
situations in which (1.9) holds.

5.1. Periodic homogenization problem

We assume in this section that the microstructures are uniformly distributed in the medium here repre-
sented by RZ. This amounts to saying that the scattering rate function is periodic with respect to the
variable y. We may without losing the generality assume that the function y — o(z,y,v,w) is periodic
of period 1 in each direction, that is,

o(z,y+ k,v,w) = o(z,y,v,w) for all (z,v,w) € RIxVxV,allkeZandae. yeY

where Y = (0,1)? and Z denotes the integers. Then, we are led to (1.9) with A = Cp,(Y), the Banach
algebra of continuous Y- periodic functions on R?, which is an algebra with mean value, the mean value
being here determined by M(u) = [, u(y)dy for any u € Cper(Y). In that case, we have BY (RY) = Lb,.(Y)

(1 < p < ), the Banach space of functlons u € LV (R?) that are Y-periodic. Assumptions (1.9) and
(1.13) become, respectively,

c€BRI XV xV; Lpe, (Y)) (5.1)
and
// a(v)F(z,-,v)dydu(v) =0 and F > 0 a.e.. (5.2)
Y xV

Finally, the compactness assumption (3.10) on K is proved in [14, Lemma A.1], and Theorem 1.1 therefore
takes the following form.

Theorem 5.1. Let A be an algebra with mean value on R%. Assume (5.1) and (5.2) hold. For each ¢ >
0, let f- be the unique solution of (1.3). Then, there ezists fo € L*(R}. x V;L2,.(Y)) such that the
sequence (f.).ep weakly two-scale converges in L*((0,T) x R% x V) towards fy. Moreover, fo has the
form fo(t,z,y,v) = F(x,y,v)po(t, ) where F € C*(R%; L2(V; L2 (Y)) Nker P) is given by (1.12) and po

per
1s the unique solution of the Cauchy problem

aaf’to div, (D ( VIV apo +U(z)po) =0 in (0,T) x RE
po(0,z) = [, fO(z,v)du(v) in RE

o= [[ xeeoradaw = (] XVx?aj(v)dedu(v))lg’de

where
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with (x* ® a(v)F) = (x}a;(v )F)1<”<d’

0= [[ X VoFdyduto (// Xia(v) - V., Fdydu(v ))
va Y xV 1<i<d

and where x* the unique solution in C3°(RY x V; L2, (Y))? of the corrector problem:

per

P*x* = —a(v) and // v)dydu(v) =0,
Y><V

P* being the adjoint operator of P.

Theorem 5.1 is nothing else but Theorem 3.11 in [14].

5.2. Almost periodic homogenization problem

We assume in this subsection that the microstructures are almost uniformly distributed in the medium,
which we represent by the function y — o(x,y,v,w) is almost periodic in the Besicovitch sense [7].
It is an easy exercise in seeing that the convenient algebra with mean value we should use here is
the Banach algebra A = AP(RY) of continuous almost periodic functions defined on R? [9]. A function
u : RY — C is said to be continuous almost periodic (or Bohr almost periodic) if the set of all its translates
{u(- + a) : a € R4} is pre-compact in the sup-norm topology in R?. The Banach algebra AP(R?) is an
algebra with mean value with the property that the mean value of a function u € AP(R?) is the unique
constant belonging to the closed convex hull of the family of the translates {u(- + a) : a € R%}; see, for
example, [15].

With this in mind, we observe that the space BZ(R?) is actually the well-known Besicovitch space of
almost periodic functions on R? [7]. Finally, by using the averaging lemma (see, for example, [12, Chap.
XXI.5]) we prove the assumption (3.10) on K. The conclusion of Theorem 1.1 holds in this case, and it
is a generalization of the periodic setting since any periodic function is also almost periodic.

5.3. Asymptotic periodic homogenization problem

In this subsection, we assume that the medium is a periodic one with defects, that is, the microstructures
are up to local perturbations, uniformly distributed. This means that the function y — o(z,y, v, w) can
be obtained as a sum of a periodic function and a function that vanishes at infinity. The suggested algebra
with mean value in this case is therefore A = Cpe, (V) + Co(R?) where Co(R?) stands for the space of
those continuous functions u in R? that vanish at infinity. Since lim,|_o. u(y) = 0 for any u € Co(R?),
any element in A is asymptotically a periodic function. The mean value of a function in A is defined as
follows: for A 3 u = uper + u® With upe, € Cper(Y) and u® € Co(R?), M( = [y tper(y)dy.

Now, for assumption (3.10), we first notice that if we denote by L%, ..(R?) the Besicovitch space
associated with A = Cpe, (V) 4 Co(R), then L2 per (RY) = L2.,.(Y)+ L:(R?) where LZ(R?) is the closure

of Co(R?) in Marcinkiewicz space M2 (R?) (see 2.1), and is clearly defined by
L3(RY) = {u € L% e, (RY) : M(Jul*) = 0}.
R?Y) = L2 .. (RY)/L3(R?) the Banach counterpart of L

co,per

Ooper(Rd)7 we get by the

(RY) = L2, (Y). But the isomorphism = is also an isometry, so

Denoting by L2, ., (
first isomorphism theorem that £2 per
that the topological properties of L2,,.(Y) are carried over to L2, ,.,.(R?). The compactness of K (defined

oco,per
on L2, ,..(R)) is therefore a simple consequence of its compactness (considered as defined) in L2,,.(Y).



173 Page 20 of 22 P. Fouegap et al. ZAMP

Indeed, let us first denote by I' the topological isometric isomorphism defined from L*(V; L2 .. (R%))
onto L2(V;L2,,.(Y)) by

per

L(f)(y:v) =A(f(,0)(y) for f € LAV L2, on(R))

where v stands for the isometric isomorphism from ﬁé’per(Rd) onto L2, (Y). Next, let (f,)n be a sequence
in D(P) = {u € L*(V; L2, ,..(RY) : a(v) - Vyu € L*(V; L2, .. (R%))} such that f, — 0 in D(P)-weak.

Then, denoting by fn the class of f,, defined by j?n = fn + LE(R?), we get ﬁ —0in D(P)-weak, where
P is defined by (3.9). It follows that

I(f,) —= T(0) in D(Ppe,)-weak
where Py, is the operator P defined on L?(V; L2, (Y)) (that is corresponding to the algebra with mean

per

value A = Cpe,(Y)). Then, using the compactness of K from D(Pp,) into L*(V;L2,,.(Y)), we obtain,

per

up to a subsequence of (f,) not relabelled, that K(I'(f,)) — 0 in L2(V; L2..(Y))-strong. But the series
of equalities

()| |5 ()|

(in which we used the same notation K for the operator defined on both L?(V; L2 (R%)) and

oo,per

LA(V; L2 .(RY))) entail K(f,) — 0in L3(V; L2 .. .(R%))-strong up to another subsequence of (f,,)p.

oo, per oo,per
This shows the compactness of K.

||K(fn)||L2(V;L§OYPCT(R(1))

L2(V5L3.,.(Y)) N (R)) -

per

L2(V;L2

oo, per

5.4. Asymptotic almost periodic homogenization problem

In Sect. 5.3, we may replace Cpe,(Y) by AP(R?) and get the algebra of asymptotic almost periodic func-
tions denoted by A = AP(R?) + Cy(R?). In this case, we may assume that the function y — o(z,y, v, w)
belongs to B%(R?). We proceed as in Sect. 5.3 to show that the assumption (3.10) is satisfied. This is
achieved by considering the counterpart of the mapping I' defined in L?(V; £2 (R%)) in the previous

0o, per

subsection. In the current subsection, it is defined on L2(V; B% . (R9)) where B2, . (RY) = B2 . (RY)/N

oo,ap oco,ap oco,ap
with B2, (R?) = B3(R%), A = AP(R?) + Co(R%) and N = {u € B ,,(R?) : M([u|?) = 0}. The con-
clusion of Theorem 1.1 holds as well.

Publisher’s Note Springer Nature remains neutral with regard to jurisdictional claims in published maps
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