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Résumé

La topologie des cordes est 1’étude de structures algébriques sur I'homologie H, (LX)
ou LX désigne 'espace des lacets libres d'un espace topologique X. Le premier résultat
a été obtenu en 1999 par Chas et Sullivan. Ils considerent le cas X = M est une variété
fermée orientée et montrent que H, (LX) est une algebre de Batalin-Vilkovisky. Ce résul-
tat a été étendu par Cohen-Godin en 2004 toujours pour le cas X = M comme ci-dessus
et par Chataur-Menichi en 2007 pour X = BG le classifiant d’'un groupe de Lie compact.
[Is montrent que H,(LX) est une théorie conforme homologique des champs de degré
dim M (resp. —rang G). Bien que M et BG soient de types bien distincts ce sont tous
les deux des espaces de Gorenstein. En 2008, Félix-Thomas ont montré que les opérations
de la topologie des cordes peuvent étre définies dans ce contexte plus général. L’objet de
ma these est de fournir une description explicite de ces opérations pour les espaces de
Gorenstein, en termes de modeles de Sullivan lorsque le corps des coefficients est sup-
posé de caractéristique zéro. Cette méthode permet de retrouver les rares calculs connus
(spheres et espaces projectifs complexes) et aussi d’effectuer des calculs sur I'espace de

Borel associé a une action d’un groupe de Lie compacte connexe.

Mots clés : topologie, homotopie, homologie, espaces de Gorenstein, modeles de

Sullivan.



Abstract

String topology on Gorenstein spaces. String topology is the study of algebraic
structures on the homology H,.(LX) where LX denotes the free loop space of X. The
first result was given by Chas and Sullivan in 1999. They took X = M a closed oriented
manifold and showed that H,(LM) is a Batalin-Vilkovisky algebra. This result was ex-
tended by Cohen-Godin in 2004 for X = M as above and by Chataur-Menichi in 2007
when X = BG is the classifying space of compact Lie group. They proves that H,(LX)
is a homological conformal field theory of degree dim M (respectively —rankG). While
M and BG are very different in nature they are both Gorentein spaces. As proved by
Felix-Thomas, in 2008, string operations can be defined in this more general situation.
The purpose of my thesis is to provide an explicit way to compute these operations for
Gorenstein spaces with the aid of Sullivan minimal models when the coefficients field is
of characteristic zero. This method allows to rediscover the few known results (spheres
and complex projective spaces) as well as to make computations with the Borel space

associated with a group action of a compact connected Lie group.

Key words : Topology, Homotopy, Homology, Gorestein spaces, Sullivan models.



CHAPITRE 1

Introduction.

Ce travail de these concerne la Théorie Topologique des Cordes Fermées. L’origine de
cette théorie est la théorie physique des cordes (ouvertes ou fermées). Nous précisons brie-
vement cette origine dans la premiere section de 'introduction en montrant I'implication
de la théorie des champs topologiques dans les sections (§2 et §3) avant de situer notre
contribution personnelle.

Signalons que la topologie des cordes intervient dans de nombreux domaines de re-

cherche en y apportant une source de problemes nouveaux. Citons quelques exemples.
1. la K-théorie équivariante tordue [12],[31],

la théorie topologique des champs, [56], [45],

la géométrie symplectique [2],

la théorie de Morse [32], [17], [43],

la géométrie de Poisson [4],

la théorie des gerbes et des “stacks” [7],

la géométrie non commutative [39],

la dualité de Van den Bergh [50],

AR B s ol R o

les algebres et les catégories de Calabi-Yau [37], [41], ... .

Pour terminer, signalons aussi qu’'une autre approche de la topologie des cordes est
via I’homologie de Hochschild de I’algebre des chaines singuliéres d’une variété 1-connexe
compacte sans bord. Cf par exemple : [63], [29], [48], [49], [67], [66], --- . Dans cette
these nous n’aborderons pas ce point de vue. Nous étudions les structures algébriques
sur I’homologie des espaces de lacets libres directement a partir de la fibration canonique
dont ’espace total est cet espace. Il convient aussi dans ce préambule de rappeler le role
essentiel que joue I’homologie de 'espace des lacets libres dans nombreux problemes tels
que : Probléme des trois corps, Probleme des géodésiques fermées, Conjectures de Gromov
.-+ . Cf par exemple [33], [53], [52], [60], [43], [8], [9], [27], [10], - - - .

3



Chapitre 1 : Introduction.

1.1 Motivation : la Théorie Physique des Cordes.

La théorie physique des cordes intervient de maniere conjecturale dans le probleme de

la théorie de 'unification comme schématisée ci-dessous ;

Théorie quantique des champs

? : :
€ ——————— - — - Unification

Relativité

Théorie physique des
cordes M.B GREEN, J.H.
SCHWARTZ, E. WITTEN

Extrait de I'encyclopédie Wilkipedia : “According to string theorists, each kind of
fundamental particle corresponds to a different pattern of fundamental string. All strings
are essentially the same, although they may be open (lines) or closed (loops). Different
particles differ in the coordination of their strings. Modern string theories include super-
symmetry, making them superstring theories.

One particular prediction of string theory is the existence of extremely massive coun-
terparts of ordinary particles due to vibrational excitations of the fundamental string.
Another important prediction of string theory is the existence of a massless spin-2 particle
behaving like the graviton. By predicting gravity, string theory unifies quantum mechanics
with general relativity, making it the first consistent theory of quantum gravity.

One problem with string theory is that it predicts that the number of dimensions
for spacetime much greater than 4 (the number of observed dimensions). These extra
dimensions are supposedly compactified or rolled-up. Other related theories such as brane
theories contain extended extra dimensions, which are hidden from us by our confinement
to a brane.” [38], [14], [64].

En physique des cordes une particule est vue comme une corde fermée ou ouverte d’'un
certain espace temps de dimensiom < 11. Nous nous limitons ici aux cordes fermées i.e en

topologie a une application continue du cercle dans un espace topologique. Il en résulte

4



1.2 Théorie des champs topologiques.

une correspondance entre “points” et “cordes” comme illustrée ci-dessous.

Feynman. Witten Cobordisme.
Particule : - St

fusion > 0 Foom

scission { (Ei% Foi42

scission
o | =

fusion

Dans le tableau ci-dessus les 2-cobordismes F ., apparaissent comme le bord d’un voi-
sinage tubulaire d’'un diagramme de Feynman. Plus précisément, il s’agit d’une surface
compacte orientée a bord (supposée ici connexe) avec p cercles entrants, ¢ cercles sortants,
g désigne le genre de la surface et y = 2—2g—p—q la caractéristique d’Euler de la surface,

[51, §21]. Ci-dessous est représenté le cobordime F 3,9 avec ses trois cercles entrants et

O%)Q

ses deux cercles sortants.

00

Q TO

Figure 1.

1.2 Théorie des champs topologiques.

Les 2-cobordimes F} ,, servent a définir la théorie mathématique des champs topolo-
giques qui est liée, comme on vient de le voir, a la théorie physique des cordes. Elle permet

de définir une famille infinie de structures algébriques sur un espace vectoriel gradué.



Chapitre 1 : Introduction.

Notons VectGr la catégorie des espaces vectoriels (en physique 'espace des sections

d’un fibré vectoriel). Etant donné un espace vectoriel gradué A, un foncteur de la forme
[n] =P, St — A®"
o
C — VectGr, Fypiq > <A®p LB A®q>
recollement +— composition
est appelé une 2-TQFT (resp. une 2-CFT | une 2-TCFT) sur A, suivant la nature de la 2-
catégorie C, [57], [58] (Q= Quantique et C=Conformal). Voir : [56] pour une interprétation
physique et [6] pour une interprétation des invariants de Gromov-Witten.
Donnons ci-dessous deux exemples classiques.

Exemple 1 : Algebre de Frobenius. Rappelons qu'une k-algebre commutative (gra-

duée) A est une algébre de Frobenius s'il existe un coproduit :

Vv:A—> AR A, at—)ZaZQZ)a vérifiant v (ba) = Zbaz®a—Zial®ba

finie finie finie

(L. Abrams, [1]) a démontré qu'une 2-TQFT est définie sur 1'espace vectoriel gradué A
si et seulement si A est une algebre de Frobenius. Il est important de remarquer ici que

dans le dictionnaire “2-TQFT/Frobenius” nous avons les correspondances suivantes :

Cobordlsme Sl) <l]{3 unigé A)

Sl cobo;glsme (Z)) <A co—glité ”{7)

m Sl e cobordlsme Sl> PN (A®2 pro_d}uit A)

g1 cobordlsme ISeE Sl> (A co- prodult A®2>

Exemple 2 : Algebre de Batalin-Vilkovisky. Rappelons qu'une k algebre graduée

commutative G est une algebre de Gerstenhaber s'il existe un crochet de Lie de degré 1
Gi®G; = Gipjy1, vy—{r,y}

6



1.3 Théorie topologique des cordes fermées.

tel que x — {x, —} est une dérivation. De plus G est une B-V algebre s’il existe § : G; —
G tel que d 09 = 0 et G est de Gerstenhaber pour le crochet :

{z,y} = do(xy) — (6(x)y + 26(y)) -
Voir par exemple,[35], [5], [42]. E. Getzler, [36] a démontré que

une 2-TCFT),_, _, est définie sur A = A est une algebre sur 'opérade des f-disques
—> A est une BV-algebre.

Le lecteur curieux pourra se reporter a [13] afin de compléter ces quelques éléments.

1.3 Théorie topologique des cordes fermées.

Soient X, Y deux espaces topologiques, notons XY := espace des applications continues ¥ —
X muni de la topologie compacte ouverte et notons LX = X5 Despace des lacets libres

sur X (i.e. I'espace des cordes de la physique).

Figure 2.

La théorie topologique des cordes fermées est 1’'étude des opérations

Dypiq  HLX)S (HL(LX)®)

*—dx

définies sur I'homologie (& coefficients dans un anneau principal) de LX. Ces opérations
définissent une certaine théorie de champs topologique, appelée théorie de champs topo-
logique homologique.

Ces opérations existent sous certaines hypotheses concernant I’espace topologique X.

(C.f Chapitre 1.) pour plus de détails.

Signalons que si M est une variété compacte connexe orientée ’opération

@072_’_1 : H*(LX)®2 (H*(LX))

*—dyx



Chapitre 1 : Introduction.

appelée le produit de Chas-Sullivan [15], est définie de telle maniere que H, (LM; k) :=
H,ym(LM; k) soit une algebre commutative graduée. C’est en fait une BV-algebre. La
définition donnée par Chas et Sullivan est purement géométrique. Le produit de Chas-
Sullivan est obtenu en mixant la composition des lacets libres de méme origine et le
produit d’intersection de I’homologie de la variété. La structure elle provient de I'action
canonique du cercle sur LX. Voir [16] et [44] pour une autre description du produit de
Chas-Sullivan.

Plus généralement, lorsque M est une variété 1-connexe compacte sans bord, R. Co-
hen et V. Godin [20], ont montré qu'un 2-cobordisme F,,,, (C.f. Figure 1) fournit le

diagramme

H, (rzn) H, (rout)

(H.(LX))®? H, (X For+a)

W

(Tin)!

(H,LX))®" (1.1)

Qg,p+q=Hx(rout)o(rin):

ou
a) Ty, (resp. roy) désigne les restrictions au bord rentrant (resp. au bord sortant)
b) l'application linéaire r;,!, de degré xp, ., est obtenue grace a la dualité de Poincaré

sur 'homologie de X et a l'application d’écrasement de Thom.

Ceci leur permet, dans le cas des variétés, de définir toutes les opérations ®, ., pour
q > 0 et en particulier le produit de Chas-Sullivan. Ces opérations ne dépendent que de

" homologie de [y, et elles sont compatibles avec le recollement des 2-cobordismes.

Le diagramme (1.1) montre aussi qu’il suffit de construire une application r;,! pour
chaque 2-cobordisme F} ,, afin d’établir I'existence des opérations ®, .. Cette remarque

est l'origine des nombreuses extensions de la théorie topologique des cordes fermées :

e aux espaces classifiants des groupes de Lie par Chataur-Menichi [18].

e aux “orbifolds"" par K. Behrend, G. Ginot, B. Noohi and P. Xu [7] et E. Lupercio,
B. Uribe and M. Xicoténcatl, [46].



1.4 Mon travail de thése.

1.4 Mon travail de these.

Le point de départ de ma these est I’extension de la construction des opérations @,
aux espaces de Gorenstein, par Félix et Thomas [30], dans le cas ou [k est un corps. Parmi
les exemples d’espaces de Gorentein de dimension formelle n € Z on trouve les espaces a
dualité de Poincaré de dimension n rel. k, les espaces classifiants BG des groupes de Lie
compacts connexes G, qui sont de dimension formelle -rang GG et 1’espace total £ d'une
fibration de base un espace de Gorenstein B et de fibre un espace a dualité de Poincaré F'.
Dans ce dernier cas, la dimension formelle de E est la somme de la dimension formelle de
B et la dimension de F' (C.f. [24] pour plus de détails). En particulier, si I" est un groupe
de Lie compacte connexe qui opeére topologiquement sur une variété connexe compact

sans bord de dimension m alors nous obtenons la fibration de Borel
M — Er — BT

ou Er est un espace de Gorenstein de dimension formelle m— rang I'.

Dans ce travail je me limite aux cas ou le corps est supposé de caractéristique 0 ce qui
me permet d’utiliser la théorie des modeles minimaux de Sullivan conduisant aux calculs
explicites. Les éléments de la théorie des modeles minimaux nécessaires a la compréhension

des chapitres 3, 4 et 5 sont rappelés dans le chapitre 2.

L’originalité de ma démarche est que je n’utilise que les objets de I’homologie différen-
tielle : le Ext différentiel au sens de Eilenberg-Moore [23] et surtout la notion de résolu-
tions semi-libres d’'un module différentiel gradué sur une algebre différentielle graduée (Cf
Chapitre 2 §1 pour une définition précise). Une résolution semi-libre d'un (R, d)-module
différentiel gradué (M, d) est la généralisation de la notion de résolution dans la catégorie

des modules sur un anneau. Les deux notions sont reliées par une suite spectrale
By = Bty o (k, H(M, d)) = Exty$, , (k, M) .

(Cette suite spectrale montre que si X est un espace a dualité de Poincaré alors il est
de Gorenstein). La construction de l'application de Gysin, définie par Félix et Thomas
[29], repose sur la construction de résolution semi-libre, définie dans la section 2.1, de
certains modules différentiels comme on le verra en détails dans le chapitre 4 et dans les
chapitres 5, 6 et 7. Les résolutions semi-libres ad-hoc sont obtenues a partir de différentes

descriptions topologiques d’espaces associés a 1’espace des lacets.

Les rares calculs effectués jusqu’a présent l'ont été a ’'aide de la dualité de Poincaré



Chapitre 1 : Introduction.

par [20], la classe diagonale par [19]. Un de nos buts est de montrer que le point de vue
de Félix-Thomas conduit a des calculs explicites (et nouveaux) tout au moins dans le cas
ou le corps est supposé de caractéristique zéro.

Dans le chapitre 3) nous faisons quelques rappels et compléments sur les modeles
minimaux de Sullivan puis dans le chapitre 4) nous montrons comment I’application de
Gysin de 7,! et le dual en cohomologie de chacune des opérations ®,,,, peut s’exprimer
a I'aide des modeles minimaux de Sullivan.

Dans le chapitre 5) nous spécialisons les constructions du chapitre 3 pour le dual du
produit de Chas-Sullivan sur la cohomologie des espaces de lacets libres d’un espace de
Gorenstein de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode le produit de Chas-
Sullivan sur les spheres, les espace projectifs complexes puis sur 1'espace de Borel associé
a une action d’un groupe sur un espace projectif complexe. Dans le cas des spheres et des
espaces projectifs complexes nous retrouvons les résultats de Cohen, Jones et Yuan [21]
qui sont obtenus a l'aide de suites spectrales.

Dans le chapitre 6) nous spécialisons les constructions du chapitre 4 pour le dual du
coproduit de Chas-Sullivan sur la cohomologie de I'espace des lacets libres d’un espace
de Gorenstein de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode le coproduit
de Chas-Sullivan sur les spheres, les espace projectifs complexes puis sur I'espace de Bo-
rel associé a une action d’un groupe sur l'espace projectif complexe. Nous étendons les
résultats de Chataur et Thomas [19].

Dans le chapitre 7) nous spécialisons les constructions du chapitre 4) pour le dual de
I'opération @ 3.4 sur la cohomologie des espaces de lacets libres d'un espace de Gorenstein
de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode cette opération sur la sphere
de dimension impaire. Ce calcul est motivé par le résultat de Tamanoi [62] qui énonce que

les opérations @, définies par Cohen-Godin sont nulles si g > 0 ousi g =0 et g > 2.
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CHAPITRE 2

Cas des espaces de Gorenstein.

Dans ce chapitre Ik désigne un corps quelconque. Dans la premiere section nous préci-
sons les notations employées dans la suite du texte ainsi que les définitions classiques de

I’algebre homologique sur les espaces vectoriels gradués.

2.1 Espaces vectoriels gradués.

2.1.1 Notations et isomorphismes canoniques.

e Vect désigne la catégorie des espaces vectoriels.
e VectGr désigne la catégorie des espaces vectoriels gradués.
o V ={V;}icz € VectGr si V; € Vect pour tout i € Z.
Si Vet V' sont deux espaces vectoriels gradués alors :
o fi={fiticz : V = V' ou f; € Vect(V;, V/,,) est une application linéaire de degré k.
o Vx V' ={(V; x V) }iez.
o Vg V' ={(Ver V)it et (Var V') = &=V @ V.
e Homy,(V, V') = {Homy,(V, V'); }icz et Homy,(V, V'), = T1; Homuy(V;, Vi)
e VectGr(V, V') = Homy (V, V'),.

Lemme 2.1.1. Nous avons les isomorphismes naturels dans la catégorie VectGr

Hom(®,V,,—) — [I,Hom(V,,—) et Hom(—,[I,Va) — [I, Hom(—,V,)
(@ava) Rr — = Da (Va Ok _) et (Ha Va) R — = Ha (Va Ok _>
— @k (BaVa) = B (— 0 Vo) et — @5 ([1n Va) = I (— @ Va) .

DEMONSTRATION. Les isomorphismes résultent de ceux obtenus dans le cas non gradué

en regardant composante par composante.
O]
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Si{V ()}, est une famille d’espaces vectoriels gradués telle que pour chaque o, V() =

{Vi(@) }iez on définit les espaces gradués :

DoV (a)
Il V(a)

{(@aV(a));}icz  avec (GaV(@))i = BaVi(e)
{(Ila V(a))i}iez  avee (Ila V(e))i = Ila Vi(@)

2.1.2 Algebres graduées et modules gradués

Soit R = {R;}icz une lk-algebre graduée et M = {M,}icz un R-module gradué a

gauche i.e il existe des homomorphismes d’espaces vectoriels gradués

R®R— R, z®y+— xy
ROIM — M, x@m— xm

tels que tout z,y,z € R et tout m € M

x(yz) = (vy)z, lrr =z =xlp

xz(ym) = (xy)m, lgm =m.

Soient R et R’ deux algebres graduées. Une application k-linéaire de degré 0, f : R —

R’ est est un homomorphisme d’algébres graduées si
flzx') = f(x)f(2'), pour tout z, 2" € Retsi f(1g) = 1g .

Soient M et M’ deux R-modules a gauche. Une application k-linéaire de degré d,
f: M — M’ est A-linéaire si

f(zm) = (=1)4elg f(m), pour tout z € R et tout m € M .

Les algebres graduées et les homomorphismes d’algebres graduées (resp. les R-modules
graduées a gauche et les homomorphismes de R-modules gradués) constituent une caté-

gorie notée
AlgGr (resp.  ModGryg ).

Ce sont des sous-catégorie (non pleines) de VectGr.

Notons R [’algébre opposée de R i.e le produit dans R est défini par
z-y=(=1)kWy. 2 pour tout z,y € R.

12



2.1 Espaces vectoriels gradués.

Un R-module gradué a gauche est un R°P-module gradué a droite.

On note usuellement (m ® x) + mzx := (—1)Imlzm Paction & droite ainsi définie et
MOdGrRoP

la catégorie des A-modules gradués a droite.

Un R-bimodule M est R-module a droite et a gauche tel que
x(my) = (xm)y, pour tout z,y € R et tout m € M.

Un R-bimodule M est un R ® R°’-module gradué a gauche.

Exemple 2.1.2. Une algebre graduée R est naturellement un R-module gradué a gauche
(resp. un R-module gradué d droite, un R-bimodule gradué ). Un idéal d gauche (resp. a
droite, bilatére) de 'algébre graduée R est un R-sous-module d gauche (resp. un R-sous-

module d droite, un R-sous-bimodule)

Lemme 2.1.3. Si M(«) est une famille de R-modules gradués alors les espaces vectoriels

gradués

®aM(a) et J[M(a)
sont des R-modules gradués tels que les application canoniques

M, = ®M(a) et [[M(a)— M,

sont des homomorphismes de R-modules gradués.

DEMONSTRATION. Clair.
O
Pour le lecteur non habitué aux graduations précisons les relations entre le cas gradué
et le cas non gradué.

A un espace vectoriel gradué V = {V;};cz est associé I'espace vectoriel non gradué
tot V = @Z‘ezv;‘

et & un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués f := {f;}icz : V. — V'’ est associé
I’application linéaire
tot f = @ienfi :tot V. — tot V'.

13



Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

(Ici la somme est dans la catégorie VectGr). Ceci définit le foncteur de totalisation

tot : VectGr — Vect

Lemme 2.1.4. Soit R = {R;}icz une algébre gradué alors le produit interne
tot R® tot R — tot R, (2); ® (y)k — ( > :Bjyk)>
k=l ;

définit sur tot R une algébre.

Si M = {M,;},cz, est un R-module gradué d gauche alors le produit externe
k=l

tot R ® tot M — tot M, (z;); @ (my)y — ( > xjmk))
l

définit sur tot M un tot R-module.

De plus nous avons les foncteurs

tot : AlgGr — AlgGr et tot : ModGrg — ModT,;p -

DEMONSTRATION. Clair.
]

Si R est une algébre graduée commutative (i.e zy = (—1)®¥lyz) alors tot R n’est pas

une algebre commutative.

2.1.3 Les modules bigradués Tor et Ext.

Dans cette sous section nous précisons les définitions des foncteurs dérivés Tot et Ext

dans le cas gradué en insistant sur la bigraduation.
Hompg (M, M') = {f € Homy(V,V')| f est R-linéaire}

et
M@rM ={mem' e M@y M'|mz@m' =m®exm'}

Un R-module gradué M est projectif s’il est facteur direct d’'un R-module libre.

Lemme 2.1.5. Un R-module gradué P est projectif ssi tot P est tot R-projectif.

14



2.1 Espaces vectoriels gradués.

DEMONSTRATION. Si P = {P,};c7 est un R-module projectif alors il existe un sous-espace
vectoriel S d’'un R-module libre L tel que P @ S = L. Par suite (©;P;) ® (©;S5;) = ®;L;.
Ecrivons L = R ®y, V donc L; = @pyq=iRp Q@ Vy et donc &;L; = ©; Bpyg=i Bp @V, =
(BpA4,) ® (B,V,) = tot R ® tot V est un tot R-module libre et donc tot P est tot R-
projectif.

Réciproquement, supposons que tot P := @PF; est tot R-projectif alors (®;P;) & S =
(BR;) ® W. Si nous considérons I’espace vectoriel gradué {W;} avec Wy =W et W; =0
sii# 0 alors (BR;) @ W = {R;} @ {W;}. Le sous-module S de tot R ®@ W s’identifie
alors & un sous espace vectoriel gradué {S;} de {R;} @ {W;} ou S; = SN R; ® W alors
R;S; C Rivj, ®:S;i = S et (&:;F)®S = (&:F;) ®(9;5;). Ceci montre que P est un facteur
direct d'un R-module gradué libre et donc P est R-projectif.

O

Corollaire 2.1.6. La catégorie ModGrg posséde assez de projectifs.

Une résolution d’'un R-module gradué M est une suite exacte
0, 0, 0,
PP 4—=---PP=F—=M=0

dans la catégorie ModGrpg. Elle est projective si chaque P; est un R-module gradué pro-

jectif a droite.

Notons P, le complexe de chaines dans la catégorie ModGrpg

avec pour chaque ¢ > 0, P, :={P,;}jez et 0: P; = P,_1,.
Pour tout R-module gradué N a gauche on a le complexe de chaines P, ® z N dans la

catégorie VectGr ou

o®rid P ®p N 6®£;d P ®p N 8%1 P®p N 8®£;d

"'Pz‘®RN 0

avec .
ker ((R- orN), 28 p e N)j)
Hz,](P* ®R N) =

im ((Pi+1 ®r N), a®—R1>d P, ®p N)j)
Pour tout R-module gradué N a droite on a le complexe de cochaines Hompg(P;, N)
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

dans la catégorie VectGr ou

Hompg(0,id) Homy(s,id ) Hompg(a,id Hompg (0,id)
— — — — 0

---Hompg(P;, N) Hompg(P;_1, N) ---Hompg (P, N) Hompg(Py, N)

avec

ker (HomR(aH, Ny, Home@id o p, N)j>

H"(HomP,, N) =

Notation 2.1.7.
Tor!;(M,N) = H;j(P®4 N) et Exti’(M,N):=H"7(HomP,N),
et on obtient les espaces vectoriels bigradués

Tor*(M,N) = {Tor],(M,N)}isojez et Ext (M, N) = {Exty (M, N)}is0 ez -

2.2 Espaces de Gorenstein.

Soient (R,d) une algebre différentielle graduée (avec unité k C R) et (M, dy) un
(R, d)-module différentiel gradué.

(M, dyy) est (R, d)-semi-libre s'il existe une suite de sous-R-modules de M
M) Cc M(1)C..C M(k) C ..

telle que
1. M = UpsoMy
2. dy(M(k)) € M(k)
3. (M(0),dys) est isomorphe au (R, d)-module libre (R, d) ® (V(0),0)
4

. pour chaque k > 1 le quotient (M (k),dn)/(M(k—1),dyn) = (M(k)/M(k - 1), JM)
est isomorphe au (R, d)-module libre (R, d) ® (V(k),0)

lorsque chaque V (k) désigne un lk-espace vectoriel gradué.

Définition équivalente. Le (R, d)-module (M, dy;) est isomorphe au (R, d)-module (R®
V,d) ot
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2.2 Espaces de Gorenstein.

a) V = @>oV (k) ou chaque V (k) est un lk-espace vectoriel gradué
b) la différentielle d de R ® V' vérifie

Ak @ V(k) C ReV(k—1).

Considérons (M, d) et (N,d) deux modules différentiels gradués sur une algebre diffé-
rentielle graduée et le Hom-complexe Hompg((M, dy), (N, d)). Rappelons que la différen-
tielle de ce complexe est définie par

Df =dof— (=1 fod.

Les résultats suivant étendent aux modules semi-libres les proprités classiques des

modules projectifs et permettent la définition du ext-différentiel.

Lemme 2.2.1. ([3]-Lemma 3.2) Soient (P,d) et (P',d") deux lk-espaces vectoriels gradués
et ¢ : P — P une application lk-linéaire de degré r telle que d' o) = (—=1)" od. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. H(y) : H(P) — H(P') est un isomorphisme.
dr =0

il existe (y,y') € P x P’ tel
dz’ = (x)

2. Pour tout (x,2') € P x P’ satisfaisant {

e xr=dy
q SIZ‘I — w(y) +d’y’ :

Proposition 2.2.2. ([3]-Proposition 6.4(i)) Si (M,dy) est un (R, d)-module semi-libre

alors le foncteur
Homp((M,dy), —) : ModDz'ffGT(Ryd) — VectDif fGr
préserve les quasi-isomorphismes.

Soient ¢ : (N,dy) — (N',dy) un quasi-isomorphisme de (R,d)-modules et f €
Hom% (M, N') N Ker D. D’apres la Proposition, il existe g € Hom%(M, N) N Ker D tel
que le diagramme ci-dessous commute a homotopie pres.

.7N

g l

~|p

M f N



Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Si on suppose en outre que ¢ est surjective alors g peut étre choisi de telle sorte que le
diagramme commute exactement.

Les propriétés rappelées ci-dessus justifient les définitions suivantes.

Définition 2.2.3.

1. Extga) ((M,d),(N,d)) est appelé un ext-différentiel.

2. Une algébre différentielle graduée augmentée (A,d) est de Gorenstein de dimension

formelle n si

Extiyg (k,(A,d) =0, i#n, et Extfy, (k (Ad)=lk.

3. Un espace topologique X pointé est un espace de Gorenstein si [’algebre des co-

chaines singuliéres normalisées est une algebre de Gorenstein.

Ces espaces ont été introduits dans [24]. Il s’agit d'une généralisation de la notion
classique d’anneaux de Gorenstein aux algebres différentielles graduées sur un corps k.

Nous avons déja cité dans I'introduction (§1.4) des exemples d’espaces de Gorenstein.

2.3 L’application de Gysin pour un espace de Goren-

stein.

2.3.1 Le cas classique des variétés

Un k-espace a dualité de Poincaré de dimension d [11, Chap.VI-§6] est un espace

1-connexe X tel qu’il existe, pour chaque ¢ > 0, un isomorphisme
Dx : Hy(X) — H"{(X)

appelé dualité de Poincaré. La classe d’homologie [X] € Hy(X) telle que Dx([X]) = 1 est

appelée une classe d’orientation de X.

Par exemple une variété différentiable de dimension d, 1-connexe, compacte, sans bord

et orientée est un lk-espace a dualité de Poincaré de dimension d et ceci pour tout corps
k.

Soit f : X — X’ une application entre deux [k-espaces a dualité de Poincaré de
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2.3 L’application de Gysin pour un espace de Gorenstein.

dimensions respectives d, d’. Les diagrammes commutatifs

H*(f) H(f)

Hi(X') HI(X)  H(X) Hi(X')
D;}l% gip;(l Dyx | NiDX/

Hy (X)) —L~ Hy (X)) HYH(X) HY (X"

définissent !’application de Gysin en homologie f, et en cohomologie f' de I'application f.

Si nous désignons par ()# la dualité linéaire degré par degré nous obtenons la relation

(fF=r.

Soit X un k-espace a dualité de Poincaré de dimension d. Notons H,(X) ’homologie
dé-suspendue définie par : H;(X) := Hy;(X). Lorsque f = A: X — X x X = X’ désigne

la diagonale, les applications

A

Hi(X)® H;(X) Hij a(X), a®brraeb:= Dy (Dx(a)UDx(b))

définissent un produit
H,(X) ® H,(X) —» H.(X), a@br>aeb

appelé le produit d’intersection. 11 résulte des propriétés du cup produit que H, (X) est
une algebre graduée commutative.

Il est important de préciser ici que, contrairement au cup produit, le produit d’inter-
section ne provient pas d’un produit défini globalement sur les chaines singulieres. Il a été
défini par Lefchetz, bien avant le cup produit, a ’aide des chaines simpliciales transverses.

L’exemple suivant illustre cette construction.

Exemple 2.3.1. Les sous-variétés C' et T d’une variété X de dimension 3 déssinées

ci-dessous, une fois triangulées, représentent deux chaines simpliciales transverses.

Figure 3
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Fixons les classes d’orientation [C] € Hi(C) = Z et [T] € Hy(T) = 7Z et considérons

les inclusions

ce—¢ .x- T >T

Posons a = Hy(i¢)([C]) € H1(X) et @’ = Ha(ir)([T]) € Ho(X) alors a @ a’ € Hy(X) est
la classe représentée par la sous-variété canoniquement orientée réduite aux deux points

cNnT.

2.3.2 Le cas des espaces de Gorenstein.

Application de Gysin d’une application continue. FEtant donné une application
continue f : (Y,*%) — (X, *) entre deux espaces 1-connexes pointés, alors C*(Y') est un

C*(X)-module via C*(f). Par définition, une application de Gysin pour f est un élément
f' € Exto(x) (I, C*(Y)) ,
cette classe, si elle existe, est représentée par un cocycle
Py — C*(Y)

ou désigne Px désigne une résolution semi-libre de k = C*(*) en tant que C*(X)-module.
Le résultat suivant établit I'existence d'une application de Gysin pour le produit des

diagonales d’un espace de Gorenstein.

Théoréme 2.3.2. [30] Soit X un lk-espace de Gorenstein de dimension d. Notons A
Uapplication diagonale X — X** ,x +— (x,...,x). Pour chaque décomposition k = ki +
<o« + k. le produit des diagonales

Ak, Ky ;:AklX...XAkTZXXT—)XXklX...XXXkT:XXk, 7“<k‘,

1,

admet une application de Gysin en cohomologie, de degré d(k —r) € Z :
A}ﬂ,m,k’ :H*(er) — H*—i—d(k—r)(Xxk)_

T

Il résulte des propriétés d’unicité a une constante multiplicative pres que :

Si la fibre homotopique F' ~ Q(X,z0)**" de Ay,.... x, est un lk-espace a dualité de

T

Poincaré alors ALLH%T est , aprés normalisation, 'intégration le long de la fibre
/* : H*(er) H*+d(k—r)(X><k) ’
F

définie usuellement, a ’aide de la suite spectrale de Serre.
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2.4 Définition r;,! pour les espaces de Gorenstein.

Le théoreme suivant permet de relever de maniére unique une application de Gysin.
Par abus, nous notons de la méme maniere le relevé d’une application de Gysin et une
application de Gysin. Les propriétés d'unicité permettent d’éviter les confusions. Dans le
cas différentiable le relevé d’une application de Gysin a été défini, [20] et [16], a 'aide de
la technologie de Thom-Pontryagin étendue en dimension infinie. C’est un cas particulier

de notre définition.

Théoréme 2.3.3. [30] Soit le diagramme cartésien

E g E B est 1-connexe
W/l iﬂ ot § w est une fibration
s dim H(E) < oo pour tout i > 0

B’ B
Si f admet une application de Gysin f' : H*(B') — H**%(B) alors il existe une unique

application H*(E)-linéaire, g', telle que le diagramme ci-dessous soit commutatif :
HY () —— H*+(E)
H*(ﬂ’)T TH*(W)
L Hi(B)

Remarquons que si f : X — X’ est une application entre deux k-espaces a dualité de
Poincaré de dimensions respectives d, d’ alors 'application de Gysin de degré d' — d est
égale, apres normalisation, avec celle définie dans la section 1.

2.4 Définition r;,! pour les espaces de Gorenstein.

Rappelons le 2-cobordisme orienté de I'introduction :

D 1 in out q 1
i=1 Sz F97p+q j=1 Sj :

Pour tout espace topologique X connexe, nous obtenons

map ( zp:I(Sila X) au map (Fg,p-i-qv X) B map ( ?:I(S;v X)
Xp

(LX) (LX)

avec 1, et rq désignant les restrictions définies par : 7;,(f) = foin et rou(f) = f o out.
Les injections in et out sont supposées des cofibrations. Par suite r;, et r,,; sont des

fibrations.
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Nous allons montrer que r;, peut étre considéré comme une fibration image réciproque.
Pour cela nous utilisons la notion de diagramme de corde associé a un 2-cobordisme comme
défini dans [22].

Il s’agit d’un graphe particulier qui est un rétract par déformation d’un 2-cobordisme
orienté et qui décrit la combinatoire de cette surface. Un diagramme de cordes est consti-
tués de
r arbres 11,...,T,.,

k extrémités des arbres eq,..., e, situés sur les p cercles entrant du 2-cobordisme. Par

exemple, la surface de type (2,3 + 2)

Q(PQ |

00

admet pour diagramme de cordes

W out 13
O "0

Figure 4

En particulier, pour étudier le produit et le coproduit de Sullivan nous avons la situa-

@» o;ow eYe
(- @

Figure 5.

tion décrite ci-dessous.
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2.4 Définition r;,! pour les espaces de Gorenstein.

Dans le cas général considérons deux partitions de 'ensemble des sommets {eq, ..., e} :

{er, e} =1, Ki = 1152, L

card K; = k; > 2, cardL; = [;

e, € K; <= e, est 'extrémité d’un arbre T;
es € Lj <= e, € in(S))

Par exemple pour le diagramme de corde de la figure 4 r = 7, k = 14, L = {eq, ea, €3},
Ly = {e4,...,e9}, Lz = {er,...,e1a}, K1 = {e1,ea}, Ko = {es,ea}, K3 = {e5,e5}, Ky =
{67, 69}, K5 = {667 610}, Ke = {611, 613}, K7 = {6127614}-

Dans le cas général, nous obtenons le diagramme

map(Fy piq, X) i map ( b1 5], X) (2.1)
map(c.x)|~
map(C, X) (LX)*P
_— —
map(IT_, T, X) = [y map(T;, X) ——— ok
map(c,X) | ~ /M

map([Ti {ei}, X) = X

ou

les applications verticales de gauche sont induites par les inclusions.

si £ = {ey,...,es} alors evg désigne application d’évaluation f — (f(e1), ..., f(es))-
Ay désigne I'application diagonale X — X** 2 — (z,...,7)

le rectangle est un pullback.

A

le triangle est commutatif a homotopie pres.

La définition de r;,! résulte alors du théoréeme 2.3.3.
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CHAPITRE 3

Rappels sur les modeles de Sullivan.

Dans ce chapitre lk désigne un corps de caractéristique 0.

La théorie des modeles de Sullivan a été introduite dans [59]. Un exposé complet
des fondements de cette théorie est contenu dans les chapitres 1 a 17 du livre de Félix-
Halperin-Thomas [26]. Cependant pour la commodité de la lecture nous faisons quelques
rappels nécessaires a la compréhension de notre description des opérations de la topologie

des cordes.

3.1 Compléments sur les algebres graduées commu-

tatives.
Précisons q'une algebre graduée commutative est une algebre graduée A qui vérifie
ad = (—=1)lgq . ae A.

Soient V := {V'},cz un espace vectoriel gradué et (v )aca-
Un mot v4,vq, - -+ Vs, est un mondme gradué commutatif si pour toute permutation

o€ Gy

k

Vag1Vags " " Vay, = (1) Vo, Vay * * - Vay,

ou (—1)7 désigne la signature graduée obtenue a 'aide d’une décomposition de o en un
produit de transpositions. Par exemple, zyz = (—1)FIW+El2l202 En particulier, tout

monoéme gradué commutatif va,vVa, - -+ Vo, €st nul si vo, = Vo, pour i # j et |v,,| est

k
impair. Si 'on ordonne A tout mondéme gradué commutatif s’écrit de maniére unique
sous la forme

ni,n2 Nk
vogvag vak )

ap < Qg < --- <y (31)
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3.1 Compléments sur les algébres graduées commutatives.

avec n; = 1 si |v,,| est impair. La somme n = ny + ng + - - - + ny est appelée la longueur

du monome.

Si (Va)aea constitue un base de V' alors les monémes de longueur n constituent une

base de I'espace vectoriel gradué noté
A"V ou A" (vg) .

(A"V)? désigne I’espace vectoriel (non gradué) dont la base est constituée par les mondmes
de la forme (1) tel que i = ny |va,| + N2 |Vay| + -+ + 1k |Vay |-
Par convention on pose A’V = k.

La somme directe des espaces vectoriels gradués AV := @,>9 A" V est une algebre

graduée commutative pour la multiplication naturelle des monomes.

Exemple 3.1.1. En tant qu’espace vectoriel gradué,

A k@ zlk si |x| est impair
Tr =
kozlk®?lkd - - ®a"lk®---  si|z| est pair

Proposition 3.1.2. Soit V = {V},cz un espace vectoriel gradué et A une algébre graduée
commutative. Si f 1V — A est un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués alors il

existe un unique homomorphisme d’algébres graduées f : A\V — A qui prolonge f

DEMONSTRATION. On fait une récurrence sur la longueur des monémes. On pose f (1g) =
14 et f(v) = f(v) pour tout v € V = A'V. Ceci définit de maniére unique un prolongement
de f A ASYV = k@ V. Sion suppose f défini sur AS"V := kdV @- - -BA"V et prolongeant
f alors on prolonge f & ASPTIV = ASPY @ V en posant f(¢v) = f(¢)f(v) pour tout
¢ € NSV et tout v € V. Les vérifications restantes sont aussi immédiates.

0

Exemple 3.1.3. Les inclusions naturelles (resp. les projections naturelles)
VS VeWw W, VEVeWw XMW
s’étendent de maniere unique en des homomophismes d’algébres graduées
AV 25 AV e W) &5 AW, AV ESAV e W) 25 AW .
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

Les homomorphismes d’algebres graduées

(ANV)R (AW) = AV W) 2y w(z)w(y)
ANV eW)—= (AV)R (AW) z my(2) @ mw(2)

sont inverses l’'un de ['autre.

3.2 Algebres de cochaines et algebres de Sullivan.

3.2.1 Algebres de cochaines

e Une différentielle sur I'espace vectoriel gradué {E'};c7 est une application linéaire de
degré 1 telle que dod =0
e Une dérivation de degré n sur une algebre graduée A est une application linéaire 6 :
A — A de degré n tel que

0(ab) = 0(a)b+ (—1)""lad(b)

pour tous a,b € A.

e Une algebre différentielle graduée (resp. commutative), (A,d4), en abrégé une a.d.g.
(resp. une a.d.g.c.) est une algebre graduée (resp. commutative) A munie d’'une différen-
tielle qui est une dérivation.

e Un homomorphisme d’a.d.g. ¢ : (A,da) — (A’,da) est un homomorphisme d’algebres
graduées tel que p o dy = da o . Les a.d.g (resp les a.d.g.c.) et leurs homomorphismes
constituent une catégorie.

e Une a.d.g.c. concentrée en degré > 0 est appelée une algebre de cochaines commutative.
Elles constituent des catégories notées C'ochCom.

e [’homologie d'une algebre de cochaines commutative (A, d4) est par définition I'homo-

logie du complexe
N - W U Lo I G

C’est une algebre graduée commutative, notée H (A, d,), pour le produit induit par celui
de l'a.d.g.c. .
H : Coch — AlgGr et H : CochCom — AlgGrCom

sont deux foncteurs.
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3.2 Algebres de cochaines et algebres de Sullivan.

Exemple 3.2.1. Soient (A,da) et (B,dp) deux a.d.g. (resp. deux a.d.g.c.-) leur produit
tensoriel (A,da) ® (B,dp) est une a.d.g. (resp. une a.d.g.c.) notée (A ® B,dagp) telle
que les injections

(A,da) % (A® B, dass) <= (B, dp)

sont des homomorphismes d’a.d.g. . De plus, l'isomorphisme d’a.d.q.
(A,da) ® (B,dp) — (A® B,dagn), a®b—is(a)ip(b)
induit l'isomorphisme canonique H(A,ds) ® H(B,dg) = H(A® B,dagp)-
Exemple 3.2.2. Pour chaque n > 0 notons
PQ 1= Ato, t1, - - - tn, dbg, dty,---dt,), |t:| =0,|dt;| =1.

Un élément w de PQ’jLJrl est une forme différentielle de degré k a coefficients polynomiaux

i.e
w = Y Pia(dig)(dt)" - (db)™
i;=0,1 ,Zj ij=k
ou chaque Py, .. ;. € lk[to, t1,- - , ).
La projection
— Klte, ..., ta] @ Aldto, . .., dt, .
PQ,1 — PQ, = lto, - ta] ® Ndtg ) W@

permet de définir sur PS), une structure d’algébre de cochaines commutative.

PQ, 1 est une sous a.d.g. de l'algébre des formes différentielles, 2,1 définie sur
R tandis que P, s’identifie a une sous-a.d.g. de l'algébre des formes différentielles
sur Uhyperplan affine de R™ d’équation to +t1 +--- +t, = 1.

En particulier, si w € mﬁ alors w =0 si k > n.

Exemple 3.2.3. Si lk = R, les formes différentielles sur une variété différentiable M
constituent une algébre de cochaines commutative, notée Qpr(M) dont I’homologie est la

cohomologie de de Rham de la variété M.

Proposition 3.2.4. Soit V. = {V'},cz un espace vectoriel gradué. Si f : V — AV est
une application linéaire de degré n alors il existe une unique dérivation 0y sur AV qui

prolonge f
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

DEMONSTRATION. On fait une récurrence sur la longueur des mondémes comme dans la
démonstration de la Proposition 1.5.
OJ
D’apres la proposition précédente, une algebre de cochaines commutative (AV, d) est
entierement déterminée par l'espace vectoriel gradué V = {V'},5¢ et une application
linéaire d : V. — AV = 37,5, A"V. Remarquons que

d=d©dy®---

ou d,(V)C A"V.
Si d; = 0 pour i < n, la relation d o d = 0 entraine que (AV,d,,) est une algebre de
cochalnes commutative.
e Si d; est nulle on dit que (AV,d,,) est une algébre minimale.
e Si d; est nulle sauf pour i = 2 on dit que (AV,d,,) est une algébre quadratique.

Clairement toute algebre quadratique est minimale.

Exemple 3.2.5. Si V est concentré en degré 1 (i.e. V.= V?') alors toute différentielle d
vérifie d(V) C (AV)? = A2V. i.e AV est quadratique et en particulier minimale.

Exemple 3.2.6. Le produit tensoriel de deuz algébres de cochaines commutatives (AV,d')
et (A\W,d") est isomorphe a Ualgébre (N(V @& W),d) (C.f. Exemple 2.1).

Exemple 3.2.7. L’algébre de cochaines commutative (A(u,v),d) définie par du = 0 et

dv = u est acyclique i.e H(A\(u,v),d) = k. Elle n’est pas minimale.

3.2.2 Algebres de Sullivan.

Définition 3.2.8. e Une algébre de cochaine commutative (AV,d) est une algebre de

Sullivan  s¢
(i) V ={V'}iz1
(i) il existe une suite de sous-espace vectoriels gradués V(0) C V(1) C --- C V(p) C - -~
telle que

(l) V= UpZO V(p)7
b) dV(0) = {0}
c¢) pour p > 0 et tout pour tout i > 1

dVip+1) C A (V4 V(p)) . (3.2)
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3.2 Algebres de cochaines et algebres de Sullivan.

La condition (3.2) signifie que la différentielle d'un générateur de degré i et de filtration
p + 1 ne s’exprime qu’a 'aide de générateurs de degrés < ¢ ou de filtration < p + 1. Elle

est équivalente a
Wip+1)c (AVIieVipevitip)) .
Par suite 'algebre de Sullivan (AV, d) est minimale ssi
Vip+1)c (R Vievie))" (3.3)

Proposition 3.2.9. (AV,d) est une algébre de Sullivan ssi V=" = {0} et s’il existe une
filtration
FO)={0}cFQ1)---CcF(r)yc---c|JF(r)=V

r>1

telle que :

dF(r+1) C AF(r), r>0. (3.4)

DEMONSTRATION.
a) (3) = (2). (On pose Z(r) = F(r + 1) pour r > 0).
b) Supposons que V° = 0 et montrons que (2) = (3). Posons F(0) = 0 et pour r > 1

F(ry:=={veV]|dve ANF(r—1)}et F =] F(r).

r>0

Montrons que F' = V. Pour cela fixons un r > 0 et un n > 0 et supposons qu’il existe r’

tel que
(H(n,r)) V<P P et V(r) € F(r')

La condition (2) entraine que
dV"™(r+1) C AF(r)

ce qui entraine, par définition de la filtration F(r), que V"*(r+1) C F™(r'+1). L’hypothese
(H(n,0)) étant vérifiée pour tout n, une récurrence sur r > 0 montre que V" C F™. Cette
derniere relation étant vérifiée pour n = 0, une récurrence sur n > 0 montre que V C F
d’ou I’égalité requise.

O
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

Exemple 3.2.10. La seule structure d’a.d.g.c. définie sur Az avec |x| > 1 est l'algébre
de cochaines commutative (Axz,0). C’est une algébre de Sullivan minimale. (V (0) = lkx =
V(1) = ---) Son homologie H(Ax,0) = Az est isomorphe, en tant qu’algébre graduée
commutative a H*(S™; k). Remarquer que sin est impair H*(S™; k) = H*(RP™; k).

Exemple 3.2.11. Soit (A(z,y,2),d) avec |x| = |y| = |z| = 1 Ualgébre de cochaines
commutative définie par

dr = ayz,dy = frz,dz = vy, a,B,velk.

Si o =0 alors (N (z,y, 2),d) est une algébre de Sullivan quadratique. (V(0) = lkz, V(1) =
VOekyekz=V(1)="---).

Si afy # 0 alors (N(z,y,2),d) est une algebre quadratique qui n’est pas une algébre de
Sullivan.

Théoréme 3.2.12. (Lemme de relevement stricte) Considérons le diagramme

(A7 dA)

iw

(AV, d) 4 (B,dg)

ot (A,dy) et (B,d4) sont des algébres de cochaines commutatives, (AV,d) une algébre de
Sullivan, ¢ et m des homomorphismes d’a.d.g.c.

Si est surjectif et H(m) un isomorphisme alors il existe un homomorphisme d’a.d.g.

Y tel que o) = .
Dans la démonstration de ce théoréme nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 3.2.13. Soit 7 : (A,d4) — (B,dp) un homomorphisme d’a.d.g. tel que 7 est
surjectif et H(m) un isomorphisme alors ’homomorphisme 7 se restreint en un homo-
morphime surjectif

m:kerdy — kerdp.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit b € ker dp. Puisque H(7) est surjectif, il existe a €
ker d 4 tel que H(m)([a]) = [b]. Ceci entraine que 7(a) = b+ dp(b'). Puisque 7 est surjectif,
b = 7(a’) pour un @’ € A et donc w(a — daa’) = 0.

L]
DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit (V(p)),>o une filtration définissant la structure
d’algebre de Sullivan de (AV, d) telle que dans la Proposition 3.2.9. Nous construisons
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3.2 Algebres de cochaines et algebres de Sullivan.

par récurrence sur p.

a) Si v € V(0) alors dv = 0 d’ou dp(¢(v)) = ¢(dv) = 0. D’apres le lemme précédent,
il existe un cocycle a € A tel que 7(a) = ¢(v). On pose ¥(v) = a. En appliquant cette
construction a une base (v4)q de Vy on définit un homomorphisme d’a.d.g. ¥ : (AVy,0) —
(A, dy4) tel que mohg = Plavy -

b) La restriction de d & AV (p), fait de (AV(p), d) une algebre de cochaines commuta-
tive. Supposons avoir construit un homomorphisme d’a.d.g. ¢, : (AV(p),d) — (A, da) tel
que T o, = w‘w(m.

Posons V(p+ 1) = V(p) & Vj4+1 et considérons x € V4, alors

dz € AV(p), dp(p(dr)) = p(dodr) =0 et m(yy(dr)) = p(dr) = dp(p(z)).

D’autre part, puisque 7 est surjectif il existe a € A tel que 7(a) = ¢(x). Alors,

m(daa) = dp(m(a)) = dp(p(x)) = 7(Yy(dz)),

et donc
daa — Yp(dr) € kermNkerdy .

Puisque H(7) est un isomorphisme ker 7 est acyclique. Il existe donc a’ € ker w tel que

dad’ = dga — y(dr). Posons ¢,1(x) = a — a’ alors

moth,1(z) =7w(a—d') = m(a) = p(z) et dgotb,y1(x) = dala—a") = Y,(dx) = ,y10d(x).

Comme précédemment, en appliquant cette construction & une base (vy), de V11 on
prolonge v, en un homomorphisme d’a.d.g. ¥,41 : AV(p+1) = A tel que mo ¢, =

(70|/\V(p+1) :
c¢) Le principe de récurrence termine la démonstration.

Remarque Le lemme de relevement s’exprime de maniere plus formelle :

Les algébres de Sullivan sont des objets cofibrants dans la catégorie C'ochC'om munie de
la structure de catégorie modeéle dont les fibrations sont les surjections et les équivalences
faibles sont les homomorphismes d’a.d.g. qui induisent des isomorphismes en homologie.

D’un point de vue moins formel les algebres minimales sont aux algebres de cochaines
commutatives ce que sont aux espaces topologiques les CW complexes. Cette analogie se

précisera dans la suite.
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

3.2.3 Algebres de Sullivan relatives.

Définition 3.2.14. Une algebre de Sullivan relative est une algébre de cochaines de la
forme
(B® AV, d)

ot
1. (B,d) est sous-algébre différentielle graduée de (B @ AV,d) avec H°(B,d) = I,
2. V - {Vi}izg

3.V est la réunion croissante des sous-espaces 0 =V (0) C --- C V(r) C --- tels que
d:1VP(r) = B (AMV(r—1)P", r>1. (3.5)

En particulier, si (B,d) = (I, 0) alors nous retrouvons la définition d’une algebre de
Sullivan.

Si BY = 0 nous avons la suite

(B,d) <% (B ® AV,d) 5 (AV,d) (3.6)

ou l'algebre quotient (AV,d) est une algebre de Sullivan. Lorsqu’elle est minimale nous

dirons que l'algebre de Sullivan relative est minimale.

Théoréme 3.2.15. [26, Theorem 14.12] Soit ¢ : (B,d) — (A,d) un homomorphisme
d’algebres de cochaines commutatives tel que
(i) H(A) = Ik = H°(B)
(ii) H(p) est injective
alors il existe une algébre de Sullivan relative minimale (BQAV, d) et un quasi-isomophisme
(B AV,d) 5 (A, d) tel que mot = .

De plus si (B AV, d) m (A, d) désigne un autre quasi-isomorphisme tel que mov = @
alors il existe un isomorphisme (B @ AV,d) = (B ® AV, d) qui se restreint en 'idendité

de B et tel que m' o o est homotope a m relativement a B.
Définition 3.2.16. Le quasi-isomophisme (B ® AV,d) = (A, d) ou par abus (B ® AV, d)
est appelé le modéle de Sullivan relatif de .

Dans le cas absolu, le quasi-isomophisme (AV,d) =5 (A,d) ou par abus (AV,d) est
appelé le modeéle de Sullivan relatif de A

La seconde partie du théoréme montre que le modele minimal (absolu ou relatif) est

unique a isomorphisme pres.
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

La propriété des algebres de Sullivan relatives, qui est trés importante pour nous dans

la suite est qu’elles fournissent des résolutions semi-libres (Cf §2.1)

Théoréme 3.2.17. [26, Lemma 14.1] Pour tout algébre de Sullivan relative (B @ AV, d)
alors le B-module différentiel gradué (B ® AV,d) est semi-libre.

3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

L’exemple des formes différentielles sur une variété se généralise simultanément dans
deux directions :
a) pour tout corps k de caractérique nulle
b) pour tout espace topologique X.

L’idée de cette construction vient de 'interprétation suivante d’une forme différentielle
sur une variété M de dimension n :
o w e O (M) est la donnée d’une famille de formes différentielles, {wy, }o ot

1. wy, € Qn,

2. U, — M est une carte de M

3. Wu, = ¢y, u,wu, pour tout changement de cartes ¢y, v, -
On procede de la maniere suivante :

1. Les cartes sont remplacées par les simplexes singuliers
o: A" = X | n >0

ot A" = {(to,t1, -+ ,tn) €E R |t; € [0,1] et to+ 1+ - +t, =1}
2. A chaque simplexe singulier o est associé w, € PQ,, (C.f. Exemple 3.2.2).

3. Les conditions de recollemment des cartes sont remplacées par les relations simpli-

ciales définies ci-dessous.

e Un objet simplicial E, est la donnée d'une suite (F;);>o d’objets d'un catégorie C et

pour chaque ¢ > 0 de deux morphismes de C,

d;

Si

E;

Ei+1

E;
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

tels que

S',di sit < g
diod; =dj_d; sii<j .Jl .. J
o ., dios; =14 id sit=7,7+1
8;08; = 8118 sii <] L
sjdi—1  sii>j+1

Les objets simpliciaux forment une catégorie notée sC dont les morphismes f € sC(F,, F,)
sont les suites (f;)i>o ou chaque f; € C(E;, F;) vérifie fi1108; = s;o0 fy et dyo f; = fir10d;.

Exemple 3.3.1. Si X est un espace topologique. Notons
Sing,(X) = Top(A", X)

Notons

d: A" — An—i—l’ (to, .. tn) — (to, vt 00t 7tn>
st AT — An—17 (to, .. tn) — (to, o tison, b i, iga, - - ,tn)

et

dio=cod etsjoc=co0s".
Les applications d; et s; définissent ’ensemble simplicial, noté Sing, .

Exemple 3.3.2. Les applications d' et s° définies ci-dessus sont les restrictions d’appli-
cations affines définies sur R" ™! qui sont notées de la méme maniére. Ainsi les homomor-

phismes d’a.d.qg.
d; == (d")* : PQY, — PQ,_ et s; := (s : PQ,11 — PQ,
définissent une structure d’algébre de cochaines commutative simpliciale sur PQ,.
Nous posons pour tout k£ > 0
Ay (X) = sEns(Sing X, )
Un élément de A%, (X) est une application simpliciale
¢ : Singe X — PL,, o ¢g
c’est-a-dire
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

a) pour chaque o : A" — X | ¢, € PLF
b) on a les relations (d;¢), = Pu,0 €t (Si0)o = Psi0-

e Cette construction permet de définir un foncteur
Apyp : Top® — CochCom

qui est appelé le foncteur des formes de Sullivan. (C.f. [59] ou [26, §10] pour plus de
détails.)

Le théoreme de de Rham pour les variétés différentiables se généralise de la maniere
suivante.

Pour tout espace topologique X notons C*(X; k) le complexe des chaines singulieres
normalisé a coefficients dans &k et H*(X; k) son homologie, appelée la cohomologie sin-
guliere de X a coefficients dans k. Le cup-produit définit sur C*(X; k) une structure
d’algebre de cochaines non commutative et une structure d’algebre graduée commutative

sur H*(X; k) (C.f. [26, Chapter 5]).

Théoréme 3.3.3. [26, Corollary 10.10] Il existe deux homomorphismes d’a.d.g.
C* (X l) 25 A &5 Apy(X)

tels que H(px) et H(¢x) sont des isomorphismes d’algébres graduées.

De plus px et ¥x sont naturels en X.

Dans ce théoreme l'a.d.g. c. intermédiaire A est 'analogue du complexe de Cech-de
Rham.

Définition 3.3.4. Le modéle minimal d’un espace connexe par arcs X est le modéle
minimal de Apr(X) au sens de 3.2.16. De méme,

Le modeéle minimal relatif d’une application continue f : X — Y est le modele minimal

relatif de Apr(f) : Apr(Y) = Apr(X).
Etant donné une fibration
Fhxty
telle HO(Y) = Ik = H°(X) et H'(f) est injective alors nous obtenons le diagramme

commutatif

Apr(f) Apr(j)

Apr(Y) Apr(X) Api(F)
/N\jzx : (Mxiyiv,d) £ (/\i,md)
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Chapitre 3 : Rappels sur les modéles de Sullivan.

ou
(i) Mx désigne un modele minimal de X

(ii) la ligne du bas est un modele relatif de f.

Théoréme 3.3.5. [26, Theorem 15.3] SiY est simplement conneze et si dim H'(Y') < oo

pour tout i > 0 ou si dim H'(F) < oo pour tout i > 0 alors m est aussi un quasi-

isomorphisme.

Counsidérons le carré commutatif

/

) (— X

T

) Y

Nous obtenons le diagramme commutatif

Apr(Y) ArL(9) Apr(Y) (3.7)
my Myr
MYC o (MY (024 /\W, d) Apr(f)
APL(f)l/ _
Lf
N Apr(X) Apr(9") Ap(X')
mx ‘ mxr
(My @ AV, d) _ A

ou la face de devant du cube est un diagramme cocartésien. Plus précisément A désigne
I’algebre différentielle graduée

A= My @AV @AW, d) = (My @ AV, d) @y (My @ AW, d)

et les applications tf, 7, étant induites par les inclusions naturelles de (My ® AV) et
(My @ A\V) dans (My @ AV) @ (My @ AW).

Théoréme 3.3.6. [26, Proposion 15.8] Si f est une fibration vérifiant les hypothéses du
Théoréme (3.3.5) alors

(My & AV, d) 2 (My @AV @ AW, d)
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

est un modele relatif de la fibration image réciproque de f le long de g.
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CHAPITRE 4

Utilisation des modeles minimaux.

Dans ce chapitre lk désigne un corps de charactéristique zéro.

Nous développons dans le contexte des modeles de Sullivans quelques applications a
la topologie qui sont essentielles pour établir la transcription des opérations en termes de
modeles. Comme vu dans le théoreme 2.3.2 le principal probleme a résoudre est le calcul
d’une résolution semi-libre d’'un module différentiel gradué. Ce probleme sera résolu en
construisant des modeles de Sullivan relatifs ad-hoc pour certaines applications diagonales.
Nous terminons par le calcul d’'un modele de Sullivan (non minimal) pour un type d’espace
de Gorenstein qui n’est ni un espace a dualité de Poincaré ni un espace classifiant d’un

groupe de Lie.

4.1 Quelques applications en topologie.

4.1.1 Notations.

e X et Y deux espaces topologiques.
e Y% espace des chemins 7 : [0,1] — Y.
e Siy €Y alors § € YU désigne le chemin constant en y : §(t) = y pour tout ¢ € [0, 1].
o cvy g, YOU S Y7y s (y(h), oy (E)
o P(Y,y) = {y e YOU (1) = y}.
¢ QY y) = {y e Y 4(0) =y = 7(1)}.
o L(Y) = {y e YU, ~(0) = 4(1)}.
On a le pullback

LY) y[0.1]
evoi J{evo,l
Y A y x2

ou A désigne 'application diagonale y — (y,y) et evy (et donc ewvp) est une fibration.
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4.1 Quelques applications en topologie.

4.1.2 Fibration associée a une application.

f:X—=Y

On a le produit fibré

X eron[O’” oy
Pmi if
y'10:1] Y

evg

X ey YO = {(2,7) ,7(0) = f(x)}.
On obtient alors le diagramme commutatif

) —

= X Xy YO l(x) = (z, f(x)), Evr(z,7) = (1)

f
Evq

Y

X

ol £ est une équivalence d’homotopie et Ev; une fibration, appelée la fibration homotopique

associée a f. Siy est un point fixé de Y alors
Ev ({y}) = X pxeu, P1(Y, y)

avec Py(Y,y) = {v € YI%U ~(1) = y}. Si Y est connexe par arcs, Ff := X pXep P1(Y, )
est appelé la fibre homotopique de f.

4.1.3 Fibration associée a la diagonale A : X — X*2,

On a le produit fibré

(X><2)[071] — (X[O,l])X2 X %2

evg Xevg

ou
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De plus on a le diagramme commutatif

X f X %o (XXQ)[O»H Z x[0.1]
: \LEv/
€vo,1
X><2

ot h désigne 'homéomorphisme : (v,7') = vt x ', l(z) = (z,2,7) et Evi(x,7,7) =
(7(1),7/(1)). Ainsi on peut considérer que evg; est la fibration associée a ’application dia-
gonale. SiY est connexe par arcs la fibre homotopique de A est identifiée & evy 1 ({(z, z)})

qui est homéomorphe a Q(X, x).

4.1.4  Fibration associée a la diagonale A, : X — Xk,

Posons A = A et pour k > 2,
A(k+1) = (ZdX X A(k)) oA X —= X x X —= X x X*F = X xktl

On a le produit fibré

X xq (Xxk)[o’l] pri X
pr2 Ak
[0,1] xk
X ¥k — X[O,l] X <k
() = em)
ou
xk [0.1]
X xo (XF) = {0 ) 7 = m(0) = . = 1(0)}
De plus on a le diagramme commutatif
¢ 01 h
X ®) v« (XXk)[ ] $>

ol A désigne 'homéomorphisme (z, 71, ..., 7x) = (.(7" % 72) * 75 ") % oo vly) * Wi

liy(z) = (z,21,...,78) et Bvi(x, 7, ....,7) = (71(1),...,%(1)). Ainsi on peut considérer

que evy 1 1, est la fibration associée a I'application diagonale Ay. Si Y est connexe
72 —_— PARRS b
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4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

par arcs la fibre homotopique de A, est identifiée a ev; ', 1 ({(z,...,x)}) qui est

0. 5873
homéomorphe a (Q(X, z)) ",

4.1.5 Fibration associée a un produit d’applications diagonales
A(k‘l) X ... X A(k,n) P X7 — XORatethy

Posons k = k1 + ... + k., k; > 1 (avec la convention Ay = id) alors le produit des
diagonales Ay X ... X Agy @ X*7 — X*F est bien défini. Il y a p(k,r) produits de
diagonales de X" — X** avec 22, p(k, r) 2% = (1_$)(1_;2)._.(1_IT).

Supposons que les k; > 2. On vérifie facilement que la fibration associée a Ay X ... X

Agy : X7 — X*F est le produit des fibrations

T

1 1 1 1
72k1_27-"7 Yokp—27"020

et la fibre homotopique est
(X, z)) "

4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

4.2.1 Lemme de relevement a homotopie pres

Considérions le diagramme du Théoreme 3.2.12 ot le quasi-isomorphisme 7 n’est plus
supposé surjectif. Dans ce cas il existe un homomorphisme d’algebres différentielles gra-
duées

br(AVd) > A,

unique & homotopie pres, tel que m o) ~ . (Cf [26, Proposition 12.9]. Ce résultat,
appelé le Lemme de relévement a homotopie pres, est une conséquence du lemme de
relevement stricte vu au Théoreme 3.2.12. Le lecteur est renvoyé a [26, 12-b)] pour la

notion d’homotopie entre deux homomorphismes d’adgc.

Considérons maintenant une application continue X — Y et le diagramme

MY MX

Nlmy Nimx

Apr(f
APL(Y> PL( ) APL (X)
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

ou my ( resp. mx ) désigne un modele de Sullivan de Y (resp. X).

D’apres le lemme de relevement homotopique, il existe un homomorphisme d’adg
my : ./\/ly — M X,

unique a homotopie pres, tel que mx omy =~ App(f) o my-.

Définition 4.2.1. L’homomorphisme my ainsi défini est appelé un représentant de Sul-

livan de f.

4.2.2 Cas d’un produit de deux espaces.

e px : Mx > Apr(X) désigne un modele de Sullivan de X.
Posons
X L xxy 2 Y

et considérons le diagramme

APL(X) Apr(pr1) Apy (X % Y) Apr(pra) Apy (Y)

~|px APL(X) ®APL(Y) ~ | py
:TPXQ?PY
Mx - Mx @ My - My

11 12

avec i1(a) =a®1, () =1® B et pxxy(a® ) = Apr(pri1)(a)Apr(pr2)(5). Alors :
1) ce diagramme est commutatif.
2) pxxy est un quasi-isomorphisme d’adg.
3) px ® py est quasi-isomorphisme d’adg.

Nous avons donc établi que le quasi-isomorphisme :

Mx @ My = Apr(X xY)

PxxY:=(pPx®py)opx xy

est le modele de Sullivan de X x Y, de plus

My My @ My <2 My

sont des représentants de Sullivan des projections pry et prs.
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4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

4.2.3 Cas de l'application diagonale A : X — X x X.
Rappelons que I'application diagonale
A X5 XxX, zm(z,2)
est I'unique application rendant commutatif le diagramme suivant

X Mmoo x xy 22 Y

id

Apr(A)

Apr(pre
APL(X)¢>APL(X XX) APL(X)
@XXXT
ie Apr(A)opx xx
Apr(X) Apr(X) ® Apr(X) s Apr(X)
pXTN PX®PXT~ pXTN
Mx fe Mx @ Mx Mx

id

Remarquons que
e A est une algebre graduée commutative ssi son produit g : AQ A — A, a®p+— af
est un homomorphisme d’algebres graduées.
e A est une algebre différentielle graduée ssi son produit ps: A A— A, a®p— af
est un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués.

Par suite :

a) Lapg(x) €t fa, sont des homomorphismes d’adg.
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b) Apr(A)opxxx = Papy(x)- En effet,

Apr(A) o pxxx(a®B) = Apr(A) (Apr(pri)((a) Apr(pr2)(8))
= Apr(A) (ApL(pri)((a)) Apr(A) (Apr(pr2)(B))

=af.

¢) Soit ¥ : Mx®@Mx — Mx un homomorphisme d’adg faisant commuter le rectangle

en bas a droite alors

Pla®B) =¢((@@l)(1®p))
=¢(a®1)P(l®p)
= oir(a) oiz(B)
=af.

Par suite 1 est égale a pip, . Ceci démontre que pp, est le seul homomorphisme d’adg

rendant commutatif le diagramme ci-dessous

Apr(4)

APL(X X X) APL<X>
pXXXTZ PXT:
Mx @ Mx x Mx

En particulier pyg, est un représentant de Sullivan de I'application diagonale A.

4.2.4  Cas de l’application diagonale A, : X — X<k,

Posons 2y = pmy et pour k > 2
piesny = po (id @ p) : (Mx)? = My @ (Myx)® —= Mx @ Mx —= Mx .

Par récurrence sur £ > 2 on montre que f) est le seul homomorphisme d’adg rendant

commutatif le diagramme ci-dessous

A A
APL(XXk> PL(Aw)) Apr(X)
PXkaN prN
M al Myx




4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

ol pyxk désigne la composée

ok
Px

(Mx)®F o App (X)2F 2L App (XF)

avec pxxr(og ® ... @ ay) = Apr(pr1)(aq)...Aprp(pri) (ag).

En particulier y(;) est un représentant de Sullivan de I'application diagonale A.

4.2.5 Cas d’un produit d’applications diagonales.

Posons k = ki + ... + kp, ki > 2, Ay X oo X Ay - X7 — X*F 11 résulte de ce qui
précede que fig,) @ ... @ fuk,) est le seul homomorphisme d’adg rendant commutatif le

diagramme ci-dessous

APL(A(ky) X - XA (k,))

App(X*F) Apr(XT)
Pxxt T: pr:
r M;@éki F(ko) ©-+-OBkr) My

puisque pxxk = (pX)®k o pxxk rend le diagramme ci-dessous commutatif

(M) Apr(X)
T@XXklx...xXXkr
r ) p ®...Rp0 Ky r )
®M?}kl xk1 xk ®APL(X></€Z)
=1 =1

AveC QY xxky  wxxkr (1 @ ... @ ay) = App(pri)(aq)...Apr(pre) ().

En particulier pu4,)®...® i, est un représentant de Sullivan du produit d’applications

diagonales Ay X ... X A, ).
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

4.3 Quelques calculs de modeles relatifs de Sullivan.

4.3.1 Modele relatif de la diagonale.

Soit X un espace 1-connexe telle que dim H*(X; k) < oo pour tout 7. Fixons px :

Mx := (AV,d) = Apr(X) un modele minimal de X et considérons ’adgc acyclique

WVW“@EW
(AVeV),D) D(®) =0,0€V
D(@)=%,0€V

L’homomorphisme d’adg
p: (AV.d)® (AMV @ V),D) - (AV, d) { pé“) -

est un quasi-isomorphisme surjectif.
Notons (AV,d) @ (/\(‘7 oV), D) par (/\(V avVaVv), D).
Définissons la dérivation S de degré —1 sur A(V @V @ V) en posant :

S(w)=0,50)=0=80),veV,veV,oeV.
Alors S? = 0, et le crochet des dérivations D et S de A(V @V @ V),
[D,S]=DoS+SoD,

~

est une dérivation de degré zéro sur A(V @ V @ V) qui commute a la différentielle D.

On vérifie facilement que :

S}
I
o o

N~ —~
D
~— ~— ~—
I

b+ S(dv)
= [D,S)(S(dv)) = SoDoSod(v) =(SoD)*(v)
"(v) = (SoD)™(v), pour tout n > 2.

EISEISES
N ”nn ”nn ”nn O”n

[t i T W, T W T e |

Puisque V = V=2 et que (AV, d) minimal alors

dve (AEV)T e A (verl) Lz,
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4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

Il en résulte que S(Dv) € (V)<lI=t @ Asi—1 (V<‘“‘) d’ou [D,S]"(v) = 0 si n est assez

grand. Nous pouvons donc considérer I'automorphisme d’algebres graduées

~ —

P ANVaVaV) s AVeVaeV)

qui vérifie

ePSl(1) =1
ePSl(0) =0
elPS(0) = T2y 4D, 8" () = v+ 0+ iy (S 0 D) ()

Définissons un homomorphisme d’algebres graduées

0 AVROANVQAV 5 AV eV aV)

en posant
pv®1®1) =0
P(1@v®1) =v+0+>02, 5(SoD)"(v)
(l®lev) =v

Posons

S'=ploSopetd =ploDogp

alors S’ est une dérivation de degré —1 sur 'algebre graduée AV @ AV ® AV qui vérifie

=5S1l®vel)

et d’ est une dérivation de carré nul sur AV @ AV ® AV qui vérifie

drvelel) =dvel1®l

d1leorel) =1dvel

(12180) =¢ () =10vel-¢ v+, 4(SoD)()
=1®v-1v)@1 -2, L(Sod)"(vel1®l).

n=1 p!

Proposition 4.3.1. L’inclusion d’adgc
(AV,d)** < (AV)*2 @ AV, d)
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du produit ppy ,
est un modéle relatif de Sullivan < de application diagonale A : X — X x X,
de la fibration evg : XI0U — X .

DEMONSTRATION. Nous avons le diagramme commutatif

(AV, d)®? X (AV, d)

\ ZTW

(AV)®2 @ AV, d)

ol lla®B)=a® L1,
C’est donc un modele relatif de Sullivan du produit px. D’apres (2.3) ¢’est un modele
relatif de I'application diagonale A : X — X x X. Il résulte alors de (1.2) que c’est aussi

un modeéle de la fibration evg; : X% — X
[l

4.3.2 Modéele relatif de la fibration des lacets libres.

Conservons les notations et les hypotheses de la sous-section précécente.

Le produit fibré de la fibration evy; le long de A

L(X)e—s X[01]
evol levo,l
X A X><2
fournit la somme amalgamée
(AV, d)®%¢ . (AV)*2 @ AV, d)
lﬂ/\V iig
(AV,d) —2 (AV, d) @avapes (AV)*2 @ AV, d')

oui(a)=a®letiz(f) =11 0.
D’apres le Théoreme 3.3.6 (AV,d) @av,a)e2 ((/\V)®2 Q@ AV, d’) est un modele de Sul-
livan de LX.
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4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

Remarquons que 'homomorphisme d’algebres graduées
V1 (AV) @aveny (AV @AV @AV) = (AV @ AV)

défini par
(v @ v ® Uy ® QV) = vV ® U

est un isomorphisme.
Théoreme 4.3.2. Un modéle relatif de Sullivan de la fibration de l’espace des lacets libres
evg: LX — X

est de la forme
dv = dv

(AV,d) < (AV @ AV, d), { 0o = —s(dv)

I
o <

_ s(v
lorsque s désigne la dérivation de degré —1 sur ANV @ AV telle que { (_)
s(v

Ce théoreme a été énoncé pour la premiere fois dans [59] et utilisé dans [65]. Nous en
donnons ici une démonstration utilisant uniquement la section précédente de ce chapitre

et le chapitre 3.

DEMONSTRATION. Posons
d=vytodot, s=1yto(id®S) oy

ot d’ désigne la différentielle induite sur le quotient (AV, d) ®(y,qye2 ((/\V)@2 Q@ AV, d )
Remarquons que :
(1) s(v) =v et s(v) =0,

(2) s est une dérivation de degré -1,

(3) 82 = %[3, s] est une dérivation. Comme elle est nulle sur les générateurs

s*=0.
(4) Puisque d et s sont des dérivations alors
[d,s]:=dos+sod
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

est une dérivation (de degré 0).
(5) 11 résulte immédiatement de la définition de d’ et S’ établies dans la section précédente
que

=1

dv=dv et dv = — Zﬁ (sod)”

(6) 11 résulte de (3) et (5) que tout v € V et tout v € V

[e.9]

[, s](v) = dv + s(dv) = 3 ;(S od)"(v) et [d, s](v) = s(d(v) = 0.

n=2

I1 résulte de (5) et (6) que

Lemme 4.3.3. Les conditions suivantes sont équivalentes
a) Pour tout v € V et tout v € V, dv = dv et dv = —s(dv)
b)d,s]=0

¢) Pour toutv e V, 3202, L(sod)"(v) =0.

d) Pour toutv eV, sodo s(dv) = 0.

Le Théoréme 3.2.6 résulte alors directement du lemme suivant.

Lemme 4.3.4. Puisque (AV,d) est supposée minimale les conditions du Lemme 3.6.3

sont vérifiées.

DEMONSTRATION. Montrons que la condition d) est vérifiée par récurrence sur le degré
de v. C’est le cas trivialement pour n = 2. Supposons que n > 2 et que pour tout v € V<"

on a dv = —s(dv). 1l résulte alors du lemme 1 que

(x) [d, s]‘w@ =0.

Soit v € V™ tel que dv = a+ € AY(V=<")®A<H(V<") pour un certain [ > 2. Montrons
par récurrence décroissante sur [ que la condition d) est vérifiée. C’est le cas pour [ = 2.
En effet, dv est une somme de termes de la forme vivy avec vy,vo € V<" il suffit de

montrer que s o d o s(vyvy) = 0.

s'odos"(vvy) =sod (131212 + (—1)'”1‘1)1172)
=s ((d@l)vz — (=)l dvy + (=1)" (dwy ), + vldz72>
= (=) l(dvy) vy + 015" (dvg) + (—1)"ls” (dvy ) vy + v1dvy)  d’apres (3)
= 0 d’apres ’hypothese de récurrence
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4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

Pour [ > 2, a est une somme de termes de la forme
v B avec f € AV

I suffit donc de montrer que s”odos”(v,3) = 0. Ce qui est le cas d’aprés le calcul suivant.
Alors,

sodos"(v1f) =sod(nf+ (~1)"lns"(3))
=5 ((d01)B — (=1)1151dB + (— 1)1 (dvy) B + v1d(s(B)) )
= (=D)l"l(dv1)s(8) + v1s(dB) + (1) s(dv)s(B) + vd(s(B)) ~ dapres (3)
= v15(dB) + v1d(s(B)) d’apres 'hypothese de récurrence sur n

= ui[s, d|(P)
= 0 d’apres (x)

La récurrence décroissante sur [ termine la récurrence sur n.

4.3.3 Modele relatif de la diagonale A = (Id x A) o A.

On a le produit fibré :

ou
X' x Xt ={(a,p) € (XT)?: a(1) = B(0)} et ¢ = (evo, evy = evy, evy).

L’application (o,0) : X — X x X1 définie par : (0,0)(z) = (Z,7), z € X, est une

équivalence homotopique.
En effet considérons l'application Evg : X! x X! — X définie par :
X
Evo(a, B) = a(l) = B(0), a, B € X! X X7

D’une part Evgo (0,0) = Idy.

D’autre part 'application continue F : (X! x X7T) x [ — X! x X' définie par
X X
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F((a,8),t) = (au, Br), ou au(s) = a((l —t)s+t) et Bi(s) = B((1 —1)s),

est une homotopie de Fvg o (0,0) a Idxryxr.
X

Des lors on obtient le diagramme commutatif

(0,0)

X — X x Xt
= X
\‘@ /
q
X3
qui nous permet de considérer, & homotopie pres, la fibration ¢ = (evy, ev; = evy, evy)

comme la fibration associée a I'application diagonale As).

L’espace X' )>§ X1 est également décrit commme le produit fibré de la fibration Pryoevg :

X! — X le long de la fibration Prioevy; : X! — X a travers le diagramme commutatif

suivant :
X! x x1 X!
X
Pro Prooevg 1
Prioevg 1
X! X

ou Pr; : X x X — X (respectivement Pry : X x X — X ) désigne la premiére
projection (respectivement la deuxiéme projection).

Fixons toujours px : Mx := (AV,d) — App(X) un modele minimal de X. Posons
My = (AV)®2 @ AV,d). Alors le diagramme ci-dessus est converti en une somme

amalgamée dans la catégorie des M y —modules gradués de la maniere suivante :

Mevq

Mx

Moys
Mevg L2
L
Mxte—F s Myr @ My
Mx

Ici :

L. Meyy(v) =v@1®1
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2. Mey, (V) =1 RV 1

3. 1(a®b®e)=a®bec ® 1011
Mx
4. 1aRDIRE) =111 ® a®bRE v,a,beV;ceV.
X
5. La structure de M y—module & gauche (respectivement a droite) de M% est obtenue
via 'homomorphisme d’adgc me.,, © mp,, (respectivement me,,, o mpy,).

Plus précisément : pour tous a,vy,v2 € Vet v € V

a.(V1 @V @0) = av; V@ (respectivement (v;@v,®v).a = (—1)Ply; @vya@w)

Remarquons que 'homomorphisme d’algebres graduées
) (AV)Z@AV) @ (AWV)F@AV) — (AV)® @ (AV)?
défini par :
wmwﬁm@®@@uwmm®ay:@UWWWwwm®vﬂN®W®6®a

est un isomorphisme.

Posons :

d=1)o do ¢@;, 553) =1)3) © (552) ® Id) o w(}j et 553) =13 © (Id ® 552)) o 1/1(3

AV AV

ot d désigne la différentielle induite sur le quotient ((AV)®? @ V, d) Q?/ (AV)22 @V, d)
A

et s\ la dérivation de degré —1 sur (AV)®2 @V telle que : s§2) o 352) = 0 et définie par :
1

{89w®1®h —1®10=s2(18ve1)
(
1

3)

sg et 853) sont par définition les seules dérivations de degré —1 sur (AV)®? @ (AV)%2

telles que s§3) o 353) =0= sg?’) e sgg) et qui vérifient :

SPelelelel)=191eleiel=sP(1evelel®l)
Dlelerele])=0=sPwvelolelxl)
9 (11elele)=1010190187=s(1910ve 1 1)

S

De méme la différentielle d ainsi obtenue est une dérivation de (AV)®?® (AV)®? de degré
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1 définie explicitement par :

dvelelelel
1@dvel®le]
1910dvelel
(

1 o
1ov—vR1)R1®I®l - Egﬂﬁhwww®1®1®1®n

n 1in.

drv111®1)
dlevelelel)
dl®lerelel)
( 1)
( )

dAl®1I®I®IE

1 o
d1®1®1®1®v—1®(®v—v®1)®1®1—2—( od) (Ievelelel)

n= ITL'

Il s’en suit immédiatement que I'isomorphisme d’algebres graduées v(3) défini plus haut

est un isomorphisme d’algebres différentielles graduées
Yt Myr @ My — (W) @ (AV)P, d)
X

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant :

wzy=po(Id®pu)

M Mx

Mx ® Mx
Mx

‘3 ~}(po9)® (po9)

Mxr @ Mxr

(AV)#* @ (AV)#2, d)
ol ¢(3) est I'inclusion d’adgc définie par :
L3) (V1 @ vy ® v3) =1y Qv Q3 ®1Q1; vy, vg, v3 € V.

Rappelons que po ¢ : Mxr — Mx est le quasi-isomorphisme de M x—modules défini a
la section précédente. Il s’en suit que le morphisme de M x—modules (po qb) (p 0 ¢) est
un quasi-isomorphisme car le foncteur — ® — préserve les quasi- 1somorphlsmes dans la

Mx
catégorie des M x—modules.

Ainsi nous venons de démontrer que :

o4



4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

Proposition 4.3.5. L’inclusion d’adgc
M?}3<L<—3>> (AV)®3 @ (AV)2, d)

du produit fis),

de Uapplication diagonale Ay : X — X x X x X,

est un modéle relatif de Sullivan

de la fibration (evy, evy = evg, evy) : XTI x XTI — X3,
X

également de la fibration evy 1 ; : X — X3

4.3.4 Modéele relatif de Sullivan de la diagonale Ay, @ X — X*k,

Fixons toujours px : Mx := (AV,d) — Apr(X) un modele minimal de X et adop-

tons les notations suivantes :

1. M?}?AXl = Mxl’ M?}JI\AXZ — M?}J}Axi—l A(? MX17 ; Z 2’
X
2. p) =P oY, pG) = PG-1) QP J 2 2;

3. PorveVetveV,

™0 =121

—_

RX1IP..YUVRI1IRXY ...
PE) = 1RI1IR. Q118 ...

=

—
| =

Supposons construit, un modele relatif de Sullivan de la 'application diagonale A :
X — X3 <I<k).

Un raisonnement analogue a celui de la section précédente montre qu’on obtient alors le
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

diagramme commutatif suivant :

Bry=po(Id®p_1))

Mx

ok
MK

ol () est 'inclusion d’adge définie par :

L(k) (vik)(l)vék)(z)...v,ik)(k)) = vgk)(l)vék)@)...v,(f)(k) Q@ IWE=D. 4 v € V.

et la différentielle d définie pour tous v € V, v € V, par

d(vWD) = (dv)®O) g 1E-DO)
d(1MW) @ ghE-DG)) = (pRG+) — yRG)) @ TE-DO) _ § ﬁ(sﬁ’“) o d)"(vWH) g Th-1))

n=0""

1<i<k, 1<j<k.

Ici sg-k) désigne pour tout 1 < j < k, la dérivation de degré —1 sur (AV)®F @ (AV)&F-1

(%)

telle que sgk) os;’ =0 et définie pour tous v € V, v € V par :

100 @ k=D gii=joui=j+1

Y

Sg,k)(v(k)(i) ® 1(k—1)(1)>
0 sinon

et sg-k)(l(k)(l) ® ™) =0, 1 <i < k. Ainsi nous avons établi :
Proposition 4.3.6. L’inclusion d’adgc

M (AV)F @ (AV)ER1, Q)
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4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

du produit pugy = po (Id® p-1)),
est un modéle relatif § de Uapplication diagonale Ay : X — XF,
de la fibration evy _1_ 14 : X — XF.

1
k—21 2

ou d est la différentielle définie plus haut.

4.3.5 Modele relatif de Sullivan d’un produit d’applications dia-
gonales.
Posons Ay X .o X Ay 1 X7 — X% k>2 r>1 k=k +ko+ ...+ k.

Pour cette construction, il suffit de montrer que le produit tensoriel de deux KS ex-

tensions est encore une KS extension.
Lemme 4.3.7. Le produit de deux KS-extensions est une KS- extension.

En effet, soit (A ® AX,d) et (B® AY,d) deux KS-extensions. Désignons par {x }acr
(resp. {yp}pes) une base homogene de X (resp. de Y) ou I et J sont deux ensembles non

vides bien ordonnés. Par définition d'une KS-extension,
dr, € A® (AX)<q( resp. dys € B® (AY)<p),

ol (AX)<q (resp. (AY')<p) désigne le sous espace gradué de AX (resp. AY') engendré par
les x5, 0 < a (resp. y,, v < f).

Considérons sur l’ensemble I x J l'ordre lexicographique ((a, 8) < (o/,f) <= (a <
o) ou (=0 et f<f)),ona:

AMX BY)c(ap) = (AX)ca @AY + AX @ (AY ) 5.

Partant de I'isomorphisme d’ag (A ® AX ® B® AY,d) 124878 dny (AR BRNX ®Y),d)

(o T : AX ® B— B® AX est I'isomorphisme d’ag z ® b — (—1)%97%9%) @ 1), et du
fait que (Ta, ¥8)(a,8)cixy €st une base de X @Y, on a :

d(Ta, Ys) € AN Xca @AY ) B (AX @ (AY)p) EARXBINX DY) c(ap)-

Désignons par :
bkq)

M§k1C—> ((/\V)@kl ® (/\‘_/)@k’z—l, d)

un modele relatif de Sullivan de la I'application diagonale A,y : X — X "%, 1 < i <r.
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

Proposition 4.3.8. Le diagramme commutatif suivant

(k) OM (k) ®---OH (k)

M@k M}@}'I‘

]

T
Q@M
=1

= iglp(ki)

1R

(AV)=F @ (AV)#, d)
nous permet de considérer l'inclusion d’adgc

.iélL(ki) _
M ((AV)*F @ (AV)#F, d)

comme un modele relatif
du produit d’applications diagonales Agyy X ... X Ny + X7 — X<k,

du produit [,y @ fi(ky) @ ... @ figh,) 1 MY — MY,

du produit de fibrations ev, 1 14 X evy _1 1 X .. X ey

2k1_27~"727 72k2_27~~'7§7 1

1 1
o —2 2

Exemple 4.3.9. Cas de la sphére : X = S*, k> 1.

1. Spheére de dimension impaire S***1 n > 1.
I1 est bien connu que Mgz2n+1 = (A(x), 0) avec || = 2n + 1.
a) Un modele relatif de la diagonale A3 : X — X? est donné par l'inclusion

L(2)

(A(z, o), 0)——— (A(z, 2/, T), d) := Mxr
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4.3 Quelques calculs de modeéles relatifs de Sullivan.

avec || = 2n et dz = 2’ — x.

b) Un modéle relatif de la diagonale Ay : X — X est donné par I'inclusion
(A(z, o', 2, O)C¢> (A(z, o', 2", 2, &), d) := Mxr @ Mxr ou

X
~ dr =12 —x
|Z| = |Z| =2n et
di = 2" — o'

2. Sphere de dimension paire S?*, n > 1.

On sait qu'un modele minimal de S*" est donné par : (A(z, y), d) avec |z| = 2n et
dy = 22,
a) Un modele relatif de la diagonale Ay : X — X? est donné par l'inclusion

L(2)

(/\([E, Y, 33/7 ?/)7 d)% (/\(ZE, Y, Qf/, y/a ja g?)a d) = MXI

avec [t| =2n—1, [yl =4n—2; dr=2'—zxetdy=y —y— (x +2/)Z.
b) Un modéle relatif de la diagonale Ay : X — X3 est donné par I'inclusion

(/\(27, Y, x/7y/7 .I'N, y”>7 d)($> (/\(l’, Y, xla y/7 737”7 y”7 ‘1_77 §7 i.7 g)? d) = MXI %MXI

dr =12 —x; dt = 2" — 2,
ou|z|=z|=2n—-1,|y|=g|=4n—-2ct {dy=y —y— (z +2')z,
dj=vy" —y — (xl_i_l,/l)j.

Exemple 4.3.10. Cas de l’espace projectif complexe : X = CP™, n > 1.

Ici on a My = (A(z, y), d) avec |z| = 2 et dy = 2",

a) Un modele relatif de la diagonale A3 : X — X? est donné par l'inclusion

“(2)

(/\(l', Y, .%/, y,)v d)C—> (/\(l', Y, lj? ylv i’, g?)a d) = MXI

avec |Z| =1, [yl =2n; dz =2 —zetdy=y —y— Sa'2z.
i+j=n

b) La diagonale A : X — X 3 posséde un modele relatif de Sullivan donné par

I'inclusion

L(3)

(/\(ﬁ, Y, ff/7y/7 1'//7 y//)7 d)(—> (/\(Ilf, Y, (L’l, y/7 l'lla ?/”7 z, Yy, T, g)? d) = MXI ()%) MXI
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

dr =o' —x; dz = 2" — o/,
o B B B o i
ot |z = @] =1, [§| =g =2n et {W=Y —Y P

dy=y"—y — X2z
jt+k=n

”k.i'.

4.4 r;, et modeles de Sullivan.

Le diagramme (2.1) se transforme en le diagramme ci-dessous dans la catégorie des

algebres différentielles graduées commutatives (section 3.3 ) :

Apr(rin)

Apr(map(S, X))
ApL(map(c,X))T
Apr(ITi—; map(T;, X))
APL(map(C,X))TN

APL(XXT)

App((LX)) (1)
TAPL(ele ><...><eva)

) APL(XXk)

APL(evKl X...Xevk,.

PLIA (k) X X B k)

ou le rectangle est commutatif.

e Supposons que X est 1-connexe et que dim H*(X) < oo, (i > 0) et fixons un modele
minimal My = (AV,d) — Apr(X) de I'espace X. Alors la fibration des chemins LX % X

admet un modele relatif de la forme (C.f. Proposition 3.6.2),
Myx = (Mx @ AsV,d) ,

et d’apres, 4.2.5, nous nous déduisons du diagramme (3.7) le diagramme

Mo,

App(map(S, X))
APL(map(c,X))T

Apr(ITi—, map(T;, X))

Mma o~
p<c,x>T (kp) ®- O (k)

MY

(Mx @ AsV,d)*P (4.2)

TME’ULl ®"'®M6’L)Lp

M

M@UKl ><~<><EUKT

ou

L pu) MY = My, a1 ®....® a, — ap...a désigne le produit de s éléments (cf
4.3),
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4.4  r;, et modeles de Sullivan.

2. le rectangle est commutatif,
3. le triangle est commutatif & homotopie d’adge pres, [26, Proposition 12.26].

4. et ou nous considérons

(a) MY comme un MF* module différentiel gradué via ) ® ... ® f,)
(b) Apr(ITi—; map(T;, X)) comme un M$* module différentiel gradué via Mevge, x...xevg,

(¢) Apr(map(S, X)) comme un (Mx ® AsV,d)*” module différentiel gradué via
M

Fixons un modele relatif de pix,) ® ... ® p,) :

Flky) @ OH(hr)

M M

\:T

(M@ AW, d)

D’apres le Théoreme 3.2.17, (M?}k ® AW, d) est un modele ME¥ semi-libre de MS" et

nous déduisons du diagramme (3.8) le diagramme commutatif

(Mx @ AsV, d)*P @ AW, d) (4.3)
~ Pin
(Mx @ AV d) @y or (MFF © AW, d) " (M & AV, &)
i2 TMele ®.~.®ME’L}LP
(MPF® AW, d) : MEE

ol (Mx ® AsV,d)*P @ AW, d) est a la fois
1. un modele de Sullivan de Apr(map(S, X)),

2. un (Mx ® AsV,d)*” modele semi-libre de Apy(map(S, X)).

D’apres le Théoreme 2.3.2; si X est un espace de Gorenstein, 1-connexe et de dimension

formelle d alors il existe des applications linéaires de degré dy notée ' et pi, telles que :
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

1. le diagramme suivant commute

(Mx ® AsV, )% @ AW, d) -2 (Mx ® AsV, d)™
igT TMevh@‘..@Me%
(M@ AW, d) a MEE

2. Papplication ¢' est M%¥-linéaire, unique & homotopie de modules différentiels gra-

! x+d
dués pres. De plus H(i') = (A(kl) X X A(m)) HH(X)® — (H*(X)®k> i *

3. lapplication p}, est (Mx ® AsV, d)®p -linéaire, unique a homotopie de modules dif-
férentiels gradués prés. De plus H(pl,) = 7}, - H*(map (S, X)) — (H*(LX)®P)* T,

4.5 Définition des ¢, , a 'aide des modeéeles.

Soit X un espace de Gorenstein, 1-connexe et de dimension formelle d. Fixons un

représentant de Sullivan pour 74, :

Apy (LX)®) —Areles) 4 (map(S, X))

- -

(Mx ® AV)®1— T (My @ AsV, d)®1 @ AW, d)

alors la composée

(Mx ® AV)®1—"2 o (Mx ® AsV, d)® @ AW, d) —2 (Mx @ AsV, d)®P
induit 'application linéaire
N ® " ® *+dx
H*(LX)®" — (H"(LX)®")
qui se dualise en
Dypig  H(LX)Z (HL(LX)®),
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4.6 Modéle de Sullivan de la construction de Borel.

4.6 Modele de Sullivan de la construction de Borel.

Dans cette section nous faisons un calcul explicite d'un modele de Sullivan non minimal
d’un espace de Gorentein obtenu par la construction de Borel associée a une action d’un
groupe de Lie I'.

X — Er - BT

lorsque le groupe I' opere sur X et BG désigne le classifiant du groupe I' [40, Chapter
111].

En général la construction explicite d’un tel modele est difficile mais dans le cas par-
ticulier ou I' opere sur un espace homogene la construction est plus aisée. Cet exemple
sera utilisé dans les chapitres suivants.

Soit G un groupe de Lie connexe compacte et BG son espace classifiant. Il est bien

connu que

H*(G,Q) = APg, et H*(BG,Q) = NQqg

ou Py désigne un espace vectoriel gradué de dimension finie concentré en degré impair et
Qe = sha.
Il est aussi bien connu que H*(BS'; Q) = Au avec |u| = 2.

Si K est un sous-groupe fermé de G simplement connexe et si

sl g I K

désigne respectivement un homomorphisme de groupe et I'inclusion naturelle alors nous

obtenons les diagrammes commutatifs

G/K —>EK x; G—EG et ES'x,G/K — (EG)/K = BK

I | >~

BK BG BS! Bh BG

EK x; G ={(e,9)|(ek,g) = (e,j(k)g)}
ES' x, G/K = {(z,9K) | (xe*™, gK) = (z, (h(e*™)g)K)}

et ou les carrés sont des produits fibrés.

Le modele minimal de G/K est obtenu comme la somme amalgamée :

H*(Bj;Q)

(AQk,0) (AQg, 0) 'Y~ (AQ¢ ® APg, d)
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Chapitre 4 : Utilisation des modeéles minimaux.

ou dx = sx pour x € P et d(sx) = 0, via I'isomorphisme

(AQK,0)@nge (NQe®APg,d) = (AQk,0)APg,d),  y&(y®@z)— yH(Bj;Q)(y) @z

Il en résulte que d(y’ ® 1) =0 et d(y @ x) = H(Bj; Q)(y) ® z avec ¢/ € Q¢ et x € Py
D’autre part un modele de Bj : BK — BG est de forme

(/\Qg,()) ‘L> (/\QG X /\QK (024 /\PG,d) — (/\QK & Pg,J>

avec d(y @y @) =y Ry H(Bj;Q)(sz) @ 1 —y(sz) @y @ 1 avec y € Qi ,y' € Qg et
x € Pg. Par suite le modele minimal de BS! x;, G/ K est obtenu par la somme amalgamée

H*(Bh;Q)

(Au,0) (ANQa,0) (ANQe ® NQk ® NP, d)
a l'aide de I'isomorphisme
(Au,0) @roe (ANQa @ ANQi ® ANPg,d) — (Au,0) @ AQk ® ANPg,d)
tel que v*@(y @ ¥ ®@ ) — u* H*(Bh; Q)(y) ® ¥ ® . Par suite, pour tout x € Py alors

dl®l®z)=H(BhQ)(sz)®1®1—-1® H(Bj;Q)(sz) ®1.
Exemple 1. Rappelons que U(n) = {A € M,+,(C), AA* = I'}. Considérons le cas ou

G=Un+1), K=U(n)xU(1). Alors G/K = CP". Notons x1, 2, ,Tp4+1 une base
de Pg telle que |z;| =20 — 1 > 1 et y; = sx; alors, d’apres [54, Theorem 5.8]

H*(B]7Q> : /\(yh 7yn+1) — /\<y£7 7y’:’L) ®/\y¥7

v+l sii=1
Yirry Yty @yl si2<i<n
Yy sii=n+1

et
H(BhaQ)/\(y17ayn+l)_>/\ua yzHAzUZ7 )‘ZGQ

Un modele relatif de Sullivan de ES* x;, U(n + 1)/U(n) x U(1) est de la forme
(/\(U,, yi PERES] y;w yilv L1y -eny xn+1) ; d)
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4.6 Modéle de Sullivan de la construction de Borel.

avec la différentielle définie par :

1oy ®1 sidi=1
dl1ler) = '®l®l-S 1@ +y_w)ol si2<i<n
1@y yl @1 sit=n+1

La différentielle ne dépend que du n + l-uplet (Ag, -+ A,y1) € Q¥ On en déduit le
modeéle minimal de lespace Ej, := BS' X, U(n+1)/U(n) x U(1) en considérant la partie

linéaire qui est définie par :

Mul®l-1®y;®1 sii=1
d(l®ler)=¢ -1y ol si2<i<n
0 sit=n+1

Posons V' = Qu & o Qu.®Qyf & "631@% . Alors H(V , dy) = Q[u, v] ® Qz . 1l vient alors
i=1 i=1

d’apres [26, Théoreme 14.9] que le modele minimal de Ej, est de la forme
(Au, v, z),d) ot du=dv=0 et dv=0v"""+ " AcQ.

Exemple 2. Rappelons que Sp(n) = {X € Mn x n(H), XX* = [}. En écrivant X =
A -B

A + jB et identifiant A 4+ jB avec B i ) on peut considérer Sp(n) comme un

sous-groupe de U(2n).
Considérons le cas ou G = U(2n), K = Sp(n). D’apres, [54, Proof of Theorem 5.§]

sii=2j

0 S1mnon

et
H(BfaQ)/\(y177y2n>_>/\ua yz'_)AzuZ7 )\ZGQ

d’ou les formules

dlR1les) = \u'®l®1—

(-lY @yl sii=2j
sinon

La différentielle ne dépend que du n + I-uplet (Ay, - \,4 1) € QXL
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CHAPITRE 5

Le produit de Chas-Sullivan.

Dans ce chapitre nous spécialisons la construction générale des opérations @, vue
au chapitre précédent au cas du produit de Chas-Sullivan ®(5,;. Nous retrouvons par
notre méthode les cas classiques des spheres et des espaces projectifs complexes. Nous
montrons que le produit de Chas-Sullivan pour 1”espace de Borel associé a I’action de S*

sur un espace projectif complexe est nul ou non suivant le paramétrage de cette action.

5.1 Construction générale.

5.1.1 Retour a la topologie

Rappelons que X est toujours un espace simplement connexe de Gorenstein sur lk = Q
de dimension d. Le produit de Chas-Sullivan est un cas particulier des opérations d’ordre
supérieur

Dy pig s Ho( LX) — (H(LX)®)sray

obtenu a partir de I'espace X et du 2-cobordisme Fpoy; de genre g = 0 ayant deux
composantes de bord entrant et une composante de bord sortant, et de carctéristique
d’Euler xs =2—-2x0—-1-2=—1. CA. figure 5 section 2.4.

Rappelons la fibration des lacets libres vue en §3.6.2. Du diagramme 2.1 nous déduisons

le diagramme suivant :

map (S*I1S*, X)<—"" map (Fyay1, X) —2—map(S', X)

iz

Comp

LX

LX x LX incl LX x LX
X
evoxevol 4F 211 J{
X2 A X
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5.1 Construction générale.

ou :

o LX X LX ={(m, 72) € LX x LX : 71(0) = 72(0)}.

e L’application Comp : LX x LX — LX est la concaténation des lacets définie pour
b's

tous (v1, 12) € LX X LX par :

&

@]
IA
~
IA

Comp (11, 1)(8) = (n x2)(E) = 4 ")

tel=]|0,1]
Y2 (2t —1)  si

— Nl

N[
IA
~
IA

® (R (1, 72) = 71(0) = 72(0)
e Les rectangles supérieurs de gauche et de droite sont commutatifs & homotopie pres.
e Le rectangle inférieur de gauche est un produit fibré.

Nous en déduisons que

e [’application linéaire
H* (LX) — (H*(LX) ® H*(LX))**¢
obtenue comme la composée :

om incl'=H(p!
MCom) (X x LX) (bin)
X

(LX) (H*(LX) ® H*(LX))*+

se dualise en 'opération
D o1 Ho(LX) ® H (LX) — H._4(LX)

ou 'application p;,! : My ® Moy — Mpy @ My est un représentant de Sullivan
qui induit I'appilcation de Gysm de l'inclusion incl : LX >< LX — LX x LX.

5.1.2 Usage des modeles de Sullivan

Dans cette partie nous décrirons en termes de modeles de Sullivan les applications
Comp: LX x LX — LX et incl : LX Xx LX — LX x LX
X b's

afin d’en déduire celles qui induisent le dual du produit de Chas-Sullivan Dlp.

Notons Comp’ : X! x X! —s X' la concaténation des chemins.
X

I1 résulte du lemme de relévement a homotopie prés (§3.5.1) le résultat suivant :

Lemme 5.1.1. [l existe un unique homomorphisme mcomy d’algébres différentielles gra-
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

duées tel que , dans le diagramme suivant, le carré supérieur commute pendant que le

carré inférieur commute d homotopie pres.

Mx Mx
M(o,0) | > ~|mo
mComp/
MXI ® MXI Mxl
Mx
Aq /\e'u071
m
3 pPT1,3 ®2
MY M5

L’application ¢ : X = X! (respectivement (o, ) : X = X! x X') est la section
X
canonique de la fibration des chemins evy : X! — X (respectivement la section canonique

de la fibration ¢ : X' X XT — X) définie pour tout x € X par o(z) = 2 (respectivement
(0,0)(x) = (%, )), ou & désigne le lacet constant en x .

Les homomorphismes d’adg Ag, A et my,, , sont définis respectivement par :

€Y(0,1)

MEzoyR2)=20yR1 ® 18:01=10101 ® y®2Q 1,
MX MX

>\ev(071)(x®y) :x®y®1,

mp”’l,:s(a’@b):a@l@b; ZL', ya z, (I,bEMX

Avec p; 3 : X? — X2 défini pour tous z, y, z € X par p 3(z, v, 2) = (z, 2).

D’autre part le diagramme commutatif suivant

Mir — o My & My = (MP R (AV)®2 d) = Mxiyx:
X X
mj=p®id mj @ m; po(u®id)®id
J MX
Mix TCome MLXA(? MLXL(M)(@(/\V)@Q, d) = Mrixxrx
X X

ou l'application LX e désigne 'inclusion, permet d’affirmer (§3.5.1) :

Proposition 5.1.2. L’homomorphisme mcomp est un représentant de Sullivan de Comp :
LX x LX — LX.
X
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5.1 Construction générale.

Pour ce qui est de I'application de Gysin de I'inclusion

incl : LX X LX — LX x LX
X

notons que l'application diagonale A : X — X? fait de C*(X) un C*(X?) — module.
D’apres le théoreme 2.3.3

Ext. 2 (C*(X), C*(X?)) 2 H'(X) 2 Q

Remarque 5.1.3. Dans ce cas, tout cocycle [ de degré d de (HomM?}z (Mx1, MS?), D),

qui n’est pas un cobord satisfait la relation
H(f) € Bat. x»(C*(X), C*(X?) = H)(X) 2 Q; de plus Al = H(f)o H(o)™".

Notons que deux tels cocycles f et f' sont homotopes, a une constante multiplicative
pres. Lexistence d’une telle classe d’homotopie d’applications M$? — linéaires de degré
d constitue le point crutial de la description du produit de Chas-Sullivan (r =1, k = 2),

et plus généralement des opérations d’ordre supérieur ®, 1, en théorie des cordes.

Notation 5.1.4. Soit Y ,Z et W des espaces topologiques connexes par arcs, g :Y —
Weth:Z — W des applications continues. Alors My (respectivement Myz) est un
My -module a droite (respectivement & gauche) via mg : My — My (respectivement

my, : My — My); Uaction étant définie par :
y.a = ymy(a) ( respectivement a.z =my(a)z); a € My y € My, z € M.

Par suite l'adg My /\? My est un Myy-module a gauche via l'action
w

aly ® 2) = (Dllym(a) ©

g —1 |aHy| ® m»la)z
(~1)"ly & mfa)
Ces propriétés seront résumées par la notation :

(My 2 Mz)g . h-

Proposition 5.1.5. Le diagramme suivant nous permet de décrire en termes de modeéles
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

de Sullivan les applications qui induisent en homologie le dual gradué du produit de Chas-
Sullivan DLp = (®o,241)".

(M M% Mx)ewor. A (AV @AV, d) = Mpy
X

rn(,‘mnp//\/lgL3 Id (R1) ‘chmp
(MxlXXI ® MX)(]’A<3> —2 (/\V (%9 (/\‘_/)®2, d) = MrxxLx
X M?}S X
~pr® Id

Ideu®Id (Rz2)

(M;e}% ® MX)(QUOJ)Q, A(4)

(/\V X (/\‘7>®2, d) = MLX;;LX

~ Iclj?dm(7 (R3) ~ My

14

(M?}% M(%4 MXI)(evo,l)% AZoevg, 1 ((/\V)®2 ® (/\‘7>®3’ d) - ME
X
lfd;@;f (Ra) f

®2 ®2
MG @, M), o0
X

14

(AV)#2 @ (AV)®2, d) = ME

e Dans le rectangle supérieur (R;),

Les isomorphismes =, et =, sont respectivement définis par :

(u1 ® us @ ) %2 a (—1)<1u1u2 ®u et
MX

(U1 @ us @ ug @ V1 & V) %3 a— (—1)2u ugusa @ 0, 0y;
MX
avec (1 = |al[u| et (o = |a|(Jv1] + [va]).

Rappelons que la différentielle sur Mpx = (AV ® AV, d) est définie définie par :
dv@l)=dv®let d(1®7)=—s(dv®1)
otl s est 'unique dérivation de degré —1 sur AV @ AV telle que :
slvl)=1®wv, et s(1®v)=0.
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5.1 Construction générale.

Sur Mixxrx = (/\V (%9 (/\‘7)®2, d) :

X

dleoe1l)=—s(dvel1®1)
d1l®1e0)=—s(dvel1®1)

Ici s et s” sont les seules dérivations de degré —1 sur AV ® (AV)#? vérifiant sos = 0 = s'o0s’

et telles que :

e Dans le restangle commutatif (Rs) :

7 désigne la surjection canonique définie par :

W((u1®U2®a)®(U1®U2®T_))) :<U1®UQ®ﬂ) @ (U1®02®?_1)

Mx

= (—1)'”1‘@‘(’&1 X UV K 'l_L) ,/\(/? (1 X vy K 7_))

X

= (=Dlelly, @10u) @ (uw @ v, @ D).
Mx

Le quasi isomomorphisme 7 ®  Id provient du diagramme commutatif suivant ou les
Id@ueId

carrés de droite et de gauche sont des produits fibrés :

XTI x XT <DL X x [XS (xT)x2
X X
Q\L qu0,2+1 J{(evoyl)><2

L’isomorphisme =3 est défini par :

(U QU R@UR V@ Vg @) %4 a (—1)<3u1u2vlvga RUR U
MX

avec (3 = ([o1| + [va])|u] + (|u] + |0])]al
e Dans le rectangle commutatif (R3)

L’isomorphisme =, est défini par :

(U Qua Q@ UR v @ Uy @) %4(a®b®5)»—>(—1)C4u1u2a®vlv2b®ﬂ®6®5;
MX
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avec (4 = ([ug| + [v1] + [va] + |a] + [0)]a] + (Jor| + |va| + [a] + [0])[6] + (Joa] + [02])]a].
La différentielle sur ((AV)®2 @ (AV)®3] d) vérifie :

drv®1®11®1) =
dleovelelel
d1®110101)=-s(d111®1)
( =—5(10dvel1®1xl)
(

1v-1v1)011)1— X (dos)(dv®1®101x®1)

i>1

dleleleiel
dl®111Q0) =

\_/ S~— ~— ~— \_/
I

Ol s, et s sont les seules dérivations de degré —1 sur (AV)®? @ (AV)®3 telles que

sos =505 =0 et qui vérifient les relations :

L’homomorphisme d’adg m, induit par le quasi isomorphisme m,, est également un quasi

isomomorphisme. Il est défini par :

my(v®1010101) =111
m,(1®re1e1®l)=1811®1
my(1®10101el)=19101®1
mey(1®1210101)=1011®0
me(11®101®0)=0

e Dans le restangle commutatif (Ry) :

L’isomomorphisme =25 est défini par :

(U1 @ Uy U RV @ Vg D) %Aa®wHM—U@mwa®mwb®a®@
MX

avec (5 = (1 = ([ua| + [v1| + [v2] + [u| + [0])]a] + (Jo1] + v2| + [u] + [0])[b] + (|o1] + [v2]) |u].
L’application M$?— linéaire f de degré d est définie telle que

H(f) € Ext? o:(Mx, MP) = Q( Théoreme 2.3.2).
MX
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5.2 Cas de la sphére X = S™, n > 1.

Par suite :
fuoreiejez) = (-1 we)flelez) ez ey,

avee ¢ = |d[(|u] + [v]) + |2[(|Z] + [7])-
A présent on peut déduire de ce qui précede que :

Proposition 5.1.6. S7 X est un espace de Gorenstein sur Q, de dimension formelle
d, et simplement conneze alors le dual du produit de Chas-Sullivan Dlp = (®g 2.1)* :
H*(LX) — (H*(LX) @ H*(LX))**? est défini comme la composée des applications
sutvantes :

Dlp = H(f) o H(m,)™" o H(mcomp).

5.2 Cas de la sphere X = 5", n > 1.

C’est donc un espace de Gorenstein sur QQ, simplement connexe et de dimension for-

melle n.

Cas de la sphére de dimension impaire n > 1. Rappelons que :

Mpx = (AN (z, Z), 0) = (H*(LX), 0); Nzl =n, |z =2 =n—1.
Mixxrx = (Az, 2, T), 0) = (H*(LX % LX), 0)
X
Mecomp(z) =z + 7.
Considérons par abus de notation, 7', zz*; [, s € N comme une base de H*(LX). Alors
on a H(Comp)(xz®) = x(Z+7)*, car meomp est un homomorphisme d’adg vu aussi comme

une applicaion M x — linéaire.

Déterminons a présent I'application M%? — linéai re
f:Mxr= (A, 2, ), d) — (A(z, 2/, 0) = MP

de degré n annoncée dans le théoreme 2.3.2 . Il nous suffit de défnir 'application (A(z, 2, 0)—

linéai re f sur 1 et . Pour des raisons de degrés, on pose :

f()=az+ p2" et f(2)=0; o, B €Q.
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

Larelation dof—(—1)"fod = dof+ fod = 0 donne f = —a. D’ou f(1) = a(z—2'); a € Q.
Remarquons que f n’est pas un cobord dans (Hom ME? (ML, M$?), D) si, et seulement

si, a # 0; si bien que nous posons
f(l)y=x—2"et f(z)=0.
D’autre part nous avons :
mg(x) = my(2') = x et my(z) = 0.
Enfin le dual du produit de Chas-Sullivan
Dlp : H (LX) = (Ax ® AZ) — (Ar @ AT) ® (Az @ AZ)) = H*(LX)®?
est défini pour tous [, s € N par :

Dip(17) =@elelel-1912z01)(1211+10191 1)
Dip(z27°) =—-(2212221)(1212101+101®11 1)

soit encore

l . .
Dp(leil) =@e1lelel-101eler)Y(1ezl) e (1ezl-)

Dip(z@7¥) = -3 (207 @ (z @z,
j=o
on Al = A7 /rl; A € H*(LX), r € N.
La base duale de la base z', 27°, est donnée par : a;, by, avec |a;| = (n — 1)I, |bs| =

n+(n—1)s; I, s € N. C’est une base de H,(LX).

En posant Lp(u ® v) = ®¢ 241(u ® v) = u e v, on a les relations :
bp .bq = bp+q; ap.bq =lpyq Py q € N.

En posant H, (LX) = H,, (LX), on retrouve ainsi un résultat de Ralph, Jones et Jun

Yan a savoir :
Pour n > let n impair, H, ((LS™); Q) = A(a) ® Q|u]
OtuaecH_,(LS") et ue H,_(LS™).
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5.2 Cas de la sphére X = S™, n > 1.

Cas de la sphére de dimension paire n > 2.  Nous avons Mx = (A(z, y), d); |z| =
n, dy =12,
Mix = (/\(l’, Y, T, ﬂ), d) avec dﬂ = —2xx.
et
MLXXLX - (/\(.T,y, j? ?37 '%7 g)v d) ou dg = —21’5%, dg = —2x7.

X

Nous avons également :
mComp(a_:) =T+ 577 mComp(Zj) = Zj + Zj + zZ.
L’application (A(z, y, 2’, '), d)—linéaire

[N, y, 2.y, 2, 9), d) — (AN, y, 2, '), d)

définie par :
f(1) =z +a
f@) =y -y
f@) =0

vérifie les conditions du théoréeme 2.3.2.
L’application induite

f-WNe,y, 2y, 2,9,%,9, 2 0),d — Nz, y, 2", y, 2,9, %, 3), d)

satisfait

L’homomorphisme d’adg
me : (Nz, y, 2, v, z, y), d) — (A(z, y), d)
est défini par :

Mo (2) =z =mg(2), me(y) =y =me(y'), mo(Z) =0 =mq(y).
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

Pour passer en homologie, il est nécessaire pour nous de déterminer H*(.X). Remarquons

que nous avons le diagramme commutatif suivant :

(A(z, ), d)f (A(z, y, 2, ), d)

qui nous permet d’avoir la relation
H*(LX) = H((A(2)/(2*) @ AZ ), d))

via l'isomorphisme

(A@)/(2%) ® A, §), d).

\LIIZ

(A@)/ (@), 0)n.) (A, ¥, T, ), d)

Ici d est la différenrtielle déduite de d par passage au quotient.

Une base de H*(LX) est donnée (par abus de notation) par :
{1, 209, 1@zy% I, se N}

Le dual du loop produit

Dip: H((A\(x)/ (%) @ N7 §), d)) = (H((A(x)/(2*) @ AT g), d))**
est définie sur cette base par :

Dip(l) =z2®1®19l+10ler®1
l . .

Dp(1ezy) = re1elei-10zere )Yl jl el gl
j=o

Soit {1, ¢, es; |a]=n+(2n—2), |es]=n—1+ (2n—2)s, [, s € N} la base duale de
la base {1, *® ¢, 1® Zy°}; c’est une base de H,(LX).
Deés lors, le produit de Chas-Sullivan est défini explicitement par les relations :

lel1=0,lecy=cpol=1, lec, =0, lee,=0; r>1, s>0;

Cp®Cq=Cpiq, Cp®€g=Cpiq; P, qEN.
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5.3 Cas de I'espace projectif complexe. X = CP",n > 1.

Ce qui justifie 'isomorphisme d’algebres graduées :
(HL(LS™); Q) = A(b) @ Q[a, v]/(a’, ab, av)

ouacH_,(LS"), be H_1((LS"), et v € Hy,_o(LS™).

5.3 Cas de ’espace projectif complexe. X = CP", n >
1.

Nous avons My = (A(z, y), d);|z| = 2, dy = 2",
Mpx = (Az, y, 2, §), d) avec dy = —(n + 1)z,

et
MLXXLX - (/\(xvy7 fa ga ‘%7 g)) d) Ol\l dg = _(n + 1)1'*%’ dg = _(n+ ]')'r‘%

X

Nous avons également :

_ L _ __ nn+1)__
MComp(T) =T + T3 Meomp(y) =+ 7 + —g ot
Définissons a présent Iapplication (A(z, y, 2/, '), d)—linéaire

foNwy, 2y, 2,0), d) — (M, y, 2, y), d)
Pour des raisons de degrés, nous avons
f(1) = zn:aixix'”’i et f(x)=By+p8Y; B, 0, ;€Q(i=0,1,..,n).
i=0
La relation de compatibilté aux différentielles
d[f(z)] = f(dz)
nous conduit aux relations

B=—a, B=a, et a;=0a, 0<i<n—1.
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D’ou
—azx’ et f(7) = aly —y), a € Q.

Des lors, f n’est pas un cobord dans H0m$®2 (Mxr, M2?) si, et seulement si, a # 0.
X

Ceci nous permet donc de poser :

f@ =y —y
£(@) =0

L’application induite

f : (A(x7 y? xl? y/’ j? g’ '5:7 g? i’? g)? d) _> (/\(:’B7 y7 ’:1:,7 y/7 i’? g? f? g)? d)

satisfait

f(]_) sz m—i

1=

f(l') — ZZ:O‘,Ezl,/n ij’ f(i’) — izZ:Oxix/nfii.7 ]F(Zi‘) — y/ —y
f(@) = le meig () = Saieig, f(§) =0

i= =0

L’homomorphisme d’adg

est défini par :

mo(x) = 2 =mo(2'), me(y) =y =mo(y), ms(2) =0=me(y).
Pour le passage en homologie, nous avons la relation
H*(LX) = H((A(2)/(z"*) @ A7 5), d)).

Ici d est la différenrtielle déduite de d par passage au quotient.
Une base de H*(LX) est donnée (par abus de notation) par :

{1, 2"ey, »"®zy% 1<k<n, 0<r<n-1, [, s€ N}
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5.4 Cas du quotient homotopique associé a une action de groupe.

Alors,
Dlp : H((A(x)/(="") @ A@ g), d)) = (H((A@)/(z"T") @ A@ §), d)))*?
est défini sur cette base par :

Dip(1) = ix’ RIr" 1
i=0

n+k [ . . ' '
Dlp (xk ® g[l]) =Y Y Q[J] ® i @ Q[l_]]

i=1j=0
n+r s . . 3 » n+r s . . ) )
Dip (z" ® jg[S}) = 21 Y@ jg[ﬂ ® "l ® g[l—j] + 21 Yol ® g[g] ® 2"t @ i’g[l_]] .
i=1j5=o0 i=1j=o0

avec 1<k<n, 0<r<n-1; [,seN.
Soit {1, ar,; brs; |ak | = 2k +2nl, by | =2r+14+2ns; 1 <k <n, 0<r <n-—
1, I, s € N} la base duale de la base {1, z*®@ ¢!, 2" ® 7y°}. C’est une base de H,(LX).

Deés lors, le produit de Chas-Sullivan est défini explicitement par les relations :

1 ® Up,0 = 17 Qg0 ® Qp—k, 0 = 17 1 ® Uk 1+1 = O, le br,s = 0;

A, ® Qs 10 = Aok —m, 141, O, 1 ® Or s = Dppr—n 145
Par suite :

(an-1,0)" =1, 1lea, 1 =0, 1eb,_;=0;

Ak, 1 = (an,l)l<an71,0>n_k7 br,s = (an,l)s(anfl,O)n_T_lbnfl,O-

Désignons par a, b, et t des éléments de H,(LCP™) représentant respectivement les élé-

ments a,_1,0, bp—1,0 €t a,, 1. Nous obtenons alors I'isomorphisme d’algebres graduées :
H.(LCP"; Q) = A(a, b, t)/(a™, a"b, a"t)

ou |a| = =2, [b] = —1 et |t| =2n (cf. [21]).

5.4 Cas du quotient homotopique associé a une ac-

tion de groupe.

Considérons le cas particulier (§4.6) on G = U(n+ 1) et K = U(n) x U(1), (n >
1). Alors G/K = CP" et l'action de S! sur G/K est définie par :e>™ (z,9G/K) =
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

(z, (h(e*™®)g)G/K). Notons H*(BSY; Q) = Au avec |u] = 2 et B, := ES' x; G/K.
L’espace FEj est un espace de Gorenstein simplement connexe, de dimension formelle
2n — 1. Rappelons (C.f. section 4.5) que le modeéle minimal de 'espace E}, est de la forme :
Mg, = (Nu, v, z),d), avec |u] = Jv| =2,du = dv =0et dr = " + 0" on

A € [k est une constante déterminée par H*(Bh).

1. A=0. Dans ce cas l'espace de Borel Ej, est le produit BS' x CP" et Mg, = (Au®
A, x), d) avec |u| = |v| =2; du =dv =0, do = o™,

Un modeéle de Sullivan relatif de la fibration des chemins Ei — FEj x E), fournit la
résolution semi-libre de Mg, :

Mpr = (Au, v, z, W', V', 2/, w, v, Z), d)ou |u| = |v| =1, |z]| =2n et

dui=u —u; do=0"—v; dz=2a"—2-> v
i+j=n
_ / / / " " I/t S A A 4
smEiin_(/\(u, v,z w2 d V" 2w, v, T, 0, 1), d) avec

du=u —u; do=v —v; du=u"—u'; dvo =" -1,

dz =o' —x — v vv; di = 2" — 2’ — S 07",
i+j=n jt+k=n

Mre, = (ANu, v, z, u, v, T),d) ou du=dv=0 etdr=—(n+1)v"0.

mLEh x LE,, — (/\(U, v, T, ﬂ, ?77 :i‘7 ﬂ') @a ‘%)7 d)7

Ep

avec du = dv =0, dv = —(n+ 1)v™0, du =dv =0, di = —(n+ 1)v"0.

Un représentant de Sullivan MMcom,y : imE}IL — imE}{ x EI de la composition des chemins
Ep
Comp' : El x E} — EI est donné par :
Ep,

u—u, v>v, r—=x, u—u, V=0, e

mCom"

R .

U= u+u v—=0v+0, T—IT+T+ > 0PN v0.
p+g+r=n—1

Nous en déduisons un représentant de Sullivan Mcomy © Mre, — MrE, x e, de la
Ep

composition des lacets libres Comp : LE), g LE, — LE} tel que :
h

m u—=u+u, v—ov+0,
Comp - B B ~ n(n41) n1-~
T—=T+T+—5—=v" v



5.4 Cas du quotient homotopique associé a une action de groupe.

L’application W%ﬁ—linéaire de degré 2n — 1, f: imEi — Dﬁ%i annoncée dans la proposi-

tion 5.1.5 est un cocycle (qui n’est pas un cobord) du complexe (Homm%z (M1, Mz2), D)
h g '

de degré d ott Dh = do h — (—1)"/h o d. Pour des raisons de degrés et de compatibilité

aux différentielles nous obtenons le candidat suivant :

1—20

filur— v+ (W —u)P, v— (V' —v)P, T+ (2 —xz)P, P=Yuru"
i+j=n k+l=n—1

u— v —1', uv°zF— 0, poure ¢ c{0,1}et (14+e+e)k>2, keN.

D’autre part ’homomorphisme d’algebres différentielles graduées 9, : 9N Bl — Mg, est
défini par :

My(u) =u=My(u), M,(v) =0
et M, (u) = M,(v) = M, (x)

M, (v'), My(z) =2 =M, (2)
0.

Il en résulte que :

Dip(vz) = (v@l—1xv) Y S uv" v,
i+j=n—1 k+i=n

et le produit de Chas-Sullivan est non nul sur Ej, .

2. A=1. Dans ce cas un modele minimal de I’espace de Borel E}, est donné par

Mg, = (ANu, v, z),d) avec [u] = |v] =2; du = dv =0, do = u"™ + o™, Des lors
nous obtenons :

Mre, = (ANu, v, z, u, v, T),d) on du=dv=0 etdr=—(n+1)(u"u+v"v). Par suite

mLEh x LE;, — (/\(U, v, T, a? 177 i‘7 a7 @7 '%)7 d>7
Ep
avec du = dv =0, dz = —(n+ 1)(u"u + v"0), da =dv =0, dT = —(n + 1)(u"u + v"0).
Un représentant de Sullivan Meomyp : Mre, — MrE, < LE, de la composition des lacets
Ep

libres Comp : LE), x LE, — LE), est défini tel que :
Ep

m U u+u 00+
Comp - = = ~ nn+l) (o n—1-r~ n—155
e R A e AT S )

L’application Sﬁ%}%—linéaire de degré 2n — 1, f: EJJTE}IL — im%i annoncée dans la proposi-

tion 5.1.5 est un cocycle (qui n’est pas un cobord) du complexe (Homm%2 (M1, Mz2), D)
h
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

de degré d ott Dh = do h — (—1)"/h o d. Pour des raisons de degrés et de compatibilité

aux différentielles nous obtenons le candidat suivant :

1—0

flaor— =307, v— Yuu, wr—z—2, z+~—0
itj=n ftl=n

uvTF —0; keN, ¢ e{0,1}.

D’autre part ’homomorphisme d’algebres différentielles graduées 9, : 9N Bl — Mg, est
défini par :

My(u) =u=M,(u), M,(v) =v=DM,(0), M,(z) =2 =M,(2)
et M, (u) =M,(v) =M, (z) =0.

Remarquons que nous avons l'isomorphisme

H*(LX) 2 H(A(u, v)/ ("™ +o" ™Y @A, v, 7), d)

ot d est la différenticlle obtenue par passage au quotient. Il s’en suit qu’une base de
H*(LX) est donnée par :

{[u'v’ @ 1], [WFo' @ 4], [uPr? @ 0], [u"v* @ uv], [u’ @ uvz)}
aveci, k,p,r,aeN et 0<75,0,q,s5,b<n.

Un calcul de routine de Dip sur chaqu'un des éléments de cette base nous permet de

conclure dans ce cas que le produit de Chas-Sullivan est nul sur I’espace de Borel E, .
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CHAPITRE 6

Le coproduit de Chas-Sullivan

Dans ce chapitre nous spécialisons la construction générale des opérations @, ., vue
au chapitre 4 au cas du produit de Chas-Sullivan ®(;42. Nous retrouvons par notre
méthode les cas classiques des spheres et des espaces projectifs complexes. Nous étendons
nos calculs a 'espace de Borel associé & 'action de S' sur un espace projectif complexe.
X est toujours un espace simplement connexe de Gorenstein sur lk = Q de dimension d.
Nous garderons les mémes notations comme dans le cas du produit de Chas-Sullivan |,
sauf mention expresse du contraire. Le coproduit de Chas-Sullivan est un cas particulier

des opérations d’ordre supérieur
Dy ptq - H (LX) — (H*(LX>®q)*+dx»

obtenu a partir de I’espace X et du 2-cobordisme Fj ;49 de genre g = 0 ayant une compo-
sante de bord entrant et deux composantes de bord sortant, et de carctéristique d’Euler
Xs =2—2x0—-1-2= -1, Cf. figure 5 section 2.4.

6.1 Construction générale.

6.1.1 Retour a la topologie

D. Chataur et J-C. Thomas [19] ont donné une description en termes de mdodeles de
sullivan du dual du coproduit de Chas-Sullivan sur un espace a dualité de Poincaré. Nous

étendons ici cette description sur tout Q-espace de Gorenstein simplement connexe.
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

Du diagramme 2.1 nous déduisons le diagramme suivant :

map (S*, X) il map (S, X) % map (STI1ST, X)

|

LX' e 51X x LXC J LX x LX
X
qLX’i QS\L
X2 A X

e qux(a, B) = ((0) = B(1), a(1) = B(0)), (a, B) € LX';
e gs(v,7)=~(0)=~(0), (v,7) e LX X LX.
Intéressons-nous a présent au rectangle supérieur gauche du diagramme ci-dessus en jus-

tifiant I’équivalence homotopique
map(S*, X) = LX ~ LX'.
En effet considérons les applications
¢:LX — LX : (o, 8) —> ax (3,

obtenue en composant les chemins « et (3, et

~

Y LX — LX', v +— (v, 7(0)),

ou 7 est le lacet constant en x, = € X .
Alors

A

po(y) =vx7(0) ~ v

et une homotopie F' : LX'x 1 — LX' entre tpo¢ et Idyx: est définie pour tous (o, 5) € LX’

et t € [ par:
F((a, 8),t) = (G, H)

a2 sio<s< it
(350) -2 et H(s) = B(1 —t+ts)

B2s—t—1) siF <s<1

ol : GF(s) =
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6.1 Construction générale.

Définition 6.1.1. L’application linéaire
H*(LX)® H* (LX) — H*(SX) =~ H*"(LX)

obtenue comme la composée :

H(TOUt):H(j) H(pin!)

H*(LX x LX) T =B pint).

H*(LX) ® H*(LX) H**+(SX) =~ H*+4(LX)

se dualise en 'opération
D 140 Ho (LX) — (H (LX) @ H(LX))s—g

ot les applications ry,! et py,! sont celles définies au chapitre 3.

6.1.2 Usage des modeles de Sullivan.

Dans cette partie, nous décrivons en termes de modeles de Sullivan I'application qui
induit le dual du coproduit de Chas-Sullivan Dlcp. Cette description nous menera direc-
tement au calcul explicite du coproduit de Chas-Sullivan sur quelques exemples.

Afin de déterminer un modele relatif de Sullivan de I'application ¢z x: : LX’ — X?, nous

allons considérer le diagramme suivant :

w LX( incl wl N XI
LX/( incl (XI)2
evg 1
evg
arx’ (evo, 1)2
A X : A X
2 / N ) /
X X

ou :

e La face avant (respectivement arriére) de ce diagramme est un produit fibré.

e Pour tous tous z, y € X, A'(z,y) = (z,y,y, x) et Az, y) = (z,y, z, z);
e Pour tout a € X', ¢/(a) = (v, a(0)) ;

o Les faces latérales commutent, de méme que les faces supérieure et inférieure.

e Le produit fibré de la face avant est converti en la somme amalgamée dans la catégorie
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

des M$*-modules comme suit :

®4 Har ®2
My My

>‘§U20 1 \[ quLX'

MG MP © MP
M4

ol pa(a®@b®c®d) = (—1)4H+Dad @ be. L'isomorphisme d’algebres graduées
MP ® MGG — (AV)®2 @ (AV)®?
MY

défini pour tous a, b, uy, us, v1, vo € Vet x, y € V par

a®b @ W RVOTDU @V Y — (—1)" auyvy @ buyug @ Ty
MX

ou v/ = [b|(Jur| + |v2]) + |v2|(Joa| + |uz]) + (Jue| + |v2])|Z|, nous permet de déduire que :

Lemme 6.1.2. [19, Sect. 3] Un modéle relatif de Sullivan de la fibration
qrLx’ - LX/ — X2

est de la forme :

(AV)%2 | d) 2% (AV)B2 @ (AV)®2 | d)

lorsque la différentielle sur (AV)®? @ (AV)¥2, d) .= Mpx: est donnée par :

dr11l)=di®1®1®1

dlelelel)=10delel

dlelerel)=(v ®1—1®v)®1®1—§1(sod)i(v®1®i®i)

dl®11®0v) = (1®v—v®1)®1®1—;(s’od)j(v®1®i®i)
JZ

ot s et 8 sont les seules dérivations de degré -1 sur (A\V)®2 @ (AV)%? telles que so s =
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6.1 Construction générale.

0 =505 et qui sont définies pour tout v € V par :

srelelel)=1010101=35(1®ve1®1)
Shelelel)=191911=5§10rv01®1)

La démonstration de ce lemme découle de la proposition 4.3.1.

La face latérale gauche du cube ci-dessus nous permet également d’obtenir le lemme

suivant :

Lemme 6.1.3. [19, Lemme 1] Soit j (respectivement iy ) le produit sur AV (repective-

ment sur AV). L’homomorphisme surjectif d’algébres différentielles graduées

1@ g Mrxr = (AV)*2@ (AV)®2 d) — (AV @ AV, d) = My

est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. L’homomorphisme d’adg 1 ® 1, est un représentant de Sullivan de

'équivalence homotopique ¢ : LX — LX' | v +— (v, 7(0)).

Déterminons a présent un représentant de Sullivan de I'inclusion
j:LX xLX — LX x LX.
X

Le produit fibré
LX X LX“— = LX x LX

X
qs \L l/ evg X evg

X A X x X

est converti en la somme amalgamée dans la catégorie des M$*-modules :

((AV)=2, d) - (AV, d)
me'u0®mev0 AqS

(AV)®2 @ (AV)®2 | d) (AV @ (AV)®2 | d)

pId

ou :
Ms(V) =0R1®1 et A\eyy(v) =v®R1; vEV.
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

Des lors 'homomorphisme d’adg
mj = p@Id: (AV)2 @ (AV)#? d) — (AV @ (AV)®2 | d)
est un représentant de Sullivan de I'inclusion j, si bien que
H(rou) = H*(j) = H(mj).

Nous venons ainsi de démontrer que :

Proposition 6.1.4. Si X est un Q-espace de Gorenstein simplement connexe, de di-
mension formelle d, alors le dual gradué du coproduit de Chas-Sullivan

Dicp := (®o,1402)% : H* (LX) ® H* (LX) — H*™(LX)
vérifie ’égalité :
Dlep = H(u @ pp) o H(f) o H(m,) ™" o H(p® id) o H(T)
ot les applications intervenant dans cette relation sont décrites a l'aide du diagramme
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6.1 Construction générale.

sutvant :

Mx @ Mx2Z., Mipx @ Mrx
M2 , €V0,1
X

>~ |7 =T

R

(M?f ® M;G?QI )AQ, (evo,1)?

®4
My

(AV)®2 @ (AV)®2 d)

®Id
Mld u®Id

1%

(MX %4 M?}QI)AM)’(BUOJ)Q (/\V ® (/\V)®2, d) = Mux /\? Mux
X

~pme®Id 7
Id

1%

®2
(MXI ,/\/%94 MXI)AXQ oevo, 1, (evo,1)?
X

ki

feld
Id

IR
I

(M?}Q ® M;@}% )A’, (evo,1)?

®4
MY

(AV)®2 @ (AV)®2 d) = Mpx

ey Myt
KA

~

| KA

14

(MX M%Q MXI)A, evo,1 (/\V® /\‘7, d) - MLX
X

Dans ce diagramme nous avons pour tous uy, us, v1, V2, v € Vet z,y €V :

eT((a; ® WRVIRT)R(as ® Uy RVRY)) = (—1)" (a1 Raz) @ (U RV RTRUI RV RY)
M MG M

avec v = |ag|(|ur| + |uz| + |Z])-
o Lxi (U1 @V ®T)R (U RV RY)) = (—1)<U1U2®Ulv2®f§ ot ¢ = |ug||vy|+ (Jua| +[va])|Z].
o Lz (U ®uy @ v @ vg) = (—1)2llvaltl2Dy 40y @ uy.
e L’application M$?-linéaire f € Hom ME? (Mx1, MS?, D) de degré d est telle que

H(f) € Ext}e:(Mx, MF?) = Q (Théoréme 2.3.2);
X
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

si bien que nous obtenons la relation
rin! = H(pin!) = H(f) o H(m,)™".

Comme dans le cas du produit de Chas-Sullivan , nous allons donner a présent quelques
exemples de calcul du coproduit de Chas-Sullivan , notamment sur les spheres, les espaces

projectifs et I’espace total de la construction de Borel étudié a la section 4.6 .

6.2 Cas de la sphere X = 5", n > 1.

Sphére de dimension impaire n > 1. Rappelons que :

Mx = (A(@), 0); [z = n, .
Mirx = (A(z, ), 0) et MLX)X(LX = (A\(x, z, %), 0)

L’application (A(z, z'), 0)—linéaire
f : (/\(33? xla j)? 0) — (/\(xa Z’l), 0)

définie par :
f(h=z—2" et f(z)=0

vérifie les conditions du théoréme 2.3.2.

L’application induite

ou di = 2’ — x, satisfait :

f()y=x—2, f(z)=(z—1)

sl
pud
=
I
—~
&
|
H\
N~—
=
D
=S
=
=
S~—
I
(@]

L’homomorphisme d’adg

est défini par :

me(z) = 2 =m,(2"), m,(z) =0.
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6.2 Cas de la sphére X = S™, n > 1.

Etant donné que
H*(LX; Q) = A(x)QA(Z) et H*(LX;?LX; Q) = A(2)N(Z)RN(Z); |z| =n, |Z]| =n—1,

nous obtenons, pour tout I, p € Nete, ¢ =0, 1:

Diep((2f @ 7") @ (¥ @ 77)) = H(n @ pupy) o H(f) 0 H(mg) " (zFHHemav @ ! @ 77)
= H(p® ppy) 0 ( llzc®a® @' @2 ® 1)
= H(pu® ppp) (2 )(:I:®1—1®x)®i’l®5:p)
= H(p @ ppp)((z M @2 =2 @2t @ 7' @ 77)

I
o

Par suite le coproduit de Chas-Sullivan est nul sur la sphere de dimension impaire n > 1

et ceci est vrai pour tout espace a dualité de Poincaré dont la caractéristique d’Euler est
nulle [19].

Sphére de dimension paire n > 2. Rappelons que :
Mx = (N, y), d); |z] = n, dy =22

Mpx = (AN (z, y, &, y), d) avec dy = —2xx.

et
Mirxxrx = (/\(xay7 z,y, T, g)7 d) ou dy = —2xx; dy = —2zx.

X

L’application (A(z, y, 2’, '), d)—linéaire

f : (/\('T7 y7 xl? y/7 i‘? g)? d) —> </\<x7 y? xl? yl)7 d)

définie par :

Q) =3(x+2')
f(@) =3 —y)
fy)=0

vérifie les conditions du théoreme 2.3.2.

L’application induite

f:(/\<x7 y? wl’ y/7 i" Zj? ':2‘7 g’ i" g)’ d)—> (/\<:I;7 y? xl’ y/7 i? g? j? y)? d)



Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

satisfait
f(1) = 3@ +2)
f(@) = 3(z+a)z, f@)=g(z+a")z, f@)=30~y)
F@) = 3@+, f@) =3+ f§)=0

L’homomorphisme d’adg
me: (ANz, y, 2, ¢, 2, 9), d) — (Az, y), d)
est défini par :

me(z) = x = me(2), me(y) =y =m,(y"), ms(T) =0=my(y).

D’autre part

H*(LX) = H((A\()/(2%) ® AT 3), d))

De méme

HY(LX % LX) = H((A(@)/(2*) @ AT §) @ AT 5), d))
Une base de H*(LX) est donnée (par abus de notation) par :
{1, 209, 1@zy%; I, s € N}.
Des lors on obtient pour tous [, k, s, s € Net e, € =0, 1:

Dicp(z* @z @2' @2y") =Hp®@ pp)o H(f) (@ @z9° @ o' @ 299° @ 1)
=Hpopp)(@* o) f1elel) @y o5

= LH(u® ppp) (2" @ 2! + 2 @ 21t ® 29° @ 3¢5
= gl g—:e+e’gs+s’

Ce calcul nous permet d’avoir une expression explicite du dual du coproduit de Chas-

Sullivan sur cette base. Plus précisément :

0 sik+1>0

Dicp(z* @ %° @ ' @ i’EIZjSI) = e
Iyt s k4+1=0.
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6.3 Cas de I'espace projectif complexe CP™, n > 1.

6.3 Cas de 'espace projectif complexe CP", n > 1.

Rappelons que :
Mx = (N(z, y), d);|z| =2, dy = 2" (Exemple 4.3.10).

MLX = (/\([E, Y, j:7 g)? d) avec d?] - _(n + 1)lﬂf
et

MLXXLX = (/\(177% 'i‘7 g? j7 g)v d) Oﬁ dg = —<TL+ ]')xn:f’ dg = _(n+ 1)xnj

X
L’application (A(zx, y, ', ¢'), d)—linéaire
foNa, gy, 2y, 2, 9), d) — (M, y, 2, y), d)

définie par :

f(l) — %inx/n—i

i=0
f@) =, -y
f(y)=0

vérifie les conditions du théoréeme 2.3.2.

L’application induite

f:(/\<x7 y? m’? y’? i‘? g? j? g? i’? Q)’ d)—> (/\<'/’C7 y7 m’? y/’ i‘? g? j‘? g)? d)

satisfait :

=0
fl@) =t Satemia, f@) = L e, J@) =Ly - y)
) = s Saa"g, J@) = Sae g, f(@) =0,

L’homomorphisme d’adg
my : (ANz, y, 2, v, &, y), d) — (A(z, y), d)
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est défini par :

me(r) =2 = ma(x/)a me(y) =y = ma(yl)v me(7) = 0 = m,(y).

D’autre part
H*(LX) = H((A\2)/(z™) @ A7 §), d))

De méme
H*(LX % LX) = H((A(x)/(z™") @ AT §) © A(Z §), d))

Une base de H*(LX) est donnée (par abus de notation) par :
1, z0¢,..., 2"®§, 1®2y°, t@z)°, ..., 2" ' @zy% 1, s € N}.
Des lors on obtient pour tous [, k, s, s € Net e, € =0, 1:

Dicp (z* @ 7°9* @ 2! @ 299*) = H(p @ pny) o H(f)(oF @ 29° @ 2! @ 2957 @ 1)
= H(p@pp)((@* @) f1elel) @79y 75"
= LH(p® pap)((F @ 2l) Yo' @ "' @ 1y © )
=0

— gntktl g fe+e’gs+s’

Ce calcul nous permet d’avoir une expression explicite du dual du coproduit de Chas-

Sullivan sur cette base. Plus précisément :

0 sik+1>0

Dicp (2F @ 29° @ 2’ ® 576/3?8/) = e
xn®x€+€y5+5 S1 k:l:o

19].

6.4 Cas du quotient homotopique associé a une ac-

tion de groupe.

Rappelons (C.f. section 4.5) que le modeéle minimal de 'espace Fj, est de la forme :
Mg, = (Mu, v, z),d), avec|u] = v| =2,du =dv =0etdr ="+ 0" oun
A € Ik est une constante déterminée par H*(Bh).

Rappelons que :

Mpr = (ANu, v, z, 0, o', 2/, 4, v, T), d) ou Ju| = [v] =1, [z| =2n et



6.5 Remarque sur l'opération ®payo .

di=1u—u; do=2"—v; dz =2'—z =Y vv70 - A)_ u'u
itj=n k+i=n

ME]{ x B = (A(w, v, z, o/, V' o' u” 0" 2", v, &, a4, 0, T), d) avec
Ep

du=vu —u; dv=v" —v; du=u"—u; do=10"—1';
dz =2' —x — v, di =" — 2’ — A 070",
i+j=n Jjt+k=n
Mg, = (A u, v, z,u, v, ),d) ou du=dv=0 etdr=—\n-+1)v"0.
h Y ) ) ) ) )

Par suite,

di = dv =0, di = —A(n+ D", dii = do =0, di = —\(n+ 1)v"0.

Nous avons pour tous €1, €3, €, e, € {0, 1};1,0', s, eN;1<p,p<n:

. —_ — — / ! — ) / ! — — — [ A
p®id®? o T (uPv! @ u927° @ uP vl ® uav2z®) = uPP ot @ a1 ve2r® @ uavers

— / ’ — — — — o
= My (uPv! @ uP' vl @ U027 @ U 2T ® 1)
Mais,

T / / — — — [ A . by / / by — — !
fwPr! @ uP v @ uv2r® @ 902’ ®1) = fuPr' @ uP ot @ 1) ® 7° @ a9 02z’
=0

Ce qui implique que le coproduit de Chas-Sullivan est nul sur Ej, .

6.5 Remarque sur 'opération ®j-.5.

La connaissance du (co)produit de Chas-Sullivan sur X nous conduit & celle de I'opé-

ration d’ordre supérieur
@0’24_2 . H*(LX) X H*(LX) — (H*(LX) & H*(LX))*_Qd

a 'aide du théoreme suivant, dii a R. Cohen et V. Godin :
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

Théoréme 6.5.1. [20, Théoréme 6] Soit M une variété compacte connexe. Alors :
(I)gz ,q+r(M) © (I)g1 ,p+q(M) = (I)g,err‘(M)
oug=g1+g2+q—1
Corollaire 6.5.2. L’opération d’ordre supérieur
@0724_2 : H*(LX) X H*(LX) — (H*(LX) ® H*(LX))*_Qd
est non nulle lorsque X est l’espace projectif complere CP™, n > 1.
DEMONSTRATION. Le théoréme 6.5.1 nous donne la relation
Dy 210 = Py 1420 Py 241.

Les calculs du loop (co)produit que nous avons effectués sur I’espace projectif complexe

CP™, (n > 1) nous permettent d’obtenir la relation
(Dlp o Dicp) (2% @ 79° @ 2! @ 75%)

s+’ , . ;o
(1z11+1010107) Y, (7)" @y 2"y 7 siete=1

0 [19]
s+s' :

> (N @ § @an @ gt sie=¢ =0
7=0

D’ou le résultat.
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CHAPITRE 7

L’opération P 341

Dans ce dernier chapitre, nous donnons une description de 'opération ®¢ 34;, qui est
une des opérations d’ordre supérieure jusqu’ici non explorée et nous dégageons a l’aide
des calculs sur des exemples précis la non nullité de cette opération. Cette opération nous
permettra par la suite de déduire le calcul de I'opération ®¢ 32 sur les exemples sus-
cités. Ceci constituera notre contribution dans ce travail qui, loin d’étre suffisante, nous
permettra probablement d’avancer dans cette étude des opérations d’ordre supérieur en

théorie des cordes.

7.1 Construction générale.

7.1.1 Retour a la topologie

Au chapitre 2, nous avons donné une description des oprérations ®, ,., dont 'opéra-
tion ®( 34 constitue un cas particulier, avec ¢ = 0, p = 3, ¢ = 1. Cette opération est
réalisée sur un Q-espace de Gorenstein, a partir du 2-cobordisme Fj 341 ayant trois com-
posantes de bord entrant et une composante de bord sortant, toutes supposées disjointes.

Les applications suivantes illustrent cette construction :

3 5 Tout
map(HSzlaX) = map(st)+>map<Sl7X)
=1

ou

ﬁ S,LIC in S out )Sl

i=1
sont les inclusions, supposées des cofibrations, si bien que r;, et 7., sont des fibrations.

Le diagramme de cordes de Sullivan associé a Fj 34, est composé de trois cercles et deux

arbres 17 et Ty dont les extrémités sont réparties sur les trois cercles. Nous partionnons
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Chapitre 7 : L'opération ®g 341

I'ensemble des sommets e; , e, e3, e4 en deux blocs K = {K;, Ko} et L ={Ly, Ly, L3}

suivant qu’'un sommet est 'extrémité d’un arbre ou situé sur un cercle. Alors :

K, = {61; 62}, Ky = {637 64}, L, = {61}, Ly = {€2> 63}, Ly = {64}-

En se servant de l'interprétation de I'application 7;, comme image réciproque d’une fibra-
tion, telle que matérialisée par le diagramme (2.1), nous obtenons le diagramme suivant,

qui nous permet de définir I'opération @3 .

map (STT1STISE, X) [in map (Fo 341, X) Tout map (S*, X)
LX X SX x LX —— M 5P 5 §X x LX S gy . X 1x
X X -
evp X qsx Xevp ‘1F0,3+1\L
X4 A2 X2

Ici :
o SX ={(a, f) € X" 1 a(0) = B(0) et a(1) = B(1)}
e L’application

A~

x:LX = SX, v (v, 7(0)

est une équivalence homotopique. En effet considérons ’application
0:5X — LX : (a,B) — ax B,

obtenue en composant les chemins o et 37!,

Alors

0ox(vy)=7*7v(0) ~~
et une homotopie K : SX x I — SX entre xyof et Idgx est définie pour tous (a, ) € SX
et t € I par:
K((a,8),1) = (A7, B)
() si0<s<

DSSSTW o Beo(s) = Blts)
B(2—2s+1) siF<s<1

o LX)>§SX)>§LX:{(71, (a, B), 12) € LX x SX x LX : v(0) = a(0) = 5(0), (1) =
A1) =(0)};

ol : A2 (s) =
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7.1 Construction générale.

e Le rectangle supérieur de gauche (respectivement de droite) est commutatif & homotopie
pres;

e Le rectangle inférieur de gauche est un produit fibré;

® 4rpsia (15 (@, B), 72) = (1(0) = (0) = B(1), 72(0) = B(0) = a(1));

o Compo,311(71, (a0, B), 72) = (m*a, Bx2).

Définition 7.1.1. L’application linéaire
H*(LX) — (H*(LX)®3)*+2
obtenue comme la composée :

(CompIet™ W) "pre(LX % §X x LX) —m o (H*(LX)®8)+2d
X X

H(Lx) &
se dualise en ['opération

o301 1 Ho(LX)® — H, 9q(LX).

7.1.2 Usage des modeles de Sullivan

Cette partie est consacrée a la descrpition en termes de modeles de Sullivan des ap-

plications

C’ompo,3+1:LX;<(SX;<(LX—>SX et incl:LX;SX;?LX%LXXLXXLX

afin d’en déduire par passage a ’'homologie le dual gradué linéaire (®¢ 3,1)# de 'opération
®y 341 . En se servant de I'espace des chemins sur X, nous donnons une interprétation des
espaces SX et LX x SX x LX comme produits fibrés et par la méme occasion I'analogue
de I'application Co?npu 3f1 sur cet espace des chemins. L’avantage de cette méthode est
que l'existence d’un représentant de Sullivan d’un tel analogue induit 'existence d’un

représentant de Sullivan de 'application Compg 341 .
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Chapitre 7 : L'opération ®g 341

Démarrons par le diagramme suivant :

SX¢ incl (XI>2
Compo, 341
* Comp’ xComp’
4sx
incl
LX x SX x LXC¢ o (XT x X2 | (evo, 1)
X X X
e
v A
4ry, 341 X2 x2 X4
(Pri;3)?
V2 A" 6
X X

ou :
e la fibration ¢ : X7 x X7 — X3 est définie pour tout couple (a, 3) € X! x X! par :
X

e Nz, y)=(x,x,y,x,y,y) et Ax2(x,y)=(z,y,z,y);z,y € X;

e les carrés des faces avant et arriere sont des produits fibrés;

e les carrés des faces de dessus et de base sont commutatives, de méme que les faces
latérales du diagramme ci-dessus.

En projettant ce diagramme dans la catégorie des algebres différentielles graduées com-
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7.1 Construction générale.

mutatives, on en tire le diagramme suivant :

(MXI X MX>6v0,1,A (/\V X /\V, d) = Mrx
M

1
1

My

IR

(Mxr ® Mxt) @ MP) 2,8 (AV)E2 @ (AV)#2, d)
M

m?z , ® Id®?
omp Mm®2 MComp0’3+1
Prl’g

IR

(AV)®2 @ (AV)®1 d)

((Mij\g@ Myr)®? %6 M) g2, ar
X MX

ou :
Les rectangles supérieur et inférieur sont commutatifs a homotopie pres.

L’isomorphisme d’algebres graduées

My @ Mx)®* @ MP — (AV)2 @ (AV)*
./VlX M?}G
défini pour tous a, b, uy, us, v1, Vo, Wy, wy €V et Ty, To, Th, Yo € V par :
UV OU BT VTR WwRRIW RN O ® a®b
MX

— (—1)Taugvug ® buwvaws @ T1 Q Ty @ Y1 @ Yo

ou 7 = |ug| (w1 |+ |Z1%2|) + |vows||Z1To| + |ab|(|T1Z2| + |7172]) , nous permet de déduire

que :

Lemme 7.1.2. Un modéle relatif de Sullivan de la fibration
Qo g1 0 LX X SX x LX — X?
’ X X
est de la forme :

A
9Fy, 341

(AV)#2, d)e (AV)#2 @ (AV)*, d)
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Chapitre 7 : L'opération ®g 341

lorsque la différentielle sur
(AV)#2@ (AV)® d) = Mpx ® Msx @ Mpx
My Mx

est donnée par :

dr111lel)=d®1l®l®1lel® 1
dlore1elelel)=10dvelelel®l
dl®111191)=—s(de1111®1)
d121212019191)=(10v-—181)R110101— Y (fod)/(r®1®1®1®1®1)
i>1
d11212120019])=(1v-—181)110101— Y (s"0d)(re111r1x1)
i>1
dl1®11elelet)=-s519dve®lelel®l)

oti s, s et s” sont les seules dérivations de degré -1 sur (A\V)®2 @ (AV)®* telle que

sos=0,508 =0, s 05" =0 et qui sont définies pour tout v €'V par :

srelelIelIelele)=10110111®1
s(1evelelelele])=10111011Q70
Soelelelelele)=1911101®1
S1levelelelelel])=181010181® 1
F1lervelelelele])=191910111® 1
F1erelelelelel)=19111011

Consrtruisons a présent a l'aide des modeles de Sullivan les applications qui nous

permettront d’obtenir en homologie 'application de Gysin
incl' : H*(LX x SX x LX) — (H*(LX)®3)*+2
b's X
définie a la section précédente.
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7.1 Construction générale.

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

(MLX®MSX®MLX)M%4 M2 = (AV)®2 @ (AV)®4 d)
b
142 @m3? | ~ ~ | moy@m,
(Mox ® Msx © Mix) © M - (AV)®* @ (AV)®S, d)
e
142 ({8 ) fof

(Mrx @ Mgx @ Mpx) % MG (AV)®r @ (AV)®4, d)
M

Td@My®Id | ~ ~ | My

1%

ME © MY
M
X

(AV)#* @ (AV)®5, d) = ME%

ou :

e 'isomorphisme d’adg

(Mrx @ Msx ® Mrx) & M™——((A\V)* @ (AV)™, d) = Mpx @ Msy @ My
MX4 X X

provient du produit fibré suivant :
LX X SX X LX———— LX x SX x LX

X X
4Fy 311 l/

X2 A2

J{evoxqsx Xevg

X4

si bien que Mpx /8? Msx /\(/}? M x (respectivement Mpx @ Mgy ® Mpx) hérite d'une
X X

structure de M$* ~module via A% o gp, ., (respectivement evy X gsx X evp) ;
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Chapitre 7 : L'opération ®g 341

e [’isomorphisme d’algebres graduées

(Mpx @ Mgx @ Mpx) % M?}% — (/\V)®4 %Y (/\V)®6
M

est défini pour tous =, y1, y2, 2, Uy, V1, U, Vo €V et T, Y1, Y2, Z, U, U par :

(TRTRY QY QY1 QY @ 2R Z) %Am@vﬂMWMm®w®ﬁ)
MX

— (— 1) 2 @ Y101 @ Yotts R 2 R TR R R ERURD D

Cet isomorphisme nous permet d’énoncer le lemme suivant, dont la démonstration est

analogue a celle du théoreme 4.3.2 :

Lemme 7.1.3. La différentielle sur (AV)®* @ (AV)®5, d) est définie pour tous v €V
etv eV par:
dre1e1l1lelelelelelel)=dvllelelrlelelelel
dlerelelelelelelelel])=10de11elelelelelel
dl1®1evelelelelelelel)=1910dve1lelelelelelel
d111lerelelelelelel])=19110drel1®l®l®lel®l
«1®1®1®1®v®1®1®1®1®1y=—awv®1®1®1®1®1®1®1®1®h
dle1e1leleleielelelel) =
(

® (

550d) (11111911 191®1)
® (
(

—Y(s30d)(1®v®1101®l®lelel)

dl1e11e1elelei®l
dl1®11lelelI®I®leley

H=-5(101011v3101310101x1)
D=1®v-13])R1e1eIelelelelel
(540d)(v®1®1®1IXIXI®XI®I®I®I)

QK ®

dl®1e1leleleleleleled)=1010(1ev-181)11111®1
(550 (1R121R101II01I1I01x1)

i>1

Ici s, (1 < k < 5) est la seule dérivation de degré —1 sur (AV)®* @ (AV)®5 telle que
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7.1 Construction générale.

sk o s =0, et qui vérifie les relations suivantes :

s1(v21211e1II®lIelel®])
51 (l2rvelelelIel®lelel®l)
51 l@101velelelelelel)
512121119 10101R1®1)
5(12relelelIel®lelel®l)
52(1l®1relelelelelelel)
5301010119119 11®1)
53(1l2re1RleIelelelel®l)
( 1)
( 1)
( 1)
( 1)
( 1)
( 1)
( 1)

5511119111910 1R1
sir1R1IelIelelel®elelel
5411119191111
4111l lelelelelel
5501110191111 1
5511201011010 19191®1
551101 velelelelelel

e L’application M$*—linéaire de degré d, f : Mxr — M

1®
0
1®
0
1®
1®
0=
11lelelelei’elelel
1
1
1
0=
0=
1®
1®

1101liRlIlelel

51 l@1relelelelelel®l)

1101111l lel

211011l lelelelel)

IIlIlleiIelwlelel
11011l lelewlel

3110101l lelelelel)

RIIRIRIRxI®RI®RI®IX1
RIIRIEIKIRKIRKIRIX1
RIfIRIXIRxIRI®XKIRIXRL

(1111l lelelel)
$5(1rvelelelelelelelel)

11IR1IRI®IRI’IRIRU
10101QRI1R1011Q1K®

et le quasi-isomorphisme

My : Mxr — Mx sont ceux définis dans la description du (co)produit de Chas-Sullivan.

Les informations obtenues ci-dessus nous permettent de conclure que :

Proposition 7.1.4. L’opération d’ordre supérieur
o341 Ho(LX)®

est le dual gradué de la composée
H(My) o H(f & f) o H(m, &m,)""
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Chapitre 7 : L'opération ®g 341

7.2 Cas de la sphere S", n > 1.

Sphere de dimension impaire n > 1. Rappelons que :
Mx = (Az,0) et Mpx = (A(x, Z), 0). Nous avons également :

Msx =Nz, 2", 2, %),d) avec dz =2' —x et di =2’ — .

Mpx @ Mgx @ Mpx = (AN, 2", 2, z,
Mx Mx

=>
&

QU
SN~—

oudr=0,dt=a' —x,dt =2' —x,dz =0

Nous définissons le quasi-isomorphisme My, : Mgx — Mx par :
My(x) = My(2') =z, My(Z) =7, My(3) =0.

L’homomorphisme d’adg Mcompg 5.1 1 Msx = Mprx ® Mgx & Mpx est définie par :
’ Mx Mx

MCOmp0,3+1 (Q;) T, MCome 3+1 (l',) =a ;

MCOWPO,:SH (‘%) =T+, MCOmPo,3+1 (:E) =T+

811

L’application (A(z, z'), 0)—linéaire de degré n
fiMxi =Nz, 2/, 7), d) — (Az, '), 0) = M§?

définie par :
f(h=z—2" et f(z)=0

vérifie les conditions du théoreme 2.3.2. Le quasi-isomorphisme surjectif d’adg
my : (A(x, 2/, ), d) — (A(z), 0)

est défini par :

my(z) = x =my(2"), m,(z) =0.

Une base de H*(LX) est donnée par abus de notation par
1oz, r®z°; |, scN}.
Nous obtenons apres calculs :
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7.3 Remarque sur I'opération ®¢ 3. 2.

(Po341)"(2°®7°) = (2 Q2R —1R2°Qr+1°®2rR2)(TR1®1I+10I101-101®7)°.

Des lors l'opération
(I)O,g+1 : H*<L5n)®3 — H*,2n<LSn)

n’est pas nulle.

7.3 Remarque sur 'opération Qg 3.

La connaissance du (co)produit de Chas-Sullivan sur et de ’'opération d’ordre supérieur
® 3+1que nous venons de construire sur X nous conduit a celle de 'opération d’ordre
supérieur

Do 310 H (LX) — (H(LX)®?), 34

Corollaire 7.3.1. L’opération d’ordre supérieur
Do 340 H (LX) — (H(LX)®?), 34
est non nulle lorsque X est la sphére de dimension paire S™, n > 2.
DEMONSTRATION. Le théoréme 6.5.1 nous donne la relation
c1)0,3+2 = ‘1)0,1+2 o cj[>0,3+1-

Les calculs du loop (co)produit et de 'opération (®g 3:2)" que nous avons effectués sur

la sphere de dimension paire S™, (n > 2), nous permettent d’obtenir la relation

—e—g e g 0 si k+l>0
(Po,342)" (2" @ 29 @ 2! @ 275" = s .
(Po.341) " (z @Yy ™) #£0 si k+1=0.

D’ou le résultat.
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Conclusion et perspectives

Nous venons de montrer, grace aux techniques de ’homotopie rationnelle que les opé-
rations de Tamanoi (0, 2+2), (0, 341) et (0, 342) en théorie topologique des cordes sont
non nulles. Ce résultat vient ajouter a cette liste de Tamanoi trois autres opérations.
Ceci pourra nous aider dans ’avancée de la démarche d’unification des forces fondamen-
tales. Néamoins beaucoup de choses restent a faire surtout au niveau de la caractérisation
complete de ces opérations.

Dans nos futurs travaux nous nous attelerons a la description des opérations de type
(0,m + 1) et (0,n + 2) et aux calculs explicites pour n > 4, peut-étre par induction a
partir de ce qui a déja été fait pour n < 3. Ce qui nous donnera une carctérisation
complete de ces opérations. Il sera aussi question par la suite de caractériser toujours
par les techniques de I'homotopie rationnelle, I'algebre différentielle graduée H, (LX), ou
X =U(n)/U(k) x U(n — k) est une variété grassmannienne, munie du produit de Chas-

Sullivan.
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ABSTRACT

Let I" be a connected Lie group, X be I'-space and Ej = EI" x X the associated homotopy
quotient. In this short note, we explain how rational homotopy theory provides explicit
computations of the loop product on E, and we construct an example where this product
is trivial or not depending on the given action.
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1. Introduction

A tout espace topologique X est associé son espace des lacets libres LX. Lorsque M est une variété connexe compacte
sans bord de dimension m, Chas et Sullivan [1] ont défini un produit de degré —m sur I'nomologie de LM a coefficients
dans un anneau commutatif k,

H,(LM; k) ® Ho(LM; k) = He_m (LM, k), XQ®y+> Xeoy

de telle maniére que Hl, (LM; k) := H41m(LM; k) soit une algébre commutative graduée. Le point de départ de cette note est
I'extension de ce produit de Chas-Sullivan aux espaces de Gorenstein [5] dans le cas ol k est un corps. Parmi les exemples
d’espaces de Gorentein de dimension formelle n € Z, on trouve les espaces a dualité de Poincaré de dimension n rel. k, les
espaces classifiants BG des groupes de Lie compacts connexes G, qui sont de dimension formelle -rang G et I'espace total
E d’une fibration de base un espace de Gorenstein B et de fibre un espace a dualité de Poincaré F. Dans ce dernier cas, la
dimension formelle de E est la somme de la dimension formelle de B et la dimension de F (cf. [3] pour plus de détails).
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En particulier, si I” est un groupe de Lie compact connexe qui opére topologiquement sur une variété connexe compacte
sans bord de dimension m, alors nous obtenons la fibration de Borel

M— Er — BI’

ou E est un espace de Gorenstein de dimension formelle m— rang I". Dans un premier temps (section 2), nous établirons
une description du dual du loop produit pour un espace de Gorenstein de dimension formelle n en termes de modéles
de Sullivan (cf. [5,2,6]). Ensuite (section 3), nous donnerons le modéle minimal de Sullivan de I'espace E lorsque M est
un espace homogéne G/H via une action de I" sur le groupe de Lie compacte connexe G et finalement (section 3), nous
indiquerons un exemple avec une action de I' = S! sur G = U(n+ 1) dépendant d’'un paramétre A =0, 1.

2. Produit de Chas-Sullivan pour un espace de Gorenstein

Soit X un espace topologique. Désignons par C.(X; k) (respectivement H.(X,k)) le complexe de chaines singuliéres
(respectivement I’homologie singuliére) de I'espace X. Nous avons le produit fibré

LXXXLX(t—>LX x LX
evél \Levoxevo
X A X x X

ou evg(y) = y(0) (respectivement ev{)(m, ¥2) = ¥1(0) = ¥2(0)) pour tout y € LX (respectivement (y1,)2) € LX xx LX);
A X — X x X I'application diagonale et ¢ : LX xx LX — LX x LX, l'inclusion. Si X est un espace de Gorenstein de dimension
formelle d simplement connexe, alors d’aprés [5, Théoreme C], I'application linéaire DIlp := H*(t!) o H*(Comp), de degré d
H*(C
H*LX: 1) P B (LX x oy LX k) =8 H*(LX : k) ® H*(LX: K)

coincide avec le dual linéaire du produit de Chas-Sullivan. Ici, Comp : LX xx LX — LX désigne la composition des lacets
libres et (! I'application de Gysin associée a l'inclusion ¢ qui est définie de la maniére suivante. L’application de Gysin
associée a A est I'unique élément, a multiplication par un scalaire pres,

d kv *(y2. ~

H(A!) € Ext *(Xz;[k)(c X; k), C* (X% k) =k

oll C*(X; k) est considéré comme un C*(X?; k)-module via A et ol Extex(x2)(C*(X), C*(X?)) désigne le ext-différentiel, au
sens d’Eilenberg-Moore [3]. Un représentant de cette application de Gysin est une application, notée A!, qui est définie dans
la catégorie dérivée des C*(X?)-modules. Dans cette catégorie dérivée, A! se reléve en une application

0 CHLX xx LX; k) — CH(LX x LX; K),

qui est définie de facon unique, a la multiplication par un scalaire prés.

Dans la suite, k désigne un corps de caractéristique 0 qui sera sous entendu afin d’alléger les notations. Le point clé pour
notre propos est que nous pouvons remplacer I'algébre graduée C*(X) par le modéle minimal de X. Considérons le produit
fibré

| G S—— ]

levo levo.l
A

X—=>XxX

ou I =[0,1] et la fléche evg 1 désigne la fibration des chemins. En effet, la composition des lacets libres se déduit de la
multiliplication des chemins et le modéle minimal de X', qui se calcule facilement a partir de celui de X, permet i la
fois de d’obtenir un représentant de Sullivan de la composition des chemins et donc de celle des lacets libres, et fournit
une résolution semi-libre du modéle minimal My de X, en tant que M%Z—module différentiel gradué, permettant ainsi
le calcul de I'application de Gysin t!. Nous renvoyons le lecteur au [4, chapitre 12] pour les notations, la terminologie et
résultats concernant les modéles de Sullivan. Toutefois, précisons que si V = {V'};>1 est un espace vectoriel gradué alors
AV désigne l'algébre graduée commutative libre sur V et V I'espace vectoriel gradué défini par (V)! = Vit1, Tout espace
connexe par arcs X admet un modéle de Sullivan

px i Mx = (AV,d) —> Ap(X)

ou Ap. est le foncteur contravariant des formes PL sur X et px un quasi-isomorphisme. Si X et Y sont deux espaces
connexes par arcs, alors toute application admet un représentant de Sullivan My : My — M. Nous faisons ainsi les
identifications suivantes :

H*(X) = H(Ap(X)) = H(Mx) et H*(f)=H(Ap(f)) = H(M).

Notre premier résultat s’énonce comme suit.
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Proposition 2.1. Si X est un espace de Gorenstein de dimension formelle d simplement connexe alors le dual du loop produit, Dlp, est
la composée
H(&) o H(Mo)~" o H(Comp),

ot les applications intervenant dans ces relations sont décrites a I'aide du diagramme ci-dessous.

MX'®M§2MX (AV @ AV, d) = Mx

MComp’ ®/\/1pr1,3 Id l/\/t(‘omp

1R

Myt sy x1 ® mg3 Mx (AV @ (AV)®2 d) = Mx x\1x

~ | ®ld®;4®ld 1d

M§,2®M§4Mx = (AV ® (AV)®2,d) = Mix xy Lx
~|1d ®y Mo ~| My
ME?® pqen M = (AV)®2 @ (AV)®2,d) = M
1d®q g g
MEE® g0 MK = (AV)®2 @ (AV)®4, d) = MB?

Dans ce diagramme,

(1) X' xx X' ={(, p) e X' x X" : (1) = B(0)} ; et I'application Comp’ : X' xx X! — X! est la composition des chemins ;

(2) My = ((AV)®2® AV, d) est une M§>-résolution semi-libre de Mx et Myi ., x1 = Mxi @ p, My = (AV)®* ®
A(V)®2 d) est une M$>-résolution semi-libre de My ;

(3) o : X — X! désigne la section canonique de la fibration des chemins;

(4) p désigne le produit de Mx et prq 3 la projection sur la premiére et la derniére coordonnée ;

(5) l'application M%z—linéaire g est telle que H(g) € Extj’w§2 (Mx, M§2) = k.

3. Un exemple de calcul du loop produit de E

Soit G un groupe de Lie connexe compact et BG son espace classifiant. Il est bien connu que H*(G; Q) = AP et
H*(BG; Q) = AQg, ou P¢ désigne un espace vectoriel gradué de dimension finie concentré en degré impair et s: Pc — Qg
un isomorphisme linéaire de degré 1. Si K est un sous-groupe fermé de G connexe et si
f

st G J K

désigne respectivement un homomorphisme de groupe et I'inclusion naturelle, alors nous obtenons les diagrammes com-
mutatifs

G/K—=>EK x;G——=EG et ES'x;G/K——>(EG)/K——=BK

Y rd

BK——2 ~BG 3513—f>3(;

EK x;G:={(e,g) | (ek, &) = (e, j(k)g)}
ES' x5 G/K :={(x,gK) | (xe*™ gK) = (x, (f(e*"%)g)K)}

et ol les carrés sont des produits fibrés. Un modéle relatif de Sullivan (non nécessairement minimal) de I’homomorphisme
G/K — BK est de la forme, [4, Proposition 15.16]

(AQk,0)—————— (AQk ® APG,d) ——— (AP¢, 0)

ot d(y’ ®1)=0 et d(1®x)=H(Bj; Q)(sx) ® 1 avec y' € Qg et x € P¢.
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Par ailleurs [4, Proposition 15.8], un modéle relatif de Sullivan de E := BS! x5 G/K est de la forme

(AU, 0) ———— > (AU® AQk ® APG,d) ——— (AQg ® APg. d)

tel que, pour tout x € Pg,

d1®1®x)=H*Bf; Q)(sx) ®1®1—-1Q H(Bj; Q)(sx) ® 1. (1)
Considérons le cas particulier ot G=Un+ 1) et K =U(n) x U(1), (n > 1). Alors, d’aprés [7, llI-Theorem 5.8] H(Bj) :
A1, Yne1) = AL -+, yp) @ AYY et pour des raisons de degrés, H(Bf) : A(Y1, -+, Ynt1) = AU, Y1+ AU, 0t A=0,1.

Un modele de Sullivan relatif de E est obtenu en appliquant (1). L'espace E est un espace de Gorenstein simplement
connexe, de dimension formelle 2n — 1.

Remarquons que G/K = CP" et que I'action de S' sur CP" est définie via cette identification par : e*™? (x, gG/K) =
(x, (f(€*™%)g)G/K). A chaque valeur de A (correspondant a I'action triviale ou une action réguliére sur un espace projectif
projectif complexe), nous associons le type d’homotopie rationelle de I'espace de Borel. Ceest le produit BS! x CP" lorsque
A = 0. Ces deux types d’homotopie rationnelle seront distingués par le loop produit. Pour des raisons de degrés, la suite
spectrale de Serre cohomologique d’une fibration de base BS! et de fibre CP" dégénére au terme E, et admet un modéle
relatif de la forme 9t = (AU ® (v, x),d), avec du =0, dv =0 et dx = vt + @, oi1 & € A(u, v). Dans notre cas particulier,
@ = xu"t1, Ceci peut étre déduit directement de la formule (1) en observant que le modéle minimal de (Au ® AQg ®
APg,d) est obtenu en identifiant y} et y7, car dx; =y + y7.

1. o=0. Dans ce cas I'espace de Borel E est le produit BS! x CP" et Mg = (AuUQ A(V,X),d) avec [u| =|v|=2; du=dv =
0, dx = v"*1,
Un modéle de Sullivan relatif de la fibration des chemins E! — E x E fournit la résolution semi-libre de Mt :

Mer = (A(u, v, x,u', v/, % 1, v,X),d) oulu|=|v|=1, [X|=2n et

di=u' —u; dv=v —v; di:x’—x—g viviy
i+j=n

{dﬁ:u/—u; dv=v' —v;, di=u"—u'; dv=v"-V;
Y — oy A in,/js. YAl A 1jy7k s
dx=x"—x—=2 " ;i ,viviv; dx=x"—x"—=3 ; vV

0,dx=—mn+1Dv",dii=dv=0,dx=—(n+ 1)v"v.
Un représentant de Sullivan Mcopy @ Mpr —> Mpr 1 de la composition des chemins Comp’ : El'xp El — E! est
donné par :

m Ur—u, vie>v, x—x, uUe—=u’, vViv', X=X,
Comp' "V s> i, Vis VAV Xe>XxLXx Py/ayT v
Prlumutd, Ve V4V, X X+X+) o, VEVIVTVD

Nous en déduisons un représentant de Sullivan Mcomp : Mg —> MiE . 1 de la composition des lacets libres Comp :
LE xg LE —> LE tel que :

m Ju—u+u, vev4v,
Comp - Y %5 X+ X%+ (njl)v“_]\_/f/.

L'application m?z—linéaire de degré 2n—1,g: My —> 9M®2, annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est

pas un cobord) du complexe (Hom,y,g2 (93?51,93??2), D) de degré d ot Dh=doh — (—1)"lh o d. Pour des raisons de degrés
E

et de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

1—0

g lir— Y i vVvi+ @ —wP, ¥ (V=V)P, X+— K —X)P, P=) ., qut

<u/l;
iV — x—x, uvex"— 0, poure, e’ €{0,1}et(1+€+€)k>2, keN.
Par ailleurs, 'homomorphisme d’algébres différentielles graduées My : M1 —> Mg est défini par :
MoW) =u=My (), Me(V)=v=M(V), M@ =x=My(x') et My (@) =My (V) =My (X) =0.
Il en résulte que :
Dip(vx)=(v®1—-1Q®V) Z Z uvk @ uivt,
i+j=n—1k+l=n

et le produit de Chas-Sullivan est non nul sur E.
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2. A=1. Dans ce cas un modéle minimal de I'espace de Borel E est donné par Mg = (A(u, v, x),d) avec |u| =|v|=2;
du=dv =0, dx=u™1 4+ v™*1, Dés lors, nous obtenons :
Mg = (AU, v,x,1,7,%),d) ol di=dv=0etdx=—n+1)(u"u+v"V).

Par suite

9:)/ILE XE LE = (/\(u’ V, xv ﬁ’ ‘_/’ Rs ﬁ’ ‘7’ ;()7 d)’

avecdii=dv=0, dx=—-mn+1D(W"u+v"v), di=dv=0, di=—m+1(u"d+v"V).
Un représentant de Sullivan Mcomp : Mg —> M1« e de la composition des lacets libres Comp : LE xg LE —> LE est
défini tel que :

m Ju—u+u, v v+,

omp =] Xt &+ %+ MO - 1ag 4 v 19 9).
L’application Sm?z—linéaire de degré 2n—1, g: My —> zm?z annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est pas
un cobord) du complexe (Homgyen (SJTEI,D.R?Z), D) de degré d ot Dh=doh — (—1)"lh o d. Pour des raisons de degrés et
E

de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

1—20 o o
g lir— =Y vV, Ve Yl v x =X, X0
1R —> 0; keN*, e,€ €{0,1}.
Par ailleurs, 'homomorphisme d’algébres différentielles graduées M, : Mz —> Mg est défini par :
Mo W) =u=My (1), M) =v=M(v), M) =x=Ms(x") et My (@) =My (V) =My (%) =0.
Remarquons que nous avons l'isomorphisme
H*(LX) = H(A@, v)/ (" + v @ A1, v, %), d)
ot d est la différentielle obtenue par passage au quotient. Il s'en suit qu'une base de H*(LX) est donnée par :
[[u'v! 1], [u"v' @ a], [uPvi® V], [u'v: @ i¥], [u*v? ® uvx])

avec i,k,p,r,aeNet0<jlq,s,b<n.
Un calcul de routine de DIp sur chaqu'un des éléments de cette base nous permet de conclure dans ce cas que le produit
de Chas-Sullivan est nul sur I'espace de Borel E.
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