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INTROBUCTION

Les lettres I et J désigneront des ideaux de I’anneau commutatif unitaire A.
Les hombres suivants ont été introduits par P. Samuel [16].

vi(J) = sup {rein ;11"
)

wy(J) = sup {rein ;3217

- |
Y - 11 —_ n
VI(JJ = l}l_.l;l"lab 0 VI(J )

_ ) |
WI(]) = [l"l‘-')nlﬁ E WI(JH).

v(3) et wi(J) sont appelés les nombres de Samuel de I et J. Samuel a

prouve que ces nombres existent sous les conditions suivantes : A est
nethérien, 1et.J sont non-nilpatents, 41 =47 et 91" = |0'[=QJ“.

D. Rees [14] en a déduit les pseudo-valuations homogenes
X yi(x) = Li_)mmhl-vl(x") en posant pour tout x élément de A, vi{x) = v(xA) et
Vi(x) = ¥y(xa).

Ces pseudo-valuations ont farc 1'objet d’une .littérature abondante
(Nagata [12], Pet-o [13], S. Mc Adam [10] et [11] etc.). Les nombres de
Samuel vi(3) et w;(J) ont des applications en Géométrie analytique complexe
(Lejeune Tersier [9]) et en théorie asymptotique des idéaux (D. Sangaré [17]).
Leur généralisaticn aux filtrations f= (I,) sous la forme

— . 1 . iz oz .,
x — ve(x)= 1im = ve(xM), ol ve(x) = sup {n eIN , xe I } , a été étudiée par
N n f f i

Petro [13] et D. Sangaré [17] .
Dans [1] nous avons généralisé la définition des nombres w(J),
vi{d), wilD), will) aux filtrations comme suit : si f = (1) est une filtration

de A, nous posons pour tout idéalJde A, ve(J) = supfreiN;Jgcl },
wi(I! = sup {reiN ; J 21} et welJ) = o si I'ensemble {r eIN ; J 2 1,} est vide.
51 g = (J,) est une autre filtration de A, on appelle les nombres de Samuel



[p]

. . . _ Y : ! Y i _1- I M
généralisés de f et g les nombres ve(g) = H_r’vlo - viln) et wylg) = ;]l_’mw - wildn) 8
conditions que ces limites existent dans R,. En particulier si 1etJsont des idéaux

de A et si f] (resp. fy) est la filtration *-adique (resp. J-adique) de A, nous avons :
ved) 2w, Vel =), wdfy) = wiD) et Wiy = w0

Dans {2}, on a étendu aux filtrations un résultat di & D. Rees [14] en prouvant que
si A est neethérien, g st une AP filration et f est fortement AP, alors g est entiere
sur  s1 et seulement si ve(g) : 1. Plus récemment, avec 1'équipe d'Algebre
Commutative de I’Université d’Abidjan, nous avons publié deux autres articles [3] et
[4] sur 1’étude des nombres de Samuel; nous avons montré en particulier dans [3] que:
v(g+h) = inf (vg(h) , ve(g)) ot f, g et h sont des filtratins de 1'anneau A, telles que f
et g soient des AP filtrations. Cette formule généralis. un resultat de P. Samuel

[16).
I a &té montre dans ([2], 2.9) que T'on ne pouvait définir vs(g) et wg(g) pour

toutes filtrations f et g de 'anneau A. Plus précisement v¢(g) existe si g est une AP
filtration (proposition 2.6, [2]) et wq(g) est défini pour toute AP filtration f de
I'anneau A {proposition I1.1.3). On aimerait définir pour toutes filtrations de 1'anneau
a deux reels appartenant a R, et coincidant avec les nombres de Samuel généralisés
vi(g) et wy(g) quand ceux-ci existent. Pour ce faire nous généralisons la définition
d’une filtration, en considérant un ensemble X non vide et F = (F,) une suite
décroissante de sous-ensembles non vides de X avec Fgy = ¥. F est appelée filtration
de 1’ensemble X. Si G = (G,) est une autre filtration de 1'ensemble ¥, F ¢ G signifie
que F, € G, pour tout entier n. Si reiN*, Flr) - (Fnr) est une filtration de 1'ensemble
de X.

On pose slors :
o ap(G) = supireIN® ;GﬁF(r)}sy{re!N* ; G < F) est non vide et



ap(G) = 0 sinon

o be(6) = inf{rein® ; F) £ 6} si {rein* ; F{" <G} est non vide et bp(G) = »
sinon.

Nous avons alors montré que les nombres
- 1 —
ap(G) = 1im 1 8 (G(")) et be(G) = lim — b (G(“)) existent dans R,. Nous

faisons ensuite remarquer que si f et g sont des filtrations de 1'anneau A et
le nombre de Samuel généralisé v(g) (resp. le nombre de Samuel généralisé

w(g)) existe dans dans R, alors ag(g) = v(g) (resp. by(g) = w(g)).
Nous étendons aussi l'étude des nombres de Samuel généralisés Vw(ﬂ) et

W‘P(e) aux filtrations ¢ et 8.d'un A-module M.

Pour deux Tiltrations T = (I,) et g = (J,) de 1'anneau A,

Nous posons : ()
- = - n
er(g) = sup _(nar(g) - ar(g™"),

- (" - i
Ef(g) = ﬁg_:liﬂ*(bf(g ) - nbg(g))

Les nombres e;(g) et E;(g) sont appelés des déviations asymptotiques de
fetg

Dans [16]. P. Samuel avait posé 1a question de savoir si ces déviations
asymptotiques appartiennent @ R.. Nagata [12] et Mc¢ Adam [11] ont
répondu & cette question lorsque f = f; et g = f}.

Nous avons abordé 1'étude de ces nombres dans le cas des filtrations qui
ne sont pas necessairement adiques.

Nous avons montré que si f = (I;) et g = (J,) sont des filtrations
fortement AP respectivement de. rangs k et s appartenant 8 B telles que
Iy e U(Js). Alors ef(g) « Ry et E;(g) e R,

Parmi nos principaux résultats figurent les thiorémes suivants :



Théoréme 1.1.4
Soient F = (F,), G = (G,) des filtrations de I'ensemble X. Alors les suites

(;]l- aF(G("))) et (% bF(G("))) sont convergentes dans B,. En plus si

_ _ !
5:(6) = lim — (™) et Be(6) = lim —b(6M)) ona:

n-w N n=w N
o= o]
(i) 8p(G) = 1im inf — v (Gy).

T . !
(i) be(B) = 1im supa- wF(Gn).

Théoréme 11.2.6

Soient f, g et h des filtrations de 1'anneau A. Alors on a:
(i) 3;(g + h) = min (a;(g), a;(h)).

(ii) B'g + n(f) = 3up (Eg(f), by, ().

Theoréme I11.2.9.
E(g) eR+ si et seulement si g verifie 1a condition iN2.

Théoréeme I11.2.11
So0it g e F{A) une filtration fortement ncethérienne telle que la filtration g soit

neetherienne |
Alors . e{g) eR, si et seulement si g vérifie la condition INy.

Théoréme IV.3.7 (Inégalités asymptotiques).
Soient f et g des AP Tiltrations de I'anneau neetherien A, ¢ et 8 des filtrations
separées et non nilpotentes du A-module de type fini M telles que y soit faiblement

f-bonne et B faiblement g-bonne, avec dimf = 0 et &ltf = s.

Si \f? = \fa slorson & :
(vs(g)¥ely,s) ¢ ('\74,(8))38(4»,3} <e{B,s) ¢ (Vf\p(B))se('p,S) < (we(g)Pely,s).

Théoreme V.2.13

Si b est un e1ément régulier de A alors pour toute fi'trationf de A, ona:



on

Le théoréme 1.1.4 nous permet d’avoir une relation entre 8p(G) et br(G)
et les nombres généralises de Samuel

Le théoréme I1.2.6 est une généralisation du théoréme 2 de [16].

Le théoréme 111.2.9 et le théoreme I1.2.11 sont les analogues pour les
filtrations du theoréme 1.2 [11].

Le Theoréme 1v.3.7 est une geéneralisation du théoréme 111.2.2 [1] aux
filtrations sur un A-module.

Notre travail se divise en 5 chapitres.

Dans le chapitre I, nous étudions ap(G) et bp(G) dans le cas des

filtrations d’un ensemble et nous obtenons les théoremes 1.1.4 et 1.2.3.
Le chapitre II concerne 1'étude de v¢(g) et wy(g). Nous y établissons le

théoreme 11.2.6 et nous donnons une condi‘ion nécessaire et suffisante
portant sur v¢(g) pour que g < 7.

Au chapitre 111 nous nous intéressons aux deviations asymptotiques dans
le cas des filtrations sur un anneau et nous demontrons ensuite les théore-
mesI1.29 et 1.2 11.

Le chapitre I¥ nous permet d'étudier les nombres de Samuel généralisés
7,9(8) et v—v,P(B) sur un module et nous obtenons le théoréme 1v.3.2 concernant
I'existence de F,F(Ei) et 'v-v,p(B).

Enfin au chapitre v, nous abordons 1'étude de deux fonctions o—cf(g) et
Ff(g) ol f et g sonl des filtrations de 1’anneau A. Ces fonctions ont été
étudiées par Mac Adam dans [10] quand f et g sont des filtrations adiques.



CHAPITRE I

ETUDE DES NOMBRES ag(G) et bg(G).
FILTRATIONS D’UN ENSEMBLE

§.1 GENERALITES

I.1.1 Définitions.
(1) Soient X un ensemble non vide et F = (F,) une swi'e décroissante de sous-

ensembles non vides de X avec Fy =X. F est appelée une filtration de X. Pour
tout réel 2>0, on note F® 1a riltration (Fj- 207 de X ol si B est un réel B

est le plus petit entier = f et |_[_| est la partie entiére de j

(2) Soient G=1(G,) et F=(F,) des {iltrations de X. F<G signifie F, £ G,
pour tout entier n.

(3)Soient 6 =(G,) et F = (F,) des filtrations de X et U un sous ensemble non
vide de X. On pose :

(i) vp(U) = sup{n=IN, UCF}
(i1) wplll) = inf{neIN , Frc U} et wp(U) = o si 1'ensemble {neIN, F,.c U} est

vide.
(iii) 8p(G) = sup{rein®, G < F{r} si {reIN*, G < F{")} est non vide et ap(G) =0

sinon ;
(iv) bp(G) = infirein®, F7 < 6} si {reiv*, F$") < G} est non vide et bp(G) = ®
sinon.

1.1.2 Exemples.

Considérons 1’ensemble X = IN et posons G, = 37" N, Fp, = 30/Z] + 1y pour
tout neiN* et Fg=06y=X F=(F) et G = (G, sont des filtrations de
I’ensemble X. On a alors : wp(G,)=2n-1 et vp(Gp) = 2n  pour tout entier
n21. bp(G) = 2 = a{G) .
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Considérons toujours I'enseivble X = IN et posons Hy = 2IN et H, = [0l
pour tout entier n22 ;K = 2IN pour tout entier n21 ; Kg = Hg = X. H = (Hp)
et K = (K;) sont des filtrations de X. On & alors wu(Ky) = 1, wy(Ky) = 1,
v n2l by(K) = 1 et ay(K) = 0.

I.1.3 Proposition.
Soient F =(F,), G =(G,) et H=(H,) des filtrations de X et U un sous

ensemble non vide de X. Alorsona:

(i) vp(U) = g{nfUVF({X})
(ii) wp(U) < ggUWF({X})

VF(Gn)
n

J

(i) e(6) = inf |

WF(Gn)-
n

]

(v) SiGsHona: ap(G)z ap(H) et bp(G)z be(H).
(vi) Pour tout entier kz1,ona kap(G) = aF(G(k)) et bF(G)(k)) < kbg(G).

(iv) DF(B):SlrJ]D [

Preuye.
(i) Si xeU alors vp({x}) & ve(U). i m = gn‘UvF({x}) <w,onalcfFg, et
(3

ve(U) = m. Maintenant si m = o, alors UCF pour tout net vp(U) = «.
(i) S1 m=inf wp({x}) <o, il existe xeU tel que wp({x}) =m et F c{x}cl
xel

d'ol wp(u) < ;:Igu we({x}).

(i11) ap(G) = suplreIn* ;G ¢ F() < supf{rein® ;¥n, GpC Frpl

= SUpirCEIN® ; wn, vp(G)/n = r} - irhf l_

(iv) est semblable su (iii).
(v) et (vi) résultent immédiatement des définitions.



1.1.4 Théoréme
Soient F = (F,), G =(G,) des filtrations de I'ensemble X. Alors les

suites (l aF(G(“))) et ("'b (6‘™)) sont convergentes dans E,. En plus si

ap(6) = lim —aF(rs("’) et B(G) = lim —be(6\™)) ons:

n-o N n-oo N

(i) ap(G) = lim inf H ve(G,).

- ]
(i1) bp(G) = lim sup o we(G, ).

Preuve.

: ! )y g V(B . -

(i) Comme EGF(G‘ ) = E,nfﬁ-l—- K |, (voir proposition 1.1.3), nous avons
\ ve(G ve(G, )

a8 etudier l'existence de lim inf — L P k" _l lim inf F*kn . Nous avons &
n-e kN n-’oo k K

VF(Gkn)

prouver que cette derniére limite existe et que lim inf =

. VF(Gn) . Ykn M

gglmmf Posons v, = vF\Gkn) Alors on a |r||<f kn zigfn K d'ou

lim mf(ng(f ?ﬂ)‘*llm lnf-n— Réciproguement si n et m sont entiers et si

n-ow n-2w
v, Ying

- L2 | atorsona lim inf-2 = lim sup( inf ——n—

B m=’ n~eo N m p(mm mg, + m)
v

, oMy, o mk Yk
= u nt ———) = ] b

;rl'ms mnzrr]n mqn) #‘m sup(n*;(r p—r UL Ilm mf(mj ik

o |
On deduit alors la convergence de la suite (H aF(G("))) et on a (i).

[ |
(1) Nous savons que — bF(G(")) = sup }[rWF(Gknﬂ- Ainsi on a & étudier

welGy ) wr(Gy.)
F*“kn . F\%n
I'existence de lim —su r -
o N OKF k L H—»mmsﬂp - Nous allons

prouver que cette derniere limite existe et qu'on a:



WF(Gkn) W (G )

lim sup = lim sup————
o kKN oo

w
Posons wy= WE(Gy). Alors on & syp ¢~ ko sup wg/K, 8insi

w
lim sup(sup—km< lim sup‘— Réciproquement si n et m sont des entiers et
n-o N n=2w

¥

W, mq,+m
si q.= L 1 alorsona: 11m sup—sllm inf(sup —2—) =
n~ n n:m mqn
W 4 W,
lim inf( ) = liminf (sup —m—)< hm sup(sup ) Ainsionala
m n2m n m

convergence de la suite (; bF(G(“))) et ona (ii).

1.1.5 Proposition.
Soient F et G des filtrations de 'ensemble X. Pour tout réel > 0, ona:
i) 3-(G) =B 2. L s 6w
(i) ap(G) = ﬁaF(ﬁ)(G) "5 aF(G )
1

5 (6%
pr(G ).

(i) BF(G) =  B_y(6) =

Preuve.

Remarquons d'abord que pour tout > 0 ;ona LBl <p= Bl et pour tout
entiernzt,ona n| f_| <sMnpl<l fla.

(i} Montrons tout d'abord que a_F(G(")) = B EF(G). Pour tout entier n>f, on note

n
q, = E_l 2 1,8lors fq,<n<6(g +1), dol sban) 5 st , B+

aF(G(ﬁq")) < aF(G(“)) < aF(G(B(q"””). On obtient alors les inégalités suivan-

(
o G M) ap™) oGPy g,
2 q, - n ' q,* | n

et en prenant 18 limi-

te quand n+ow, on obtient ﬁl EF(G(B)) = E'F(G).
Montrons maintenant que ﬁEF(B)(G) = 5F(G). Pour cela, remarquons que

ag(G) = » si et seulement si aF(F)(G) = o, En effet si aF(p)(B} - w, G < Fbn)
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pour tout entier nz1 et comme F g p(LPrL) on g 8p(6) = L_pn d'od a(6) =
. Inversement si a-(G) = ®, ap(G) v n vneIN¥, en particulier ag(G) = |-pn.|
vneint donc G< FTBD < M) car pn < ['np71 . On e donc 8 @© 21
vnelN¥* c'est-g-dire aF(ﬁ)(G) = oo, Pour montrer que ﬁaF(ﬁ)(G) = aF(G), on peut
donc supposer que aF(G(“)) < o pour tout entier nz1. Notons r, = aF(b.)(G(“)) ;
alors G(M < Fr) g; (N pest pas inférieure & FBra+1)) comme

Blry +1) s ™ plrp + 7l et Lpry I spry,ona (T B+ D) ¢ pBra+ 1))

Flra) < pLBro D ainsi 6(M <FLPFn D) ot oM pest pas inférieure s
FT B+ D7) cagt-a-dire que Lprpd < aF(G(“)) < ["plrp+1)71; en particulier

(n)
prat 1 {aF(G ) <[in{r,, +1) +1
h - n = n

on 8 , et en prenant 1a limite quand n»®

obtient ﬁé_F(B)(G) = 3p(G).
1
B

et seulement si DF(B)(G) = w. En effet, si br(ﬁ)(ﬁ) = o, il n'existe aucun entier

(i) Montrons que SF(B)(B) = = br(G). Pour celd remarquons que bp(G) = w si

rz1 tel que F(Br) < G. Soit m un entier tel que 1< mp, alors F(mﬁ) < Fetsi
bF(G) =relN, ona P 50 < 6 ce qui est absurde, donc bF(E) = o, Inver-

sement si bF(G) = o, il nexiste pas dentier rzl tel que F{ngg.
Comme F{OL B D < B poyr tout entier n21, on a be(g)(G) = ®. Pour montrer
1
p

nx1. Posons by = DF(B)(G(“)) pour nz1. La suite (b,) “tant croissante, on va

que BF(p)(G) z BF(G), on peut donc supposer que IJF(G(“)) < o pour tout

distinguer deux ces. Sib, =1, vnzlona B'F(B)(G) =0etpourtoutnzl,ona
FTB D F®) < (M | donce bF(G(")) < i7p71 et EF(G) = 0. Sinon, il existe un

entier ng tel que pour tout nxzng on ait by 2 2. Alors F(Bb") £ G(“) et
F(B(a- 1) nest pas inférieur a 6™ De plus ona F¢ B D < plBbn) ¢ G(n)
et FBON 1) cp(LAbn-1D 1) gone FUFG-1D_1) pest pas inférieure &

6™ 0n a alors 1a suile d'inégalités suivantes :



o . (n) - -
ploy -13-1 L-plby -D-l bp(6*™) I Bba | by

n = n = n n_ > n
et en prenant 18 limite quand n-w, on obtient ﬁBF(B)(G) = EF(G). Montrons
_ — n
maintenant que bF(G('})) = ﬁbF(G). Four tout entier n=p on note q, = | ﬁ‘l > 1,

alors g, <n<Pla, +1) doi 50560 > W1 o

DF(qu“)) < DF(G(")) < bF(G(B(q"”))). On obtient alors les inégalitis suivan-

tes :

: =

n q, n qn+1 n
1
P

Remarquons d’abord que si F est une filtration de I’'ensemble X, alors EF(F) x1

(Bap) (n) (Blap+ 1))
g, b ) ) b)) bp@TT ) g+

et en prenant la limite quand n—w, on obtient : EF(G(N) = EF(G).

1.1.6 Proposition
Soient F, E et G des filtrations de Y'ensemble ¥. Si EF(F) = 1 alors

SF(G) > é'F(B).

Preuve.
Ls condition é—F(F) = | implique que aF(F(")) est un entier pour tout n=1. De

plus on peut supposer que pour tout nx1, bF(G(")) est un entier. Posons

R bF(G(")) ; alors l& relation pvn) <60 gt 1g proposition 1.1.3, (v) nous
V

donnent T'inégelite vap(F) 2 na (G). Alors 7 2 a¢(G), d'ou br(G) > ag(G).
[.1.7 Lemme.

Soit F une filtration de I'ensemble X. On a les assertions suivantes :
(i) é'F(F) =1 oum

(ii) EF(F) =0 ou
{iii) Si ?a'F(F) =1 slors BF{F) =1
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ereuve.
{i) Supposons que EF(F) < oo, 8lors comme aF(F(")) =n ona EF(F) = 1. Faisons

Up = aF(F(n)), ators F™ = Fn) ot on aTF(F(n)) = nag(F) = EF(F(”")) =
upap(F) doliu, =n et ag(F) = 1.

(ii) Notons v, = bF(F(n)) ;alors vysn dol Dp(F)s | et F) - p¥n) gn g
alors B'F(F(n)) = nbg(F) = EF(F(V“)) = V,Dg(F). Donc si b(F) = 0, on obtient

v, = neton EF(F) =1

(iii) résulte de la propesition 1.1.6 et de (ii).

1.1.8 Proposition.
— 1
Soient F et G des filtrations de 1'ensemble X. Alorson a : bF(G) =S

Preuve . .
Posons a, = ag(F™) et by = be(6). 51 ag < @ etsi by < o alors
8b, b Py

. n Pp n &
ap_ 2N, by <netnous obtenons (x) — a1 et () — 2 <1 Donc
n adgn b, N 4, N

si 2 G(F) < w et si B'F(G) < w,alors a,wet by e quand n-o et il vient de

(#) et () que Dp(G)ag(F) =1. Supposons que EG(F) = w,al0rs 3 2w si now

- { { .

51 a, = « pour n assez grand, alors F‘n) < G‘p) pour touu entier p et on 8
1

ag(F)”

be(6P) <0 et B(6) = 0 diou By(6) -

Maintenant si 8, < o pour tout n, alors F( ¢ 300 o b, < n, donc

by £ © pour tout n. 11 vient de (%=) que SF(G) = 0 et larelation

— 1 , . . — —

bp(G) = EG(F) est vraie. De 1a méme facan, si aG(F) < wet bp(G) = w, alors
b,~® si nw. Si by=o 0na aTG(F) =0 etsi by <, il vient de (¥) que
a7 si n-wet de {¥¥) que EL,(F) = 0. Donc dans tous lescasona:

-, 1
b kG) S T ey
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LEVIATION:S ASYMPTOTIQUES

Soient F = (F,) et G=(G,) des filtrations de I'ensemble X. Nous allons

gtudier les nombres e(G) = sup (nap(G) - aF(B("))) et
neinx

Ep(G) = sup (bF(G(")) - nbp(G)) appelés déviations esymptotiques dz F et G
news

1.1.9 Lemme. ep(G)z0 et E(G) = 0.

Preuve. |
Comme nap(G) < aF(G(")) et nbp(G) bF(G{")), (proposition 1.1.3) ¥ neIN¥,

ona ap(G)zap(G) et Dp(G)=bp(E) dou naE(G) 2 aF(B("}) ot
Nbg(G) < DF(G(")) , (proposition 1.1.5). On déduit slors ep(B)z 0 et Ep(G)z0.

§2 REDUCTIONS VALUATIVES SUR LES ENSEMBLES

1.2.1 Définitions
1) Soicnt ¢ = (M) une filtration de ’ensemble X et a=IN, posons
tgp = (M) ol Mg =M et My =My 81 n2l. tgy est une filtration de X

appelée filtration tronquée de y.

2) Soient ¢ = (M) et 8 = (Uy) des filtrations de 1'ensemble X. Pour tout
xeX, posons V,P(X) = sup{neiN , % :2M,} On dit que la filtration ¢ est une
réduction valuative de la filtration 8 s'il existe une constante aeIN et pour
tout xeX on 0: 0 ¢ vp(x) - wvy(x) ¢ 8. avec vy(x) = + si et seulement si
vg(x) = +w. Cetle notion de réduction valuative a été introduite par D. Rees

dans [15].

1.2.2 Lemme 7
Soient ¢ = (Mp; une Tiliralion de 1’ensembie ¥ el E un sous-ensemble non
vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i} v‘p(E) =+
{ii) ¥ aeIN, "’tanp(E) = 40

{(i1i} 3 seIN tel que Vta‘f’(E) = *oo,



14

Preuve

3) Montrons nue {i) implique (ii).
Si vq,(E) =+o glors ECMp, VpelN, donc pour aeiN, E ClMa+q .,
v geIN d'ou thN(E) = +o,

b) (ii) implique (iii):évident.
¢c) Montrons que (iii) implique (i). Soit a=IN tel que vta,{,(E) = +o0 glors

ECMg+q, Y QeIN* etona E CMp, ¥pa eton déduit que E ¢ Mp,
v pel donc vv(E) = +00,

1.2.3 Théoréme
Soient 9 = (Mp) et 8 = (U,) des filtrations de 1’ensumble X. Alars les asser-

tions suivantes sont équivalentes.
(i) ¢ est une réduction valuative de 8.

(i1) 11 existe un entier b20 tel que I'on ait ;B8 < ¢ < 8.

Preuve
a) Montrons que (i) implique (ii).
Supposons que (i) est vraie, alors il existe aeiN tel que
0 ¢ vglx) - vp(x) ¢ a, VxeX Ona vu(x)2vglx)-8.Si n2s alors: xelp
implique vg(x, 2 n donc vlp(x) 2 n -a, d'o0 xeMy-4, par conséquent Up € Mp-4

pour n:a. Comme v,P(x) ¢ vg(x) alors Mp c U, , ¥ nelw. Pour tout rn2e on 8

My € Un & Mh-g C Up-g. POSOns  n= p+a alors on a Up+g € Mp £ Up,

¥ pelN, d'ou tgB < ¢ < B ef on déeduit que (i) implique (ii).

b) Montrons maintenant que (ii) implique (i). Supposons (ii) vraie, slars 1l

existe beIN, tel que tpB<p <8 D'cliona
v,_aa(:,:) g 'v',P(>:) ¢ vg(x) pour tout keM, (1),

Si v,{.(x) = +o0 3lors vgix) = +eo, (voir (1)),

S wgls) = +w alors '»'tbg(x) = +w (Lemme 1.2.2)
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(1) implique alors V,P(X) = +c0 par conséquent, on a : V,P(X) = +® si et seule-
ment si vg(x) = +w. On déduit slors que

vy(x) € IN si et seulement si vg(x)eIN ; (2).
Si vg(x)eIN montrons que vg(x) ¢ vth(x) +14b .

Posons vtbe(x) = relN .

1) 81 r20 ona xe Upsr €t Xe Upsrs1 ON G

vtbg(x) +b ¢ vg(x) < "’th(x) +1+b , (%)

2) Si r=0 slors XelUp=% et xelpsy ONG: 0= "’tDEl':x) ¢ vgix)
I +b, (**
¢ vtbg(x) +1 +b, (*¥)
(*) et (**) impiiquent vg(x) < vtbg(x) +1+b ; (3)
(1) et (3) impliquent O < vglx) - v,(x) < vg(x) - thB(X) < 1+b doncona
0 1 vg(x) - vo(x) < v,_bg(x) - vg(x) ¢ b, (4).

(4) implique que ¢ est une réduction valuative de 8 et on a le resultat.

1.2.4 Lemme
Soient ¢ = (Mp) une filtration de 1’ensemble X et E un sous-ensemble non

vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) *.’,{,(E) =+
(i1) ¥ keIN* V'p(k)(E) = tw

(i1} 3 keIN* tel que ‘I,P(k)(E) = 4o,

Preuve
a) Monirons que (i) implique (ii)
Si V,P(E) =+ Blors EC M, ¥ nelN d'ol pour kelN* E c M,
¥ neINdone v ()(E) = 4o
b) (ii) implique (iii): évident.
) Montrone que (iii) implique (i). 5'il existe kelN*® tel que \’.P(k)(E) =+m

glors EC My, ¥ nel, %.x'q](E)z kn, ¥ nelN dou v,p(E)z +®
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1.2.5 Lemme
Soient 9 = (M) une filtration de 1’'ensemble X et E un sous -ensemble non

vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) W‘P(E) -+

(ii) v keIN®, W,’(k)(E) = +00

(1) 3keIN® tel que wy(k)(E) = +a.

Preuve
a) Montrons que (i) implique (ii)
Si wv(E) = +w alors il n'existe pas d'entier n tel que M, soit inclus dans E.
Donc pour tout kelN* et pour tout nelN, M, € E alors
Wolk)(E) = +o.
b) (ii) implique (iii}-évident.

¢) Montrons que (iii) implique (i).
Sil existe keIN* tel que W,,,(k)(E) = +w 8lors M., & E pour tout entier n et

on déduit M, € E, ¥ neiN donc wv(E) = 4.
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CHAPITRE II

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU . NOMBRES DE SAMUEL

La plupart des résuitats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration
avec H. Dichi et D. Sangaré et ont @té publiés dans (3] et [4].

§.1 RELATION ENTRE LES NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES
vi(g) et wlq)

I1.1.1 Definitions.

Soit A un anhesu commutatif unitaire.

(1) Une filtrstion de 'anneau A est une suite f=(I,) d'idésux de A
telle que I = A, I, CL, et LI, Cl, ., pour tout entier n20 et pour tout
entier ma0 . |

Soit I un idésl de 1'anneau A, la filtration f = f; = (I") est appelée
filtration I-adique.

Une filtration f de 1'annesu est dite triviale si f=fgjou si =14

L'ensemble des filtrations de 1'annesu A est noté F(A) et est ordonné
par la relation s ob si f = (1), g = (J,) e F(A), f<q signifie que

I, € J, pour tout nz0. La somme des filtrations { = (1) et g = (J,) est
n , :
la filtration f+g = ( T IpJn_p), le produit de f et de g est 1a filtration
p=0
g = (In Jn) de A.

(2) Une filtration f = (1)) est dite de type fini sl existe une suite
croicsante d'entiers naturels (k) tendant vers o quand n-w et telle que les
idéaus Ik, soient de type fini.

i3} La racine de la filtration 1 = (I,) est 1idéal \r - Afl, pour tout n21. La

filtration f est dite sépareée si ']m]!n = |0l et f est dite non nilpotente si
Nz

I, = [0/ pour tout n2t.

(d) La filtration 1 = {I)) est appelée une AP filtration s'il existe une suite
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Kn . m .
(kp) d'entiers 2 0 telle que :]I_)mmn I et si Ig,m € In quels que soient les

entiers n,m. La filtration f est dite fortement AP de rang r21 si i) - ()

est 1a filtration I,-adique c'est-a-dire si rir) (1?). On vérifie facilement

que toute filtration fortement AP est AP.

f est dite neethérienne si 1'anneau de Rees ®(Af) = = InX“ est neethérien.
neZ

f est dite forternent neethérienne si A est ncethérien et s'il existe un entier

k2l tel que I I, = I,, pour tout entier m2k et pour tout entier nak.
(S) Soient f = (I} e F(A) et v, la pseudo-valuation homogéne associée & 1.

vf(x“)
Pour tout xeA, vf(") = lim
n- <

L = {xed V() 20} T, est un idéel de A, et T= (i;) est une filtration de A

=R, ol ve(x) = sup{relN ; xel,}. On note

appelée la cldture asymptotique de 1.

(6) Les nombres de Samuel généralisés v(q) et we(g) associés aux
filtrations f = (I,) e! g = (J,) de A sont définis de 1a maniére suivante :

v (Jn) _ we(J,)
et wlg) =1im
n—+o

vi(g) = lim lorsque ces limites existent dans

n-e
R, ol Vf”n’ = supireiN ; Jy CI ) et we(J) = inf {reiN ;1. CJ,} ou » si cet

ensemble est vide.

(7) L'existence de v¢(g) a été établie pour toute AP filtration g de I'anneau A
et celle de Fff(g) quand f et g sont deux AP filtrations de 1'anneau ncethérien
A dans [2]. De plus, on 8 les relations suivantes :

(i) sig:y,alors ﬁ'f(g)z?v'f(g'.)

(i) sif:f, alors welg) < wilg)

1 —
(111) pour tout entier ka1, welg) = k Wf(L)(q) - — (g(L))

(v pour tout entier k2|, vfgg) =KV, (k)(q) = l;f,‘q(k)) ou f, 1, q, g'eF(A)_

/-

\0) Lorsque II (1"} esiia filtration I—adique oulest un idésl de A, on note

U‘II N-ow f]i , y. I(m sgl(g) ,,f _]) = '., ‘."‘." (g) = Nl(g)

De meme, si g = (J") ect la filtration J-adique de A ol J est un idéal de A,
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nous noterons ve(fy) = vg(0) et welfy) = w().

I1.1.2 Proposition.

Soient T et g des filtrations de 1'anneau A. Alors le nombre de Samuel
généralisé w(a) existe dans R, pour toute AP filtration 1.

Preuve : Posons f = (I ) et g = (J,). Nous pouvons supposer gue

W lJg) _
lirn inT fn - 8e K, et comme g suite (w{J;)) est croissante, que
v(J,) tend vers w quand n tend vers w. f &tant une AP filtration, il existe

k-
une suite d'entiers (kj) 2 0 telle que ijn C I;' pour tous j,n et -]l tend vers 1

quand j=e. Si s,n sont deux entiers 21; la suite d'inclusions Inkwf(r y €
v'$

fi n e . cy e
Ly sgg € Js € Jng NOUS donne l'inegalité w (Jyq) ¢ nkwaS) (%),
Prenons deux entiers n> m 2 1 &l notons g, le plus petit entier supérieur ou

egal a % Cn a alors d'aprés (*)

willy) g kwr(Jm)

w(Jpd ¢ wf(anm) ¢ Opky (g - 0N @ donc —— < -1 m d'al
i sup w(J,) ( K () oL comme Ko (3 ] willn)  Kwey) et
n - m ’ m - m wf(Jm)'ono 1en
| weld Ko w(T)
1im sup ¢ inf £ 1im inf et 1a suite
m m m
‘,‘.{'f(\]n) .

- ) converge dans R, .

11.1.3 Proposition
Soient f=(1,) et g = (J,) des filtrations de 'snneau A telles que f soit

Wl _
une AP filtration. Alors les suites (———) et (n wi,(g)) convergent dans
R.etona.
weld Wl )
N = . *n . *n
(i) we(g) =lim———— =inf
i e N neoon

(1) wela) = lim vy ()
' N oo s



Preuve.

m
Sgit f une AP filtration et (k) une suite d’entiers 2 O telle que Iknm cly

,

. n
pour tous n,m avec lim —= 1.
n=e N

(i) On sait que wy(J,) est défini pour tout entier n20. De plus, comme la suite

.(Wy(J,}) est croissante, on peut supposer que w(J,) < o pour tout entier n.

Commae w(J) ¢ Ky ¢(5) POU tout idéal Jde A, on obtient

w(Jp)
n

lim sup < wqlg). D'autre part, on & pour tout ent er net tout antier m,

m
owe U)o wy Ug)
>

wiJ)
m : n
Jo € Jpp dou

n

. Quand m—, on obtient 2 wylg) pour

_\’-‘}f(\]n)

nm nm

tout n. I en résulte que la suite ( ) converge vers Wf(g). De plus,

Wf(*]n)

Wilg) = inf — .

(1i) Montrons tout d'aborg] que ?vf(g) = liminf n?vln(g). On peut supposer que

Ky 2 npour tout n2 1. Ators si g = (J), 1a suite d'inégalités flk ¢ flknd fIn
f

- - 1 — —
nous donne wy (@) < W (kpi(Q) = K wila) ¢ wy (@) (%),
f

Alors en multipliant les termes de (*) par k,, et en prenant 1a limite
inférieure, on obtient : Tim inf ky Wy (g) < W¢(@) < Tim inf n wy (g)

et liminf nw (g) < lim inf k, ?vly (g) car kg, 2npour tout n. On & ainsi
N

montré que wqlg) = liminf n valn(g).

Montrons maintenant que lim sup n v—vln(g) ¢ wr(g). Supnosons que
wila) € Ry et prencns deux entiers p 2 1et g2 1 tels que welg) < %; alors
Wf(g(qj) «petil existe alors un entier N21 tel que pour tout m2N, on ait

Wf(qu) ¢ mp. Par conséquent, pour tout entierm > N, on a

. " . . m
Imp c qu. Soit nunentier : 1 et g, 1a partie entiere de Y On a alors la suite
. . r\":|'|'|'|"'])D N oy Sy s
d'inclusions 1 0 CIn(qm”:,p Clp Clmg d'ou I'inegalite

Wi Umg?  plag+ 1)
<

mq Toomq

. En prenant la limite quand m~o, on obtient
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&~

%, c'est-d-dire que lim sup n Wln(g) s% d'ou Tirnsupn Wln(g) <

- 1
W[n(g) & ﬁ'

we(g).

I1.1.4 Corollaire.
Soient f, g 2t h des filtrations de I'annegu A telles que f soit une AP

filtration. On a alors . wrlgh) < we(g) + wy(h).

Preuve. ii surfit de remarguer qua sil, J, K sont des idésux de A, on 8
wi(JK) < wy3) + wy(K) et d'appliquer 1a propositionI1.1.3.

11.1.5 Corollaire.

Soient T, g et h des filtrations de I'anneau A telles que f et g soient

des AP filtratiors. On a alors : ng(h) 2 w(h) ' Wg(h) ’

Preuve. D'aprés la proposition 11.1.3 (ii), il suffit de montrer que si,

I,J, sont des idéaux de A et si heF(A), on a la relation
! S 1 . 1
wi(nY 2 ) T W lh)

. Comme w5(h) < inf (wy(h), wy(h)), on peut supposer

que o = wi(h) et B = w(h) sont des réels > 0. Posons h = (Hy) et prenons des
entiers p,p’,q,q 21 telsque «< % =retf« z—:: r'. Alors v—vl(h(q)) <p et
?/J(h(q')) <p'. 11 existe alors un entier m tel que pour tout n 2 m, on ait

wi(Hpg) < np et wylHpg) < np’, c'est-a-dire que 1" c Hy, et e Hug EN
nqp €t J"p”'can-p
’Y‘f'l.'[(Hn(p'q.ppq')) ¢ npp’ , en divisant par n(p'y+pq’) et en prenant 1a limite

el npp’ - P’ ‘ot npp’ L Ainei
particulier, 1" cH| cH doll (NP cHy(pqepgy AlNsi

= rr —
quand n-e, on abtient wiylh) < —== Ainsi wyy(h) et on obtient

<
oL+

e 11
WIJ(h)- 0(.[3 - ;\-";'I(h) Ff\}(h) '

I1.1.6 Proposition.

Soient f = (1) et g = (Jy) deux filtrations de I'annesu A telles que vr(g) et
wi(g) existent. Alors wy(g) < vi(q) oi et seulement si i1 existe un idéal I de A

et un entier naturel m tels que poin tout n 2 monait 1, = J, = L.
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Preuve. S'il existe un entier m et un idéal I teis que I, = J, = I pour tout
n 2 m, alors wr(g) = 0 < v¢(g) = ».Inversement, supposons que w(g) < v¢(g) et

distinguons deux cas. Si v;(J,) <  pour tout n, comme

- W e(Jpay) 7(0) velJp)
V= i ———— — 1
Milghs Im T Ve

, 11 existe un entier N tel que

wildneq) < ve(y) pour tout n2N ; en particulier welJy) < v¢(Jp). Notons
v, = ¥rJp) et w, = v¢(J,). Onaalors Iy, Clw,CahCly, . d'ou Iy, =Tw, = I

En particulier Iy = J, pour tout entier k vérifiant wp ¢k ¢ v
Comme v, 1 <Vp ¢ Viet, Li_’m»vn = w et en prenant m = max(N,wy) et I =Jy, on

obtient I, = J, =1 pour tout n2m. S'il existe un entier N tel que v{(Jy) = ®, on

8 Iy, CJyCIp pour tout entier n ; en particulier, Iy, =Jy =1, pour tout

N
n » wy. Comme la suite (v,) est croissante, on a aussi v, = o pour tout k 2 N,

d'ot I, = J, pour tout n > w,. [1 suffit alors de prendre m = max{N,wpy) et

I:JN.

11.1.7 Conséquences.

(i) Sif et g sont des AP filtrations de A telles que f soit séparée et non
nilpotente, on & we(g) 2 v(g).
(i1) Si 1, g sont des filtrations sur un annesu de Dedekind A telles que f soit

fortement AP et non triviale, on a wy(g) 2 v(g).

Preuve. Notons 1 ={I,) et g=(J,). (i) résuite de la proposition I.1.6 puisque
I &1ant separée non nilpotente, s'i] existe un idéal I tel que

I =1 pourn 20, 0naurait 1 = nl, = {0} ce qui est absurde csr 1 est non
n:o '

nilpotente.
(i1) resulte de ([7], proposition 4.2) et des propositions I.1.2 et I1.1.6.

§.2 L'EGALITE ASYMPTOTIQUE ay(g+h) = min (8r(g), 8r(h)).

Les nombres de Semuel géneralisés ve(g) et wr(g) ont permis d'étendre sux
fiitrations les nombres rationneis £,(1) et L;(J) définis par P. Samuzl pour

des ideaux I et J d'un anneau neetherien A [16].
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Il & &té montré dans ([2], 2.9) que 1'on ne pouvait définir vi(g) et wr(g) pour

toutes filtretions f et g de l'anneau A ; plus précisément v(g) existe si g

est une AP filtration ([2], proposition 2.6) et w¢(g) est défini pour toute AP

filtration f de V'anneau A d'aprés la propositionIl.1.2.
I résulte de 1s proposition 1.1.4, que ar{(g) et by(g) existent dans R,, et

que si vi(g) existe dans R, ona vy(g) = 97(q) et si wr(g) et existe dans R, on
a wy(g) = br(g).

Notations
On notera pour des idéaux I, J de A, f; étant la filtration I-edique,

ar,(0) = ay(0), c7,(@) = bylg), e¢(fy) = ag(y) et be(fy) = bs(3). De méme, nous
adoptans les notations &(g) , by(g), &), by(y)
11.2.1 Remarques

il résulte des definitions I.1.1 que si f = (I,) et g = (J;) sont des

filtrations de 1'anneau A et 1,J des idéaux, alors on a les relations suivantes :
(i) Pour tout entier k21, ona v¢(h,) 2 k ag(g) et we(J) < k by(g).
(i) ag(d) = vi{D) et by(g) = wy(Jy).

11.2.2 Proposition

Soient f et g des filtrations de I'anneau A. Alors ap(g) : 1 =g« T

Preuve
Sotent T = (I) et g=(Jp); comme fy < o' ona a;(,) 2 8ar(g™) 2 n pour
tout entier n> t d'aprés I'hypothése a5(g) 2 1 et la propositionI.1.5. Comme

ﬂf(Jﬁ) = v,-(J:(') d'aprés s remarque I1.2.1 (ii), on obtient

—_ G;‘(Jﬁ) - . - . o -

arldp) = Llfﬂ == Yyt donc vilp) 2 nc'est-a«dire que l'an a J, < I ; 8insi
(=3 oo

gs T

11.2.3 Remarque
La réciproque de ls proposition 11.2.2 est fesusse comme le montre
I'exemple suivant. Cansiderons l'anneau A = 2742, | = fIOI et

g=1=(,);alorspourtoutn: 1, ona I, = 22/42 et
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as(gt)
(g} = lim

e

=0 puisque {r2 1 ;g™ ¢f(N}-g,

11.2.4 Lemme

Soient f et g des filtrations de I'anneau A telles que g scit une AP
filtration de type fini. On a alors ag(g) = E#g) = v¢(g) = Ff(g).

Preuve B
Posons g = (J,). Montrons d'abord que v¢(g) = V-f-(g). Soit (k) une suite

croissante d'entiers telle que g]im K, = = et telle que chaque idéal 'S soit de
—

type fini. Comme vfest la partie entiére de vy, on & pour tout xeA, ve(x) <

. = , - Tl =i Vel t v-{J, ) =inf v (X) Par
vilx) + 1T evelx) « 15 de plus, vily, ) Lr‘]stknvf(X) et vilky) xely, A
conséquent, on & velg) = Vf(g) puisque d'spres la proposition 4.7 de (2]

\’]'(Jkn)

v(g) = hm -Comme a4(g) = v((@) et a7(g) = vf(g). Ona

N~ ee kl’l

a5(g) = 8,g) = (@) : v2().

11.2.5 Théoréme

Soient f et g des filtrations de 1'anneau A telles que g soit une AP
filtration de type fini. Alors ve(g) 2 1 g < T.
Preuve ) _ _

Supposons tout diabord que ve(g) z 1 ; alors ag(g) 2 1 et d'apres la
proposition11.2.2ona g ¢ . Inversement si g ¢ f ¥neIN* ona

g(n) ST gou E?(g) 2 1 etve(g) = Ef(g) » 1, d'aprés le lemme 11.2.4.

11.2.6 Théoreme
Suvient 1, g el h des Tiltrations de 1'anneau A. Alors on & :
(1) 8,(g+h) = min (a;(g), a;()).
(ii) 'Egm(f) = sup (E'g(f), BL(f)).
Preuve
(1) 8) Montrons d'ebord que a(g+h) < min (a(g), 8¢(h)). Comme g ¢ g+h
implique ac(g+h) < a;(g) et h<g+h implique 87(g+h) < a(h) d'apres la
propositionI.1.3, (v), ona a,(g+h) < min (8¢(g), a,(N)).
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b) Montrons que a(g+h) 2 A = min (ag(g), ag(h)) ol AeRs+. Posons

n
g = (Jp), h = (Hy) et Ky = £ Jy Hy-pp. Supposons A>0 et prenons un réel o >0 tel
p=0
- "gf(‘]n)
que A> «. On sait d'aprées la propositionI. 1.4, que af(g) = lim inf I et

Vf(Hn)

El-(h) = lim inf ;i1 existe donc un entier m21 tel que ¥ nam, "’T(Jn) 2 Ne
et ve(Hp) 2 n. Or ve(Ky) 2 min(v(Jp) + v¢(Hy-p)). Don.c si n>2m, on peut
distinguer trois cas ; si pam, ona v¢(Sp) + ve(Hp_p) 2 (n -plox ; si pam et
psn-m,ona veUp) *+ ve(Hn-p) 2 ne. enfinsi pon-m, v¢(y) + ve(Hp) 2 pex.

Dans tous les cas, on & : ve{Jp) + ve(Hyp) 2 (n -mlix, d'ol v(Kp) 2 (n -mex , et

v(Kp) (n-m
0 > liminf

comme 87(g+h) = lim inf =aona ag(g+h) 2 A,

(i1) Comme a4(g) = b=17f7 (proposition 1.1.8) et en utilisant (i) on a (ii).
g\

§.3 ETUDE DE LA CLOTURE ASYMPTOTIQUE T .

Le théoréme suivant a été etabli par le Professeur D. Sangaré [17] .

11.3.1 Théoréme
Soient f, g et h des filtrations de 1'anneau A. On a

() f«f
(i) =T
(iii) Si f<g alors Teg
(iv) T gsfg
(v) SiThs<gh et feh alors T g . (Lai de simplification pour la cléture

asymptotique;.

Preuve
Ces proprietes se demontrent sens difficulté. Quasnt 8 la loi de simpli-

fication, la relation Tg < gh implique T2h ¢ Tgh ¢ g2h et par récurrence
f"h < g™h < g1 pour tout entier neIN*. Donc nﬂnh(x) < n.?qn(x) = if_g(x) pour

{ Ve ’ -]_ 3 *
aut xe A car vqn(x) = vglx), pour tout nein® .

~
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: — lim — — ‘
(Remarque 2.5[2]).5i f ¢ \ﬁ; alors vf(x) = 0= venplx) ¢ vg(x), pour tout

xeA. (Carollaire 3.4[2]) - donc T¢q.

[1.3.2 Lemme
Soient f, g des filtrations de 1'anneau A. Alors on a:

() T (TP et TN =T pour tout réel r 0.

(1) 70 = 1” , pour tout entier 0

iy
(if) Tg=1§=Tg
Preuve
(i) Soit f = (1) elors T= () = () et i = Urap = Ip 35 avec
x_m‘ = {xeA ; ve(x) 2 Traj}. Si T = (K, Ky = {xeA ; Jf(r)'f-ﬁ) 2n}=
{xed ; Vi(x) 2 rn}. I < T et comme (1) <7< V) ona TL1) = T

(i) Comme r est un entier > 0 alors 7= () = ) et T\ = () avec
Trn = {xeA V() 1ok ST TT = (K, Kp = {xeA V&) 2n} =

{xeA; V() 2 =1, doll L) = TIF) et on déduit Tird = TN = fir) pour

tout entier ryQ.

—_—

(iii) de fg<Tge¢T g¢fg (théorémeli.3.1)ona fg-= Tg=T1g

11.3.3 Propositicn

Pour toute filtration f de A et pour tout nombre réel s >0 et pour tout réel
txona:
(1) 10 = 10s) (U
(i) (G (O 2 qst)

Preuve Montrons que 1C+0 ¢ () ({0

I | [
'_V'.f(e:)f(t)m : Vf(s)("() +'_va(1.)®

v xed (remarque 3.1 [2])

| ) [ fG+1) Joi
Vieyo® C1 o T TV
f Vit T Yito 160

~

s_
|
Vels ) (1) (%) 2 oil velx) = Ve(s+1)(x) donc on g



———

73*—'3 < (8 1 (1) ()

Comme f{8)(t) ¢ fls+t)

alors 108 (0 ¢ ({s+t) (2,

De (1) et (2) on déduit 1570 = {0 (0,

| 1 —
(iii) Corme pour tous reels tet s>0, Vf(sf)(X) = —t-vf(x) =1 Vit &) (%)

= ¥, ()0 (X) glors on & (1€s)) (O  flst),

I1.3.4 Definition

Deux filtrations f &t g de l'anneau A sont dites prejectivement
aquivalentes s11 existe un rationnel r>0 tel que ?ff(x) = rVg(x), ¥ XeA.

La relatior ainsi dafinie est une reiation d’équivalence sur F(A)

I1.3.5 Remarque
S1 geux filtrations i et g de 1'anneau A sont projectivement équive-

lentes alors il existe un rationnel 530 tel que = §(§T

En effet il suffit de remarquer que vg(s)(x) = g(x)

Notons par B 1'ensemble des AP-filtratons séparées, non nilpotentes de
I'anneau neetherien A.

11.3.6 Proposition
Soient f et g des élements de B . Alors les assertions suivantes sont

equivalentes.

(i) T=9

(i1) ap(g) = bylg) = 1

Preuve. Montrons que (i) implique (ii) : T =g implique Eg(g) = '6'g(g)

= Ef(g) = ar(g) (Lemme11.2.4) et comme 1 = Eg(g) {corollaire 4.7, [2]) alors

— . -, — 1

37(g) = 1. On déduit que ag(t) = 1. De bg(g) = =T {proposition1.1.8) ona
- g\ 3

be(g) = 1. Montrons maintenant que (ii) implique (i) :
ag(g) = 1 implique g < T (propositicn11.2.2). De belg) = 1 ona 8q(f) = 1 car
1

belg) = —g(f) d'ou f¢g et parconséquent T = E.
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CHAPITRE III

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU
DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES

§.1 DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES ET FILTRATIONS FORTEMENT AP.

Sotent f et g des Tiltrations de l'anneau A. Dans le chapitre I, §1, nous

aveons défini les déviations asymptotiques es(g), Ef(g). Soit g = (J,), nous
introduisons les nombres d¢(g) = rs)u;ljm*(n 'a"f(g) - vf(Jn)) et Dg(g) =
[

ﬁu?N*(wf(J") - nby{g)), pour 1’étude des déviations asymptotiques ef(g) et
[

Ef(g). Soient I et J des idéaux de T'anneau A. Si g = fyla filtration J-adigue on
note d(g) = d(2), Dr(3) = D¢(g), e(g) = er(), Ef(Q) = E¢(0) et si f =1} onnote
df(g) = dI(g), Df(g) = b](g), Ef(g) = Bl(g) et E‘(Q:' = EI(Q)

lL1.1. Proposition
Scient f = (1) et g = (J;) des filtrations de l'annesu A. 51 f est une

filtration fortement AP de reng k alors ona :
(1) dy, (=R si et seulement si dr(gleR.

(i) Dy, {g)eR si et seuiement si Di(gleR.

Preuve (i) Déemontrons que Av (a)Up) < ve(Jy) < AveayUp) +1) +1,
vnelN,¥AeR",.

a) Montrons d'abord que v¢(J,) = w si et seulement si ve(a)(Jp) = .

En effet si ve(a){Jy) =0 alors J, €I (-, ¥ reiN donc ve(p) 2 D ArT 2 Ar
d'ou v¢{J,) = = 5 ve(Jy) = walors ve(3,) 2 p, ¥ peIN et J cl,,
¥ pelN 000 J, C Iy -, ¥ reli® et vAeR ™, et v (a)(J) 27, ¥ reiN® donc

V(a)Jp) = . On déduit que v{(Jy) = « si et seulement si Vi y) = wet si

'une des assertions équivalentes est verifiée on a:
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AV Und € vy S ALy (y) +1) 1, reR*, .
b) Supposons que = v ayUp) € N Jy C L oy 8L Ty 4y d'oll

ArcTArT e veQUn) <A G+ 1)1 Alre1) +1, vieR*, ona A Ve(a)Up)
<upa) €A vay@p) +1) +1, v ReR™,

¢) Montrons maintenant que dlk(g)elR si et seulement si dg(g)eR. Comme f
est fortement AP de rang k, 1¢*) = 1, alors

k vy (p) £ vilpd « k(v Q)+ 1) +1, etona

kvy, Up) = 87(Q) < vely) - 8¢(g) « klvy 3p) +1) - aglg) + 1, d'od

kvy, Q) - kEIk(g) ¢veldy) - aglg) < k(vy (p) 1) - ka Ik(g) +1, car

kElk(g) = ka (gl = as(g), (propositionl.1.5) et ona:

k(v Op) - 1 Elk(gﬁs v(Jp) - nag(g) < klvy () - naq () + Kk + 1

<vgQp) - na (@) + k+1, v neIN* doll kdy (g)- k- 1 < dg(g)

4 kdlk(g) et par conséquent kdlk(g) < dg(g) < kdlk(g) +k +1 ¢dc(g) + k+ 1 car
o, (9} = SUp. 5 (nay (g) - vy, Op)) et delg) = sup (na ((g) - v¢(Jp)).

On déduit alors que : dIk(g)eIR si et seulement si d(g)eR.

(i) Pour démontrer (ii) nous allons établir que .

AWoayUp) - A we(lp) €A weyUp) + 1, ¥ neIn, vAeR",.

a) Montrons d'abord que w¢(J,) = ® si et seulement siw (3){J,) = . En effet
si wru)(J,,): w alors B=1{r, IFar- € Jo) = @, supposons wf(Jn) = peiN alors
il existe seiN tel que As :pdoll I” As 72 p, I-as €€ alors fzg
absurde donc we(Jy) = . Si 8= w )(Uy) < alors I, - €y et

welp) < 1A 5] <o Donc welly) = wsi et seulement si wy(J,) < w et sil'une
des assertions equivalentes est verifieeona :

A ey Oy) - & cwgldn) <Aw ) +1, ¥ neIN, vieR™,. On déduit que

wf(Jn)e (N si et seulement si wrm(Jn)e IN.
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b) Supposons que =W (a)p) € NI o € Ip 8L Iy (puy d'ou
AMr=1) s TA (=171 wiQp) < TAFTT < Ar + 1, vieR*, ona:

AW ayUp) = A ¢ W) €AW ayUp) +1, ¥ Ae R™.

¢) Montrons maintenant que : Dy (@) «R si et seulement si Dr(gleR.
Comme f est fortement AP de reng k, (%) - 1,

alors kwy, () -k s we(Jp) < kwy (Jp) + 1, ¥ keIN* et on o

kg, Gp) - B (@) - ks w(3y) - nb (@) < k wy, (Op) - nb ((g) + 1, ¥ keIN*
kwy, () - knby, (@) - k < we(p) - nb ¢(g) < k wy, (3,) - knby (@) + 1, ¥ keiN*
car kHIk(g) = kEf(k)(g) = by(q), (propositionI.1.5) et ona:

kiwy, () - nEIk(g)) -k < weldp) - nb ((g) < klwy () - nHIk(g)) + 1

¢weldy) -nb (o) +k+ 1, vkelN* et vnelN* comme

Dlg) = ggllaN*(wf(Jn) - nb ((g)), et Dy (9) = ﬁg?N*(Wlk(J") - nby, (@)},
KDy, () -k ¢ Dy(@) < KDy, (@) + 1 ¢ D¢(g) +k +1. On déduit alors que

Dy, (@) R si et seulement si Dg(g) eR.

Solent I et J des idéaux de l'snnesu A. Si ls filtration adique fI est

projectivement équivalente & fJ, nous dirons que I est projectivement

equivalente a J. L'1déal 1 est dit séparé si la filtration adique fy est separeée.

L’idéal I est dit régulier ¢’il existe ael tel que a ne soit pas un diviseur de

zéro dans A. Soit I un idéal, séparé, regulier de 1'anneau nethérien A, notons

U(1) 'ensemble des idéaux séparés, réguliers de l'anneau A, projectivement

gquivalents a1

Nagata a montré dans ([12], théoreme 8), gue les déviations asymptotigues

g1} et E/(J) cont des reels positifs si Ie UQJ).

Dans cette partie nous allons étudier 1'existence de ec(g) et E;(g) dans R4 .

111.1.2. Lemme

Soient J un idesl de I'anneau neethérien A, f = (I,) une filtration forte-

ment AP de rang k de 1'annesu A telle que 1,eUQ)) . Alars :
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(i) e} eR4
(ii) E¢() eR+.
Preuve.
Remarquons que comme v¢(J) = a¢(J) et wy, (1) = by, (), (remarques 1.2.1)
alors eg(J) = d;(9) et O ) = £, ().
(i) Montrons d’abord que e((J) eR.. Comme dlk(J) = 9Ik(~') eR+ (théoréme 8,

(12]).
Et comme dlk(J) eR si et seulement si d;{(J) R (proposition III.1.1). On déduit

que e;(J) €R.+ car eg(J) = dsQ).
(i1) Montrons maintenant que E.(J) eR. . Pour deux filtrations f = () et
g = (Jn), nous allons établir aue D(g)< E (@) < Eqg)<ID(g)l +1.
8) Montrons d'abord que D(g) < E(g). Comme w (3,) < bf(g(")), ¥ nelN*
(proposition 1.1.3, (iv)) ; wf(Jn) - anf(g)é bf(g(")) - nb¢(g), on a alors
D((g) < Elg).

Montrons ensuite que E(g)= IDs(g)l +1. Posons fi=IDs(g)l alors

welp)-nbe(@) < B, ¥V neIN*, w () <knbe(g)+ B, ¥ KeIN* €LV neln.

1 Py B. .- o - 1
Ona —weQyp)s Kby(g) + < Kbe(g) + p d'ol E‘é‘fu*rwf“k“)/" | =15 =weQyp)
< kﬁf(g) + B. Comme bf(g(k)) = ggﬁN,l_Wf(Jkn)/"-l , (proposition1.1.3 (iv)) on

a. bf(g(k)) -1z kh—f(g) +f d'ol Eg(g)=ID(g)l +1.D'olsi g=1; ona
D; (1) <€, () <D, (0] +1

Comme E;, () R+ (théoreme & [12]). Et comme Dy, (1) = Ey, (e R si et
seulement <i D;(J) € R (proposition 11.1.1). On déduit que E¢(J)eR car si
Dr()eR et comme Ds(3) < E¢(3) < ID¢(I)| +1, ona Ef(DeR.

III.1.3. Théoreme

Soient f ={1) et g = (J,) des filtrations fortement AP respectivement de
rang k et s appartenant & B telle que I,eU(J,). Alors
(1) e;(g) eR+ .



(ii) Ef(g) eRs4 .

Preuve (i) a) Nous allons établir que : d.(g) < ec(g) < ld (gl 1, (¥).

Montrons d'aborc que d(g) = e (g). Comme velp) 2 af(g(n)), vnell*

(proposition1.1.3;. (iii) , on & nag(g) - ve(p) nas(g) - af(g(n)).
On déduit alors d.(g)< e(g) cer d.(g)= ﬁglljn*(n a(g) - v((3)) et

, = (n)
ec(g) = ﬁg?N*(naf(g) - 8,(0")).

Montrons ensuite que ef{g) < Id (@)l +1. Posons B= |d(g)l alors

nEf(g) - viUp) < B pour tout entier nz1, d'ob vpQyp)z kné'f(g) - B pour tout
| - -
entier k =1 et pour tout entier nz1. Ona — ve(Jyn) 2 kag(g) - -Ez kag(g) - B

\ 1 1 -!- .y -
donc inf LoviQgp)l +1 Zﬁréﬁm( —v¢(Jgn)) 2 kaglg) - p. Comme

(k)y _ . 1 . . .
af(J )= Illléfm* Ln wf(Jkn)_I, (proposition1.1.3) ; on obtient

af(J(k)) + 12kag(g) -p donc ec(g) < Id(@) + 1 et on déduit
de(g) = e (g) = Id(g)l + 1

b) Prouvons que : de(g)< 0 implique O < es(g) < 1, (**).
Pour cele posuns : Ag(g) = sup {reR™, , g ¢ f{r} ou 0 si cet ensemble est

vide.
Remsrauons que a.(g) = LA{g)_|. Par conséquent on a

- 1

Af(g)(")) Comme kA(g) < Af(g(k)) ¥ keIN* ; on déduit

1) Montrons d'abord que dy(g) < 0= Ef(g) = Ag(q).

Soit dglg) = sup (na (@) - v (Un))<0. Si 85() = 0 ona &.(g) = Ag(g) car
aclgl<a (gl Si Ef(g}f © d,(g)<0 impligue nEf(g)s v(Jp) = wdonc Jy € 1y,
vpel® etona gs (M), v reR*s d'ol Ag(g) = . & t‘Tf(g) =reR*, d(g) s U
implique "ra(g)7 = veUp) alors 3, € 'l'na_f(g)'l’ vnen® dol g=<f® et on a

a(9) = Adlg) 6t comme A(g)s ag(g); on a Ar(9)=a(g).
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2) Remarquons que 8.(g) = Ag(g) implique 'a—f(g(k)) = Af(g(k)) v kelN* En
effet comme A-(q) <8,(g) , alors Af(g(k)) < Ef(g(k)) , ¥ kel et ka(g)=
k) < Adg™ ) <a(g™) -k (g), vkenx donc g g™ = A,

3) Montrons ensuile que d(g) < 0 implique 0<egg)<1.Eneffet de(g)s 0
irmpligue A(g)=a,(g) et comme af(g(k)) < Af(g(k)) < af(g(k)) +1, ¥ KelN*

slors 0 < kEf(g) - af(g(k)) <1 donc si d(g) < O alors ec(g) = 1 cor

ec(g)= iueﬁn*(n?f(g) . af(g(n)))-

c) Montrons maintenant que eq(g) =R.. Comme g est une filtration

fortement AP de rang s de I'anneau A alors pour tout entier n21 il existe un
entier g, tel que sq, < n < s(q, +1), (%%x)

eLon 8 Jy(g +q) €Iy C s FOU vy ) € vldp) ¢ Villp(q,+ 1)) BLON B
nB—I(g) - Vf(qun+1) < nEf(g) - Vf(Jn) < ngf(g) - Vf(qun) car JS! = JS}!’
p = n—, ¢ _ —
v 2eIN*. On déduit nag(g) - vo(p) « £ 8(g") - v, M) car &(g"*)) = s3(g)
et comme g = (J,) est une filtration fortement AP de rang s alors
89" = 8(Js) et (xxx) implique nag(g) - v¢(J,) < (ay+1) B5(J) -v,(1,5n) et
nap(g) = ve(J,) < g, 87(3) - vg(3,9n) + 3,(35); (1),
IyeUUs) implique que 8;(J,) €R+ ; (Temme 11.3.6).
S1ay=0alors g 8;(J) - vi(J9n) + 8(J,) = re Ry, (2).
De (1) ons nag(g) - vi(y) < de() + a(5;) eRy car d(J,) = ec(J;) eRs |, (3)

Lemme 1I1.1.2). De (2) et de (3) on déduit que

] E!-f(l;l) - "'f(Jn) ¢ sup(df(Js) + Ef(J-,“ ; r).
‘oL (q) -¢ 8. -yl
Do de(g) = .ngtllN*(n 8r(g) - velJ)) 2+ (%xxx)
(%), (%x)et (*xxxx) impliquent que ec(g) eR+ .
{11} 8) Nous allons d’abord établir que : Df(g) < O implique ¢ = Er(g) <1,

Pour cela posons :
Be(m =sup (reR™, , 1" < g} ouw si cet ensemble est vide,



Remarguons que b,(g) = 1"B(g)"1
— ] :
Par conséquent on & be(g)= lim —Bf(g)(")) .Comme pour tout reR™ et pour
2+l

tout k etn*, (F(P)K) 2 (lrk) on g Bf(g(k)) ¢kB(g) ¥k eln* et on déduit
be(g) = B,(g) < by(g).

1) Montrons que Df(g),ﬁo implique B_f(g) -Bf(g).

Si by(g) = w alors by(g) =6,(g) cer by(g) <B (@) . Si by(g)z e,
D¢(g) s 0 implique wf(Jn)sxﬂJ_f(g), ¥nz1 donc Irnﬁf(g)’] c ]Wf(Jn)C‘] ,
vnzl d'ot ((b(g))sg donc By(g)< by(g) et comme Bi(g) <B,(g) one
ET(Q) =Bf(g).

2) Montrons ensuite que Df(g) <2 0 implique 0 < Ef(g) < 1. Eneffet

D{(g) =0 implique by(g) = B((g) et comme bf(g(k)) < Bf(g(k)) ibf(g(k)) +1,
vkel*, oha 0< bf(g(k)) - kEf(g(k)) < 1 carkb(g)= Ef(g(k)) = Bf(g(k)).
Comme E(g) :f&*ﬁn* (bf(g(n))- nb;(g)), ona: D¢(g) < 0 implique 0 < Eq(g)= 1.
b) Montrons maintenant que E(g) R+ Soit g = (J,) une filtration fortement
AP de rang s de 1'anneau A alors pour tout entier n »1 il existe un entier q,
tel que sq, <n<s(g+1), ().

Ona Jy(q,+1) €3 € Jsq,, 00U Welyq ) € we(Jp) ¢ Wls(q +1)) L ON B

w3 - nbylg) « wels) - nb(g) < wi(8n+ 1) - nby(g) car 5, =1 %,

On déduit = wi(Jp) - nbg) « w39+ 1) - nby(g) et

wil0,) - n bi(g) w1 I+ 1) - (n/s) bi(g")) car bi(g¢*)) = s bs(g) et comme
g = (J,) est une filtration fortement AP d'ordre s alors Ef(g(3)) = be(J) et

(*) implique w(1) - n Br(g) < w9+ 1) - (q,) B;(J,) etoona: well ) - n
by(g) « w33+ 1) - (g, +1) By(I,) + Bp(3,) et w(3,) -~ n brlg) < Deldy) + bir(y) ;
dou D) = ﬁg?N*(w'v'f(Jn) - onobelg) < D)+ By, Ey, Us)
=Dy Us)eR4 et Dy(y) e B (voir lemme I1.1.2 et 1a proposition NL1.1). On &

aussi by{J,) =R+ (lemme 11.2.6). Par conséquent De(g) 2 4. -
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Comme Dy(g} ¢ E((g) < ID(g)l +1 et Dg(g)= 0 implique O =< Eflg)< 1,
on déduit que E¢(g) R+ .

§.2 FILTRATIONS DANS UN ANNEAU ET DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES
BORNEES

Rappelons que B est T'ensemble des AP filtrations séparées, non
nilpotentes de 1'anneau neethérien A.

Soit g une filtration fortement AP de rang k séparee, non nilpotentes
de 1'anneau ncethérien A, Notons par Q,(g) l'ensemble des filtrations
fortement AP de rang k, separees, non nilpotentes de I'anneau ncethérien A
projectivement équivalentes a g.

Dans toute cette partie nous ne considerons que des filtrations qui
appartiennent @ B . Supposons g fortement ncethérienne et notons S{g) le

sous-ensemble de Q,{g) formé des filtrations fortement ncethériennes de

I'anneau ncethérien 4. Donc tous les éléments de Sfg) sont projectivement
equivalents & g. Posons : e(g) = suple(q), TeS(q)} et ~(g) = sup{E(g), fe S(g)}.

Dans cette partie nous allons etudier e(g) et E{g). e(g) 2 0 et E{(g) 2 0 car
es(@) 20 et E(g) 2 0.

II1.2.1.Définition. {voir définition 4.1 [8)).
Sotent 1 = (1) et g = (J;) des Tiltrations de 1'anneau A avec f < g. f est appelée

une réduction de g s'il existe des entiers r21 et 520 tels que J,,, = J, I, pour

tout entier n:s.

22 Lemme

Soit f est une réduction de g alors :
(i) il existe un entier k21 tel que pour tout n:k ; gk 2 g0 g,
(i) =g
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Preuve. (i) Si f = (1) est une réduction de g = (J;) 11 existe un entier k21
tel que pour tout entier mz1 et pour n2k, Jyepeny = ImkImp €L ON 8

g™k = g (W (yiir 1°) de 1a preuve du théaréme 4.6, [8]).
(i) g+ = g8 (W ¢ 10 ympiique vg(n+k)(x) CV(ny{x);¥reh ona:
(n/n+k) Fg(x) ¢ vi(x) ; si nw alors Fg(x) ¢ ve(x) et comme f<g, on déduit

Vq(x) = Vi(x), v xeA dol T=4

I.2.3. Definition
(voir [6]). Soit f = (I,) une filtration de I'anneau A. Un élément xe A est dit

entier sur f si x verifie une eéquation de ia forme :
KN+ a1x“" + tazx"’2 +-+ 8. = 0 oll ge I pour i =1,.n Lensemble des

gléments entiers sur 1*K) est un idéal noté Pk(f). La filtrstion f* = (Pn(f}) est
appelée 1a cléture pruferienne de f.

1.2.4. Lemme

Soient f et g deux filtrations ce l'annéau neethérien A avec f<g telles que {
soit fortement ncethérienne et g neetherienne. Les assertions suivantes sont
equivalentes :
(i) f est une réduction de g.
(iNf=-g

Preuve. Ona f* =T et g* = gcarf et g sont fortement AP, (voir [6],
proposition 4.7) et comme P(f) = P(g) si et seulement si f est une réduction

de g (theoreme 4.6.8]), on achéve 1a demonstration.

Considerons les deux conditions suivantes qui nous permettrons
detudier e(g) et E(g). |

LCondition |Ny. Etant donnee une filtration geF(A), il existe un entier

r=r(g) tei que pour tout entier m>0 et toute filtration f reduction de
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g™ ; on. ait g™ (M g penr.

Condition IN». Etant donnée une filtration geF(A), il existe un entier

s = 3(g) tel que pour tout entier m>0 et tout entier n>0, gt (wrs) g("‘").

111.2.5. Proposition

(i) Si e(g) eR+ slors g verifie la condition INy.

(i1) Si E{g) eR4+ 8lors g verifie g condition IN2.

Preuve.

(i) Supposons que e(g) € R+. Soit f une réduction de g™ alors

= g("'). (Lemme 111.2.2), d'ol af(g) = 1/m, (lemme 11.3.6). Pour tout entier
nzione:r="Te(@7 2(1/m) (mn+mr) - a,(g™ *M) et on g

a(glinn +Mr)y » n c'est-a-dire f{Mntmr) o oM+ ¢ (0 donc g vérifie la
condition INj.

(ii) Supposons que E(g)e R+ nous montrerons que g satisfait & la condition IN

svec s = s(g) = [E(g)7; soit un entier m>0 et h = g™ on s
bp(g) = 1/m (1zmme 11.3.6). ¥ neiN* ; (g{M)M = gl g'oy by ((glMmHM) =
bp(g{™™) et s 2 b((gl™(M) - 1B (g(M) = by, (gMMy - mnby,(gMy) =

br,(gt™™) - n, on & : n+s » by(g™M) dou (glm)(n+s) - pln+s) n(nlg™™)

(™M) et g satisfait & 1a condition INg.

II1.2.6. Remarques
(i) Si ef(gleRs alors ef(gleR. et ef(g) 2 es(g).

(i1) SiEg(gleR+ olors E;(g)leRq+ et E¢(g) 2 E+(Q).
En effet (i) Pour fe S(g), pour tout entier n21 ; a;(g ™) « a(g)™) car
1< g et comme a,(q) = &(g), (lemme 11.3.6) on 8 na(Q) - af(ﬁ(“:') 2

nég(g) - 8;(g)XM) et on déduit que si e;(7) R, slors er(g) eRy et
erlg) 2 eg(g).

Le (ii) se montre de 1a méme fagon.



I11.2.7. Remarques. Svit gunélément de B .
(i) Si e(g)eR+ alors e(g®)eR., vs=iN* et e(g) 2 e(g®).

(ii) Si E(g)eR+ slors E(g®)eR., ¥seIN* et E(g) 2 E(g®).

En effet (i) Soit fe S{g), pour tout entier n21 et pour tout entier s21
nap(g™) - ag((g™)X™) = snaglg) - a,(g®™) < e(g) et one: (@) <e(g) car

pour tout entier n > 1 et pour tout entier s21; (g™ = g par conséquent
si e(gleR, alors e(g™) eR. , vsein* et e(g) > e(g®).

Le (ii) se montre de la méme facon.

I11.2.8. Lemme.
il existe un entier d = d{(g) » 0, tel que pour tout feQ;.q), \¥= gT’_“jl pour

un entier my0.

Preuve
Soit feQy(g) i1 existe des entiers s et r>0 tel que sv(x) = rUn(x)

v neA. Comme f et g sont fortement AP de rang k alors on a:
100277, g = 1, et on obtient skvy(x) = rkVg(x), v xeA ; d'ol

sV () = v o(x) , ¥ x=A. Par conséquent s?lk(x) = rVJk(x), ¥ xeA car

g
Vr(k)(x) = Vlk(x). On déduit que I,eU(J) Soit (1)g la cldture intégrale de

I'ideal 1. Comme i1 existe un entier ¢ = d(J) » 0, tel que pour tout

LeUl), 0Ys= ('™ pour un entier m>0, (lemme 1.1 [11]), on a
(l/d)ﬂk(x)z(l/m)ﬂk(x) vxeA Dol (178 qy(x) = (I/m)Fg(k)(x), ¥ xeh et

on déduit Vf(d)(x) = Vg(m)(x), ¥ xeA donc i1 existe un entier d = d(g), tel que

pour tout TeQy(g), 1@ g—(ﬁl
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II1.2.9. Theoreme.
E(g) eR+ si et seulerment si g verifie la condition INz.

Preuve

En utilisant 1a proposition 11.2.5. 11 suffit de meatrer que si 1] verifie la
condition IN2, alors E(g)eR+. Supposons que g vérifie 1a condition INz avec
s = s{g). Soit TeQy(g) on 6,767:5(?“)__ d etant 1'entier du lemme II1.2.& pour un
entier m»0. by(g) = d/m (lerame IL.3.6). Pour tout neiN* on peut trouver un
entier qeIN tel que mg < n < mig+1) ; (f@) @+s+1) - (da+s+ 1)) ¢ F@ (ges+1) -
gD gtm@+ 1) ¢ g0 oy be(g™) < digs+1) donc be(g™) - nby(g) ¢

d(qrs+1) - nd/m ¢ d(q+s+1; - dg=d(s+1) et ona: E(g) ¢ d(s+1) donc E(gleR..

11.2.10. Proposition.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E(QeR..
(i) 3neiN* tel que E(gM) eR.
(iii) v helN*  E(gM) eR,
Preuve Montrons que (i) implique (iii) comme E(g) » E(gM) pour tout
helN® (voir preuve des remarques II.2.7) alors si E(g)eR.+ on déduit que
E(g™) e R+ pour tout  heIn®,
(iii) implique (ii), c’est évident.

Montrons maint=nant que : (ii) implique (i).
Supposons qu’il existe helN*tel que E(gM)e R, alors gt vérifie 1a condi-
tion INz, (théoréme 111.2.9). Soit s = s(gtW). Pour tort neIN*, il existe un
entier g tel que vh <n<h(g+!) et commeg—('-“-) = g ™ pour tout meIN*, (lemme
113.2) alors; g (m (n+h(s+ 1) - gmln+his+ 1)) ¢ g(mgh+his+ 1) - g (hmig+(s+ 1) _
(g (hmyla+s+ 1) (g (Mg+(s+ 1) ¢ glhm(g+ 1)) - g(mhg+ 1)) ¢ glmM)  gpey%

donc g vérifie 1a condition INgz, s{g) = h(s+1) donc E{g)eR., (théoréms I11.2.9).
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11.2.11. Théoréme.
Soit ge F(A) une filtration fortement neethérienne telle que la filtration g

soit neethérienne.
Alors :e(g)eR, si et seulement si g verifie la condition IN;.

Preuve

Si g est une filtration neethérienne alors -gm-j est neethérienne pour tout
meIN* car E(_'-‘T).: g ™ pour tout meiN* (lemme 11.3.2). Montrons que si g vérifie
la condition Ny, a.ors e{g)eR.. Supposons que g vérifie la condition Ny. Soit
feS(g) ona: @ =g g étant I'entier du lemme .28, 1@ est une réduc-
tion de?)("‘-) , (voir Temme 11.2.4) et a¢(g) = d/m, (lemme 11.3.6). Pour tout
entier n2m(r+1) ol r = r{g) dans la condition Ny, on peut trouver un entier

qeiN* tel que :
m(g+r)s n < mg+r+1) on & : g 5 gM@+r) ¢ (@YD - (@D glors ag(gM) » dg

d'oli nag(g) - af(g(")) < (nd/m).- dq < (m{g+r+1)d/m) - dq ¢ d(r+1), pour tout
entiernam(r+1)ona:

nas(g) - ag(g™) < d(r+1), (1).
Pour tout entier nam(r+1), nag(g) -ar(g!™) < nag(g) < m(r+1)d/m = d(r+1), (2).

De (1) et de (2) on déduit alors que pour tout entier n21 ;
nag(g) - ag(g'™) < d(r+1) et comme r et d dépendent seulement de g,

naflg) - ag(g™)eR+ d'oll e(g)eRs..

[11.2.12. Proposition.

Soit g une filtration fortement neethérienne de A telle § soit
netherienne alors :
(i) :e{g)e Ry si et seulement si e( )eR.,.

(i1) 1 E{@)e R+ si et seulement si E(Q )eR,.
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Preuve.
(1) Comme e(g) 2 ec(g), (remarques 111.2.6) alors e(g ) 2 e(g), on déduit que si

e(g )eR. alors e(g)eR..

Nous allons montrer maintenant que si e(g)eR+ alors e(g JeR4. I
suffit de montrer que si g vérifie la condition INy alors g en fait de méme,
(theoreme 11.2.11). Supposons que q vérifie la condition IN; avec r = r(g).
Comme g est une réduction de g alors il existe ueiN* tel que g(W.g (W -

‘§(“*“), vnau (woir remarque 111.2.2 et lemme 111.2.4) d'ot g (U+M) ¢ g, wnay,
Soit f une réduction de g{™ pou: un entier m>0. Comme g™ = g (M pour un
entier m»0, alors pour tout nelN¥,

(g(m))(r.+r+u) - (a(m))(mnu) - *g-(m(r.+r+u)) ¢ g(m(n+r+U)’U) ¢ g(m(n+r)) ¢ ()
la derniére inégalite provient de 1a condition INy appliguée & g. On déduit que
g setisfait 8 lu condition INy avec r(g ) = r+u.
(i1) Comme E((g)2E.(g ) on & : E(g) 2 E(Q) (remarque IIL.2.6 et un déduit que
51 E{g)e R+ alors E(g )eRy.

Mantrons maintenant que : E'(gleR+ implique E(g)eR. . Supposons que

E(g )eR. alors g remplit 1a condition IN,, soit u utilisé en hsut et

s = 5(g ) tel que pour tout entier m>0,

at?l)crﬁ'tH‘s) - -am)'(n+u+3) < g(m(n*‘ U)) < g(rn(N+U)‘U) < g(rﬂn) Vn E'N* danc g

vérifie 1a condition INy, avec s(g) = s+u et le théoréme 111.2.9 implique que
E(g)e R+.

111.2.13. Proposition.

Soit g une filtration fortement ncethérienne de A telle que g soit
neethérienne. Alore les ascertions suivantes sont équivalentes

(i) E'(.Q)EIR+ .
(11)  IheIn* tel que elg™) e R,
(i11)  vheln*, e(g™) R,
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Preuve. Montrons que (i) implique (iii) e(g) 2 e(@™) pour tout hein* (voir
preuve des remarques 111.2.7) et on deduit que e(g)e R+ impligue

e(g'™)eR+ pour tout helN*.

(i1i) implique (ii), c’est evident.

Montrons maintenant que (ii) implique (i). S'i1 existe heln* tel que
e(g™) e R, alors g setisfait & 1o condition INy avec r = r(gM), (proposition
I1.2.11). Soit [ une réduction de g™, Comme g™ = (M (lemme 11.3.2) glors
(N est une réduction de g™ (théoréme 4.6 [8])et
((g(h))(m))(nw) - (g(hrn))(mr) ¢ (f(hY(n) _ ¢Chn) (1)
car ¢'M satisfait & la condition INy. Pour tout neln, il existe un entier q tel
que gh < n<h{g+1), enutilisant 1a relation (1) ona:
glmin+ hCr+ 1)) ¢ gtmeghs htr+ 1)) ¢ (g(h))(m)(q+(r+l)) ¢ r(hig+ 1) ¢ f(m)
donc g satisfait & 1a condition IN; avec r(g) = h(r+1), en utilisant le théo-

remeIll.2.11 ona:e(geR..

I11.2.14. Théoreme.
Soit g une filtration fortement neethérienne de A telle que g soit
netherienne. Alors :

() e(@eR+ = e(NeR4 pour tout re5(g)
(i) E(@)eR+ = E(NeR. pour tou? feS(g).

Preuve.

(i) Soit f=5(g) il existe un entier d = d(g) » O, tel-que 1 - q—fT“Y pour un
entier m>0, (lemme N1.2.6). Si efg)eR+, de la proposition IL.2.13 on déduit
que e(g™)e R+ et en utilisant 1a proposition 1.2.12 an a: e(g™) = e({®)eR,
et e(f)eRy, (pronosition111.2.12).

(i) Soit feS(@) € Qilg), i1 existe un entier d = d(g) > O tel que 0 g;("_”
pour un entier my0. Si E(gleR.+ on déduit que E(q'™)eR., (proposition
1.2.10). En utilisant la proposition 11.2.12 on a : E(g™) = E(f@D)eR, ot

E(f)e R, (proposition N1.2.10)



43

M.2.15 Théoréme.
Soit A un anneau de Nagats intégre et g une filtration fortement
neethérien:.e de A. On o alors :

(i) e(g) eR, si et seulement si e(g JeR+.

(i elgleR, < IhelNn*/ elg)eRs < vhen*, elgMeR,.
(i11) Si e(g)eR, alors e(feR, pour tout feS(g).

(1v) E(@)eRs = 3hein* /E(gleR+ o vhen*, E(gM)eR.,.
(v) v¥heln*, Eig)eR, siet seulement si E(g")eR..

(vi)SiE(g)e R4 alors E(fle R+ pour tout feS(g).

Preuve.

Ona g = g* car g est fortement AP, {voir [6] proposition 4.7). Comme s
filtration g cst fortement neethérienne alors g est ncethérienne et comme A
est un anneau de Nagata, intégre et g < g alors g est nethérienne (propesition
49 [6]. En utilisant les propositions M.2.10, 11.2.12 ; N1.2.13 et les

théorémes 11.2.11 et 11.2.14, on 8 (i), (i1), (iii), (iv), (v) et (vi}
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CHAPITRE IV

NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES V’(B) et W’(B)
SUR UN MODULE

8.1 ETUDE DE ¥y(gM) ET DE Wyp(gh)

IV.1_1 Définition

Soit A un annesu commutatif. Une filtretion du A-module M est une suite
décroissante ¢ = (M) de sous A-modules de M telle que Mg =M.
Nous notons F(M) 1'ensemble de toutes les filtrations du A-module M. Si

i = (1) est une filtration de 'anneau A on note M = (I;M)e F(M).

Dans [2] 1es nombres de Samuel généralisés ve(g) et wy(g) ont été définis

pour deux filtrations f et g de 1'anneau A. Dans cette partie nous étendons
cette notion aux nombres de Samue! généralisés V\P(B) et W,P(B) ou

¢ = (Mp) et 8=(F,) sont des filtrations du A-module M en posant :

_ v (Fn) _ W (Fn)
v’(e) = lim —97]-— , w?(B) =lim ——?ﬁ—— si ces limites existent dans R,

N+ n++w

(voir définitions 1.1.1). En utilisant 1a proposition1.1.4, on montre que si
G’,(B) (resp. Wv(e)) existe dans R, alors EW(B) = FW(B), (resp. E¢(B) = WqJ(B)).

IV.1.2 Proposition

Soient f = (I,) une filtration de I'anneau A, J un idéal de A et M un
n

A-module. Alors la suite (up) = ( ) converge’ dens R, .On note sa
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Preuve

1) Remarquons d'sbord que ¥ neIN*  veq(I" M) 2 n vy, (JHM). En effet,

8) Si vjqIM) = +e alors: n=0 implique J"1'cIJMCIM ¥ peiN dol
V(4" M) = +o et ona le resultat.

. , N
b) Si Vi M) eIN* slors on déduit que "M ¢ [IvfM(JM)] M dou
MMc Info(JM)M par conséquent vy (") 2 nvg (M),

N
viqGH)

—) est convergente. Soit

2) Montrons maintenant que 18 suite {u,) = (

u(resp u) 18 limite supérieure (resp inférieure) de la suite u, . 11 s'agit de

montrer que u =u . Siu=+o ou U= 0 cest clair. Nous supposons donc u fini

et u> 0. Par définition.

* VerU VielN )20 0y

**  ¥e>0 YielN , 3jri; usz-c (si U< +)
XX WNelN , VielN 3j2i ;o uj:N (si Uz +o0).

SU+e.

Fixons un ¢ >0 (et si U= +wun N) et choisissons un indice i assez grand
| ¢ ( c)
rque <= (respo).
pour que 3 <= respyg
D'aprés == (resp =»=) il existe j2i tel que Uj 2 u-¢ {respN)et d'aprés = il

eviste k: ij tel que u, ¢ U +¢. Divisonskpar j; k=t +q ou g¢j onaalors:

o . . .
vl ™I >vﬂ.1(.1*JM) (M) vm(ﬂm))ﬂ

aRR R VT I VY R P R R
. q <
kg et e $) tona: -y 0-—
S e .{ J—J implique <7 etona: e 13
koo i
e . | I PETEE _
douu+az(g-e,\(|—i—):u-s-k 1 Yol - 2

1 v ] A » _—
tresp. N (1- i—) >N -¢) Parconséquentons u+e¢2U- Z¢

[ -
{resp.u+ezN-¢)donc u=u.
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IV.1.3 Proposition
Soient f = (I,) 2t g = (J;) deux filtrations de 1'anneau A et soit Mun
A-maodule. Alors :

;;fm(JnM) \

(i) Le suite ( ) converge. . dens R, eton s

n
| ViMUaM) v UM
lim sup ¢ H_Enm——-——

(i1) Si g estune AP fiitration alors vey(gM) existe dans R.etona

_ ;f (J M)
V(gH) = lim ———

n-o n

Preuve

Yoir 1a preuve de e proposition 2.6 [2].

IV.1.4 Remargues
Soient ¢,8,¢9 et 8" des filtrations du A-module M telles que

wolB), Wo(B), Wy(B) et w,(8) existent dans R+ Ona slors:
) B¢l = V—V,P(H) p Vv4,(8‘)

(1) 9 < 4= Wol8) ¢ ().

IV.1.5 Propriétes
Soient ¢ et 8 des filtrations du A-module M et A>0 un nombre réel. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) v—vq,(ﬂ) existe dans Ra.

(i) E**(M(B) existe dans R..

iy T g olAN L

Giiy wq,(e D existe dans Ra.

. — — 1 .
De plue sous ces conditions on s - W‘P(B) = ,lwlpm(a) =3 Wy y
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Preuve
Il suffit d'utiliser la méthode de 1a démonstration de 1a proposition 2.3 [2].

IV.1.6 Proposition
Soient f et g deux filtrations de I'snnesu A et ‘1 un A-moddule. Alors le
nombre de Ssmuel généralisé weu(gM) existe dans R, pour toute AP filtra-

tion f.

Preuve :
Posons f = (I) et g = (J,). Nous pouvons supposer que lim inf —

= aeR,

et comme la suite (wa(JnM)) est croissante, que wa(JnM) tend vers o

quand n tend vers «. f &tant une AP filtration, il existe une suite d'entiers
k.

(kj) > 0 telle que ijn C I? pour tous j,n et —]l tend vers 1 quand j=o. Si s,n

sont deux entiers 21; 1a suite d'inclusions

n r' ' -, - ’
I“kaM(JSM)'” € Tyrgy (Jghy T € g € psM nous donne | inégalité
WimUngM) € Mgy (1) (*). Prenons deux entiers n>m: 1 et notons g, le

plus petit entisr supérieur ou égal & .. On & alors d'aprés (%)

Wip(Tptt) < wa(anmM) ¢ GpKyygp(gt)- On & done

Wit g kwm(Jr,,!'I) o W) kwm(JmM)
¢ d'ou limsup ¢

et

n q," |- m n - m

Kiv e Uit Wt Ky )

comme = .
m m WenpM)
W el (3 M) Ky er4(J M) Werld M)
o oblient 1im sup — e ¢ inf — M i inf — e o 1 suite
n m m m m

—— ) converge dans R, .
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IV.1.7 Proposition.
Soient f=(I,) et g=(J) deux filtrations de I'anneau A telles que f soit

;er1(Jnr1) —-

une AP filtration. Alors les suites ( — ) et (nwym(gM) convergent
deans R, et on a:

W) W)

R v 1e fM™n . fM*n
(i) wm(gm = l}Lm“ - ;]nf —n
(ii) _Y‘}IM(QM) = :]l_’n’l nﬁlnm(gﬂ)
Preuve.
Sait f une AP filtration et (k,) une suite d'entiers 2 0 telle que Ig,m € I':
K

pour tous n, m avec lim F": |

i
(i) On seit que wqpm(J M) est déiini pour tout entier n20. De plus, comme la
suite (wem(J 1)) est croissante, on peut supposer que Wew(J,M) < o pour tout
entier n. Comme W (JM) ¢ Ky p(ate) POU tout idéal Jde A, on obtient

-V_VfM(JnH) -
lim sup 0 ¢ weM(gM). D'autre part, on a pour tout entier n et tout

Wo(TaM) W (Tpm)
2

entier m, J:'M C Jy,M d'ou . Quand m~w, on obtient

nm nm
W () Wepa (M)
fM*n - "
2 Wep(gM) pour tout n. (1 en résulte que la suite ( an T
- — . WfM(JnM)
converge vers we(gh). De pius, Wen(gM) = int T

(ii) Montrons tout d'abord que v_vm(gm) = lim inf anInM(gr’I). On peut
supposer que ky 2 npour tout n 2 1. Alars si g = (J,), 1a suite

dinegalites f;, ¢ rkn) ¢ £ nous donne
Ikn In
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o . Lo e e -
Wlknn(gm W (kpIy(Qh) = me(gﬂ) < wy (g) (*). Alors en multipliant

les termes de (*) par k, et en prenant la limite inférieure, on obtient :

Tim inf Ko Wy M(3M) ¢ wep(@M) < Tim inf nwy M(gH) et

lim inf n wy (g < 1im inf kn?rlk m{gH) car k, 2 n pour tout n. On & ainsi
n

montré que wep(aM) = Tim inf nwy m(gM) .

Montrons maintenant que 1im sup nivy p(gM) ¢ WfM(gM). Suppasons que
w4(gM) € R, et prenons deux entiers p > 1 et g 2 1 tels que wy(gM) < % ;

alors Tfm(g@m <petilexiste alors un entier N21 tel que pour tout m:N, on

ait wemlmgM) ¢ mp. Par conséquent, pour tout entier m 2 N, on & Ipy € Jp.

. . . . m .
Soit n un entier » 1 et q_ la partie entiere de =—— 0On a alors la suite
m n

(gt t) . ,
dinclusions I:m OMc!n(qm+1)pM Clppll C g M d'ol Iinégalité

wInM(qu) ( p(qm+1)
mq Toomq

e

nq

Tirm sup nwyM{gH) s Wey(gM).

. En prenant 1a limite quand m-w, an obtient

oo

WiM(GM) ¢ ==, c'est-d-dire que 1im sup nwy M(gM) <= d'ol

IV.1.8 Remarques et exemples
(i) Dens V'exemple suivant nous allons montrer que si g n'est pas une
AP-filtration d'un snneau neethérien A, 1'existence de Vf(g) n'‘scsure pas que

_ o)

@< im_

. 2IX] 2 - . o

Soit A=y 2[x] avec x< = [0l Considérons les filtrations T = (I;) et

g={p) de A ol Jy = (230, 2"%) et 1, = (27, 2") pour n>0. g n'est pas une
. . - | vr{,)

AP filtrationetona vi(g) = 1 et lim =3

1 +ee

(1) Dans l'exemple suivant nous allons montrer que si f n'est pas une
AP-filtration d'un anneau neethérien A, I'existence de Wwy(g) n‘assure pas que
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wi(J,) -
wi(g) = lim L0 oit A - Z[;] = 2[x] avec xZ = |0], on considére les
N3+ N (X<)

filtrations f = (I,) et g=(J,) telles que J = (25" x) et I, =(2") pour
_ _ Wf(Jn)
n>0. f n'est pas une AP filtration et 2na we(g)=3 et H_’rrloo =00

§2 NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES ET REDUCTIONS VALUATIVES
SUR LES MODULES

1V.2.1 Propositign
Soient ¢ = (M), 8 = (F) et N = (F,) des filtrations du A~-module M.

Si ¢ est une réduction valuative de B alorsona:
(i) vq (@) existe si et seulement si vq (y) existe
(i) wq (B) existe si et seulement si wq (p) existe.

Ona v (8)=vq(p) et wg(B) = Wq (g) si les termes définis existent.

Preuve.
(i) ¢ étant une réduction valuative de 8 alors il existe aeIN tel que

Fres CMn CFn (théoréme.1.2.3), ¥ nelN* etona:

Fre2e SMneg EF nea EMM CFy

n+2a m(Fn+Za) , n+a V%(Mn-fa) , n+a V‘]L(Fn+a) , V‘]L(Mn)
n n+2a N n+a T n+a Ton

a)

st N+ one (i) etsi vy(8) ou vq(y) existeona vq(8) = vq (p).
b) Pour avoir (ii) i1 suffit de rerplacer vq, Par wq dans 8).

1V.2.2 Lemme
Soient ¢ = (Mp) et B8 = (F,) des filtrations du A-module M. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.
(i) vy(8) existe dans R. .
(ii) v aelN, Vtw(a) existe dans Rs.
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(iii) JaeiN tel que vy W(B) existe dans R+.
]
Si 1'une des assertions équivalentes est vérifiée alors pour tout

aeIN on 8 vv(B) = vtav(B)

Preuve.

a) Montrons que (i) implique (ii).
Supposons qu'il existe nelN tel que vq,(Fn) =+ glors vq,(Fk) = +0,
vk2n dol pour seIN, Yk2n ona: v, ‘p(Fn) =+ {Lemme 1.2.2) et on
8

déduit que (i) impligue (ii).
Supposons que %(Fn) €IN, ¥ nielN alors pour aeiN, vy ‘p(Fn)eIN,
a

¥ nsiN. (Lemme 1.2.2). Posons vw(Fn) =re N

]) s =0 ona Fn QM3+r et Fn £M3+r+| dOﬂC g+ Vtaq)(Fn) < V'P(Fn)
< vta,(Fn) +1+a (%)

2) Sir=0 alors FcMg=M et F, & Mgy

Ona 0= "tay(Fn) ¢ vylFn) ¢ Vtw(F") +1+48 (%)

(*) et (**) impliquent pour tout reIN.
vy(Fa)/n ¢ (th(Fn) +1+8)/ng (v¢(Fn) +1+8)/n si n=+m on
déeduit I'existence de V%‘P(B) et on a v,p(B) = vtaw(ﬂ).
b) (ii) implique (iii) évident
¢} Montrons que (iii) implique (i)
Soit aeIN si Vta.p(Fn) = +» alors v,{,(Fn) =+

(Lemme 1.2.2) et on déduit comme dans 8) que (iii) implique (i).
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Supposons que Vi .,,(Fn) eIN, ¥nell enutilisant les relations (*) et (*¥)
;)

dea)ona :

Vta'P(F")/" < V,P(Fn)/n < (Vtaqa(Fn) + 1+ 5)/n.
St vy o(8) existeet si n-+w on déduit que v,(8) existe et que
e .
Vi o(8) = vy(6).
tge 9

1V.2.3 Lemme
Soient ¢ = (M) et 8 = (F,) des filtrations du A-module M. Alors les

ssertions suivantes sont equivalentes.
(1) Wv(e) existe dans R..
(ii) v aeIN, Wtav(e) existe dans R..
(iil) JeeIN tel que Frteq,(e) existr dans R..

Si 'une des assertions equivalentes est vérifiee alors pour tout seIN on a
W(8) = W, ,(8).
’ af |

Preuve.

a) Montrons que (i) implique (ii).
Supposons qu'il existe neil tel que w,,(Fn) = +w, glors W,;.(Fk) = +w, Y K2n

d'ou pour tout aelN, ¥k 2n ona w, 1,(Fk) = +00,
8

(Lemme 1.2.5) et on déduit que (i) implique (ii). Supposons que wq,(Fm-l)elN,
¥ nelN alors pour tout aeIN, w, 1,(F,,), {Lemme 1.2.5). Posons Wy lP(F,,) = relN.
: 8 ]

1) sirz0 ona Mg, cF, et My,r-y & F, donc

wtav(F“) -1 ¢ a+ Wtaw(F") -1¢ wwan) ca+ Wta‘P(F“)' (*)

2°) Si r=0 alors MgcCF, dou w,P(Fn) =0 = w, ,p(F,,,,) donc
8

0= wtﬂ(Fn) < wo(Fp) ¢ Wtaxp(F") +a, (¥*)

(*) et (**) impliquent pour tout rein,
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23

Wv(Fn) _l & + Wtaq(Fk) —1 g + Wv(Fn)

n n n

si n- +e ondéduit I'existence de Tvt lp(EJ) et on @ ?&q,(e) = Wtav(g)'
a

b) (ii) impliquent {iii).évident

) Montrons que (iii) impligue (i).
Soit selN. Siw, Q(Fn) =+« alors w(Fp) = += (Lemme 1.2.5) et on déduit
8

comme dans a) que (iii) implique (i).

Supposons que wy Q(Fn) elN, v nelN en utilisant les relations (%)
a
et (**) de a) on 8

Wtaq)(Fn) -1 ﬁ(Fn) g + wtav(Fn)

n n n
Si wy ¢(Ei) existe dans R+ et si n =+« on déduit que w‘P(B) existe dans R.
]

Que Wy o(6) = Wy(®).

1¥.2.4 Proposition

Soient ¢, 8 et N, des filtrations du A-module M. Si ¢ est une réduction

veluative de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) vg(w); (resp. wg(L)) existe dans R..
(ii) %(‘IL) ; (resp. Vv,p(‘IL)) existe dens R..

Si l'une des assertions equivalentes est vérifiée on a :

Vo(n) = V() , (resp. wo(n) = Wg(n))

Preuve.

a) Montrons que (i) impligue (ii). Posons 9, = (E,)

Si ¢ est une réduction valustive de B8 alors il existe aeIN tel que
tag ¢ 9 <8 d'oll vy glEp)/n ¢ vo(Ep)/n < vg(Ep)/n.
8
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Si vg(®) existe et si n~+w ona

vy glEn) (E.)
_ t 8\en Ye'\En
Vg(%) = lim - lim —+—
M+ N N+ N
v (E,)
(Lemme I1V.2.5) on déduit que lim ——— existe et on a
n+0 N

V'(‘k) = vg(%).
b) Montrons que (ii) implique (i). Comme y est une réduction valuative de B
glors il existe seiN tel que 1,8 < ¢ < 8 d'oll typ < 1,0 <9 et comme dens &) on
montre que si v (%) existe alors vg(%) existe (Lemme I1V.2.2) et on &
V,'(‘)L) = vg(%).
c) Enremplagent v per w dans 8) et b) et en utilisent le lemme IV.23 on s

le reste de la proposition.

8.3 FILTRATIONS FAIBLEMENT BONNES ET AP FILTRATIONS

1V.3.1 Définition
Soient A un anneau commutatif unitaire et f = (1,) une filtration de A. La
filtration ¢ = (M,) du A-module M est appelée une filtration faiblement
f-bonne si Ip My ghwq pour tous p, g et s'il existe un entier m21 tel que
My = g In-p Mp, pour tout n > m.
p=0

1V.3.2 Théaréme

Soient ¢ , B et N\ des filtrations du A-module M et f, g, h des filtra-
tions de A avec f = (I) et g = (J,) .
(1) Si ¢ est faiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-bonne et si g est une
AP filtration alors ?v(e) existe dans R, et on &

_ o Y
vp(8) = vemlg) = 1 —
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(i1) Si ¢ est faiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-bonne et si f est
une AP filtration alors ?1,;,(8} existe dans R+ et on a
Wwem(J M) ¥ oM M)
— — . fMY“n . fM*“n . —
Wy(8) = wrp(gh) = ;]me — = inf =lim n wlnm(gM).

n n n=w

Preuve
Montrong d'abord que si ¢ = (M,) est faiblement f = (I,)-bonne alors fM

est une réeduction valuative de 9. Comme ¢ est faiblement f-bonne slors on &

Ip Mg € Mqsp POUr tous p, g et il existe un entier m2! tel que

m

Mp= £ In-pMp pour tout mm et on deduit Myl M, ¥n>m donc
p=0

Mpem & In 1 C M, pour tout nein®, onaalors t,e < 171 ¢ ¢ par consequent M

est une reduction valuative de ¢, (théoreme 1.2.3).

(i} Si gestune AP filtration alors vsyq(gM) existe dans R. (proposition
I¥.1.3)et ona Fm(gh) = %(gl‘l) , (proposition 1¥.2.1) et en utilisant 1a pro-
position IV.2.8, vyy(gM) = ?'p(gl“l) = 'J'P(B) . d'ol I'existence de UW(H) dans

_ _ MM .
R+etonas v?(e) = V(M) = H_}mm - , (propaosition 1V.1.3).

(ii) Comme dans i) si y est faiblement T = (I)-bonne, si 8 est faiblement

g = (Jy)-bonne et si f est une AP filtration et en utilisant les propositions

iV.1.7;1v.21et IV23 on a

_ _ ‘ ?Yfm(J M) ' :;{ﬂ"l(‘] M) ' _
w,p(B) = Wemlgh) = 1im L inf — - Jim n wlnM(gM).

n2e N n n n-o

1V.3.3 Definitions

(i) Soient une filtration y = (M,) & F(M) et un entier s> 0.2 Al L Jest la

Mo

M
longueur du A-module - . Nous supposons que JBA(MﬂJ e R .Le nombre
n n
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e(y, s) = lim S—; £A(Mﬁ) si cette limite existe dans R+, est appelé la

n~oe N n
multiplicité de ¢ d’ordre s .
(ii) La filtration i de 'anneau A est dite non trivigle si T = A et si
\ﬁz |0]. La dimension de f, notée dimf est la dimension de krull de 1'anneau
A/’\ﬁ.
L'altitude de f notée altf est égale & supf{htp. P> T avec P idéal premier de A
minimal sur \ﬁ ;. Si f = (I,) est une filtration de 1'anneau ncethérien A avec
dimi = O et altf = s et si M est un A-module de type slors la multiplicité

e{tM, s) sera notée: e(f, M).

IV.3.4 Lemme
Saient ¢ = (M) et B = (F;) deux filtrations du A-module M. Si ¢ est une

réduction valuative de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) e(y, s) existe
(ii) e(@ s) existe.

Si 1'une des assertions équivalentes est vérifiée ona e(y, s) = e(8, s).

Preuve
Si ¢ = (Mp) est une réduction de 8 = (F;) alors il existe un entier a:0 tel que

pour tout entier ne;N*
Freg CMa CF, etona

Freza CMn+g CFpeg CMy CF, dou

s .

| M, sl R ! 1. s l
= 2D ¢ S s M . (n+s) sl M
n

2alz—) ¢ 24 ¢ — 2al=—
n AN (nea)S A Fres NS (n+a)® A Mpes

(n+a)® _ sl M, (n+28)®
n® " (n+a)®  AFneze’ S

Si n - ondeduit que ey, s) existe si et seulement si e(8, s} at
e(y, s) = e(B, s).
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1V.3.5 Proposition
Soient f=(I,) et g=(J,) des filtrations de I'anneau A, y = (M) et

8 = (F,) des filtrations du A-module M telles que y soit faiblement f-bonne

et y faiblemer:t g-bonne.
(i) Si ¢ est séparée et 8 est non nilpotente alors V,P(Fn) N, ¥ nelN et

:1‘_‘:]00 WB(Mn) o

(if) Si A est neethérien et g est AP avec \fﬁ cf alors l}i_)mw V¢(Fn) =

(ii1) Si A est nethérien et si f est AP avec \6 c T alors w,(Fn)em, vnein.

Preuve

i) a) Supposons qu'il existe neIN, tel que v,{,(Fn) =+walors Fp oMy,

¥ nelN donc Fp Qpnm Mp = [0l car yest séparée d'oli F,=|0f, absurde car 8
[

est non nilpotente et on déduit que v,,(F,,) &N, pour tout nelN.

b) 1) Comme la suite w, = wg(Mp) est croissante, 'l existe nelN tel que

YWy, = +o0 8lors : ¥ p2n Wp = to et on déduit ;_'I_)N’l Wp = ®

2) Supposons que wpeiN, Vv nelN et que la suite wy = wg(M,) soit
majorée. Alors il existe ZeIN tel que vnell  wylFp) s L.

Donc Fp c My, vnelN ;dol FgcnMy={0} or Fp 2|0 absurde et on

deduit lim  wg(Mp) = w.
n=+o

(i1} Soit jeIN* il existe KjeIN* tel que kan QJ? car g est AP. Comme

J— c «,ﬁ et A est ncetherien, il existe ueIN* tel que J;-' c I, car

J c \.J c iy c1y. Comme 8 est faiblement g-bonne slors i1 existe un
entierr2 1 telque Fp CJ,.p M pour tout n>r. Soit n>r tel que n-r: kju

alomnr-kutw avec 0¢ L < ku, d'ou : JanJkut CJtC_Iiglt, Par

)
conséquent F, € Jp-r M C Iy M c M donc v (Fn) > L. Pour reIN fixé, no+e

implique n-r-+w et t -2+ etons lim v (F,,) = 0,
e ¥
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(iii) On déduit comme précédemment : v jeIN* il existe k;eIN* tel que Iu

_c_I;j €Jy. Soit r2 1 telque MyClyr My, ¥no>r Enposant n:kju(r+t) +r

nna:
Mo Sl (ret) 1 I M C et MCFray, ¥ teIN. On déduit que
wo(F”t) e€IN, ¥V telIN. En particulier il existe telIN tel que

My CF,cFr1C....cFg dou W¢(Fn) €IN, ¥ nelN.

IV.3.6 Lemme
Soient f = (1) et g= (J,) des filtrations de 'annesu A et M un

A-module. Alors on a:
(i) Veptgr) 2 ¥e(g)
(i) won(gh) < welg)

a8 condition que les termes qui y sont définis existent.

Preuve
C’est évident car JC1, implique JM CI M et I, cJ implique I,M CJM

IV.3.7 Théoreme (inégalités asymptotiques).
Soient el g des AP filtrations de 1'annesu ncethérien A, ¢ et 8 des

filtrations séparées et non nilpotentes du A-module de type fini M telles que

¢ suit faiblement f-bonne et 8 faiblement g-bonne, avec dimf = 0 et altf = s.

Si \f:\@ glors on g :

(Ve(g) P ely,s) ¢ (%(B)Il3 e(y,s) < e(8,9) ¢ (*«’vlp(ﬁ))3 ely,s) « (wlg) Pely,s).
Preuve

Posons f=(I) et g=0g), ¢=(Mp) et B=(Fy). v, = volFp),
Wy = WylFg). Alors pour tour n 2 O, v, eIN*, wyeIN* (d'aprés la remarque

Iv.3.4) etona My CFpC My (*). Comme Vi =g alors dimf - dimg = 0

et alti = altg=s.
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(*) implique
M M
v LA(”_V_) | M, W “Afiy, )
ZN\S n - Adh s —_ 7N ;
(n) sl ™ $ S sl LA(Fn) s ( - ) sl ™ , (%%),

e(f, M) et eg, M) existent car f et g sont AP (voir [S]) et en utilisant le
lemme 1V.3.4 on 6 I'existence de ey, s) et de e(8, s). Dans (¥*) en faisant

tendrenversoona:
(VT(B))S e(y,s) < e(8,s) ¢ (Wq,(e))” elp,s).
Comme V,P(B) = viM(gh) 2 ve(g) et Tvq,(a) = Wen(gM) < we(g) on s

(vi(g) Pely,s) ¢ (VV(B))Se(v,s) < e(8,s) ¢ (W,P(e))se(q,,s) s (welg) Pely,s).
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CHAPITRE V

FILTRATIONS SUR F(A). DEUX FONCTIONS
x¢(J) et f;(J) de Mc ADAM

§.1 FILTRATIONS SUR F(A) ASSOCIEES A ag ET A ay.

V.1.1 Définition

Soient A un annesu cormrutatif et F(A) 1'ensemble des filtrations de A.

Soit 7 une filtration de A, posons :
Fu(f) = {g eF(A) ; 84(g) 2 n} et F(f) = {geF(A);a(g) 2n}.

V.1.2 Remarques
(i) F(1) = (F(f)) et F{f) = (F () sont des filtrations de 1'ensemble F(A) .

Fo(f) =2 pour tout neIN et ona: F(f) <F(f)<F(T)
(i1) Si ge F(f). et he F(f). alors g+he F (f)., pour tout neiN,
(iii) Si geFy(f) et he Fi(f) alors gheF, (f) pour tous entiers p et q.

Si ge Fp(f) et he Fq(f) alors gh e F_,.(f) pour tous entiers p et gq.

p+q

Preuve.

(1) F (1) 2@ pour tout neiN car i(n) ¢ Fo(f) pour entier n 2 et Fy(f) = F(A).

Montrons que : F{f) < F(f) ¢ F(f).

En effet ge F (f) équivaut 8 af(g) 2n. SigeF (f) et pelN* alors
0N
ar(g{P) 2 p ag(g) et -

ge F(f) et ona F(f) ¢F(f)

xn d'oll &(g) 2 n par conséquent

D’apres la proposition 11.2.2 , a¢(g) 2 1 = g < T donc
(@ 2n=g < 0 = TN (lemme 11.32) d'od F(f) < F(T) et on déduit -
F() < F(1) < F(T)
(ii) Comme a(g+f) = inf(g;(g), ar(h)), (théoréme 11.2.6) alors
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a;(g) 2 net agth) 2n impliquert ap(g+h) 2 n et on déduit que :
g et h eF (f) impliquent g+he F ().
(iit) 11 suffit de remarquer que as(gh) 2 a;(g) + o¢(h) et as(gh) 2 ag(g) + ag(h).

V.1.3 Remarques

Soient f, het gdes filtrations de 1'annesu A. Alors on a :
(i) vF(f)(gh) 2 vF(f)(g) + vF(f)(h) ;
(1) V() +h) 2 inflvp (@), vi(p)(h)).
(ii1) vgpy(g+h) = inf( ven(@ v-F-(f)(h)).

Preuve Remarquons d'abord que : si F(f) = (F,(f)) alors
VF(f)(g) = sup{r IN; geF (f)}.

(i) et (ii) sont évidentes. Montrons maintenant
(iii). Suppasons r = inf(vr(ﬂ(g) ' "'F(f)(h)) = vF(f—)(g) alors rs ag(g) <r+l,
on déduit que ar(g + h) = 85(g) car ar(g + h) = inf(g¢(g, 8(h)) et ona
r= V-F-(f)(g +h)= inf(vr(f)(g) , V‘F-(f)(h))-

V.1.4 Lemme
Soient fet gdes filtrations de 1'anneau A. Alors

v (g(n)) _ Y (g(n))
P et vr(f)(g)zlim HO=

N2+

2+

existent dans R, et on a Ve (1)@ = Vin)(e) = Br(g).

Preuve.

(i) Montrons d’abord que \.*F(,-)(g) = a7(Q) .

En effet, vF(f)(g) =sup {r eIN; g e F (1)}
= sup {r eIN ; a;(g) > r}

=sup {rein;gefiny: ().
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- g™ el
Donc : VF(f)(g) = l!]].!;]’lm—n—'— = }11_1;]100 n = af(g)
i} _ et _
(i1) Montrons que Vvre)(g) = LL”lw - existe dans R,

$'i1 existe nelk® tel que very(g'™) = +w slors  ar(g{™) = nag(g) = +e

et ag(g) =+». Comme la suite (vr(f)(g("))) est croissante , vey;y(Q) = +w
et one: Vg () = ar(g) =+

Supposons que vr(f)(g(")) = reIN pour tout neiN* ,ona:

v]_r(,-)(g(")) ¢ 'a}(g(")) < vF—(f)(g(")) s 1cag(gt™) « 1.

Comme Ef(g(")) = nas(g) on déduit que Urm(g) existe dans R, et

V.1.5 Propoasition
Soient gune filtration de 1'anneau A et F une filtration de F(A)

To(a) = i LIPS i B c
telle que vp(g) = ;]]—Prrloo . ve(g'") existe dans R, , alors

ve(Fig)) = },i_,'rlw'r:_vF(F"(g)) existe dans R, et on a vp(F(g)) = V(g).

Preuve ve(F (q) = inf(v,.-(h)), (proposition 1.1.3). Pour tout heF (g) on a
heFig)

h< g™ cor aglh)2n d'ol ve(h) 2 ve(g‘™) et comme

ag(g(")) 2neg(g) 2n alors gMe F(g) et velh) 2 vp(gt™, on déduit que

ve(F (@) = ve(g™).

ve(Fo(g) ) vF(g("))

D'ou
n n

, par conséquent si n-+e ona ve(F(g)) = V(g).
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¥.1.6 Corollaire

Soient f et g des filtrations de 1'anneau A, elors

— , | ,

et me(F(g)) = ]ni.f”wnlvf(f)(Fﬂ(g)) existent dans R, etona:

Preuve. |1 suffit d'utiliser le lemme V.1.4 et 1a proposition V.1.5.

V.1.7 Définition
Soient F = (F;) une filtration de F(A) et ge F(A), on dit que g est entiere
sur F g'il existe neIN®* et f; e Fj pour i=1,.,n telque:
gtn - flg(n") + fzg(n-Z) bt
On dit que g est entiére d'ordre keIN* sur F si g est entiére sur
FOO = (F o).

Pasons P {F) = {ge F(A) telle que g est entiére d'ordre keIN* sur F}
F* = (P, (F)) est une filtration ci: F(A). F* est appelée I8 clGture priférienne

de F.
Comme pour toute filtration 1 e F(A) () = fyeF;(f) pour tout ieln® , f est
entier sur F(f) et on déduit que P, (F(f)) =@ pour tout k eIN.

V.1.8 Proposition
Soient f et g des filtrations de l'annesu A. Si T est une reduction de g

alore g est entiére sur F(f).

Preuve.

Si f est une réduction de g, il existe keIN* tel que pour tout p2k,
glPtk) o f(p)g(k), (voir lemme 111.2.2). En posant n=p+k, on obtient

g™ = ({Pg{n-P) donc g est entire sur F(f).
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V.1.9 Proposition

Soient f et g des filtrations de I'anneau A. Si g est entiére sur F(f) alors

af(g) 2 1.
Preuve

(1) Si a¢(g) = walors as(g): 1

(i1) Supposons a8¢(g) < = .Comme g est entiére sur F(f) alors i1 existe neIN*

et fieF;(f) pouri=1,.,n tel que:
gtM = 1,gtn 1+ 1,g(n"2 vt 1) et comme

ar(g+h) = inf(as(g), as(h)) et &¢(gn) 2 a¢(g) + 8¢(h) pour toute filtration h de

'anneau A (Théoreme 11.2.6) on a:
gf(g(n)) - gf(f‘g(n- 1, fzg(n'Z) et fp)

= inf; (8y(f,g¢n-1)
2 inf; (Bg(f;) + a(gt™)
nag(g) 2 inf; (a¢(f.) + (n-i) ay(g))
0 2 inf; (8¢(1;) + (-1) a¢(g)) = g
021 = a¢(fg) + (-s) as{g) pour un certain s21

Br(ts)  aglry)
S - S

donc a¢(g) 2 21 dol ag(g) 2 1.

V.1.10 Lemme
Soit f une filtration de I'anneau A. Alors on a (F(f)) * < F(f) < F(T)

Preuve.
(F(f)) * < F(1) < F(T') vient de 1a proposition V.1.9 et de 1a définition V.I.1
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¥Y.1.11 Corollaire

Soient f et g des filtrations de 1’anneau neethérien A avec f ¢ g.
Si f est fortement neethérienne et g neethérienne, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes

(i) g est entiére sur F(f)

(i1) gest entifre sur f

Preuye : Montrons que i) implique ii)

Si g est entiére sur F(f), alors a;(g) > | donc g ¢, {proposition V.1.9) d’ol!

f=q et on déduit que g est entiére sur f, (voir proposition 4.7 [6] .
Réciproquement g est entiére sur f implique a(g) 2 1etona T=g etf

est une réduction de g, (Lemme I111.2.4) et en 1a proposition V.1.8 on déduit que
g est entiere sur f.

Soit B Vensemble des AP filtrations de 1’anneau neethérien A. Si feB’.
nous posons Gy(r) = F ()~ B" et B () =F (B’ G,(i) et Gy(f) sont non
vides car pour tout neIN* si f est une AP filtration f("}, est aussi une AP
filtration et 1" & G, (1) ¢ B (f). B(f) = (G,(N) et B(f) = (G,(1)) sont des

filtrations de V’ensemble B’.

V.1.12 Proposition

Si heB’ alors Vﬁ(f)(h) et Vﬁm(h) existent dans R, et ona:

Preuve :
i) ! | S, -
(i)Montrons d’abord que v ;y(h) = aq(h} .

En effet, vG(f)(h) =sup {reiN; heG.(N}
= sup {r eIN ; ag(h) 2 1}

zsupireiN ; he ity - as(h).
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{n) {n)
Donc ; ma(h) = }1]-5’100 — e = '[Ierlm = 8¢(h)
™)

(i1) Montrons que V—G(f)(h) = lim — existe dans R,

n—++o

S'il existe nein* tel que v-G-{f)(h(")) =+0 alors  ag(h'™) = naglh) = +e
3:(Q) = ite (v=, . (h{M ; il -

et 8;(g) =+. Comme la suite (vg ;y(h*"")) est croissante, Vo)) = *o

et ona: vgph) = ap(h) =+

Supposons que \rg(f)(h("’) = reIN pour tout neIN* ,ona:

V‘g(f)(h(")) ¢ Ef(h(")) ¢ VE'(f)':h(n))+ 1¢ Ef(h(n)) +1.

Comme  ar(h‘™) = nay(h) on déduit que ve(r)ih) existe dens R, et

V‘G(f)(h) = Gf(h).

V.1.13 Proposition

Soient f et g des AP fillrations de 1'anneau neethérien A. Alors les assertions

suivantes sont équivaléntes :
(i) Glg) s G(1).
(i) g« 7.

Preuve :

Montrons que (i) implique (ii).
6(g) « B(1) implique 8g(g) = T-g(g)(g) ¢ Vg(1)(@) = @¢(g) (proposition V1.12) ;

comme agg) 2 1 alors ag(g): 1 d’ol g« T, (proposition11.2.2).

Montrons maintenant que (ii) implique (i).
Soit neiN*, alors pour tout h eG,(g) on 3 Eg(h) > n. Comme 'a'@- (h) = a,(h)

{Lemme11.2.4) ;alorssi g«T,ona :Eg(h) s ag(h) d'oi ap(h) 2 n et heGy(f).

Donc g« T implique G(g) < G(f) .
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V.1.14 Théoréme

Soient 1,5 et h des AP-Tiltrations de I'anneau neethérien A. Si
Glgh) ¢« §(th) et si g:~h slors Blg) < G(1)
Preuve
Si B(gh) « G(fh) alors gh < fh (proposition v.1.13) et comme g ¢ \Jh alors
g¢T (Théoréme11.2.1) et G(g) ¢ G(f) (proposition v.I1.13)
V.1.15 Thecréeme
Soit 1 une AP filtration de 1'anneau niethérien A, G(f) = G{T ) .
Preuve
heGn(f) équivaut & ag(h) :n et ag(h) :n Bquivaut d he () (théoréme

11.2.5) car h est une AP fiitration. Comme 0 = T("); (Lemme I1.3.2) ;
h¢ 140 - T(n) gquivaut & ay(h) » n. Par conséquent e-(h) > n équiveut &

h &Bp(1) , d’oll Bp{f) = G4(T) et onu B(f) = 6(T) .
§.2 DEUX FONCTIONS ASYMPTOT!IQUES DE MC ADAM

FONCTION ;(g)

V.2.1 Définition

Soient T = ) une filtration de 1'anneau ncethérien A et J un ideésl de A la

suite F=(Fy) ou F,={J:1,)est une suite croissante donc stationnaire car

A est n@thérien. Posons we(D) = inflr; J:1.) = U:1,,,), ¥ neil); ap(Deln.
St wilDeN  alors wi(l) = eg()) car (7: 1, (D)= A Sif=f] on écrit

o'vfl(.J) = 0] (1)

V.2.2 Lemme (voir [10] Proposition 6.8).

5o0it J = bA un idéal régulier et 1 un idéal de A.

- lim g™
&) = e

) - %
existedans R .
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e — lim  «flJy)
Nous allons étudier I'existence de ag(g) = n—«

ou g = (J,) est

une filtration de A.

V.2.3 Proposition
Soient 1 = (1) et g = (J;) des filtrations de I'snnesu nethérien A Soit un

réel A>0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) «(g) existe dans R,
(1) & (2)(9) existe dans R,

Si l'une des assertions équivalentes est vérifée, on a
x(g) = A (3)(g).

Preuve.
Soit apyp) =1, alorsona Wy -y (- ) = Uy -agreq)-)) POUr tout

QelN ; (1). Pour tout seIN il existe un entier p2s/A tel que

Uy II-M-|,) c(,: Il-?"” 1)-|,) c..cq,: I['.‘&r+s'|') c @, I|-7°(”p)-l') .

(1) implique que (U, @ Ijapp) = o = Li-ar+smp) pour tout entier s.
Comme Ar<{ir}¢Ar+ 1 alors: ¥ s'elN ona

PAFT] + 8" = ATArT /A + 8'/A) ¢ AQAr + 1+ 6")/A) < Ar + (1 + §')/A) d'oll

PArT < A7) + 8" < |"A(r + @7 avec q > (1 + s'/A donc

Unlmarmp = o= Qpt Dmnem o) = Gt agragym) ¥ 57N (20,

(et (2) impliquent A(r-1) < TAF = 1371 coc(3,) < [TAFTT < Ar +1 ; on déduit
(% Qp) = 2)/n ¢ QuugayUp) = A+ 1/0s (g () + 1)/n ¢ (Ree(3)Up) + 2)/n

Si n-eo onaleresultat.

¥.2.4 Proposition

Soit f = (Iy) une filtration fortement AP et I = bA un idéal réegulier de

_ _ lim o™
I'anneau A. Alars och) = h—3o

existe dans B, et il existe kelN*

tel que og(g) = kot iy (9D,
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Preuve. Comme f est fortement AP il existe kein* tel que 1'% = . or
o—clk(J) = oT,I-Ik(J) ; le temme .2.2 et 18 proposition V.2.3 impliguent 1'existence

de ap()) et on & «(()) = KegpQ).

V.25 Lemme
Soient h = (U) et g = (J,) des AP-Tiltrations de 1'anneau A et I un idésl de

I'snneau A. S1 h¢ g et \f'ﬂ = \JE alors e,(I) ¢ oc,q(I).

Preuve.
Comme +h = \fa alors il existe seIN* tel que

J? g\(ﬂs g\fuls ¢ Uy car A est neethérien. Comme g est une AP-filtration
alors il existe k eIN* tel que Jk‘.p CJEl . ¥ peiN. Alorsona
X, .s_ngfS QU? cUp dou T, 5 € Up . Soit ocg(l) = r alors comme

hegona pour par (I:J) c(I:U)ec..c(l:0)c( :Jk1.s.p)' Comme pour
toutprr ona (I:J.) =(I: Jkrs-p) on déduit que (I:U.) = (I:Uy) pour tout

p:r. Par conséquent och(I) $r= ocg(I) et on a le résultat.

V.2.6 Lemme
Soient 1 = (I ) et g = (J,) des filtrations de 1'anneau A. Alors pour tout réel
A>0o0na:
o] o) ® 2y
(i) Vim sup nn = Alim sup f
o) & cpy )

(i) lim inf _f_n_= Alim inf

Preuyve

En utilisant la demonstration de 1a proposition V.23 on a -
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(OLf(Jn) -A) ()\O(,f(m(\]n)')\* 1) (Otf(Jn)* 1 ()\O(.f(;”)(\]n)*:?)
< <
n : n - n - n ‘
Comme la limite supérieure du deuxiéme et du dernier terme est
% a)n)

Alim sup on déduit (i). Le {ii) se démontre de la méme fagon.

V.2.7 Propos.tion

Soit f = (I,) une filtration de A et J = bA un idéal régulier de A. Alors on a:
(i) 18 suite nexp (1) est convergente dens R,.

e . _ lim Y .
(1) Sif est une AP filtration alors: of(J) = —w T existedens R

- lim -,
et af(J) = n—wn U,In(JJ.

Preuve
(1) 1= ()= ) et (1) = ) = (") = QP = fgy¢ doi

Tty p* 1 € 18R car (T, 4 € (T ke (1)K donc

e pt&* " € 1g, ™% et \ff(lk”)(kﬂ) = \ff(lk)(k) =1, impliguent que

“fIk”(kH)(J) Socflk(k)(J), (lemme V.25)etona :

- . ( ) - . . : . —_
(k+D) o () ey o' = keey, (90 On déduit que 1a suite nxy () est
décroissante donc convergente dans ﬁ*+.
(i) Montrons d'abord que wglJ) = li#’l n&‘In(J). f étant une AP-filtration, il
|
existe une suite (ky) d'entiers positifs telle que I, gI;n pour tous entiers

lim kK :
m et n avec n—->1 F": 1. De plus, on peut supposer que K, : n pour tout

n 1. Alors la suite d'inégelites i m flkn) ¢ f1, nous donne

‘ N
o1, T agln)(® o (9

qQ - qQ " q

d'ou
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- ) o N
alkn(J. - fmf(k,,)(ﬁ) . mf(kn)(JQ) 0
——— ————— L <

q 1 16n in q 1 \3’1 sup q I

o (J9) _ o (J9)
< {n/kg,) hgn sup

on a {n/k; . o1, “I) < (nfk,) Vim inf <neep (D
n’tn Ikr‘ n q In

on obtient imkp oy, (Y < iminf ¢ 1im sup
n n q q q

< Iirgn nexy )

et liminf neey (3) < lim inf kg, ooy, €J) car k, 2 n.
n In no Ty "

Ainsi (3} = lim inf n°_°I {3, (1)
1 n n
Montrons maintenant que lim sup nBZI n(J) ¢ E:Zf(J). On peut supposer que
Ef(J) €IR,. Prenons deux entiers p21 et q21 tels que &'f(J) <% alors

EEf(ﬂ) . p etil existe alors un entier n > 1 tel que pour tout m : N on ait
uf(qu) < mp. Par consequent, pour tout entierm >N, on a

(Jma . Imp) = (JM . Imp+ ]) -

Prenons un entiern > | et effectuons la division euclidienne de m parn ;
m=nqy, + r, cU 0<ry, <n Onadonc la suite d'incl.'sions pour tout relM

cl

{qr, +1) p+r Qo +1)
My c In\ m c n(qmﬂ)pg-lmp

Ikn((qm sDpn & [

(qu : Ikn((qm + l) D+r)) = (an : In(qm +1) p+r) == (qu : Imp) alors an deduit

c"‘In“mq) ) D(Qm +1)
mq - mg

. _ - !
§i m-+o onobtient ey ()<= o,

oo

. R — e
e lim sup oy (D s a dol lim sup noqn(J) ¢ ar(J}, (2).

(1) et (2) impliquent  lim noT,In(.I) = uglJ).

n2+m
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FONCTION f(g)

Vv.2.8 Définition
Sofent f = (I,) une AP-filtration et ] un idéal de A. Posons

B> =int{n ; (I, .- gl , vra2 1} et si fh; (0, 0l ,¥rat}
est vide, B;{J) = +oo.

V.2.9 Proposition

Soient f = (I,) une filtration de 1'anneau neethérien A et J un idéal
regulier de A. Si f est une filtration neethérienne de A, alors ¥ n : 1,
BriIMeIn.

Preuve
Notons Fp=(I,:<J>) = y {I,:JP) La suite F = (F,) est une flitration de

A. Eneffet comme I ., cljalors (I, :JP) c(l;,:JP) donc la suite F est

n+1
décroissante. |1 existe telN telque Fp=(J, ;) dou o' Fycl,. Il existe
aussi rain tel que 1"F, gl d'ol I Fagl= Fp. FaCllyy, 3™
etona FyFrC |I.JI(I“‘;D:J”) = Fpen.

Notons ®(f,]) I'anneau de Rees généralisé de F.

Posons R(f, D=+ A2+ AT+ A+ (I 0 aMt! + (I, M2
R, D, est R{-module. C'est un sous module de ®R(1)-module R(f, J).
IRA{T, Iy, T+ R(1). Soit % un élément régulier de J, alors on 8
RN &G, D o ®RA) k" R/ etant neethérien et #(1) ™" &tant un
®.(f) module de type fini alors ®(f) x"" est un module neethérien et on
déduit que ®(f, ), est un R.(f) module de type fini car c’est un sous module
de R(f) x M Comme RIC Rp= R, Ny € Alu, t) R L) = R (U1

ol t=ul.
I existe un entier h20 telque uP R, c R ol b &, = 3 ([, I
rez

donc {I,,p:JW €I, ¥r.On déduit alors que ﬁf(J")EIN vn.
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v.2.10 Proposition

Soient f =(I,) et g=1(J,) deux filtrations de I'anneau A, 1s limite

By(g) = :]I_’nlw existe dans"]ﬁ,, :
Preuve Posons [((n) = f¢(J).
(i) Soit unentier tel que Bs(J;) =+« comme
Thap 90 € pep e 1) = B(0) < Bln+1) si BeQp, (deln 8lors
Br(Ju)eIN absurde on alors (. () = +o ét f(Q) = +o0
(ii) Supposons que B¢(J") €IN vV nelN.

De (i) on déduit que la suite [(¢(J;) est croissante.
Montrons que fi(n+m) < pln) + f(m). Comme (lgepy, 23 ) C 1 el
(To(myer Imd €Tr, 121, Tgeayeptmyer Inem) € otnyeptm)+r  Indi)
= (Tgnyep(myer - In) 1 9m) & Tpgmyer I € 1, AP

(Ug(ny+q: In) € Ig= Igemyer s Q= B(m) +r dod film+n) < ) + f(n).

. o ﬁf(‘]n)
Soit f = lim mf—n—. V¢ > 0, pour n assez grand on @

Blen)

8 3 <, 13 2
pran g+ 7 Fixons m. Pour tout n 2 1 ecrivans n=gm+r &avec q et r etant

des entiers neturels et r <. Alors on &

Bln) = Blam+r) < q pm) +r {1} <gm (B + %) +m (1) d'ou

B{n) gn c.om e Bl
¢ (i '2') M fl1) < (B + 5) + : Si n+w alors g 2+« donc pour n
3ssez qrand on a P (= et |3(n)< +¢ on déduit al 11 P
J° 4 ) ‘—‘ Sy < = _
9 q 5 o p+e eduit alors §§ n}_grlm

V.2.11 Proposition

Pour toutes filtrations 1 =(I;) et g=(J )de A, cne

pri) = By ()R RAN)L ¥ neIN

Preuve. |1 surfit de montrer que B¢(J.) eIN e Bum (N RN



74

Posons K= (UMR(N:J RN et F= 3 [Ip,q:3)nIsltS.
sez
Soit xtSeK avec xelg alors xJt5c1 A5 dou xJ I o et

xe(l < :J)n1g donc KcF. soit xt°ef = xelg et

m+s
xSl 5= AT uM = xeK dol K= F.
Supposons B(J JeIN. Soient r21 et m=psQ) +r

Alors WPIONMT R(D IR 3 g (perss ) 0 1M
se2

Comme (Ilgf(ln)ﬂq.s :J)Clrss alorsona

(PRI R(1) 3 RAD € 2 1pus 5 URAN) donc
BUR(f)(Jn R(f) ¢ ﬁf(Jn) , (1)
Reéciproquement supposons que ﬁuR(f)(JnR(f)) €lN.

0n e (WPUR(NUn BLUONT R(EY - 5 w(N Cu RN v r2t.

Ons (I|3uR(1,)(Jnﬂ,(f)+r:Jn)_t;lr 20

Br3y) ¢ Bur(n)U, ®AN), (2)
(1) et (2) = Brl1) = Byr (nHUn 'iﬁ.(f))/

V.2.12 Lemme {(Lemme 6.19[10])

Sib et csont des éléments réquliers de 1'anneau A, alors
. A(D"A) = Ba(chA) |, ¥ neIN

V.2.13 Théoréme

Si b est un elément réqulier de A alors pour toute filtration f de A, on 8
B-f(b) = Ebn(f)(uﬂ(f))

Preuve
Comme [(b"A) = ﬁumf)(b"ﬂi(f)), (proposition v.2.11) et

Py (1) (0" R0 = by 1) (WRAD), (lomme V.2.12), on &
E-f(b) = abmf)(uﬂ(f)) .
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